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Vorwort

Dieses Buch ist aus dem Wunsche entstanden, die An-
wendung  gruppentheoretischer  Methoden in der Quantenmechanik
einem weiteren Leserkreis zuganglich zu machen. Die wirk-
liche Losung der quantenmechanischen Differentialgleichungen
stot im allgemeinen auf so groRRe Schwierigkeiten, da3 man
durch direkte Rechnung zumeist nur eine grobe Anndherung
zu erreichen vermag. Um so erfreulicher ist es, da3 ein so
groer Tell der quantenmechanischen Resultate schon durch
reine Symmetriellberlegungen erhalten werden kann.

Man hat gegen die gruppentheoretische Behandlung der
Schrédingergleichung oft den Einwand erhoben, dai3 sie ,,nicht
physikalisch* sai. Es scheint mir aber, dafi die bewullte Aus-
nutzung elementarer Symmetrieeigenschaften dem physikalischen
Gefuhl eher entsprechen mul3, as die mehr rechnerische Be-
handlung. Der erwéhnte Einwand dirfte darauf zurickzufihren
sein, dal’ die Gruppentheorie einen wesentlich anderen Charakter
hat, ads die dem Physiker hauptséchlich gelaufigen Teile der
Mathematik, so dal’3 es immerhin einige Zeit erfordert, bis man
sich mit ihr befreundet hat. Sie besteht ndmlich aus einer
grof3en Zahl unscheinbarer Schliisse, die zwar einzeln betrachtet
trivial, in ihrer Gesamtheit aber doch nicht so leicht zu Uber-
blicken sind.

Deshab hielt ich es schon im Interesse des ungelibten
Lesers fur ratsam, ale Zwischenlberlegungen nach Mdglich-
keit explizite auszufihren. Um das richtige ,,sich zu Hause
fihlen" im Gegenstand zu erleichtern, wurde vom mathema-
tischen Teil wesentlich mehr gebracht, als fir die physikalischen



Vorwort
Vi

Anwendungen potwendig gewesen Wire. In den physikalischen
Anwendungen Wollte ich mich auf ¢ i ne n Gegenstand beschrénken
und habe als dicsen die Theorie der Atomspektren gewahit.
So warde der Inhalt zweiel Arbeiten des Verfassers (Zeitsehr.
f. Phys. 40, 863, 1926 und 43, 624, 1927) aufgenommen, die
im Anschluf an die Heisenberg-Diracschen Untersuchungen
iiher Resonan entstanden.  Die Methode wurde bald von
F. H und (Zeitschr. f. Phys. 43, 788, 1927), W. Heitler (ebenda
46, 47. 1927), F. London (ebenda 46, 455, 1927) und H. Wey]l
(Vorlesungen i n  Ziirich, Wintersemester 1927/28) aufgegrifen
und angewandt. Weiterhin wurde nur noch die genieinsame
Arbeit von J. v. Ne um ann und dem Verfasser und (ie neuere
S | ater sche Arbeit ausfithrlich behandelt. Dagegen konnten
wegen (les Umfanges die physikalisch besonders wichtigen Unter-
suchungen von H und, London und Heitler iiber Molekile
nicht aufgenommen werden, obwohl sie die Anwendbarkeit (e;
gruppentheoretischen Methoden auch auf andere Gebiete lebhaft
bezeugen. Es schien mir aber wichtiger, ein Gebiet moglichst
vollsténdig zu behandeln, als der verlockenden |dee nachzugeben,
aus allen Gebieten die schonsten Resultate zusammenzustellen.

Zum Schluf} ist eg mir ein Bediirfnis, den Herren R, Becker,
W. Bloch, E Brody, H. Kallmann und W. Westphal jeyy-
lichst #u danken fir viele wertvolle Ratschlage, Durchsicht
von Teilen des Manuskripts yund der Korrektur.

Berlin, un Februar 1931
Eugen Wigner
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1. Vektoren und Matrizen

Den Inbegriff von » Zahlen v,, v, . . ., v, nennt man bekannt-
lich einen n-dimensionalen Vektor b, oder einen Vektor im n-di-
mensionalen Raum, die n Zahlen selber v, , b, . . ., v, sind die
Komponenten dieses Vektors. Man kann auch die Koordinaten
eines Punktes im n-dimensionalen Raum als einen Vektor auffassen,
denjenigen, der den Nullpunkt des Achsenkreuzes mit dem be-
trachteten Punkte verbindet. Die Vektoren as solche werden nach
Moglichkeit mit gotischen Buchstaben bezeichnet.  Zur Kennzeich-
nung der Komponenten des Vektors fligt man einen (lateinischen)
Index an, den Namen der betreffenden Koordinatenachse. So ist
b, eine Zahl, b ein Vektor, eine Gesamtheit von 5 Zahlen.

Zwei Vektoren sind gleich bzw. benachbart (nahezu gleich),
wenn ihre entsprechenden (d. h. sich auf dieselbe Koordinatenachse
beziehenden) Komponenten gleich bzw. benachbart sind.

b=1w D=w (1)
ist mit den x Gleichungen

Dy o= Wy Y == Mg . .o Ve = W,

aquivalent. Ein Vektor ist Null, wenn ale seine Komponenten
verschwinden.  Das Produkt ¢ b einer Zahl ¢ mit einem Vektor b
ist ein Vektor, dessen Kcemponenten die c-fachen der Komponenten
von y sind: (ev), = C .

Man definiert eine Addition fir Vektoren, indzm man fest-
setzt, dafl die Komponenten der Summe gleich der Summe der ent-
sprechenden Komponenten seien, in Formel

(U+ m)k:nk+ m Kk - (2)

In sehr vielen mathematischen Problemen ist es zweckmafig,
an Stelle der zuerst verwendeten Variablen neue Variable ein-
W igner, Gruppentheorie 1



2 I. Lineare  Transformationen

zuftihren. Im einfachsten Falle sind die neuen Variablen aj, 2, . . , ,

x, lineare Funktionen der alten z;, ,, . . ., x,, etwa
Ty = Gy %y + Gy Ty e+ am&rn}
Ty = Oy Ty Gyl + v Ay T (3)
CO R T T T S N T TN TR B B B
Tp == Gpy Ty + Opg Ty -Hooe s CpnTn
oder
n
T, = Eﬂikxk
k=1

Diese Art von Einflihrung neuer Variablen bezeichnet man als
eine lineare Transformation. Sie ist vollkommen durch die

Koeffizienten @, ) . . , , @y, OEStimmt, den Inbegriff dieser n? Zahlen
-~ N ein quadratisches Schema angeordnet — nennt man die
Matrix der linearen Transformation (3):

a, ay, ... Gy

ﬂ-g.l a?, a?,‘ (4)

@y Qpg - Oyy
wofitr wir auch kurzer (a,;) oder auch g schreiben wollen. Damit
(3) wirklich eine Einftihrung neuer Variablen sei, ist es noch not-
wendig, daf3 man nicht nur die X’ durch die x, sondern auch um-
gekehrt die z durch die =’ ausdriicken kann. Mit anderen Worten,
wenn wir (3) as die n Gleichungen zur Bestimmung der » Un-
bekannten z,, . . ., %, auffassen, wobei jetzt die 5’ als bekannt an-
zusehen sind, so muissen diese Gleichungen eindeutig aufltsbar
sein. Hierzu ist es notwendig und hinreichend, daf3 die aus den
Koeffizienten ay), gebildete Determinante

@y Qg - v Oy
%1 Gas oo Gan | 4 g (43)
Qpy Qpy - - Quy

nicht verschwinden soll. In diesem Falle spricht man von einer
eigentlichen  Transformation. Bei dem Begriff der Matrix wollen
wir diese Bedingung jedoch nicht hinzunehmen und das Koeffi-
Zientenschema (4) immer als eine Matrix bezeichnen, ganz unab-
hangig davon, ob seine Determinante verschwindet oder nicht. Eine
eigen tli c h e Transformation wird aber dann nur von einer Matrix g



1. Die Matrix als linearer Operator 3

mit nicht verschwindender Determinante | & | 3= O induziert. Fur
Matrizen wollen wir fette Buchstaben verwenden, zur Kennzeich-
nung der Koeffizienten a,; flgen wir noch die entsprechenden
Achsen (nicht mehr fettgedruckt) als Indizes zu. So ist @ eine
Matrix, eine Gesamtheit von #? Zahlen, a;; eine Zahl.

Zwei Matrizen sind gleich, wenn ihre entsprechenden Koeffi-
zZienten gleich sind.

o . o=p (®)
ist mit den »? Gleichungen

a‘-kzﬂ;k(i:l,z,.. whik=122...n)
aquivalent.

Man kann der Gleichung

= Sean X (32)

k=1

noch eine andere Bedeutung geben, indem man die g; nicht als die
Komponenten desselben Vektors in einem anderen Achsenkreuz
auffaldt, sondern als die Komponenten eines neuen Vektors in
demselben Achsenkreuz. Man sagt, die Matrix a fihrt den
Vektor ¢ in den Vektor ' Uber, oder auch a angewendet auf y
gibt ¢':

U= ar o = O (3b)
gleichbedeutend mit (3 a). (Eigentlich ist dieser Sprachgebrauch
vom Standpunkt der Bezeichnung der logischere.)

Die N-dimensionale Matrix ist ein linearer Operator fir
n-dimensionale Vektoren. Ein Operator deshalb, weil sie einen
Vektor in einen anderen Vektor Uberfuhrt; linear, weil fir be-
liebige Zahlen a und b

@@y +by) = aar +bay )
gilt. Die beiden Wektoren %ufr der hinken und auf der rechten
Seite von (6) sind namlich einander gleich; die k-Komponente von

ay+ byist ay 4 by, dei-Komponente des Vektors der linken
Seite von (6) ist aso

é o (@3 + by

k=1
Die i-Komponente der rechten Seite ist ebenfalls

n n n
“Zau%’k + b = X anx@ry + by

=1 k=1 k=1
1*



4 1. Multiplikation von Matrizen

Die n.dimensionale Matrix ist sogar der a1l gemei nst e lineare Operator
im y.dimensionalen Vektorraum, d. b, jeder lineare Operator in diesem Raum
ist einer Matrix #quivalent. In der Tat: fuhrt der beliebige lineare Operator O
den Vektor ¢ = (1, 0, O, « 0) in den Vektor g"”l den Vektor
6, =010 ..,0ing  usw, schllethh den Vektore =(0,0, 0,
o )yin ta ﬁber, wobei dle Komponenten von A 7 der Reihe nach
RIS ,gﬂ y seien, SO istQ der Matrix (3, aquwalent DleMatrlx(g”)
fishrt ndmlich zungchst jeden der n Vektoren el, . .« iN dieselben
Vektoren £, 8.00. . 2.y Uber, in die se ¢ uberfuhrt Em beliebiger
Vektor qaist aber eine Linearkombination der Vektoren e, ¢y, . . ., en,
namlicha = a;e; 4 ag¢5+ +++ +a,e,. Da 0 und (g,,) linear sind
wird also g durch beideina ¢, 4 a, 2. H— vta,r, nuben‘uhrt die
Matrix (g,,) ist O aquivalent.

Die linearen Transformationen haben eine sehr wichtige Eigen-
schaft,, der sie ihre Bedeutung verdanken : ihre Zusammensetzbarkeit.
Wenn wir nach (3) an Stelle der urspriinglichen Variablen g durch
eine lineare Transformation die x’ eingefihrt haben und an Stelle
dieser dann durch eine weitere lineare Transformation

x;"'-‘—ﬂu xi+ﬂu zp e “+ By
xs . ﬂn 7 + ﬂ” xz ;e +ﬁ2n“’n (7)

zn a ﬁnlxl . ﬁnﬂ 372 + +ﬂnnxn
die Variablen g” einfihren, so. konnen wir diese beiden Schritte
Zu einem einzigen vereinigen und an Stelle der x sofort durch

eine lineare Transformation die " einfuhren. ESs ist wegen (7)
und (3)

rg:pu(anx1+"'+alﬂxn)+ +ﬂ1n(au1w +ooit Qup )
1
Ty =ﬂ“(¢"$ AATRY P AT +ﬂ2n(anla' oo +aﬂﬂxﬂ)

8
° 5454 5 ) @) 52 ) 54 @) 54 @) @) @) @) o) <@l @) [ <af) @) @) (53 ) oaf) oal) @) ol
x;,’=ﬂ,,1(anxl+---+a1,.w,,)+---+ﬂ,,,.(a,,1m1+ ' g@@}(@a

also sind die 2" lineare Funktionen der 5 Wir konnen (8) etwas
einfacher schreiben, indem wir fiir (3), (7) und (8)

5= Deapn G=12....n) (B0
=1
n
w=pi5 (=12..,m) (7a)
und j="l n
o= > Bij ajx ®a)




1. Das Kommutativgesetz gilt nicht )

schreiben und weiter n
Yir = ﬁ"a'k 9
| 1) Jg ij %
setzen, Wir erhalten so
n
o = Yir Tp. (8b)
=,

Die Zusammensetzung der beiden Transformationen (7) und (3)
mit den Matrizen (pjﬁ) und (a;) ergibt wieder eine lineare Trans-
formation. Man sagt, die Matrix (y;) ist das Produkt der
Matrizen (B;;) und (a;). Flhrt @ den Vektor yin ' = ay und
B den Vekior ¥' in y" = gy’ Uber, so fihrt das Produkt R a
definitionsgem8 ¢ direkt in (&) y = " Uber. Unter dem Pro-
dukt (y) der Matrizen (B;;) und (a,;) verstehen wir also die-
jenige Matrix, deren Koeffizientenschema nach (9) aus den Koeffi-
zientenschemata der beiden Matrizen 3 und g hervorgeht. Es ist
zu beachten, daf3 der Koeffizient in der i-Zeile und k-Kolonne, das
(i, k)-Element des Produkts, nur von den Koeffizienten der i-Zeile
des ersten und k-Spalte des zweiten Faktors abhangt. Die soeben
definierte Zusammensetzung von Transformationen, die sogenannte
Matrizenmultiplikation, hat eine Reihe einfacher Eigenschaften,
die wir nun betrachten wollen.

1. Vor alem bemerken wir, aal3 die Matrizenmultiplikations-
regel formal diesdlbe ist, wie eine Determinantenmultiplikations-
regel. Die Determinante des Produkts zweier Matrizen
ist also gleich dem Produkt der Determinanten der
beiden Faktoren.

2. Es gilt sodann nicht notwendig

al = Ru. *
Ein Beispiel, wo (*¥) nicht gilt, bilden die Matrizen

1 1 1 0
(o 1) und (1 1)
Es ist namlich

11 10 21 10 11 11

(o 1)‘(1 1>:<1 1) und (1 1) (0 1):(1 2)'
Das Produkt zweier Matrizen hangt sogar in der Regel

von der Reihenfolge ab, und es missen schon ganz bestimmte Be-

ziehungen vorhanden sein, damit (*) gelten soll. In diesem Falle
nennen wir die Matrizen a und [ vertauschbar.



6 1. Das Assoziativgesetz

3. Im Gegensatz zum kommutativen Gesetz gilt fur Matrizen
das assoziative Gesetz der Multiplikation. ES ist

yBa) =@uPa, (10

d. h. esist gleichgiiltig, ob man y mit dem Produkt von B und a
oder das Produkt von y und B mit a multipliziert, Bezeichnet
man den (f, Q-K oeffizienten der Matrix auf der linken Seite von (10)
mit Eiky 80 ist

n n n
e = Sy (B a) =j2 71';"2 Bioaue (10a)
J=1 =1 =1
Das (i, @-Element g;, der rechten Seite von (7) ist

n n n
&k =12 (o PBaon = ;} >\¥is Birous (10b)
=1 =1j=1
Da man die Summenzeichen an der rechten Seite von (10a) beide
herauszieben kann, ist &; = &, womit (10) bewiesen ist. Man
darf fiir beide Seiten von (10) einfacher y 8 a schreiben. Dafl man
dies tun darf, wird auch unmittelbar klar, wenn man die Matrizen
als lineare Operatoren auffalt. Es filhre namlich ¢ den Vektor 1
in ay =1, 3 den Vektor y"in g3 = ¢” und y den Vektor "
in y ' = ¢ tber. Dann bedeutet das Zusammenfassen zweier
Matrizen zu einer einzigen, die Xatrizenmultiplikation, nur das
Zusammenfassen von zwei Operationen: g g flhrt y direkt in "
und y B den Vektor ¢ in ¢ tber. 8o fiihrt sowohl y (B ¢) wie
auch (yf3) aden Vektor y iny™ (ber: die beiden Operationen sind
Hquivalent.
Withrend also die Reihenfolge der Faktoren in (10) nicht ge-
bndert werden darf, kommt es auf die Klammern nicht an, sie
kdnnen einfach weggelassen werden.

4. So wie die Zabl 1 in der gewohnlichen Zahlenmultiplikation,
8o spielt hier die Matrix

1 0...0
t={ 010 (1)
6o i

eine besondere Rolle. Es gilt fir ale Matrizen a

la=gal = a



1. Reziproke Matrizen 7

1 ist mit alen Matrizen vertauschbar, und das Produkt ist die ur-

springliche Matrix. Die Koeffizienten der Matrix 1 bezeichnet
man mit dem Symbol d;;, wobei also

0 = O fir i £ g, |
8 = | fir ¢ = & | (12)

Das so definierte d;;, nennt man das Weierstrasssche Delta-
symbol Die Matrix (§;) = 1 induziert auch eine Transforma
tion, die identische, wobel die neuen Variablen gleich den
alten sind.

Gibt es zur Matrix a eine Matrix 3 derart, dal}

fa=1, (13)
so nennen wir B die Reziproke der Matrix . Gleichung (13)
bedeutet, dald eine Transformation mit der Matrix g exidiert, die
mit @ zusammengesetzt die identische Transformation ergibt. Ist
die Determinante von e nicht gleich Null, | @;; == 0, so existiert,
wie wir schon S. ¥ besprochen haben, immer eine solche Trans-
formation. Um dies noch im einzelnen auszufthren, schreiben wir
die #? Gleichungen von (13) etwas mehr explizite hin. Sie lauten

n
B =20ux C=1,2...,5k=12...,m) (14)
"

Betrachten wir unter diesen etwa digjenigen # Gleichungen,
bei denen i denselben Wert, etwa den Wert 7 hat. Diese bilden’
n lineare Gleichungen fur die » Unbekannten g; ,, ﬂz 9y .y pm,
sie haben also eine und nur eine Auflsung, wenn die Determinante
| a;; | nicht verschwindet. Dasselbe gilt fur die anderen n — 1
Gleichungssysteme. ,

5. Ist also die Determinante |a;;| 3= 0, so existiert
eine und nur eine Matrix 3, so dald Ra — 1. Der Wert der
Determinante dieser Matrix § ist der reziproke der von g, da die
Determinante von 1 gleich 1 ist, und nach Satz 1

| B ] e | =1 (15)
sein muR. HBieraus folgt auch sofort, da a keine Reziproke haben
kann, wenn | @, | = O, und daf3 B, die Reziproke von a, selber

auch eine Reziproke haben muf3.
Wir wollen nun zeigen, dal3, wenn (1 3) gilt, auch

af =1 (16)



8 1. Addition von Matrizen

ist, g, b, die Reziproke von § wieder a ist. Am einfachsten sehen
wir dies ein, indem wir (13) von rechts mit g multiplizieren:

Baf =g (17)
und dies von links mit der Reziproken von 3, die wir mit y be-
zeichnen. Es folgt

vBepf = vp
und, da y g = 1ist, ist dies mit (16) identisch. Umgekehrt folgt
natiirlich auch (13) aus (16).

6. Die Reziproke von a bezeichnet man mit g—%, Ist a—1
die Reziproke von a, soist auch a die von a—1 Reziproke
Matrizen sind miteinander vertauschbar.

Regel: Die Reziproke eines Produktse 8y 4§ . . . erhédt man,
wenn man die Reziproken der einzelnen Faktoren in umge k ehrter

Reibenfolge miteinander multipliziert, d. h. ., . §—1 y—1 Bla-1
bildet. Inder Tat ist (wegen des Assoziativgesetzes)
v 0-1ym18-1ag~1g Byd v =1
1. Eine weitere sehr wichtige Matrix ist noch die Nullmatrix
0o...0\
0=(00..09 (18)
00..0
deren Koeffizienten alle 0 sind.  Es gilt offenbar
ald =0c=0. (18a)

Sie spielt bel einer anderen Verknipfung der Matrizen, bei
der Addition, eine wichtige Rolle. Die Summe y der Matrizen
a und R ist digjenige Matrix, deren Koeffizienten

Yoo = ay +ﬂ|’k (=12..,n k=12..,n (19
sind: die #* Gleichungen (19) sind mit der Gleichung

s d —a—f8 =0
#quivalent. 4 ot ﬂ oder y—a—# (192)
Es gilt offenbar
und auch etf=Fte (20)
y@+p) =yatyp
@+ By =ay+ By (202




1. Diagonamatrizen 9

Weiter versteht man unter dem Produkt einer Zahl ¢ mit ener
Matrix o digenige Matrix ¢, fir die gilt

‘)’ik = a a;y (21)
Die Formeln

(ab).a = a.(ba); aaf=aaB; a(a+ f) = aa+ aB (2la)

folgen dann leicht.
Da die ganzzahligen Potenzen einer Matrix a durch sukzessive
Multiplikation leicht definiert werden konnen

d==a.a;0=qa.0a.a;. ..
A B
a2 =al.glad=al.al.a. .)
s0 kann man auch jedes Polynom mit positiven und negativen ganz-
zahligen Exponenten etwa

+ a_zo 8 4a a4 a_jal4al+aa
+ a,a® + agab + s

I @3

definieren. Die Koeffizienten ¢ sollen dabel keine Matrizen, sondern
Zahlen sein. Jede solche Funktion (23) von a ist dann mit
jeder anderen Funktion von a (also unter anderem auch
mit a selber) vertauschbar.

8. Eine sehr haufig vorkommende Art von Matrizen bilden
die sogenannten Diagonamatrizen, deren Koeffizienten auRerhab
der Hauptdiagonaen ale 0 sind.

D,oO0O...0"°
0D,0...0
00Dy ... 0 (24)
000 .. D,
Das adlgemeine Element dieser Diagonamatrix kann
_D,'k — Diaik (25)

geschrieben  werden.

Alle Diagonalmatrizen sind miteinander vertausch-
bar, und das Produkt ist wieder eine Diagonalmatrix.
Es ist némlich

D DYix = 3, Dyj Djx = 3\ D;8;; D0 = D; Didy  (26)
J J
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Ist umgekehrt eine Matrix @ mit einer Diagonamatrix I) vertausch-
bar, deren Diagonadelemente dle voneinander verschieden sind,
80 ist @ selber eine Diagonamatrix. ES ist namlich
(@ D)ix = a;; Dy = (Da), = D;ay, (27
woraus
(Di—Dyay =0 (27a)
folgt. Da aber fur ¢ o= k auch D; = D, ist, muB dann g = O
sein, d. h. a ist eine Diagonamatrix.
Die Summe der Diagonalelemente einer Matrix, die Diagonal-
summe, in der mathematischen Literatur zumeist Spur genannt, ist
durch die Gleichung

Spurazzaﬁ:a“+a"+ et d, (28)

definiert.
9. Die Spur des Produkt8 von zwei Matrizen ist un-
abhéngig von der Reihenfolge der Faktoren.

Spur af = Spur B a. (29)
In der Tat, es ist

Splﬂ' d.p - 2 (aﬂ)ii = 2 Z a’ijpji - Spur ﬂa. (30)

lhre wichtigste Anwendung findet diese Regel bei der sogenannten
Ahnlichkeitstransformation von Matrizen. Diese bedeutet
eine Multiplikation der zu transformierenden Matrix @ mit der
transformierenden Matrix R von hinten und ihrer Reziproken von
vorne.  Sie fiihrt dlso g in f—1 aR (ber.

Bei einer Ahnlichkeitstransformation bleibt die Spur
ungedndert. Es hat namlich f~la. f nach Satz 9 dieselbe Spur
wie f. - 1a = a.

10. Die Wichtigkeit der Ahnlichkeitstransformationen beruht
auf der Tatsache, dal3 alle Jlatrizengleichungen gultig
bleiben, wenn man jede darin vorkommende Matrix ein
und derselben Ahnlichkeitstransformation unterwirft.
Istz. B. al =y, so ist auch o—lac¢.o-tf0o == o—lyo und
mit al = lauxch ¢-lac.c-1f¢ = o~110 =1.

Auch auf die algemeineren Matrizenoperationen, die auf S. 9
eingefithrt sind, bezieht sich dieses. In der Tat folgt aus y=at
auch ooly =o-l(a+p) —ola+4os!Bfund o-lyg
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= (o 'a +018)6=0"1la ¢+ ¢ 1fo Ebenso folgt aus
R =aaauch g-1f0 = o~laasc —ao lac.

Hieraus folgt, da3 Satz 10 fir jede Matrizengleichung gilt, die
nur die Operationen : Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl
oder anderen Matrix, Potenzierung einer Matrix Mit positiven oder
negativen, ganzzahligen Exponenten, Addition von Matrizen enthélt.

Diese zehn einfachen Sédtze des Matrizenkalkils werden zum
grofRen Teil schon vielen Lesern bekannt sein. Ich wollte sie hier
doch noch einmal wiederholen, da wir spéter 6fters gezwungen sein
werden, sie sogar ,,Zwischen den Zeilen” zu benutzen 1), und es ist
fir das Spatere -~ wie Uberhaupt flr jede quantenmechanische
Rechnung - die sichere Beherrschung dieser Grundregeln un-
erldllich. Sie kommen schon in der ersten Publikation Uber
Quantenmechanik von M. Born und P. Jordan?) vor.

Lineare Abhéngigkeit von Vektoren
Man nennt die Vektoren v, v,, ., ., b voneinander linear un-
abhéngig, wenn unter ihnen keine Beziehung
Ay O+ Uy Vg + ..+ V=0 (31)
besteht, in der nic htale a,, a,, ..., a Null wéren. Mit anderen
Worten bedeutet dies, dal? keiner der Vektorenb,, b, ..., by durch
die Ubrigen linear ausgedriickt werden kann. Im Falle, dal3 ein
Vektor, etwa v, — 0 (alle seine Komponenten Null) ist, sind die
Vektoren nicht mehr linear unabhédngig, da die Beziehung
Lo, 0.9 0 v .. 0 p=0
unter ihnen dann sicher besteht, obwohl g, =1 3= 0 ist.

z. B. sind die vierdimensionalen Vektoren v, (1, 2, — 1, 3); ¥, (O,
-2, 1, — 1); 03 (2, 2, — 1, 5) voneinander linear abhangig, da

29+ 09 —09=0 U= —10by+ Yy
ist. Dagegen sind Y; und by noch linear unabhangig.
Sind k Vektoren b, , by, . . ., Vv, voneinander nicht linear un-

abhangig, so kaun man unter ihnen k' < k *Vektoren finden, die

1) So it z B. Satz 3, das Assoziativgesetz der Multiplikation, bei
der Ableitung von Satiz 6 (die Vertauschbarkeit von Reziproken) implizite
bereits dreimal benutzt. (Man (berzeuge sich hiervon durch  Ausschreiben
dler Klammern 1)

%) Zeitschr. f. Phys. 34, 858, 1925.
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linear unabhangig sind und durch die man alle &/linear ausdriicken
kann. Um diese % Vektoren herauszufinden, lassen wir zundchst
alle Vektoren v, = O, deren Komponenten alle verschwinden, weg,
diese kann man ja schon ohne die anderen ausdriicken, wie die
Gleichung vy — 0 zeigt. Dann geht man die Ubriggebliebenen
Vektoren der Reihe nach durch, nimmt aber nur jene auf, die durch
die vorangehenden nicht linear ausgedriickt werden kénnen. Die
so erhaltenen k' Vektoren sind voneinander linear unabhéngig und
alle anderen lassen sich durch diese ausdriicken. Wurde ein Vektor
nicht aufgenommen, so konnte er schon durch die vorangehenden
linear ausgedriickt werden. Unter den aufgenommenen kann da-
gegen keine lineare Beziehung bestehen. Ist namlich etwa y; der
zuletzt aufgenommene Vektor, der in der linearen Beziehung vor-
kommt (mit dem Koeffizienten a * 0), so kann man y; durch die
vorangehenden linear ausdriicken und er hétte nicht aufgenommen
werden durfen.

Sind ! Vektoreny,,v,, ., ., b linear unabhangig oder nicht,
so gilt dies auch fir die Vektoren g b,, @ b,, . ., , 2 g, wenn g eine
eigentliche Transformation ist. Wére namlich

Gy ab, + gy @V, .. .+ aave=0, (32)
so folgte, wenn man auf beide Seiten g—1 anwendet, wegen der
Linearitst von g—1

G0+ a0 4. ety =0, (32a)
und umgekehrt folgt aus (32a) auch (32). Besteht also zwischen

den a bt eine lineare Abhingigkeit (32), so bestenht diese auch
zwischen den v und umgekehrt.

Mehr als & n » dimensionale Vektoren v, v,, - . ., Yn, Oy + 1
koénnen nicht linear unabhéangig sein.
Die Gleichung
a1b1+asba+“' +“n”n+an+1bn+1 =0 (33)

ist ndmlich den n linearen homogenen Gleichungen fur die Kom-
ponenten

%, F a0y + o Gp¥y F OpypVpggy = 0
“1”12"}'%922"}‘““+an”n2+an+1bn+1,2= ) (33a)

------------------
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dquivalent. In diesen kann man die g, 4,, ..., @, , @y asUn-
bekannte auffassen : m homogene lineare Gleichungen fir n + 1
Unbekannte haben aber immer von Null verschiedene Ldsungen,
die in (33) eingesetzt die lineare Abhangigkeit ergeben. Hieraus
folgt, dal durch TI linear unabhéngige n - dimensionale Vektoren
by, by, -- ., by jeder tt- dimensionale Vektor w linear ausgedriickt
werden kann. Es muf3 ndmlich eine Beziehung
a, v + ay by + et ay by +aw=0
unter ihnen mit a = O existieren (wére a == 0, so wéren schon die

b, b, - « By Nicht linear unabhangig), woraus man w berechnen
kann.  Die Vektoren v, %, ;. . ., vy bilden ein vollstandiges
Vektorensystem.

Man kann eine Spalte oder auch eine Zeile einer n-dimensio-
nalen Matrix (e;p) als einen Vektor auffassen. Die Komponenten

des Vektors a. ¢, der die f-Spalte bildet, sind a, ¢, @3¢, - - -, @1,
die Komponenten des Vektors a;, der die i-Zeile bildet, sind a; ,,
Qig, ..., Gy, Die Existenz einer linearen Abhéngigkeit zwischen
den Vektoren a,, @. 5, .. ., @. g

Gy @.p+ Gg@.gt reet Oy Q.p= 0
ist gleichbedeutend mit der Losbarkeit der linearen homogenen
Gleichungen fur die a,, ay, . . ., a,

Gy@yy + Gglyg + 2ov + Oy @yq = O

G, @gy + Gy8gq + **v v OpGgn = 0

alan1+ GgOpg + +¢r + Gplyy = 0,

ihre notwendige und hinreichende Bedingung ist das Verschwinden
der Determinante | aﬂ|,

Ist die Determinante | a;¢ | #= 0, so sind die Vektoren a. y,
@.y,.... 0., linear unabhingig, sie bilden ein vollstdndiges Vektor-
system. Sind umgekehrt die Vektoren b. ;, b. 4, .. ., v., linear
unabhangig, so ist die Determinante der Matrix, deren Spalten diese
Vektoren bilden, ungleich Null. Dasselbe gilt von den Zeilen.

11.  Verallgemeinerungen
1. Wir wollen jetzt die Resultate des vorangehenden Kapitels
— zunéchst formal, dann aber auch dem Inhalte nach -~ verdl-
gemeinern.  Zur Kennzeichnung der Komponenten eines Vektors
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bzw. der Koeffizienten einer Matrix haben wir die Nummer der
Koordinatenachse, auf welche sie sich bezieht, als Index hinzu-
gefigt. Die Koordinatenachsen waren mit den Zahlen 1,2, .. .., n
numeriert. Hiervon wollen wir jetzt abgehen und die Koordinaten-
achsen nach den Elementen einer beliebigen Gesamtheit benennen.
Ist G eine Gesamtheit der Dinge g, h, 4,, . ., SO ist ein Vektor v
im Raume der Gesamtheit G der Inbegriff der Zahlen v, v, b;, . . .
Man kann dann natiirlich nur Vektoren, die in demselben Raume
definiert sind, miteinander vergleichen (oder auch addieren usw.),
da nur diese entsprechende, d. h. gleichbenannte Komponenten haben.

Dasselbe wollen wir auch bei Matrizen einflihren. Damit eine
Matrix a auf den Vektor b mit den Komponenten v, v, v;,... an-
wendbar sein soll, missen die Spalten von a nach den Elementen
derselben Gesamtheit G benannt sein, nach denen die Komponenten
von b benannt sind. Im einfachsten, Falle sind dann auch die
Z eilen nach den Elementen g, &, 4, . . . dieser Gesamtheit benannt
und e fuhrt den Vektor v im Raume der Gesamtheit G in den
Vektor @ b in demselben Raume Uber. ES ist

y = Sa;, (1
I<a
wo j ein Element der Gesamtheit G ist und 7 ale Elemente dieser
Gesamtheit durchlaufen muf3.
%. B. kann man die Koordinatenachsen nach drei Buchstaben g, y, 2
benennen.  Dann ist =z B, y mit den Komponenten b, = 1, v/ =0,
b, = — 2€in Vekior, @ 3:]

x y oz ¢

1 2 3\ =«
a_-:( 0 5-—1>y
-4 -2 4/ 2

eine Matrix (die Zeichen der entsprechenden Zeilen und Spaten sind an-
gefiigt). Bg ist z B. Q, = 1, Qpy = 2, Ory = — 2. Die 2-Kompo-
nente von v’ = @y berechnet sich nach (1)
v, = OzzDz+ Gzyly 4 Ogpb,
=1.1+ 2.0 + 3.—-2=-5 usw,

Die Verallgemeinerung, die wir jetzt vorgenommen haben, ist
offenbar rein formaler Natur, sie bezieht sich auf eine andere Be-
nennung der Koordinatenachsen und der Komponenten der Vek-
toren und Matrizen. Man kann zwei Matrizen, die auf Vektoren



1. Nichtquadratische Matrizen 16

im gleichen Raume einwirken, miteinander ebenso multiplizieren,
wie die Matrizen des vorangehenden Kapitels.

y=PBa )
ist gleichbedeutend mit

Vix = zﬂjl Q.
1<@G

wo jund k zwei Elemente der Gesamtheit G sind und | ale Ele-
mente dieser Gesamtheit durchl&uft.

2. Eine weitere, weniger formale Veralgemeinerung ist die,
da’ man die Zeilen und Spalten der Matrizen nach den Elementen
verschiedener Gesamtheiten Fund G benennt. Dann wird aus (1)

w; = Eaj,v,, (18‘)
1<6
wo j ein Element der Gesamtheit F und 1 ale Elemente der Ge-
samtheit G durchlduft. Eine solche Matrix, deren Zeilen und
Spalten in verschiedener Weise benannt sind, nennt man eine
nichtquadratische Matrix (im Gegensatz zu den quadratischen
Matrizen des vorangehenden Kapitels), sie fihrt einen Vektor b im
Raume des G in einen Vektor w im Raume des F Gber. Im dl-
gemeinen muf? die Gesamtheit F gar nicht genau so viel Elemente
umfassen, wie die Gesamtheit G. Umfassen sie gleich viele Ele-
mente, so hat die Matrix gleich viel Zeilen und Spalten, wir nennen
sie ,,quadratisch im weiteren Sinne &,

Die Gesamtheit G bestehe aus den Zeichen +, A, (3], die Gesamt-
heit F aus den Zahlen 1, 2. Dann ist

+ A a
a— (5 7 3)1
"(0 -1 —-2/2

eine nichtquadratische Matrix (die Namen der Zeilen und Spdten sind
wieder angefligt). Sie fuhrt den Vektor p, =1, y, =0, bg = -2 in

den Vekt
en or = ap

Uber. Die Komponenten w, und Yy, berechnen sich
W = Ged+®abatoigpg=5.147.0+4+3.-2 =-1,
W == Gy e+ Gzava+ Aoy = 0.14+-1.04-2.-2 = 4.
Zwei nichtquadratische Matrizen g und a kann man mit-
einander nur dann multiplizieren, wenn die Spalten des ersten
Faktors und die Zeilen des zweiten Faktors nach der-
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kann man den unitdren Operator ¢»Qp auf den anderen Faktor
as &5 ! O;‘ hintiberziehen, und da er mit W vertauschbar ist, mit
'EP'OP' U &py p OP_1 p vereinigen. Nun kann man die Summa-
tion anstatt tUber P', Gber P—1 P — T fihren, die Summation Uber
P ergibt dann einfach »!. Es wird so aus (19)
Nyl Nyl Ny by N i

(widlol (- 9ongn (W) 25 Wor, = er O bt (1) - 9,72 (),
wo W in eine Summe von Gliedern W,, zerlegt ist, die den
Wechselwirkungen der einzelnen Elektronenpaare entsprechen.

Betrachten wir das Glied mit einem bestimmten W,;,. Es lautet,
mehr im einzelnen hingeschrieben :

I AN S DL L YL

IRt aer

'wiksTOTWy:all (1)"'11’#:0:(”)‘1”1"'(13”‘ (20)
Wenn T hierin nicht nur das i-te und k-te Elektron berihrt [also
weder die Einheit, noch die Transposition (i%) ist], sondern noch
etwa j in j' Uberflihrt, so verschwindet (20) bei der Integration
Uber T;9; 2; und Summation Uber s; wegen der Orthogonalitat der
Eigenfunktionen zpﬁrﬂl und wz’g’. In einer erlaubten Konfiguration
darf ja nicht gleichzeitig N; = Ny 1; = Iy; ; = pyr und a; = g
sein. Bei dem Glied W;; genuigt es also, T' gleich der Einheit und
gleich der Transposition (¢ k) zu setzen. In beiden Féllen gibt die
Integration tiber die Cart esi schen Koordinaten und Summation Gber

die Spinkoordinaten aller von ¢ und k verschiedenen Elektronen
Lediglich den Faktor I, und (20) geht Uber in

= J_f VG gl (k) Wz'k[d’ﬁ;i‘f:(i)lplvk % (k)

P My 9 Mg %% “k %
i .
— Uk @) Yt (8) | daidys de; d v dyde,. (208)

Wenn man hierin noch 11;‘510? (i) = d’ﬁ? i (x) 0y, o; USW. einsetzt, wo

fur die Car t esi schen Koordinaten z; ; ¢; des i-ten Elektrons steht,
kann man die Summation Gber s;, s, ausfihren und erhalt

foo fodite o wk e (o) W [ ) w2k ()

#g

— 80, 0, 11’5,2‘ % () 1!’2,[ l‘ (fk)] dw; dy;dz; dm dydey (21)

21*
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muf3 die Zeilenbenennung der drei Matrizen a, B, y dieselbe sein,
ghenso ihre Spaltenbenennung. Ganz anders ist es bei der Multipli-
kation, wo die Spalten des ersten Faktors auf die Zeilen des anderen
Faktors passen mufdten und das Produkt nur in diesem Falle und
in diesem Falle immer gebildet werden konnte: es hatte die Zeilen-
benennung des ersten und Spaltenbenennung des zweiten Faktors.

1. Von einer Determinante nichtquadratischer Matrizen kann
noch gesprochen werden, wenn sie gleich viele Zeilen und Spalten
haben, wenn diese auch verschieden benannt sind. Fir diese
quadratischen Matrizen im weiteren Sinne“ gilt die Regel, daf
die Determinante des Produkts gleich dem Produkte der Deter-
minanten ist.

2. 3. Fur die Multiplikation von nichtquadratischen Matrizen
gilt ebenfalls das Assoziativgesetz:

@pyy = a(By) (3)

und zwar lassen sich alle Multiplikationen auf der rechten Seite
wirklich ausfiihren, wenn dies auf der linken Seite der Fall idt,
und umgekehrt.

4. 5. 6. Die Matrix 1 soll immer as eine quadratische Matrix
mit gleicher Zeilen- und Spaltenbenennung angesehen werden. Die
Multiplikation mit ihr kann immer weggelassen werden.

Die quadratischen Matrizen im weiteren Sinne mit nicht-
verschwindender Determinante haben eine Reziproke. Fir eigent-
liche nichtquadratische Matrizen wird keine Reziproke definiert.
Ist @ eine quadratische Matrix im weiteren Sinne, so missen, damit
die Gleichung ?

a=—1 o
e’n o il Ifom‘l!
sinnvoll sei, die Spalten von g auf die Zeilen von a passen. Weiter
mull auch 1 die Zeilenbenennung von /g haben, und da es im engeren
Sinne quadratisch ist, auch die Spaltenbenennung. Folglich muf3
auch die Spaltenbenennung von @ dieselbe sein.

Die Zeilen der Reziproken 3 einer Matrix @ sind nach
denElementen derselben Gesamtheit benannt, nach dessen
Elementen die Spalten von @ benannt sind, ihre Spalten
nach denselben Elementen, nach denen die Zeilen von a
benannt sind. Es existiert zu jeder quadratischen Matrix im

Wigner, Gruppentheorie 2
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weiteren Sinne g mit nichtverschwindender Determinante eine
Reziproke §, so dal

Ba=1i, ¢ .. @
esist dann auch i wr
ef=1,, (42)

wobei aber zu bemerken ist, dal3 die Zeilen und Spalten der 1 in
(4) anders benannt sind als die der 1 von (4a).

7. Fir die Nullmatrix und die Addition von nichtquadratischen
Matrizen gilt dasselbe, was fur quadratische Matrizen gilt, ebenso
von der Multiplikation mit einer Zahl. Dagegen kann man die
Potenzen, z. B. von nichtquadratischen Matrizen, nicht
bilden, weil die Multiplikation von @ mit g voraussetzt, dafd die
Spalten von ¢ auf die Zeilen von g passen, d. h. dal} ¢ quadra-
tisch ist.

8. Y, 10. Diagonalmatrizen und Spur sind keine fir nicht-
quadratische Matrizen sinnvolle Begriffe, auch wird keine Ahn-
lichkeitstransformation fur diese definiert. Betrachten wir némlich
die Gleichung POy B
so ist die Zeilenbenennung von B und ¢ gleich. Diese ist aber
auch die Spaltenbenennung von g— 1, also auch von R. Die Matrix R
ist im engeren Sinne quadratisch, ebenso @, dessen Zeilen auf die
Spalten von ¢ und Spalten auf die Zeilen von g—1 passen miissen.

Dagegen kann ¢ eine im weiteren Sinne quadratische
Matrix sein: dann ist die Zeilen- und Spaltenbenennung
von ¢ und ﬁ verschieden. Solche Ahnlichkeitstransformationen,
die die Benennung der Zeilen und Spalten #ndern, haben sogar
eine wesentliche Bedeutung. Zum Beispiel in der sogenannten
Transformationstheorie der Quantenmechanik.

Die Einfuhrung der nichtquadratischen Matrizen ist trotz der
scheinbar mit ihnen verbundenen Komplikation sehr vorteilhaft, da
man mit, ihrer Hilfe die Ausdrucksweise wesentlich vereinfachen
kann. Das soeben Beschriebene soll aber nicht etwa als ein starres
Schema verwendet werden, sondern eher an das Denken mit diesen
GroRen gewéhnen. Wo spéter solche komplizierteren Matrizen
gebraucht werden, werden sie immer separat erlautert. Zumeist
ist die Benennung der Zeilen und Spalten so sehr durch die Gestalt
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und Definition der Koeffizienten nahegelegt, da® man sie kaum
weiter anzugeben braucht.

4. Am haufigsten kommt es vor, da man die Zeilen nicht
mit einer Zahl, sondern mit zwei oder mehreren Zahlen benennt, z. B.

aybycid,  abiedy,  abcd, abecd,, Agby Cydle
(l],-bg* ¢ dp a, bg ¢ dzy ay bn Cy dl ) a, bg Cy d27 Q(!%D)} [k de {2 2eil
1y Gy bicgdy, 2y 0 ole 9-4 %l

y= aybye dy,  agbie,dy, agh c,d

44 26

“’z}baﬁx dy,  agbye dy,  agbicad,  agbyc,d, Q.2by & o ¢ w7 Pt

Die erste Zeile wird man , 1, 1-Zeile, die zweite , 1, 2-Zeile ¢, die
dritte , 2, I-Zeile’, die vierte , 2, 2-Zeile“ nennen und entsprechend
die Spalten. Die Koeffizienten von (+) sind

Viiikt == 8;b;c dyy
wobei der besseren Ubersicht halber den Namen der Zeile (3, j) vom
Namen der Spalte (k, 7) ein Semikolon (;) trennt.
Eine wichtige Rolle unter diesen Matrizen spielt das direkte
Produkt y zweier Matrizen (a@;,) und (B;;), wir bezeichnen sie nach

H. Weyl 1) duﬁ’ diiforz 0";7{;14 b«'nﬁgl 7\\ Y #
7= a X ﬁ :{/5'44 ] Vu/‘)?z 0?1:674 (5‘:2/\4?1 ‘z V'?:w

(5) ist gleichbedeutend mit d}f
Yiis e = %y Pjre s ""“/3” sof (6?("

Die Zeilenzahl von a sei «,, die Spaltenzahl n,; die entsprechenden
Zahlen fir B seien n; und ny, dann hat y genau #, #; Zeilen und
ny ny Spalten.  Ist insbesondere sowohl a wie § eine quadratische
Matrix, so ist esaucha X 8.

Szl st ad =aund B =B undist @ X B = y
xB

(@X B)@ x p) = as X RB. ™

e Y = ax g

1) Die Faktoren @ und a der Matrizenmultiplikation schreiben wir

einfach nebeneinander & a, Die Matrix (t) ist das direkte Produkt der
beiden Matrizen :

und g X f =y, so ist auch yy = @

a;c1 a0 bydy b, de) _
(ag Cy Qg Cg) . (bg d1 bg dg -

Y.
2%

2Pt Farfys o/zzpel v(:z/i'z

;|

6T 2
-
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Das Matrizenprodukt zweier direkter Produkte ist das
direkte Produkt der beiden Matrizenprodukte. In der
Tat ist

(@ X Bli; s = @i Brws (A X Bow. i = @i By
und

@X0 . @X B v = 3t o Grir B ®)
Ebenso ist
(@ @) = Iz o @y (pﬁ_)kk” = % B Fk'ﬂ”
und
(@ ax BB v = Sairtpi S P B, (9)
aus (8) und (9) folgt aber ’ ¢
(@X P (@xXp) =aaXxgp Q)

Satz 2. Das direkte Produkt zweier Diagonalmatrizen ist
wieder eine Diagonalmatrix, das direkte Produkt zweier Einheits-
matrizen ist wieder eine Einheitsmatrix. Mau Uberzeugt sich hier-
von leicht an Hand der Definition des direkten Produkts.

Bei formalem Rechnen mit Matrizen muf3 man sich stets Uber-
zeugen, ob die angedeutete Multiplikation auch ausfihrbar ist. Im
ersten Kapitel, wo wir durchwegs quadratische Matrizen mit
n Zeilen und Spalten hatten, war dieses natlrlich immer der Fal,
im allgemeinen ist aber darauf zu achten, dai die Spalten des ersten
Faktors der Matrizenmultiplikation auf die Zeilen des zweiten
Faktors passen, d. h. da8 die beiden mit dem gleichen Namen bzw.
Symbol benannt seien. Das direkte Produkt zweier Matrizen a6t
sich Tiach (B) immer bilden.

Eine etwas algemeinere Art von Matrizen mit mehreren In-
dizes bezeichnen M. Born und P. Jordan as Ubermatrizen.
Sie fassen namlich etwa die Matrix (a;; . ) as eine Matrix (Aqix)
auf, deren Koeffizienten A4;, selber Matrizen sind: A;;
ist digjenige Matrix, bei der in der Zeile j und Spalte | die Zahl
a,'j; kl steht.

(@i« 1) =a=(4er), wenn (dsx); 1 =0j; 51 (10

Satz 3. Ist a = (44y) Und B = (By), SO ist al =y

= (Cy4n), Wobei
Cii" == 2' Aii' Bi’l'”’ (11)
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wobei rechts in (11) eine Summe von Produkten nach der
Matrizenmultiplikation steht. Es ist

(a ﬂ)l T %: (7% 1K pi’ Kk
. 7
andererseits
yik; g == (Ci' i”)k k'’ pamanad 2 (A'i i -Bi' i’ )k k'
g
und

(A,,; ' Bi'i”)k K = % (A'i’l')k K (Bi’ i")k' k= % aik; ik ﬁi' k' R

also
@ Bir; o0 = Yig; " x4

womit Satz 3 bewiesen ist. Natdrlich muR man in der rechten
Seite von (11) auf die Reihenfolge der Faktoren achten, was in
der entsprechenden Gleichung bei der Multiplikation von einfachen
Matrizen nicht notwendig war. Mit dieser Einschréankung kann
man Ubermatrizen nach der fiir einfache Matrizen giiltigen Regel
multiplizieren.

Im einfachsten Fall haben wir zwei quadratische Matrizen, etwa

Oy Oy Byg Oy Gy Bir Bis Bis Bra Bis

. ﬂ24 ﬂﬁ5

Ugy Ugg Mgy Gy gy Bar By Bys |

...............................................................................

und , ®
gy Ogg | (g3 O3y g Bs1 Bss Bas Bsy Bss
Ohyy Obyg i Obyg Oy, Cyp B Bis Bis ‘ Bus Bis
Qpy Cyg | Cgg Opy %o Bs1 Bss Bss | Bse Bys

wir kénnen sie lings der punktierten Linien in Untermatrizen ein-
teilen, aber so, da3 die Spalteneinteilung der ersten (2 : 3) mit der
Zeileneinteilung der zweiten Ubereinstimmt. Wir setzen dann fir
die beiden Matrizen @ die Schemata

(4 4% wa (g 2y,

Das Produkt der beiden Matrizen @ laft sich

Ay By + Ays Bey Agy Bye + Ajs Bez)
Asy Byy + Asze Bsy Ay Bis + Ass Bys

schreiben.

(e ca)
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Dagegen ist das Schema
(Bu Bys (Au Anz)__ (BllAll+B12A2l 311A12+312A22)
By Bn) Agy Ase By Aj1+Bes sy By dys + Bes Ass
sinnlos, weil die Zeilen von z. B. By; nicht auf die Spalten von
Ay passen.

III. Hauptachsentransformation

Im ersten Kapitel haben wir eine wichtige Eigenschaft der
Ahnlichkeitstransformation kennengelernt : sie &Rt die Spur einer
Matrix !) ungeandert, & hat dieselbe Spur wie g—1 @ ¢. Ist die
Spur einer Matrix ihre einzige Invariante gegeniiber Ahnlichkeits-
transformationen ?  Offenbar nicht, denn z. B. die Determinante
von | ¢~laa |ist ja auch gleich der Determinante von a} Um
weitere Invarianten zu erhalten, betrachten wir die Determinanten-
gleichung n-ten Grades fir 2:

au—l a” iD.'aln
%, Gy —A-- @ | (1)
S S |

oder anders geschrieben,
' a—Ail [ = 0, (?)

wir nennen sie die Sakulargleichung von g, Die Sakular-
gleichung von § = o~ lag ist

[B—il]=]|o-lac—il| = 0. (3)
Man kann hierfur offenbar auch ¢ (a — A1) o—1{ = 0 oder
[o—1] 1a-A.11 |6| = 0 )

schreiben.  Gleichung (4) zeigt, daR die » Wurzeln der Sakular-
gleichung | — A t| = O mit den » Wurzeln der Sékulargleichung
| a — 41| = O iibereinstimmen?). Die Wurzeln der Sakulargleichung,
die Eigenwerte einer MatriX, sind Invarianten gegeniber
Ahnlichkeitstransformationen. Wir vv__e_[qia’rj;spater sehen,

~,

") Die Matrix, die einer Ahnlichkeitstransformation unterworfen wird,
muf immer eine quadratische sein.  Da kein anderer Grund vorliegt, be-
nennen wir ihre Zeilen und Spaten wieder mit den Zahlen 1, 2, . . ., 7.

9|67t | und | @ sind Zahlen !
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daB_ eige Matrix im allgemeiven keine weiteren.Invarianten hat,
letzt bemerken Wir nur, . daf c ciLe/S_pur ‘die.Summe. und. die Deter-
mmante das Produkt der Eigenwerte. ist. und ifre Tnvarianz in
dem soeben’ ausgesprochenen z enthalten ist.

Betrachten wir einen Eigenwert 1,. Die Determinante der
Matrix (@ = 4, 1) ist Null, so daf die linearen homogenen Glei-

chungen «

08 T Gty o+ Qg b= '112:1,]
Ogy ¥+ Ogg &y Cove Ogply = Ay l‘T (®)
Uil + Gngly + B annl'n:}v]l'n

|6sbar sind. Es I sich zu alen n Eigenwerten 3, ein lineares
homogenes Gleichungssystem nach (5) aufstellen, die [&ésungen
dieses Systems, die nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt

sind, bezeichnen wir mit £, 25/ ... | %%, so daR
Eal] ij!———l! ] (8a)
gilt. Die Gesamtheit der n Zahfen N 1/,“;[2':, .-+ Ty 1 NENNEN wir
einen Eigenvektor y., der Matrix @, der Eigenvekfor j . gehort
zum Eigenwert ;,,. Héichung (5a) 1&%t sich auch Y
a!’ O Ay ll’ t (5b)

schreiben: die Matrix fuhrt {ﬁre E’é/envektoren in Vektoren Uber,
die sich vom Eigenvektor nur durch einen konstanten Faktor, den
Eigenwert unterscheiden.

Man kann die Eigenvektoren )f 2 ;':22 v ,yi Y. zu einer
Matrix % zusammenfassen, so daf’ It die k-Spalte dieser Matrix
bildet : LR

}1# 121 = Lt

Dann steht in (5a) links d”er (z F.'Koefhzxent von a ¥. Auch die
rechte Seite kann man als den (i f)-Koeffizienten einer Matrix auf-
fassen, namlich as den (i f)- Koeffizienten von ¢ 4, wo 4 eine

Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 1,, 4,, . . ., 1,
d ik foeannd Bjklk _A = ("91 \) \\,
ist. Dann lautet (5a) L

(a®);, = ;xijajk Ay = (& Ay,

und man kann die x? Gleichungen (5a) in
ax =x4 (6)
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oder, wenn g eine Reziproke hat, in
~laz = 4 (6a)
zusammenfassen.
Eine Ahnlichkei tstransformation mit einer Matrix,

deren Spalten die Eigenvektoren sind, bringt die Matrix
auf die Diagonalform, die Diagonalelemente sind die
Eigenwerte der Matrix. Zwei Matrizen, die dieselben Eigen-
werte haben, lassen sich ineinander transformieren, es lassen sich
namlich beide in dieselbe Matrix 4 Uberfihren. Die Eigenwerte
sind die einzigen Invarianten gegeniiber Ahnlichkeitstransforma-
tionen.

Dies gilt alerdings nur, wenn # eine Reziproke hat, d. h. wenn
die n Vektoreny ;, 2.2, .. ., ¢,y linear unabhangig sind.  Das ist
zwar der allgemeine Fall und tritt z. B. immer ein, wenn die Eigen-
werte alle verschieden sind, doch kommen auch Ausnahmen vor,

wie z. B. die Matrizen
1 Iy 1 4
0 1) oder (i-—l)

zeigen, die sich durch eine Ahnlichkeitstransformation tiberhaupt
nicht auf die Diagonalform bringen lassen. Von solchen Matrizen
handelt die Elementarteilertheorie. Wir brauchen indessen
auf diese nicht einzugehen, weil wir immer mit solchen Matrizen
zu tun haben werden (unitiren bzw. hermiteischen Matrizen), die
sich nach (6a) auf Diagonalform bringen lassen.

Die Vertauschbarkeitsverhiltnisse Zweier Matrizen lassen sich
von dem soeben gewonnenen Standpunkt aus sehr gut Ubersehen.
Lassen sich zwei Matrizen mit derselben Transformation auf die
Diagonalform bringen, haben sie dieselben Eigenvektoren, so sind
sie vertauschbar 1), Sie sind es namlich als Diagonalmatrizen sicher
nach der Ahnlichkeitstransformation, also waren sie es auch schon
vorher.

Im ersten Kapitel wurden die rationalen Funktionen

fla) =--. a.,sa'8 tasatta_jal4a1+aa

+a2a2+a3a3+.‘.

'} Dagegen konnen die Eigenwerte beliebig verschieden sein.
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einer Matrix a definiert. Um f(a) auf die Diagonalform zu
bringen, geniigt es, a auf die Diagondform A — ¢~ a ¢ zu trans-
formieren. Dann ist nach Satz 10, Kapitel 1

" Yf(@b—=0"1(..0_sa t+a_ja"l+al+a,a+aa®+ )¢,
= . a_ A ra_ A tral+a dtra, A2+ .. = f(A)
und diese ist selber eine Diagonamatrix. Ist A, das k-te Diagonal-
dement in A = (4;;,) = (0;xA), SO ist es A} in A¢ und

B AR A ARt eyt a dp At - = f(A)

in f(d).

Eine rationde Funktion f(a) einer Matrix a kann durch die-
selbe Transformation auf Diagonaform gebracht werden, durch die
a saber auf Diagonalform gebracht wird. Die  Diagonalelemente,
die Eigenwerte von f(a) sind die entsprechenden Funktionen £(4,),
f(/lQ),f (4g), . .. der Diagonalemente 4, 4,, 4, . . . von a.  Man
nimmt an, dal dieses Gesetz nicht nur fir rationale, sondern fir
beliebige Funktionen F(a) von q dgilt, und betrachtet dies as die
Definitionderdlgemeinen Matrixfunktionen.

Spezielle  Matrizen

Es liegt nahe, aus einer quadratischen Matrix a dadurch
gine neue @ zu bilden, daR man die Rolle der Zeilen und Spalten
vertauscht. Die so entstandene Matrix a' nennt man die Trans-
ponier t e zu a, die Transposition deutet man mit einem Strich an.
Es gilt aso

@i = O O

Regel.  Die Transponiert e dnesProdikisa g p 8 . . . it

das Produkt der Transponierten in umgekehrter Reihenfolge ge
nommen, aso

(aBy...&)=¢. ..y Ba. (7a)

Es ist namlich
@By ...ehi=@By. .. &y -——“;2 {J:ix Bur Viu- o &g
Andererseits  ist
O...9 8 o) =g > ere - Vi B s = > e yly/?xl A
N /

o udx Ty

womit (7a) verifiziert ist.
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Die Matrix, die entsteht, wenn mau an Stelle eines jeden der
n? Koeffizienten von e die konjugiert komplexe Zahl setzt, nennt
man a*, die konjugiert Komplexe zu q, Ist ¢ = a* so sind alle
Koeffizienten reell.

Vertauscht man Zeilen mit Spalten, und geht man auf3erdem
zur konjugiert Komplexen Uber, bildet man also aus a die Matrix
o* = a* so erhélt man die Adjungierte a zu a:

a¥ =— at — o'* 8

Die konjugiert Komplexe eines Produkts ist offenbar das

Produkt der konjugiert Komplexen:
(afy. ) gk Ry gt
beim Ubergang zur Adjungierten muR man die Reihenfolge um-
kehren :
(aﬂy...e)f:(aﬂy...e)*':(a*ﬂ*y* e*)’ 8

— .. p¥ B a¥ =t ...y Btat. ; (8a)
Man kann verschiedene Beziehungen zwischen einer Matrix g, ihrer
Adjungierten, Transponierten und Reziproken annehmen und erhélt
dadurch spezielle Arten von Matrizen. Da ihre Namen in der
Literatur haufig vorkommen, wollen wir sie der Vollsténdigkeit
halber alle anfihren, im folgenden werden aufer den unit &ren
und hermiteischen nur die reell orthogonalen gebraucht
werden.

Ist ¢ = a* also a@;; = af, SO heil}t die Matrix redl, ale
n® Koeffizienten a;, sind reell. Ist @ = — a*, adls0 @;; = ~ af},
go ist die Matrix rein imaginér.

1st § = §', also §;, = 8, S0 ist die Matrix symmetrisch.
Ist 8, = = §,,, also S = — §', so nennt man sie schief.

1st i = Ht, also H;, =— H};, so heilt die Matrix her-
miteisch, | St @ = =gt, SO nennt man sie hermiteisch schief.

|SIWS auch symmetrisch, so ist a natir-
lich auch hermiteisch usw. T —

Ist O = 0-1, so ist 0 komplex orthogonal. Die
Matrix U, fur die Ut = U1 xlt ’b\q\@ulpfljcar Ist Bt = R-1
und R = R* reell, so ist auch R = R¥ = Rt = R,
aso auch B == R~ Man nennt R reell orthogonal, oder
schlechtweg orthogonal
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Unitdre Matrizen und das skalare Produkt

Revor wir zu den unitiren Matrizen Ubergehen, missen wir
eine letzte Art von Begriffsbildung vornehmen.

Schon im ersten Kapitel haben wir die Summe zweier Vek-
toren und konstante Vielfache eines Vektors definiert. Bereits
in der elementaren Vektorrechnung gebraucht man daneben das
skalare Produkt zweier Vektoren. Das skalare Produkt des
Vektors a mit dem Vektor b ist eine Zahl, und zwar unterscheiden
wir das hermiteische skalare Produkt

o} b, a3 oo+ ag by = (3 b) )
vom einfachen skalaren Produkt
a, b1 + 0 bg + .+ Gy bn = ((a’ b)) (-H-)

Wenn wir nichts anderes bemerken, denken wir stets an das her-
miteische skalare Produkt und nicht an das einfache.

Sind die Vektorkomponenten a,, a,, . . -, a, reell, so falen
beide Produkte zusammen.

Ist (& b) = 0 = (b, &), so sagt man, daB a und & senkrecht
aufeinander stehen, oder auch, dal3 sie orthogona sind. 1st
(o, a) = 1, so sagt man, dal} a ein Einheitsvektor ist, oder dal3
er normiert ist. Sonst ist (a, @ immer reell und positiv und nur
dann O, wenn alle Komponenten von g verschwinden. Dies gilt
nur fir das hermiteische skalare Produkt, dagegen nicht fir das
einfache: ist a z B. de zweidimensionae Vektor 1, 4, so ist
(a, @)) = 0, aber (a, @ = 2. Aus (1,8 == 0 folgt a == 0, aus
(a, a)) == O dagegen nicht.

Einfache Regeln. 1. Vertauschen der Vektoren

@, b) = (b, 0)% ©)
dagegen ((a, b)) = ((b, a)).
2. Ist ¢ eine Zahl, so gilt
(acb)=c¢(a,b); (G ¢ b)= ¢ (@ b) (9a)
Dagegen ist
(cab) =c*@b); (Ccab)=ch@ b (9b)
3. Das skalare Produkt ist linear, da noch

(@, b ) = (a5 + (a, ¢ 9¢)

ist.
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4. Es gilt weiter die wichtige Regel

(n,ab) = (ata b) oder (B a b)=(a B'b) (9d)
fur beliebige Vektoren ¢ und b und jede Matrix a. Es ist ndmlich
n

(a, ab) 212 o (a by kgl EE a1 b;

und =

(ata, b ) 2(“*“)2 51 2 S(szak) bz—— 2 Eauﬂk by

Statt einer Matrlx a auf den emen Faktor kann man auch
ihre Adjungierte g auf den anderen Faktor des skalaren
Produkts anwenden.

Bel dem einfachen gkalaren Produkt gilt dasselbe von der
transponierten Matrix: es ist

(@ @ 8)) = (@ o, 1)

8. Schreiben wir jetzt die Bedingung Ut — -t fur die Uni-

taritét der Matrix 3 etwas mehr explizit hin! Esist Yt § — 1, also

j§1 M Uy = Z]“}'iujk =0 ., U = & (10

FaBt man die n Spalte M&ter als
Vektoren auf, so bilden sie n _sneinandar senkrechte “Ein-
heitsyektan R

Aus = 1 folgt

2}111;,-11:,- = O; Up., W) = Oir. (10a)

Auch die ¢ Zeilen einer unitaren Matrix sind n zu-
einander senkrechte Einheitsvektoren.

6. Die unitire Transformation 4Rt das hermiteische innere
Produkt unverandert, d. h. es gilt fiir beliebige Vektoren a und b

Ua, Ub) = (o, UTU b) = (a b). (1

Gilt umgekehrt (11) fur die Matrix ¥ in Verbindung mit

jedem beliebigen Vektor a und b, so ist W unitdr. Dann gilt

namlich (11) auch fir ¢ = ¢ und b = e, (Mit ¢; = &) und
aus (11) wird LTINS

ail = (Qb et) - (u% ue\!) = ; (lqu),*(lleg)]
= jE(ZEII,-,&@)*.IZ U;; 0 = ;%"ﬁuﬂ,

also (10): (11) ist hinreichend und notwendig fiir die Unitaritat von 3.
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Dasselbe gilt fir komplexorthogonale Matrizen in Ver-
bindung mit dem einfachen gskalaren Produkt.
7. Das Produkt ¥ ¥ von zwei unitiren Matrizen ¥ und V¥V
ist unitir.
AP =P =101 = UP)"L (12)
Dasselbe gilt von der Reziproken -1 einer unitiren Matrix:
(u——l)’r — (uf)f = = (u— -1, (13)

Hauptachsentransformation unitdrer und hermiteischer Matrizen

Man kann jede unitdare und jede hermiteische Matrix
durch eine Ahnlichkeitstransformation mit einer unitéren
Matrix auf die Diagohalform bringen. Die auf S.24 er-
wahnten Ausnahmefélle kénnen bei diesen Matrizen nicht vor-
kommen. Zundchst bemerken wir, dal3 eine Matrix unitar bzw.
hermiteisch bleibt, wenn man sie unitéar transformiert. Als Produkt
von drei unitaren Matrizen ist U~ 1 U selber unitar.  Aber auch
U-1 HY blebt hermiteisch, wenn JI hermiteisch war. In der
Tat ist wegen (13)

U-THW = WHU- = Ut HU. (14)

Um V bzw. H aif die Diagonaform zu bringen, bestimmen
wir einen Eigenwert von V bzw. J. Dieser sai A,, der zugehdrige
Eigenvektor, der nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist,
U, A, Uy .. Uyy). Wir nehmen den konstanten Faktor nun
so grof3 an, dal3

A, Uy =1
sei, was immer mdglich ist, da (U. 4, . ;) ja nicht verschwinden
kann.  Jetzt bilden wir eine unitire Matrix W, deren erste Spalte
U., ist"). Mit dieser unitiren Matrix W transformieren wir nun ¥
bzw. H zu U= VU bzw. U=1 HU. In die erste Spalte kommt
dabe im ersten Fdle

X =U1'7W),, = WA VN, = Eufrz Vv,uupu
v /t
- Eu;rrlluvl = 61'13'11

da Y. ; ja ein Eigenvektor von V ist.
In die erste Zeile der ersten Spalte kommt it,, sonst
ist die erste Spalte leer.

1y Sehe Hilfssatz am Ende des Beweises.
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Dies gilt offenbar nicht nur fir —1 ¥ Y, sondern entsprechend
auch fir f—* H Y. In diesem ist sogar — da Y—1 H Y hermiteisch
ist == auch die erste Zeile bis auf die erste Stelle leer, Y—1 HYU
hat die Gestalt
0.0.. ... O

(®)

Genau so mufd aber Y- ¥Y — X aussehen! Da X eine
unitére Matrix ist, ist seine erste Spalte X. , ein Einheitsvektor,
und daraus folgt, daf?

|X11|2+|Xn|2++ | Xay | = 4, =1
ist. Dasselbe mufd aber von der ersten Zeile X. von X gelten,
| X P+ 1 Xl + + [ Xap
:|11|2+IX12l2+1X13|2+ + [ X' =1,
so dal3 die Summe der Absolutwertquadrate von XX, o0 Xin
verschwindet, woraus auch das Verschwinden von X, ,, X4, - - -
X, 5 folgt.

Jede unitdre bzw. hermiteische Matrix &3t sich unitir auf
die Gestalt @ transformieren!

Nun ist @& noch keine Diagonalmatrix, was sie ja auch nicht
sein kann, da wir ja nur die Existenz eines Eigenwertes benutzt
haben. Sie ist aber einer Diagonamatrix schon #hnlicher as die
urspriingliche Matrix ¥ oder H. Es liegt nahe, @ als (Jbermatrix

zu schreiben, etwa
A, 0 Y
(01 Vl) bzw. (0‘ Hi)’ oD

wo die Matrix ¥y bzw. H, nur noch 5 — 1 Zeilen und Spalten
hat. Dann konnen wir ¢ @ durch eine weitere unitéare Matrix Uy,

von der Gestalt
/1 0)
(o o

transformieren, wobei Uy nur # « 1 Zeilen und Spalten hat. Dabei
geht @ @ in

(}'l 0 baw (ll 0 X
0 U{VIUI) “\0 U Hy Ul>
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tiber.  Darin kann man aber nach dem Vorangehenden U; so
wahlen, da U{ ¥, U; bzw. U H, Uy die Gestalt

@ %) o 0 )

hat, wo ¥y bzw. Hj nur noch n — 2-dimensional ist. Jetzt hat
UL, U'V U U, die Gedtalt

(0" p)mic s {55)

Durch Fortsetzen dieses Verfahrens gelingt es offenbar, V oder H
auch ganz auf die Diagonalform zu bringen.

Dieser Satz gilt nicht fir symmetrische bzw. komplex ortho-
gonale Matrizen, wie schon das zweite Beispiel auf S. 24 zeigt
(die zweite Matrix ist symmetrisch und komplex orthogona).
Dagegen gilt er fir reelle symmetrische oder reelle orthogonale
Matrizen, die ja nur einen Spezialfall der hermiteischen bzw.
unitiren bilden.

Hilfssatz. Ist (u.,u.,) = 1, so liBt sich (auf mannigfach
verschiedene Weise) eine ynitire Matrix bilden, deren erste Spalte
U, (g gp Uggy o ooy Upg) ist. _ _

Bilden wir namlich zuerst Uberhaupt eine Matrix, deren erste
Spalte u. ; ist und deren Determinante nicht verschwindet. Die

zweite Spalte dieser Matrix sei b. o (b, 5 Uy . . ., ¥yy), die dritte
b ,q usw.
3 W, By b1z .er Dig)
Ugy  byy gy .o .. Deg
Ugy by gy . g
Up 1 nnz Yag v v 0 Vug
Die Vektoren i, 5,9 . 4, 0. 5, . . . sind dann voneinander linear

unabhangig. Wollen wir noch, daR sie gemaR (9) zueinander senk-
recht stehen so 11 en, so mussen wir sie ,orthogonalisieren.
Wir ersetzen zunachst b ., durchy . ==ag, ., +b.,. Dann setzen
wir (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)

(u,l, u.g) = 0 = aﬂ(u.l, u'l) + (u-ln-Q) faman a,“ + (11.1, ‘).2)
und bestimmen daraus g, ,. Dann setzen wiru .4 an Stelle vono . 3 mit
u.3 == G, U.; + GeU.o+ b .y uUNd bestimmen g,, und a4, so, dad

0 = (u.11.5) == ag, (.1 U.y) + (4.0 .3),
0- (u.zu.s): asz(u.g,u.g)—{" (u.g,b.g)y
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so gehen wir weiter und setzen schliefllich y. , an Stelle von v. ,

Mt W, = @y Uy + Gpollig + Gyuzly + o F V. ,und b e -
SiMMeN Gy g, Gygy Gpsy -+ -y Gup—1, SO daff
0= (.1 Mup) = Gua(u.yu.) + (4., Vo)

0= (u.;,8.,)= Gra(i.oit.g) + (.o V.p),

..............................

0= (Un_p U.,) = Gpn—y (g iig_y) ¥ (Mon—y Oon)

So haben wir mit Hilfe der % n (n — 1) Zahlen a erreicht, daf3
an Stelle der Vektoren b Vektoren y treten, die aufeinander senk-
recht stehen und dabei wegen der linearen Unabhangigkeit der b
nicht verschwinden kénnen. In der Tat wirde - B. aus 4 ., = O

Gnylh.y gty + 0t 4 Gupglgg + 0., =0

folgen, und da die w. ; . . .uy_, Linearkombinationenderu.;,v.,,...,
vy, sind, kénnte man b., durch diese ausdrucken, was natlrlich
nicht sein kann.

Wir kénnen noch die it . 5, .5, ..., 1., normieren, dann bilden
sie eine unitdre Matrix, deren erste Spalte u, , ist.

Dieses sogenannte Schmidt sche Orthogonalisierungsverfahren
lehrt also, aus einer Schar linear unabhangiger Vektoren normierte,
zueinander senkrechte, zu bilden, wobei der Einheitsvektor eine
Linearkombination nur der ersten k Vektoren ist.

Geht man von n n-dimensionalen Vektoren aus einem voll-
standigen Vektorensystem aus, so erhdlt man ein vollsténdiges
Orthogonal system.

Ist ¥ bzw. H auf diese Weise auf Diagonalform gebracht, so
ist die entstandene Matrix A, bzw. A, auch weiter unitir bzw.
hermiteisch. Es folgt

A AL =1, 4A,= 4] (18)

Der Absolutwert der Eigenwerte einer unitaren

Matrix’) ist 1, die Eigenwerte einer hermiteischen Matrix

sind reell. In der Tat steht in (15), daB fir die Eigenwerte 4,

der unitéren Matrix 2, A¥ = 1, fur die ener hermiteischen
A= A} gilt.

1) Dies zeigt schon (*),
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Reelle orthogonale und symmetrische Matrizen

Zuletzt untersuchen wir noch, was es bedeuten wirde, wenn ¥

bzw. H nicht nur unitdr bzw. hermiteisch, sondern auferdem noch
komplex orthogonal bzw. symmetrisch, also beide rein reell wéren.

Aus Ut VU = A, erhaten wir durch Ubergang zum konjugiert

komplexen Wt 7* Y — (U*)! P U* = A}, die Diagondform A,
kann auch A7 geschrieben werden, die Zehlen Ay Ay - - -4 A, SNd
diesdben wie die zahlen 4f, 4, . . . , A}, weil die Eigenwerte ds

Wurzeln der Sikulargleichung unabhdngig davon sind, wie (durch
W oder U*) man die Matrix auf Diagonalform bringt.

Die k 0 mp 1 exe n Eigenwerte einer redlen oythogona_lgn Matrix
sind paarweise konjugiert komplex. AuRerdem haben. ale
den Absolutwert 1, die ~ recllen sind also 4+ 1. Bei ungerader
Dimensionszahl muR wenigstens ein Eigenwert redl sein’ '

Ist b der Eigenvektor zum Eigenwert A4, so ist ¥ der Eigen-
vektor des konjugiert komplexen Eigenwerts A*. Es sei namlich
¥y =iy so ist auch P*p* = Pu* — J*p* Ist | von J*
verschieden: so ist (0*, b) == 0 — ((b, b)). Das einfache skalare
Produkt eines Eigenvektors mit sich selber verschwindet, wenn der
zugehdrige Eigenwert nicht reel (also 4+ 1) ist. Zu den Eigen-
werten + 1 gehdren dagegen redle Eigenvektoren. Weiter sei b
der Eigenvektor zu 2., b* zu Af und ; zu A, Ist dann A} F£= A,,
S0 ist 0 = (v¥, §) = ((v, )

Das einfache skalare Produkt von zwei Eigen-
vektoren einer reellen orthogonalen Matrix ist immer
Null, wenn die zugehdrigen Eigenwerte nicht konjugiert
komplex sind, in diesem Falle sind sie auch selber kon-
jugiert komplex zueinander.

Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist 1.
Aus ¥V V' = 1 folgt, da die Determinante von ¥ mit der von V'
multipliziet 1 ergeben muR, die Determinante von ¥’ ist aber
gleich der von ¥ und beide missen + 1 sein.

Ist H redl, o ist die Gleichung (5) rein redl, da auch die 4
reell sind : die Eigenvektoren einer reellen hermiteischen
Matrix koénnen reell angenommen werden (sie kodnnen, da
se nur bis auf eine Konstante bestimmt sind, mit einem komplexen
Faktor multipliziert werden) ; die unitire Matrix ¥ in -1 H Y = 4,
kann redll angenommen werden.

Wigner, Qruppenthoorie 3
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V. Grundlagen der Quantenmechanik

1. Die Entwicklung der Quantentheorie in den letzten Jahren,
die man unter dem Namen ,Quantenmechanik” zusammenzufassen
pflegt, war zuerst auf die Bestimmung der Energie der stationéren
Zusténde, die Berechnung der Energieniveaus, gerichtet. In
der #lteren Theorie von Epstein-Schwarzschild, der sogenannten
Separationstheorie, war nur eine Vorschrift fir die Bestimmung der
Energieniveaus der Terme solcher Systeme gegeben, deren klassisch-
mechanische Bewegungen gewisse sehr spezielle Eigenschaf ten
hatten, streng periodisch oder doch quasiperiodisch waren.

Diesem Ubel half eine Idee von W. Heisenberg ab, die eine
Prézisierung des Bohr schen Korrespondenzprinzips zum Ziele
hatte. Sie wurde von M. Born und P. Jordan einerseits, von
P. A. M. Dirac andererseits ausgebaut. Den Gedanken kann man
kurz dahin zusammenfassen, da3 man von vornherein nur solche
Bewegungen betrachtet und nur mit solchen rechnet, die spéter
dann als quantentheoretisch er 1 au b t e Bewegungen angesehen
werden.  Die Durchfiihrung dieser Idee fuhrte dann die erwahnten
Verfasser auf die Einfihrung von Matrizen mit unendlich vielen
Zeilen und Spalten, durch die man formal Lagen und Impuls-
koordinaten représentieren konnte, bzw. auf das formale Rechnen
mit ,g-Zahlen*, die nur dem Assoziativgesetz, nicht aber dem
Kommutativgesetz gehorchen. So lautet z. B. die Gleichung fur
die Energie H des linearen Oszillators?)

H=Lpi 2l 1)
_‘ﬁp 'Q_Q» (

man erhdt sie, indem man im klassischen Ausdruck fiir die Energie,
in der sogenannten Hamiltonschen Funktion, p und ¢ — die
Impuls- und Lagenkoordinaten « formal durch die
Matrizen p und ¢ ersetzt. Es wird verlangt, da? H eine
Diagonamatrix sei. Die Diagonaglieder H,,, bedeuten dann die
moglichen Energiewerte, die Terme des Systems. Das Matrix-
element g,; von ¢ bedeutet dagegen (bis auf eine Proportionalitéts-
konstante), zum Quadrat erhoben, dem Absolutwert nach die spoa-

1) m is die Masse des oxillierenden Teilchens, % die Propor-
tionalitatskonstante der elastischen Kraft, ¢ und p sind Lagen- und Impuls-
koordinaten.
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tane Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand mit der Energie H,,,
zum Zustand mit der Energie H,,, aso die Intensitdt der Linie
mit der Frequenﬂﬁ“;ﬂ
Uberlegungen, die die Einfiihrung von Matrizen fir p und ¢ nahe-
gelegt haben.

Um das Problem bestimmt zu machen, mufdte noch eine ,Ver-
tauschungsrelation* zwischen p und ¢ eingeflihrt werden, diese
wurde zu h

Pg—qp =51 @)

angenommen, wobei gleichzeitig die Planck sche Konstante h ein-
gefihrt werden konnte.

Das, oft recht mihselige, Rechnen mit diesen Grofen fihrte
sehr bald zu Uberraschend schénen und wichtigen Resultaten.  So
konnten die sogenannten Auswahlregeln fir die Drehimpulse und
gewisse ,Summensitze¢, die die relative Intensitdt von Zeeman-
komponenten einer Linie bestimmten, Ubereinstimmend mit der
Erfahrung berechnet werden, wéhrend die Separationstheorie fir
diese Regeln keine hinreichende Erkl&rung geben konnte.

Ganz unabhangig von der He is en berg schen Richtung kam
E. Schrédi ng er zu mathematisch vollkommen &quivalenten Resul-
taten, seine Gedankengange zeigen eher mit denen von L. d e Broglie
weitgehende Ahnlichkeit.

Betrachten wir einen mehrdimensionalen Raum mit so viel
Koordinaten, wie das ins Auge gefaldte System Lagenkoordinaten
hat! Jeder Lage, jeder momentanen Konfiguration des Systems
entspricht ein Punkt in diesem mehrdimensionalen ,,Konfigurations-
raume*, Dieser Punkt wird sich im Laufe der Zeit bewegen, eine
Bahn beschreiben, durch die die Bewegung des Systems klassisch
vollkommen beschrieben werden kann. Es besteht nun eine weit-
gehende Analogie zwischen der klassischen Bewegung dieses Punktes,
des Systempunktes im Konfigurationsraum und der Bewegung einer
ebenfalls in den Konfigurationsraum hineingedachten Wellengruppe,

. Alles dies folgte aus denselben

wenn man den Brechungsindex fur diese Wellen zu V?.m(#

annimmt?).  Diese Analogie besteht darin, da die Bahn des

1) E ist die Gesamtenergie des Systems, V die potentielle Energie
as Funktion der Konfiguration.

3*
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Systempunktes im Konfigurationsraum durch die Wellengruppe um
so genauer wiedergegeben werden kann, je kleiner die Wellenlange
im Verhdltnis zur Bahnkrimmung ist. Wenn dagegen die Wellen-
lange der die Wellengruppe bildenden Wellen vergleichbar mit der
Krimmung der klassischen Bahn des Konfigurationspunktes wird,
so kommen — durch Interferenzerscheinungen der Wellen —
wesentliche Abweichungen der beiden Bewegungen zum Vorschein.

Schrédinger nimmt nun an, dal3 die wirkliche Bewegung der
der Konfigurationswellen und nicht der klassisch berechneten Be-
wegung des K onfigurationspunktes entspricht.

Die Wellengleichung fur diese Wellen lautet zundohst, wenn
man dje skalare Amplitude mit ¢ bezeichnet,

E- voy 1 0dy _1 Py + 1 %y 3
—_E’T-_d—t?_mm+ 2m, 0xf +2'm,dx}’ @)
wWo z,, &,, . . ., «, die Lagenkoordinaten der im System vorhandenen
Teilchen, m,, m,, ..., m, die zugehorigen Massen und ¥ (x,, z,, - - ., %)
die potentielle Energie der Lage bedeutet, in der die Koordinaten
der einzelnen Teilchen «,, #,, ..., @ sind. In (3) kommt noch
die Gesamtenergie des Systems explizite vor. Uber die Frequenz,
die zeitliche Periode der Wellen, kann dagegen noch frei verfugt
werden. Schrédinger nimmt nun an, da3 die Frequenz v der
Wellen, die mit einer Bewegung des Systems, mit der Gesamt-
energie E, verknipft sind, durch hy — E gegeben ist. Er fuhrt
daher in (3)
27t

Vv = Yg GTE’ (4)
€in, Wo g unabhangig von ¢t ist. So erhdlt er die Eigenwert-
gleichung

_ 1 Dy, 1 Py 1 Pyr
dﬂ’E——m 0z} ' 2m, du; +m+'2m, 0z} )
4 n*
== (BE— V) vg,
WO 9 eine Funktion der Variablen z,, z,, .. ., %, der Lagen-

koordinaten der das System bildenden Teilchen ist. Es wird ver-
langt, dal? ¢z quadratintegrierbar sei, d. h. daf3 das Integral

'[ J'I,pE(x” Ty - o X) [P dz, day o day,

-0 —_0
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erstreckt Uber den ganzen Konfigurationsraum, konvergiere. (Ins-

besondere muf also 4 im Unendlichen verschwinden.) Die Werte E,

bei denen eine solche Bestimmung der Funktion ¢y moglich ist,

nennt man die Eigenwerte von (8), sie ergeben die moglichen

Energiewerte des Systems. Die dazugehdrige quadratintegrier-

bare Losung von (5) nennt man die zu E gehdrige Eigenfunktion.
Man pflegt (5) auch in der Gestalt

Hye = Evg (5a)

zu schreiben, wo H en linearer Operator (der Hamiltonsche
oder Energieoperator) :

h2 1 aﬁ 1 62 1 02
H :—m(mﬁﬁmm*"”*%ﬁ)}(sm
+ V@ ... )

ist. Er fuhrt eine Funktion von z,, z,
Funktion tber.
Die Funktion 4 von (4) erfiillt die Relation

y - -+ 1 & IN €ine andere

T T ©

in der die Gesamtenergie des Systems nicht mehr explizite auftritt
und die daher fir alle Bewegungen — gleichgliltig, welche Energie
das System dabei hat — algemein gilt. Man nennt (6) die z eit -
abhangige Schrodingergleichung.

Die beiden Gleichungen (5) [bzw. (Fa), (5 b)] und (6) sind die
Grundgleichungen der Quantenmechanik. Die letztere gibt an, wie
sich eine Konfigurationswelle = der man, wie wir sehen werden,
eine weitgehende physikalische Realitdt zuschreibt — im Laufe der
Zeit verandert, (5) bzw. (5a), (5 b) ist die Gleichung fur die
Frequenz v = Ejh, die Energie E und die Wellenfunktion ¢y der
zeitlich periodischen Vorgange. In der Tat erhdlt man (5a), (5 b),
wenn man far ¢ in (6) den Ansatz

2at g,
Y = ygpet
macht.

Wir wollen hier noch die wichtigsten Eigenschaften der

Eigenfunktionen und Eigenwerte von (5 b) zusammenfassen.
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2. Zu diesem Zwecke definieren wir zuerst das skalare Pro-
dukt zweier Funktionen. Es sei

0

(g, 9) = (E(ml...x,)*g(xl oz dag .. dX, = J(p*g. (7)

Dann gelten fir dieses skdare Produkt dle einfachen Rechen-
regeln des dritten Kapitels, aso (a, b Konstanten-)

((p’ 0,9, + @ gﬂ) = a4 ((P) gl) + Gy (‘py 9;)>
(@ 9) = (9, 9)*

¢, 9) = (p, @)* reel postiv verschwindet nur fir ¢ =— 0. Ist
! ( ’ )
@, ¢) = 1 so sagt man, da’ @ normiert ist. Ist das Integra

!

(@) @) :I...j|¢(w1...x,)|9dxl...dx, =

endlich, so l&% sich ¢ lmmer durch Multiplikation mit einer Kon-
stanten (im vorliegenden Falle 1/¢) normieren. In der Tat ist
(p/c, (p/c) = 1. Zwe Funktionen sind orthogonal, wenn ihr
skalares Produkt Null ist.

Man wird auf die in (7) gegebene Definition des skalaren Produkts
geflhrt, wenn man die Funktionen ¢ (x; - . . )9, - - - ) VONx; ..,
als Vektoren auffast, deren Komponenten nach den f kontinuierlich ver-

anderlichen Indizes o; . . . z, benannt sind.  Der Funktionenvektor
@ (z .+ @) ist in einem f-fach unendlich vieldimensionalen Raum definiert:
Jedem Wertsystem von ¢, . , . .\ jeder Konfiguration entspricht eine

Dimension.  Das skalare Produkt von ¢ und g ist dann in der Vektor-
sprache )

(P 9) = X ol z)*g(a; - ),
Ty 2
das durch das Integral (7) ersetzt worden ist.

Im Einklang hiermit steht auch die Definition der linearen Abhangig-
keit bzw. Unabhangigkeit von Funktionen.

Es besteht zwischen ¢, ¢y, - .., P eine lineare Beziehung
G Fi+ P+ T+ O 9= 0,

wenn diese Gleichung bel konstantem @y, @9, - -« @, fur ale Komponenten;
ale Wertesysteme der z;, @, 1y x, gilt Weiter heif3e ein Operator 4
linear, wenn fur ale Funktionen ¢ uad g die Gleichungen

Ha@ag+bg) = aHe+bHg ®)

gelten.  Wir werden uns iberhaupt nur mit, lineafen Operatoren beschéftigen.
Die linearen Operatoren der  Funktionenvektoren  entsprechen den  Matrizen
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der gewohnlichen Vektoren. Beide fihren Vektoren, auf die sie angewendet
werden kohnen, in andere Vektoren Uber. Die Linearitdtsbedingung (8) gilt
fir alle Matrizen. Jeder Operator, der auf endlich-vieldimensionale Vektoren
angewendet werden kann, ist einer Alatrix aquivalent. Die unendlich viel-
dimensionalen Operatoren haben auch eine Matrizenform, diese ist aber
vidfach stark singulér.

Zum Beispidl sind die Koeffizienten der Matrix ¢,, die dem Operator
»Multiplizieren mit g, “ entspricht,

’ 1
lazlzl axzxg P

‘;z, ) ™
Er fihrt den Vektor y in den Vektor ¢y y mit der z; a5 . . .
Komponente
Q1’7U(-'El xS"'xf) - 2 (,ql)xl oz 7 z'r v (=1 :1,‘;)
zi ... 2

(21) 2, 2, c.mp; 2 oy z} =T

= > aflaml 2’1822 ey .3,;”}1,0(93'1 w}):mﬂl) (x5 .. )
Uber. Dieser Vektor entspricht in der Tat der Funktion x; v, in die v
durch den Operator ,,Multiplizieren mit g, Ubergeftihrt wird.

Die Matrix, die dem Operator ,,Differen;‘ﬁeren nach z,* entspricht,

bezeichnen wir mit 2_’};_' Py

(2ni )
h Py Ty By z ...z

. 1 1 (**)
:)i=mo 2(3:514-—;74, z;—.szl—%l, x’l) szmﬁ"'az,z;,,
er fuhrt den Vektor v in
lim = f— ' ! '
A d=0 4 (8’1*!?"' 51 331 —44 xll) 32212' v 32:,,;}1,0(991, gy +roy w'f)
. 1 t 1
:;TOZ(%(wl‘i"’jda Ty ooy wf)'_'/’(wl"‘"id’ Lgs ooey .’l’f))

Uber, und das ist tatsachlich der Differentialquotient von v nach ;.

Wir nannten eine Matrix H hermiteisch, wenn H = Ht, also wenn
fur beliebige Vektoren p, 1w

(0, Hw) = (H' v, w) = (Ho, m)

gdt, d. h. wenn sie im skalaren Produkt vom einen auf den anderen Faktor
abwalzbar war. Entsprechend definieren wir auch die hermiteischen Ope-
ratoren.

Ein Operator H ist hermiteisch, wenn fir jede (entsprechen-
den Nebenbedingungen geniigende, im vorliegenden Fal quadrat-
integrierbare, aso im Unendlichen verschwindende) Funktion @, g

(07, H g) = (H @, !]) (9)
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durch begriffliche Uberlegungen ersetzen: es ist ja klar, daR die
spezielle Gestalt des H'a mil t 0 n schen Operators in ( 1) und (13)
unwesentlich ist und es das erstemal nur auf die Aquivalenz der
beiden Teilchen, das zweitemal nur auf die der beiden Richtungen X
und — X ankam. Wir werden Gleichungen erhalten, die (12)
bzw. (16) analog sind und ebenso wie diese Alternativen
enthalten, so dal3 fur verschiedene Gruppen von Eigenfunktionen
zum Teil verschiedene Beziehungen resultieren. Die Eigenfunktionen
der verschiedenen Gruppen gehoren zu Termen verschiedener Eigen-
schaften, deren Unterschiede die Grundlage der sogenannten ,, Term-
4 bilden.

Die Betrachtung, die uns zu (12) gefiihrt hat, beruht darauf,

dal3 (1) der Transformation
¥r=1vy; y ==z amn

gegeniiber invariant ist. Dies soll bedeuten, da3 die Funktion 1)
P v,, die durch die in & und b identische Gleichung

P "px (a, b) = b, (by a)
definiert ist, eine Lésung der Gleichung H ¢ =— Ey fir 4 ist,
wenn dies flr g, gilt.
Sel dlgemeiner R eine reelle orthogonale Transformation

= R,z + Ryy% + -+ Riax,

xg' = Rﬁlxl + Rgg Ty + "'+ .Rzn Zn (183)

Ty == R,,,:vl ) -anxa e+ Bz,
Wir verstehen unter Pgf digenige Funktion, fur die

P.Rf(xl'i .’l?é, rrry x;;) = f(xp xg; vy ﬂ'},‘) (19)
entweder identisch in x,, 4, . . ., &, gilt, wobel fiir die z}, 23, . . ., %
die Ausdriicke aus ( 18a) eingesetzt gedacht werden miissen, oder
identisch in af, 2y, . . ., 2, Gilt und fir die z;: | 4= QY
n

“= 25 Bt ofl)

eingesetzt gedacht werden muf: Py ist ein Operator, der gewisser-
malten die zy, 23, ..., @, durch die z, g, ..., &, ersetzt. Wir

1) P y ist das Zeichen fijir eine Funktion ebenso, wie etwa f oder ¢
solche Zeichen zm sein pflegen, P ¥ (x, y) ist der Wert dieser Funktion an
der Stelle @, y. So bedeutet . B. (19), dal P, f an der stelle Ty o,

denselben Wert hat, den die Funktion T an der Stelle z,, . . . , w, anfoimmt,
Wigner, Grappentheorie 8

v
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Nun ist in (11) sowohl (¥, H 5) = (H ¥z, ¥8) = ¥z, H ¥p)*,
wie auch (g, ¥g) redl, so dal auch E redl sein muli.

Ein hermiteischer Operator hat im allgemeinen ein diskret es
und ein kontinuierliches Spektrum.

Die Eigenwerte des diskreten Spektrums sind diskrete (end-
lich oder unendlich, aber jedenfalls abz&hlbar unendlich viele)
Zahlen, die zugehdrigen Eigenfunktionen lassen sich normieren
[in unserem Falle bedeutet das, da3 das Quadratintegral (¢g, ¥g)
konvergiert], und wir wollen sie fortan immer normiert annehmen.
Man unterscheidet sie vonenander durch angehdngte Indizes
Vg, ¥g . Die diskreten Eigenwerte bilden gewdchnlich den
interessanteren  Teil des Spektrums und wo bisher einfach Uber
LEigenwert” gesprochen wurde, war ein diskreter Eigenwert ge
meint.

Die zu enem Eigenwet E des kontinuierlichen Spektrums
gehdrige Losung der Eigenwertgleichung ¢ (@, ®, . . . , zr; E) hat
kein endliches Quadratintegra. Man koénnte daher meinen, dai3
er gar nicht zum Spektrum gehort. Bildet man aber ein sogenanntes
Eigendifferential

E+4
Jw(xl,xz,, .. @pE)AE = ¢ (2,8, EE+4), (*)

so seht man, dad dieses nunmehr quadratintegrierbar ist, so dafl3
man es normieren kann. Dies wére nicht der Fall, wenn E ga
nicht zum Spektrum gehdren wirde. Das Eigendifferential (¥) gehort
zum Gebiet zwischen E und E + 4. Hierdurch it es schon ge
geben, dal das kontinuierliche Spektrum nicht aus Punkten, sondern
aus stetigen Bereichen besteht. Die Lésungen g (%, Ly ..., & E)
der Eigenwertgleichung nennt man - obwohl sie nicht normiert
werden koénnen -~ die Eigenfunktionen des kontinuierlichen
Spektrums. Sie hédngen vom Eigenwert E in stetiger Weise ah,
man pflegt E as Variable an Stelle eines Index zur Unterscheidung
der  verschiedenen  kontinuierlichen  Eigenfunktionen  einzufihren.
Teilt man das kontinuierliche Spektrum in lauter kleine Gebiete
(von der Lange ) ein, so kann man zu jedem ein Eigen-
differential  definieren, die - nachdem man sSie normiet hat =
den Eigenfunktionen des diskreten Spektrums um so genauer ent-
sprechen, je kleiner A ist.
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Die zu verschiedenen Eigenwerten des diskreten Spektrums
gehdrigen Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal.

In der Tat folgt aus H g == E g durch skalare Produkt-
bildung mit ¢z

(Wr H ¥p) = (d)F; E'PE), (H Pr, wE) = B (¥r, Vg)
und #hnlich aus H Yp = F'([)F

(H Up, ¥E) = (F'd’F) ¢E) = F*'(d’Fy ¥g) = F(¢F7 %‘),

also mulk fir E £ F das (¢p, 9g) = 0 sein.

Ebenso sind die diskreten Eigenfunktionen orthogonal auf alle
Eigendifferentiale. ~ Auch die Eigendifferentiale sind orthogonal
zueinander, wenn die zugehoérigen Gebiete sich nicht Uberdecken.

Es koénnen zu einem Eigenwert — etwa des diskreten Spek-
trums ~~ auch mehrere voneinander linear unabhangige Eigen-
funktionen gehdren ( ,,Entartung *).  Dann ist auch jede ihrer
Linearkom binationen Eigenfunktion zu diesem Eigenwert. Aus
dieser linearen Schar von Eigenfunktionen kann man zuerst von-
einander linear unabhangige herauswahlen, durch die man alle
Eigenfunktionen dieses Eigenwertes linear ausdriicken kann.  Aus
diesen kann man dann —~ etwa nach dem Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren — zueinander orthogonale bilden. Natir-
lich kann diese Auswahl nicht ohne Willkir geschehen — bei dem
Schmidtschen Verfahren duRert sich dies z. B. darin, dal3 man
ein. anderes Orthogonalsystem erhédlt, wenn man die Eigenfunktionen
in anderer Reihenfolge durchléauft --, dies braucht uns aber im
folgenden nicht zu stéren. Wir wollen fortan immer annehmen,
dal’ die Eigenfunktionen bei Entartungen schon in dieser Weise
gewdhlt sind, Die Eigenfunktionen und die vorher definierten
Eigendifferentiale bilden damenOrthogonalsystem:snd ¢
und 9’ zwei belizbige, voneinander verschiedene Funktionen dieses

Systems, so ist
W ¢) = 0. (12)

AuRerdem sol13

gelten.
Dieses Orthogonalsystem ist auch —= bei geniigend feiner
Unterteilung des kontinuierlichen Spektrums, bei geniigend kleinem 4
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— vollstindig, d. b. man kann jede Funktion ¢ (z,, - - ., #,) fiir
die das Integra (@, @) konvergiert, in eine Reihe

- ggxwx+ ?y(l,d)w(E,Ede) (13)

entwickeln, wo der Index % tiiber alle diskreten Eigenfunktionen,
E iiber die unteren Grenzen aller Eigendifferentiale lauft. Die
Reihenentwicklung gilt eigentlich nur bei unendlich kleinem 4,
und die zweite Summe geht dann in en Iptegral Uber:

9= 2ot + [9(E)p(EB)dE, (183)

wo die Integration iiber das ganze Gebiet des kontinuierlichen
Spektrums zu erstrecken ist. Gehdren mehrere linear unabhéngige
Eigenfunktionen zu den Eigenwerten des kontinuierlichen Spektrums,
SO miissen in (13 a) auch entsprechend mehrere Integrale, oder auch
-~ Wenn die Anzahl der Eigenfunktionen unendlich ist — ein
oder mehrere Doppel- oder Mehrfachintegrale stehen. Hat das be-
trachtete Problem dagegen kein kontinuierliches Spektrum, so
fdlt das zweite Glied in (13) und das Integral in (13 &) natiir-
lich ganz weg. Durch skalare Produktbildung mit ¢, erhdlt man
etwa aus (13) fur g,

(wm (P) = gn- (14)
Und shalich for
(w (‘E) E + d)) (p) = 9 (E; d) (14-8.)

In formalen Rechnungen unterdrickt man haufig das konti-
nuierliche Spektrum und rechnet, als wenn nur ein diskretes
exigtierte. Man kann sich jedoch gewo6hnlich leicht (berzeugen,
was fir Anderungen die Existenz des kontinuierlichen Spektrums
nach sich zieht: zumeist treten zu den Summen noch Glieder mit
Integralen  hinzu,

Die Entwmklungen dieses Kapxtels — namentlich sofern_sie
sich auf das\kontmule l;@ektrum bez1ehen —~ Snd kelnaNegs
als streng anzusehen. . Die  strenge Ergenwefﬁtheon& “belishiger
hermxtelscher Operatoren wurde erst_in jingster Zeit erledigt h,
und hier wurde nur ein Teil der Resultate zusammengefaﬁt " Man
wird aber auch ohne Kenntnis der allgemeinen Theorie Fehler
vermeiden koénnen, namentlich wenn man sich auf das Rechnen mit
Eigendifferentialen beschréankt.

1) J.v. N eum ann, Mathem. Ann. 102, 49, 1929.
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V. Storungstheorie

1. Es kommt héufig vor, dal} man die Eigenwerte und Eigen-
funktionen eines bestimmten Problems kennt und sich fur die
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines benachbarten Problems inter-
essiert, dessen Energieoperator aus dem Energieoperator dieses
Problems durch eine verhiltnismiBig geringe Anderung, durch eine
,Storung, hervorgeht. Mit Losungsmethoden derartiger Aufgaben
befalt sich die Storungstheorie. Eine Storungstheorie haben schon
M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan mit Hilfe der Matrizen-
theorie gegeben, im folgenden schlieRen wir unsder Ray leigh-
Schrédingerschen Methode an.

Wir rechnen so, wie wenn das Ausgangssystem kein konti-
nuierliches Spektrum hatte, und setzen voraus, daf auch das gestorte
System ein reines Punktspektrum besitzt. Die durch das Vor-
handensein bzw. das Entstehen des kontinuierlichen Spektrums he-
dingten Komplikationen sollen erst am Schlusse ertrtert werden,
zuerst sei die Theorie in ihrer einfachsten Form erl&autert.

Wir haben einen hermiteischen Operator H mit den Eigen-
weten E,, E,, . . . und Eigenfunktionen ¢, , ¢, - - -

Hye = Ly ¢9)

Gesucht sind Eigenwerte F und Eigenfunktionen ¢ des Operators

H 4+ 1 V, wo V ebenfalls hermiteisch und A eine kleine Zahl ist:

Ht AV)or - Frigr @)

Wir setzen zunachst fur F und ¢ eine Potenzreihe nach Potenzen
von 4 an, die wir bei dem zweiten Gliede abbrechen:

FkZEk+1E];+A2E);'-“ (33)
Pr - UntAgprPr. .. =¢k+l$“k1¢1+lz§l;bkz¢z-u (3b)

In (3a) und (3b) ist angenommen, dal3 F, bzw. g flr
A = 0in E; bzw. 3, Ubergehen, aulBerdem ist y; und g nach
den Resultaten des vorangehenden Kapitels in eine Reihe nach
den 3 entwickelt, die Entwicklungskoeffizienten sind mit a,; bzw.
by | bezeichnet.

Wir setzen (3a) und (3b) in (2) ein und erhalten:

H[¢k+z$amwl+ﬂl§bhzwﬂ+AV[wk+z$akzwz]

’ 1 (4)
= (B + A Ey + A EY) (¥, +A$am+ A“lzbwz)-
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Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von 1 missen einander
glech sain. Die von } freien Glieder heben sich wegen (1) weg,
der Vergleich der Koeffizienten von 3 bzw. 2A? egibt

Zaszzwz + Vo= Exgy + E > aaty (5a)
IEbklElwl‘*'?aklvwl:Elé'wk'*'EI;Zaklwl“'EkZbklwl' (5b)

(ba) gestattet die Bestimmung von Ej; und @ , fiur I = k: man
erhalt, indem man das skalare Produkt mit gy, bzw. 4, bildet,
wegen der  Orthogonalitdtsrelationen

@ Ex + (0, V ) = Ep + ay B, (6)
Q1 El + ('l[l}, V ’!pk) = Ek Ay (fur ] #: k) (7)

Wenn man hier zur Abkirzung
aﬂ = (g, V wﬂ) = (V ¥ wﬁ) = (¥5 V) = Vﬂa (8)

einfuhrt, lautet dies

r= WV wk) = P (6a)
, V
- (jg‘ ]gk) %‘,Z'—- Ezl + kb (T2)

Ahnlich erhdlt man aus (5 b), indem man mit ¢ multipliziert und
Uber den ganzen Konfigurationsraum integriert,

by By + Zakz(wk,sz)-— E. Epay. Eby (9)
Auf der linken Sete zerlegen wir die Summe Uber ] in zwei Teile,
inden wir das Glied mit | = k separat hinschreiben. AufRerdem

setzen wir fir K, den Wert aus (6a) und fir g aus (7a) en
Wir erhdten so

= (P V wk) W Vi) ! | P

TEh —E T BB
Dies ergibt den neuen Elgenwert F, bis zu Gliedern von der Ord-
nung 2

2
Fo B AV 20 S LTl (10)
1F By —
Die neue Eigenfunktion ¢, ist bis zu Gliedern von der Ordnung 1

'pk—~¢k+12 Vlk

71’1 + & agy, Py
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Aus den bisherigen Gleichungen ji;el/ql‘k‘immerfheraus, was dem
Umstand _entspricht, daB in_¢, der Normierungsfaktor frei ist.

’ Setzen wir. =T, so erhalfen Wir g, — 0, und
A Vi
— yi 11
o = ¥ + lEk 7 — T, 1.V1 (11)

ist bis auf Glieder mit 42 normiert.

Uber die Konvergenz dieses Stérungsverfahrens ist folgendes
zu sagen . In den Summen in (10) und (11) kénnen — wenn die
Eigenwerte E; und E, zweier Eigenfunktionen ¢, und 4, des
Ausgangsproblems zuféllig einander gleich sind .. unendlich grofRe
Glieder auftreten. Diese kann man aber leicht eliminieren, und ihr
Vorkommen bildet ~ wie wir sogleich sehen werden — keine
ernsten  Konvergenzschwierigkeiten. Nachdem man sie diminiert
hat, lassen sich die Summationen in den meisten praktisch vor-
kommenden Féllen ausfihren. Damit ist aber Uber die Konvergenz
des ganzen Verfahrens — Uber die der Reihe (3a), (3 b) — noch
nichts ausgesagt. Diese kann noch sehr wohl divergieren, in
vielen Beispielen ist schon das dritte Glied in (3a) alein unendlich
groB ! AuRBerdem ist es bekannt, dald ein diskreter Eigenwert
— namentlich, wenn er schon im Ausgangsproblem vom konti-
nuierlichen Spektrum Uberdeckt war == sich bei der Stérung ,auf-
[8sen ¢, d. h. génzlioh im kontinuierlichen Spektrum untergehen kann.

Aber selbst in diesen Féllen hat (11) einen wohlbestimmten
Sinn: er gibt einen Zustand wieder, der — bel klenem 1 —
wahrend sehr langer Zeiten, wenn auch nicht absolut, so doch fast
stationdr ist. Das F, in (10) gibt die ungeféhre Energie und
durch n dividiert die ungeféhre Frequenz dieser Bewegung an.
Wenn man mit Hilfe von (10) und (1) a = H + 1V -~ F}) ox
bildet, so findet man, daf es vom zweiten Grade in } ist. Nimmt
man also an, dal3 die Wellenfunktion ¢ (t) des Systems zur Zeit
t = 0 mit ¢, abereinstimmt: ¢ (0) = ¢4, SO kann man alenfals

274 Fy

) =qge * + 7 ® (12)

ansetzen. Setzt man dies in die zeitabhangige Schrddingergleichung ein:
- h_ d(p AniFy A dz

- e h .3
dpi ot = TxPre T 5% ot
3nEFy, 22iF,

- Fuge 7 ‘v a F 4 HEAVg,

)

) . -
= N AT
Q@ ,’;{{i 4
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so erhdt man 9 9niF,
LI ANy S
Sxiot - °f +H+AV)y (13)

. 0
und daraus, indem man 5 (g, ) berechnet,

./ 2ALF 2niF)
d 2ym< : k - =t )
a—t(x, Y = I (3 a) ~¢ (a )
Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung

(Z’ a) lﬁ _g (xr x) (a’ a) by (Fi e fC‘ b a{l*“,:— g ?.‘fp}"()‘}&,‘%s

b —
2= Vg Ve 0
oder )

0% —— ——  2m —
AL < SEYe o Vo < 5 V@ at+ G

Danrt:Oauchx:Oist,istC = 0 und

]
WD) < @a) e
27!1'Fk
d.h. die Abweichung von ¢ (f) von (Pke- h ist fur Zeiten,
die klein gegen 2. Vmsind, sicher sehr klein. Da
aber (a, a) proportional A*ist, #ndert sich bel kleinem } das g,
wahrend verhaltnismafig langer Zeiten so, as wenn es eine wirk-
liche Eigenfunktion wére.

2. Einer Korrektion bedurfen, wie schon erwihaot, diese Ent-
wicklungen in dem Falle, wenn die Eigenwerte zweier oder mehrerer
Eigenfunktionen des Ausgangsproblems gleich sind, d. h. wenn
mehrere linear unabhéngige Eigenfunktionen zum selben Eigenwert
des Ausgangsproblems gehéren. Da die Summation in (10) und
(11) Uber ale Eigenfunktionen zu erstrecken ist und in den
Summen (10) und (11) auch der Index 7 jener Eigenfunktionen
vorkommt, deren Eigenwert E, gleich E, ist, kann man diese
Summen nur bilden, wenn fiir jene 7, fir welche E;, — E, mit 1 £ &
verschwindet, auch (y;, V ) Null ist.

Stellen wir uns vor, es seien die Eigenfunktionen gy, . . . , Pyg,
die zum Eigenwert E, gehodren.  Wir nehmen an (was auch
bisher geschah), dal3 auch diese orthogonal aufeinander sind. Es

1y ¢ ist unabhangig vont,
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besteht dann eine gewisse Willkur in der Wahl der Eigenfunktionen
fiir unser Naherungsverfahren, indem man als Ausgangsfunktionen

an Stelle der ¢y, . . -y ¥y, andere, etwa
w;fl = a;; ¥ + anwkﬂ ot Oy Yy
Wka = Og 1 ¥p1 + Qg Vs + .+ + @y, Py, (15)

w;u ' asl‘l’kl + aszwkz + o0+ Oy d’ks B
nehmen kénnte, und man ist nicht mehr berechtigt, anzunehmen,
dal die erste Naherung fur ¢, eben oy ist. Ist{(a,.)eine
unitére Matrix, so sind auch die gy, aufeinander ortho-
gonal (nattrlich auch orthogonal auf die Ubrigen Eigenfunktionen,
die nicht zum Eigenwert E, gehoren),

(d’;cn w;w) = (Ev’an’ %-/, 2," anu’ tbk,u)
- 2 a:vr a‘”‘v (‘d)k'r, lpk'“/) proenr 2 a:‘,/ a""l 6““1 fveen 6”“
yu' vul

und sind als Ausgangssystem fir das Né&herungsverfahren
ebenso geeignet wie das urspringliche System der q,,.

Es erhebt sich die Frage, ob man durch zweckméflige Be-
stimmung der Matrix a nicht alle (i, V ®iu) mit v = g zum

(16)

Verschwinden bringen konnte. In der Tat gelingt dies, es ist g
3 e weddba
('p;cn v w;c.u) = 2 oy @y (v V wkly’)': & da//’(ll?) R AN
vou=1 T F 77 RN

Bezeichnet man also die aus den Grof3en (w,,,.,ﬂﬁlw,m,) = Vv, s , i
== vy, gebildete hermiteische Matrix mit s Zeilen und Spalten 2 f.@ﬂﬁ\
mit ¥, so muf? die Matrix a so bestimmt werden, da3 g* v g’ eine
Diagonalmatrix sei. st @ in dieser Weise gewahlt, so verschwinden
fir v £ p nach (17) die (¥» V %) und in den Formeln (10) und
(11) treten — wenn man die mit den ¢, vollkommen
gleichberechtigten 4y, als Ausgangssystem fir das
Stérungsverfahren  benutzt -~ keine Glieder mit ver-
schwindendem Nenner auf.

Nun ist @, also auch g* eine unitére Matrix, g* = @', und
die Aufgabe besteht nach dem Vorangehenden darin, diese so zu
wahlen, dald sie ¥ auf Diagonalform transformiere. Die Gleichung
zur Bestimmung der a,,+ lautet dann

%v’#’ Quu' = Oy Ty * (18)

wo die v, die Eigenwerte der Matrix v sind.
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Wir wollen auch in diesem Falle den Eigenwert bis zu
Gliedern mit A* und die Eigenfunktion bis zu Gliedern mit der
ersten Potenz von } berechnen. Die Eigenfunktionen g, ¥ge, - - -
1y, des Eigenwertes Ky, dessen Verschie bung wir berechnen wollen,
nehmen wir - was wir ja tun dirfen und was nach dem Voran-
gehenden zweckméallig erscheint . von vornherein so an, dal3

(O V?sz): Vkv;kit:ank v O = v Ovu (19)

sei, d. h. wir gehen sofort von den ¢ aus. Die ibrigen Eigen-
funktionen konnen wir durchnumerieren: ¢, gehtre zu E;, Den
Eigenwert des Operators H + 1 V, der zur Eigenfunktion ¢, ge
hort, bezeichnen wir mit F,,, es wird sich namlich zeigen, da’ der
sfache Eigenwert ') E, aufspdten Wll’d und I,Ql. algemeinen N s neue
Eigenwerte  ergibt.
Es sd
F,, = E,+t E,+ N E, . .. (20)

und

- wkv"{‘lzﬁkw kywku‘}'lgakv lwl

u=1

+ 1227;”;“ L + 2 Dby, 19r (202)

u Ik
Setzt man (20), (20a) in die Gleichung (H+ A V) gi, = F}, @rs
ein und vergleicht wiederum die Koeffizienten gleich hoher Po-
tenzen von 4, so seht man, daf3 die Glieder mit der O-ten Potenz

sich gegenseitig wegheben, wéhrend der Vergleich der ersten und
zweiten Potenz die beiden Gleichungen

2 E; By, kyb Vi +z§kEl By 1 ¥+ V by
u
== 2 Ek ﬂk‘v‘;kkp. 1/"7:;4 +l§kEk akv; l'pl + Elév wkw (21)
n

ZEkykv ku 'l’ku + 2 Ebey i+ 2 BiviruV ¥ru
+ 2 By V Uy = ZEWM *u Vi + 2 Bibuitn § 21a)
+ 2# Ekv ﬁkv; ku wkﬁl +l§kEk‘v vy (2] + Elé'v (7

1) Man nennt ihn so, weil zu ihm g linear unabhéngige Eigenfunk-
tionen gehoren.
W igner, Gruppentheorie 4
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ergibt. Aus diesen Gleichungen kann man, ebenso wie vorher, die
Unbekannten Ey,, Ey,, Gxy; 1) Pry; a DESimmen.  Fir die Energie
F,, ergibt sich

Vi’
- . LB NSIME 2
Fkv—Ek+}kav,kv +l kEk'_El (2)
und die zugehdrige Eigenfunktion ist
Vk 5 IVl'kv
’ —_ - l fadk] j .w
q)k wk y%v l%k (Ek—El)(Vkv', kv T Vku; ku) i (23)
Yl;kv
+ ll gk -——Ek —F, Y1 B /'f‘:g}//f 22 e, o r‘?’/ﬁ'u}@,,)fﬂ
Dabei ist vorausgesetzt, dald die 1;,, Pga) . . -y P3s SChON SO ge-
wihlt sind, dab V3, 4, == O fir v £ p ist.
Sind die ¥y, %y = 0, fir vy =1,2,, .., s ale verschieden

voneinander, so spaltet der Eigenwert E; schon in erster Naherung
in s neue Eigenwerte auf. Dann |&f3t sich auch ¢, nach (23)
ohne weiteres bilden, da in (23) keine verschwindenden Nenner
vorkommen.

Sind aber unter den v, = V¥,, 1, 9l€iche vorhanden, so sind
die zugehdrigen Eigenfunktionen wieder nur bis auf eine unitére
Transformation bestimmt (weil die zum gleichen Eigenwert von v
gehorigen Eigenvektoren nur bis auf eine solche festgelegt sind).
Wir mussen sie dann so wahlen, daR die hermiteische Matrix

B Vkp,;l Vl;kv
Fr E—E

die Diagonalform haben soll. Dann kann man auch (23) bilden.
All dies tritt automatisch ein, wenn man die richtigen Eigen-
funktionen erster Naherung (15) aus anderen Uberlegungen kennt
und von vornherein mit diesen rechnet.

Mit diesen Modifikationen ist also das Stérungsverfahren, auch
wenn mehrere, alerdings nur endlich viele Eigenfunktionen
zum selben Punkteigenwert gehéren, noch ausfihrbar. Dieser
Fall wird unsim folgenden viel beschéftigen, und die Entwicklungen

MMW der meisten quanten-
mechanischen Rechuungen. Meistens beschranki man sich dabel '
melt der ersten Potenz von 4, d. h. auf
Viy; kv = v,. Dieses kann man schon durch Auflosen der Sakular-
gleichung von (18) berechnen oder auch auf eine einfache Quadratur

Wy (24)
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zuriickfiihren, wenn man die sogenannten | richtigen Linearkom-
binationen“ (13), fir die

Vou = (wkw V wky) = 0 fiir v ;t !"’

w,, = 0 flir v 4= g und v,y = Vup
ist, kennt. Diese kann man haufig, ohne die Sdkulargleichung von
(18) aufzuldsen, aus gruppentheoretischen Tiberlegungen bestimmen.
Dies ergibt eine wichtige Anwendung der Gruppentheorie auf
guantenmechanische Probleme.

und

VI. Transformationstheorie
und Grundlinien der statistischen Deutung
der Quantenmechanik

1. Wéahrend anfangs das Bestreben der Quantenmechanik sich
nur auf die Bestimmung der Energiewerte, spontanen Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten usw. richtete, ging man spater immer mehr
zu prinzipiellen Fragen Gber und versuchte, sich unter den Matrizen,
Operatoren und Eigenfunktionen auch etwas vorzustellen. So ent-
stand die statistische Deutung der Quantenmechanik, bei deren
Entwicklung M. Born, P. A. M. Dirac, P. Jordan, W. Pauli jr.
und W. Hei sen b erg in erster Reihe beteiligt waren.

Waéhrend man in der klassischen Mechanik zur Beschreibung
eines Systems mit f Freiheitsgraden 2 f Zahlen: f Lagenkoordinaten
und f Geschwindigkeiten, notwendig hatte, beschreibt die Quanten-
mechanik einen Zustand durch eine normierte Wellenfunktion
@ (g, %g, 1+ %) [es ist (p, @) == 1], dessen Argumente die Lagen-
koordinaten sind. Ebenso wie in der klassischen Theorie zu
beliebigen 2 f Zahlen ein Zustand zugeordnet war, ist jetzt zu jeder
Wellenfunktion, die der Bedingung

J."'_“‘P(xx’ Ty oo ) Pdy o de, = 1

geniigt (nicht etwa nur den Eigenfunktionen der Schridinger-
gleichung, sondern z. B. auch Linearkombinationen von diesen), ein
Zustand zugeordnet. Die Mﬁr}p_ggfgltw der Zustande ist
dso in der Quantenmechanlk v1el grol?er als o der Klassisc hen

N — R
Theorle s ™~ T

TN

4*
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Die zeitliche Fortentwicklung des Systems ist, in der klassischen
Mechanik durch die New t onschen Bewegungsgleichungen bestimmt,
in der Quantenmechanik durch d i e zeitabhingige Schrédinger-
gleichung

h dop -
miat = Ho O
wo H der Hamiltonsche Operator ist: im einfachsten Falle
1B oo ‘
H:—Emmm—{-V(&,,xﬁ,....w,). (2)

Seine genaue Bestimmung ist wohl die wichtigste Aufgabe der
Quantenmechanik.

In der klassischen Mechanik gaben die 2 f zahlen, die zur
Beschreibungdes Zustandes dienen, die Koordinaten und Geschwindig-
keiten der einzelnen Teilchen direkt an und man konnte aus ihnen
auch mihelos beliebige Funktionen dieser GroRen berechnen. In
der Quantenmechanik hat die Frage nach der Lage eines Teilchens
im allgemeinen gar keinen Sinn: sinnvoll ist nur die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein Teilchen an einer
bestimmten Stelle befindet. Dasselbe gilt von Impulsen und von
Funktionen dieser Grof3en, wie z. B. Energie usw.

Den einzelnen physikalischen GroRen ordnet die
Quantenmechanjk hermiteische Operatoren zu. So z B.
ist der Operator, der der x;-Koordinate zugeordnet ist: , Multi-
plizieren mit z,*, dem entsprechenden Impuls: ‘—}L —a—, der Energie

2t 02y
das H aus (2) usw. Dieser letztere Operator ist iibrigens der
einzige, der eine besondere Rolle spielt: er tritt in der zeit-
abhéngigen Schrddingergleichung auf.

Im algemeinen erhdlt man diesen Operator, wenn man die fragliche
Grof3e klassisch mit Hilfe von Lagen- und Impulskoordinaten ausdriickt und
dann die Lagenkoordinate o durch den Operator ,,Multiplizieren mit z,*,

die Impulskoordinate p, durch den Operator -2—;‘—; a% esetzt.  Z. B.ist
3

bei einem harmonischen Qszillator die Energie

2—1'm @ +pd + pd) + #2 (@ + zd + x§).
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Sie wird durch den Operator

() (o) + (53|

w3 (2 2 + @0 a2 + @y 20)
ersetzt. Das ist genau das, was in (2) angegeben ist.

Die Messung einer Groe (Koordinate, Energie) kann Uber-
haupt nur jene Werte ergeben, die as Eigenwerte des zugeordneten
Operators vorkommen. So z. B. sind die moglichen Energiestufen
die Eigenwerte von H. Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit,
wenn sich das System im Zustand @ (z, . . . x;) befindet, dal3 die
Groe mit dem Operator G den Wert 1, hat? Diese Wahrschein-
lichkeit ist sicher Null, wenn }, kein Eigenwert von (§ ist, ist er
dagegen ein Eigenwert und 4, die zugehdrige normierte Eigen-

fumaon S % (g, ) P | ) P )
die gefragte Wahrscheinlichkeit an.

Im Sinne der datistischen Deutung sollen nur diese Wahr-
scheinlichkeiten einen physikalischen Sinn haben, nur diese Folge-
rung aus der Theorie ist durch Experimente prifbar.

Entwickelt man ¢ nach dem vollsténdigen Orthogonalsystem
der Eigenfunktionen von G

¢ = 0P+ Gy + APy + oy 4@
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir 2,, wenn
G U= Ly (4a)
ist, nach (3) das Absolutwertquadrat | @, * von
(ﬂ’k: (P) = O (5)
Natirlich muR die Summe der Wahrscheinlichkeiten, dald der Wert
der betrachteten Grof3e irgendeinen der Werte Ay Aoy Ag - - annimmt,
Lo lag* Jag P+ . .1

sein. In der Tat folgt aus

(@) = (% W Yy ZEaz ) = k}}“l’: ay (Yr, P)
s J kgla;alakl ey %}]aklg s} 1.

Die Wellenfunktion ¢ ¢ (mit ¢ | = 1) entspricht demselben Zu-
stand, dem die Wellenfunktion ¢ entspricht, die Wellenfunktion
ist nur bis auf einen Faktor vom Absolutwert Eins durch
den physikalischen Zustand bestimmt. Jn der Tat sind alle
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Wahrscheinlichkeiten, die man mit Hilfe der Wellenfunktion ¢
einerseits, mit der Wellenfunktion ¢ ) andererseits berechnet, ein-
ander gleich:

T e @) [ - le@u @) P=Icf| @[ - @ @) [
und diese Wahrscheinlichkeiten sind das einzige physikalisch Reale
am Zustand.

Gehoren zu einem Eigenwert 1, mehrere linear unabhngige
Eigenfunktionen ¢y, ¥k g, ¥ 31 - - . (die wir zueinander orthogonal
annehmen wollen), so ist die Wahrscheinlichkeit fur 4, gleich der
Summe der Quadrate der Entwicklungskoeffizienten

l(wklr (p) |ﬂ + I(wkﬂr ‘P) lz + !(wkm ‘P) |2 +

Dies alles gilt zunéchst natirlich nur fir die Wahrscheinlich-
keiten der diskreten Eigenwerte. Die Wahrscheinlichkeit fir einen
ganz bestimmten Wert des kontinuierlichen Spektrums ist ja immer
Null, weil im kontinuierlichen Spektrum nur endliche Bereiche eine
endliche Wahrscheinlichkeit haben kénnen. Diese ist — wenn das
Bereich hinreichend klein ist «= gleich dem Absolutwertquadrat
des Entwicklungskoeffizienten des zu diesem Bereich gehérigen
normierten Eigendifferentials.

2. Nur in einem Fall arten die Wahrscheinlichkeitsaussagen
der Quantenmechanik in bestimmte Voraussagen aus. wenn die
Zustandsfunktion @ eine Eigenfunktion des zu messenden Operators @,
aAsoGo = & g ist. Dann ist namlich ¢ auf ale nicht zu 4,
gehorigen Eigenfunktionen von G orthogonal und die Wahrschein-
lichkeit fur diese Eigenwerte ist Null, fur 4, aso 1. In diesem
Fal ergibt die Messung mit Sicherheit den Wert 2,

Wenn wir eine Grof3e gemessen und dabei einen bestimmten
Wert gefunden haben, so miissen wir, wenn wir diese Messung nur
gentigend rasch wiederholen, denselben Wert finden. Sonst ware
die durch die Messung gewonnene Aussage, daf3 die betreffende
GroRe diesen oder jenen Wert hat, sinnlos. Die Wahrscheinlich-
keiten fiir eine nochmalige Messung, also auch die W e 11 en .
f un ktion, die ja nur zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
dienen soll, gndern sich’) durch eine Messung. Und zwar

1) Die Wellenfunktion indert Sich also auf zwei sehr verschiedene

eisen. Erstens im Laufe der Zeit, kontinuterlieh, TeC der Differential-
gleichung (1) und zweitens bei den Messungen, die Man am System vor-
pimmt ™ diskontinujerlich pacb__v_\_/g@rschei nlichkeitsgesetzen (s. weiter unten).
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sehen wir, dafd die Wellenfunktion nach der Messung, die fir G
den Wert 2, ergehen hat, eine zu 4, gehdrige Eigenfunktion
von G sein muB. Nur so ist es namlich gewéhrleistet, dald eine
nochmalige Messung von G wiederum den Wert 4, ergibt. Durch
die Messung von @ ist die Wellenfunktion gezwungen worden, in
eine der Eigenfunktionen von G Uberzugehen. Und zwar ist sie
in 4, Ubergegangen, wenn die Messung das Resultat i, ergab. In
welche der Eigenfunktionen von G die Zustandsfunktion des
Systems Ubergehen wird, kann man im allgemeinen nicht mit
Sicherheit voraussagen, die Quantenmechanik gibt nur die Wahr-
scheinlichkeiten

‘ ('wk: ‘P) ‘2

fur die einzelnen (Werte 1,, also) Eigenfunktionen g, an. Da man
den Ausdruck | (1, @) |, die Haufigkeit des Uberganges der Wellen-
funktion ¢ in 4y, bei der Ausfiihrung der Messung G schon aus
den beiden Funktionen g und ¢, berechnen kann, nennt man ihn
einfacher die (durch einen Versuch bedingte) U b er g an g swahr «

scheinlichkeit vom Zustand ¢ in den Zustand 4, Kennt man
die abergangswahrscheinlichkeiten einer Wellenfunktion in jede
Funktion, so kann man die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Resultate aller denkbaren Versuche berechnen.

Nach dem Vorangehenden ist es kaum noch nétig zu be-
merken, dal die Ubergangswahrscheinlichkeiten einen physikalischen
Sinn haben und dal3 sie daher in zwei Beschreibungen desselben
Systems, die miteinander #quivalent sein sollen, denselben Wert
haben missen.

3. Ubergang zu einem anderen ,Koordinatensystem®.

Sind G, G, G", . . . Operatoren, die verschiedenen physikalischen
GrofRen, wie Energie, Koordinate, Impuls usw. zugeordnet sind,
und @,, @5, @5 .« Wellenfunktionen verschiedener Zustande, so

erhilt man dieselbep Resultate wie mit diesem System von Ope-
ratoren und Wellenfunktionen, wenn man die ersteren durch

G= UGU"Y, @@= uGau G'= UG'U- "
die Wellenfunktionen dagegen durch

$=Ug;; 9,=Ug,; 9, = Uy,
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ersetzt, wobei'{J ein beliebiger unitarer’) Operator ist. Zunachst
sind die Eigenwerte, die {iherhaupt mdglichen Versuchsresultate
der G und der @ = U G U~ * dieselben, da sich die Eigenwerte
durch eine Ahnlichkeitstransformation Nicht dndern: ist 1, Eigen-
wert von G un_c_zl ¥, die zugehsrige Eigenfunktion, so ist Az auch
Eigenwert von G =y G U— und die zugehdrige Eigenfunktion
iSt U wkl aus G ¢k = A‘k wk fOlgt
GUuw» = UG U-IU‘IL';‘ = UG‘d}k = Ulkwk = lkUdJk-

Aber auch die Wahrscheinlichkeiten dieser Eigenwerte —
etwa des Resultats 3, der GroRe, der im , ersten Koordinaten-
system” G, im zweiten (§ zugeordnet ist . ergeben sich beidemal
gleich grof. Im ersten Falle haben wir

l (wkv ¢) lﬂ'
Im zweiten Falle ist ¢ durch g g und g durch die zu Ay gehdrige
Eigenfunktion von _G-’ also durch () ¥, Zu ersetzen. Wir erhalten
s fUr die Wahrscheinlichkeit jm ,zweiten Koordinatensystem*

' (U Piy U ip) Iﬂ

also wegen der Unitaritiat von | dasselbe, was wir vorher erhalten
haben.  Natiirlich sind auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen zwei einander entsprechenden Zustanden g,, @, bzw.
U @y U 95 in beiden Koordinatensystemen dieselben: wegen

U o U g) = (g o) ist | U 9 Upp|* = | (9 @) I

Einen solchen Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem
durch eine Abnlichkeitstransformation der Operatoren und gleich-
zeitiges Ersetzen der Wellenfunktion () durch U ¢ bezeichnet man
vielfach als eine kanonische Transformation. Zwei Be-
schreibungsweisen, die durch eine kanonische Trans-
formation auseinander hervorgehen, sind einander #qui-
valent. Umgekehrt 14t sich zeigen, da zwei quantenmechanische
Beschreibungsweisen, die einander &quivalent sind, durch eine
kanonische Trangformation ineinander tberfiihrt werden kénnen.

1) Die Unitaritat eines Operators U wird analog zur Hermitizitit
definiert: es wird verlangt, da8 fir beliebige gwei Funktionen T und ¢

_ (% 9 = U4 Vg
gelte. Sind £ und g Vektoren, U also eine Matrix, so ist dies die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir ihre Unitaritat.
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4. Wir wollen ein Beispiel fur die Anwendung der Trans-
formationstheorie und der statistischen Deutung durchrechnen und
wahlen hierzu die von Schréd inger gegebene Begriindung fur die
Bedeutung der Absolutwertquadrate der Matrixelemente (iV = 4 f
= Anzahl der Elektronen, z,, &g, . . ., zy ihre X-Koordinaten)

(@, +2y + F2nre=Wr @ + % + .+ 2§) ¥p) = Xrp (6)
Diese soll nach der Matrizentheorie fir die durch in. der X-Achse
polarisiertes Licht bedingtelibergangswahrscheinlichkeit  vom
stationdren Zustand i (mit der Energie E) in den stationdren
Zustand 4, (mit der Energie F)

verantwortlich sein.

Dieser Begriff der durch Strahlung bedingten Obergangs-
wahrscheinlichkeit hat- mit (Tem“éoeben eror’certen Be&rﬁf der durch
Versuche bedingten U bergangswahrschemhchkelt nichts zu tun.
Der letztere ist aus der Gedankenbildung der statischen Deutung
entstanden und gibt die etwas paradox klingende Wahrscheinlich-
keit fur das Vorhandensein des Zustandes ¢’ an, wenn der Zustand
ist. Sie ist eine dimensionslose GrofRe. Der jetzt wichtige Ba-
griff gibt die Wahrscheinlichkeit an, dal in der néchsten Sekunde
das Atom vom Zustand 1y unter Absorption des Lichtquantes
hv = F — E in den Zustand ¢ tbergeht. Sie hat die Dimension
Sec- 1, Sie ist nur fir Ubergange zwischen zwei stationdren Zu-
‘standen (Eigenfunktionen des Hamil t onschen Operators H) sinn-
voll, wéhrend die erstere fur beliebige Zustande ¢, ¢’ definiert
war. Da sie sich auf einen im Laufe der Zeit abspielenden Vor-
gang bezieht, muf? sie durch die zeitabhangige Schrodingergleichung
erfafdt werden konnen.

In allen Einzelheiten ist dies zwar nicht der Fall, weil die
zeitabhangige Schrodingergleichung die spontane Emission nicht zu
erklaren vermag: nach ihr sind die Atome auch in angeregten Zu-

27niF
standen (wie etwa 9r) beliebig lange Zeit stabil, ¢ = ¢p.e *
ist eine Losung der Gleichung (1). Doch enthilt die Schrédinger-
gleichung die Absorption (wie auch die Einst ein sche negative
Einstrahlung), so dal3 wir jedenfalls zu richtigen Resultaten kommen
missen, solange die spontane Emission keine wesentliche Rolle
spielt, solange sich das Atom fast im Normalzustand 1 befindet.
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Diese Annahme wird sich spater auch aus rechnerischen Griinden
notwendig erweisen, sie ist gerechtfertigt, wenn das Atom anfangs
im untersten Zustande 9 war, mau sich auf verhaltnismaRig kurze
Zeiten beschrankt und die Intensitdt der auffallenden Lichtwelle
nicht extrem grofd ist (was auch praktisch kaum erreicht werden
konnte).

Unser Weg zur Behandlung des Absorptionsprozesses ist nun-
mehr vorgezeichnet: Wir nehmen an, da3 zur Zeit { =— ( der Zu-
stand des Systems ¢ (0) =g war und sich dann nach der Gleichung

h 0
st = Ho =Ho + Hip ®)

andert, wo H, der Hamiltonsche Operator wére, wenn kein Licht
auf das Atom fallen wiirde, und H, der durch da8 Licht bedingte
Zusatzoperator ist. Das Licht bedeutet némlich ein elektrische8
Wechselfeld

€, = Psin2xvt; €, =0; € =0 )]
(die Abh#ngigkeit der Feldstarke von der Koordinate konnen wir

wegen der Kleinheit der Atome vernachléssigen), wodurch die
potentielle Energie ¥ in (2) durch

V4+H =V+Pe, +2,+ -+ an)sin2xvt (8a)
ersetzt wird. Durch diese8 Zusatzpotential, das als Stérung

behandelt wird, wird der Zeitablauf der Wellenfunktion, der bei
P=29

amiE
9 - Ygpe (10)
wiire, modifiziert und wir haben die Gleichung

h 0 .
5 ﬁ% = H,p + Pesin 2zvt(x, + x5+ --- + 2x) . (11)
Um diese Gleichung zu l6sen, entwickeln wir @ nach dem
vollstindigen System von Eigenfunktionen von H,

o) =g vg+ ar)Pr+ g Ve + o ++| (12)

wo die ag, ap, ag nicht mehr von den Koordinaten ,, %,, . . ., die
¥g, ¥r, Vg, .. dagegen nicht von der Zeit { abhangen. Dann
konnen wir einen Zustand ‘apstatt mit seiner Wellenfunktion ¢
mit den Entwicklungskoeffizienten ag, ap, ag, . . . dieser charak-
terisieren.
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Die Absolutwertquadrate | ag [% | ax|* ag[* . . . dieser GroRen
geben dann die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Anregungsstufen des Atoms an. Wird das Atom durch eine
Lichtwelle getroffen, so bleiben diese Wahrscheinlichkeiten zeitlich
konstant, und da anfangs nur | ag|* = 1 von Null verschieden
war, wird dies fir alle Zeiten gelten. F&llt dagegen eine Licht-
welle auf das Atom, so missen nach einer bestimmten Zeit auch

die hoheren Zustande angeregt erscheinen. Diese Anregungsstérken
wollen wir jetzt berechnen.

Dabei nehmen wir an, dal3 zur Zeit t = 0
ag (O) = 1, ap (0):0, ag(O):O,.,.

ist und dal3 die Frequenz v des Lichtes ndherungsweise mit der
Sprungfrequenz

1
7 —B~v *)
Ubereinstimmt.

Setzen wir den Ausdruck (12) flr ¢ in (11) ein, so erhalten wir
eine Differentialgleichung fir die Zeitabhangigkeit der ag, ap, ag, - - -
Da uns in erster Linie ap(t) interessiert, bilden wir das skalare
Produkt dieser Gleichung mit 4, es bleibt, dann links wegen der
Orthogonalitétsrelationen der Eigenfunktionen von H, [( 12) Kap. IV]
nur das Glied mit ap stehen und man erhalt

b daplt)

m d# :FQF+PeSinQﬂvt(XFEaE'*-XFFaF%'XFgag‘F ): (13)
wo nach (6) fir das Integral

(¥p) (7, + 2+ . .+ aw) 1PE)—“=XFE (6)
usw. eingesetzt ist.

Die Glieder rechts in (13) sind sehr verschiedener Grof3en-
ordnung.  Die Energie E hat die GrofRenordnung einiger Volt.
Dagegen ist es schon ein sehr intensiver monochromatischer Licht-
strahl, bei dem P die Amplitude des elektrischen Vektors 1 0—2Volt/cm
ist. Die Matrixelemente von X sind etwa 10—#% cm, so daR3
PeX ~ 10-1 Volt ist. Wir konnen daher im zweiten Glied
rechts in (18), das schon ohnehin klein ist,

Qﬂz‘gt

ag==e t ;0p=20;0=20;...
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aso die Naherungswerte (10) einsetzen, die diese Grofen haben
wirden, wenn wir das zweite Glied rechts in (13) Uberhaupt ver-
nachlassigen wirden. Wir erhalten so

k dap (¢ . amiSy
m-idt(—) = Fap(t)+ Pe Xpg sin2zvte *» . (14)
Um diese Gleichung zu integrieren, setzen wir
. F
ap(t) =b(tye T
dann ist
F E E
e?niwﬁ-i—h—. 330 E-E-XFE(:M(—’I+v)t——e”i(7'_7)t>
2mi d ¢
L —emiEe N
und daraus ergibt sich mit e k" erweltert und integriert
h Pe e2mi(v—(F—E)h}t e2n'i[—-v~(F—E)[h]£
5=l =4 ( T - - C)
2wt o) 21X“ 2wi[v— (F-E)[h) 27:@[—1}—(Ii‘—13‘)/h]Jr :

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung
b (0) = 0, wir konnen sie in zwei Teile zerlegen und nach Multipli-
kation mit 2 mifh
eZni[v—(F——E)[h]t__lJ‘— 2 i [—y—(F E)lh]z_1> (15)
hv—F4+E ' hv+F—E
schreiben.  Dieser Ausdruck verschwindet ja fur { = 0 und wir
sehen, dal3 b (¢) eine Summe von zwei periodischen Funktionen ist.
Wenn wir die Intensitdt P? des Lichtes konstant lassen und
seine Frequenz v &ndern, SO sehen wir, da3 das erste Glied von (15)
sehr stark ansteigt, wenn hy nahezu F-E wird. Nur in diesem
Falle gelingt es Uberhaupt, eine einigermallen merkliche Anregung
zu bekommen und wir haben hiermit eine Erkldrung fir die Bohr «
sche Frequenzbedingung gefunden : die Frequenz des Lichtes, das
einen betréchtlichen Obergang vom Zustand mit der Energie E in
den Zustand F erzwingen soll, muf3 der Bedingung (*) gentigen.
Wenn wir dies fortan annehmen, kénnen wir in (16) das
zweite Glied neben dem, ersten vernachlassigen. Fir die Wahr-
scheinlichkeit |ap (t) |2 = | b (#) |* des Zustandes F erhalten wir dann

1 —cos2x v — (F— E)[h]t
(hv—F + E) ’

Pe
b)) = 93 XFE(

2
(8@ = E;IXFEP (153)
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5. Wir haben bisher vorausgesetzt, daf3 die Lichtwelle, die
das Atom zur Zeit ¢ = O trifft, die Gestalt einer reinen Sinus-
schwingung hat. Gewohnlich ist dies nicht der Fall und das Licht
besteht aus einer Superposition von vielen Sinusschwingungen,
deren Frequenzen ein ganzes Intervall um v = (F— E)/h un-
gefihr gleichmafig bedecken und deren Phasen statistisch unab-
hiingig verteilt sind. Wegen dieses Ietzteren Umstandes kann man
annehmen, dag sich die Wirkungen dieser Schwingungen additiy
zusammensetzen und die Gesamtwahrscheinlichkeit, dal3 das Atom
zur Z¢it ¢ im Zustand F sei,

. _ ,Pe 1—cos2x|v — (F—E)[R]t
ist, wo v die Frequenzen aller im Licht auftretenden Sinus-
schwingungen durchlauft und P, die Amplitude der Schwingung
mit der Frequenz v ist.

Sind die Frequenzen der einzelnen Sinusschwingungen sehr
nahe zueinander und bedecken sie ein gewisses um (F — E)/h ge-
legenes Gebiet — deren untere und obere Grenze y, bzw. y, sei —
gleichmaRig und sehr dicht, so kann man fir P? — 8 = Jd »
schreiben, wo J die Intensitédt (Energiedichte) des Lichtes pro
Frequenzeinheit und d v der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Frequenzen ist. Aus (16) wird dann in bekannter Weise das

Integral t
- £1-aos2 - B)/h
6O = 4z J| XFEIJ °°S(h’;_F[j_bf)a I

"l
oder wenn man an Stelle von v as Integrationsvariable

X =2ntly —(F—- E)/h]

(16)

dv (16a)

einfihrt:

8 m? 1
1b«>;ﬂ:_};’rm|xm|ﬂj % %as,  (16Y)

zy

wo die Integrationsgrenzen
2, = 2ntly, - F—E)[N, g, = 2xt[y,~ (F-E)[h] (©)

sein sollten. Da aber der Integrand von (16b) nur in einem
schmalen Gebiet um X =— 0 wesentliche Werte annimmt, kann man
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die Integration von — co bis o erstrecken und erhdt fir die
Wahrscheinlichkeit des Zustandes mit der Energie F

\ 8 n® e?
[oO = —5—J¢| Xrel (17)

Diese Verschiebung der Integrationsgrenzen ist eigentlich nur erlauht
wenn g, und - z, groR sind, was nach (1) darauf hinauslauft, dag*
die eingestrahlte Linie sich nach beiden Seiten von (F—E)/h Uber
ein Frequenzgebiet erstrecken muB, das gro3 gegen 1/2 x ¢ ist.
Da unsere Rechnungen andererseits nur fr Zeiten, die kurz sind
gegen die Lebensdauer ¢ des Zustandes F, Gultigkeit beanspruchen
konnen, besagt dies, dal? die Breite der eingestrahlten Linie allenfalls
sehr grol gegen die ,na tiirliche Linienbreite « 1 /r angenommen
werden muR.

Die Wahrscheinlichkeit, dal} das Atom im Zustande mit der
Energie F sei, ist nach (17) proportional zur Intensitédt J des
eingestrahiten Lichtes, zum Quadrat des Matrixelements | Xz %
womit wir die matrizentheoretische Aussage tatséchlich bestétigen
konnten ww und zur Einwirkungsdauer ¢ der Lichtwelle == wie
erwartet werden midBte. Allerdings gilt (17) nur fur Zeiten, die
kurz gegen die Lebensdauer des angeregten Zustandes und lang
gegen die reziproke Breite der eingestrahiten Linie sind.

Trotz dieses Umstandes und ihrer nur ndherungsweisen Gultig-
keit liefert (17) eine sehr schone Bestdtigung der Annahme, dalR
| ap |* die Anregungsstérke des Zustandes mit der Energie F ist,
sieist — zusammen mit der Vorstellung des. Wahrscheinlichkeits-
paketes im Konfigurationsraum — eine der starksten Stiitzen der
statistischen Deutung der Quantenmechanik.

Wir haben (17) aber auch noch aus einem anderen Grunde
abgeleitet, sie zeigt uns namlich, dafd

| Xrel = |(@Wrp @+ 2 . - 20 yg)
proportional der durch zur X-Achse paralel polarisiertes Licht
erzwungenen Ubergangswahrscheinlichkeit vom stationdren Zu-
stand g in den stationdren Zustand 4 ist. Diese Tatsache -
sie wurde verschiedentlich weit exakter begriindet, als. wir es hier
taten — wird in der Folge die Grundlage der Berechnung der
Intensitédten bzw. Intensitétsverhaltnisse der Spektrallinien bilden.
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VII. Abstrakte Gruppentheorie

Betrachten wir die sechs Matrizen

o) losh G (Y
01 \o-1)" \tys & ) \-1y3 1)
E A B c *
G (G
-3V3 -3 §V8 3
D F

und bilden wir nach den Regeln der Matrizenmultiplikation die
36 Produkte, welche entstehen, wenn man jede der sechs Matrizen (1)
mit jeder Matrix () multipliziert! Wir sehen, da3 ale 36 so
entstehenden Matrizen mit einer schon in (f) vorkommenden Matrix
identisch sind.  Ein solches System bezeichnet man as eine
Gruppe. Wir konnen diese Eigenschaft dieser Matrizen in einer
Tabelle, der Gruppentafel, zusammenfassen:

K A B C D F
- E E A B c D F *

P A A E D F B C e AYE DUCF)
(- B B F E D c A € @i FCo
i c c D F E A B EF QAT 27

D D c A 3 F E EnFhCE
i Fo|F B c A B D C ¥ DYrs

In der ersten Spalte steht der erste Faktor, in der ersten
Zeile der zweite Faktor, und in der Tabelle selbst steht das Pro-
dukt. In dieser Tabelle sind alle Multiplikationsregeln der
Matrizen (f) vereinigt.

Die strenge Definition der G rup p e ist folgende :

Unter Gruppe versteht man eine Gesamtheit von Objekten,
den Element en der Gruppe, zwischen denen eine Art Verknipfung,
Multiplikation genannt, eindeutig definiert ist. Diese Multipli-
kation definiet zu je zwel Elementen der Gruppe (Faktoren)
ein drittes Element der Gruppe, das Produkt ). Diese Gruppen-

1) Man denkeim folgenden an ein System von y - zeiligen Matrizen.
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multiplikation, die als eine den Gruppenelementen innewohnende
Eigenschaft angesehen werden soll, muf3 ferner folgende Merkmale
aufweisen.

1. Das Assoziativgesetz muf? gelten, d. h. wenn 4 B — F und
BC=Gis s0ist FC= 4 G. Sind die Gruppeneemente
Matrizen und verstehen wir unter Gruppenmultiplikation Matrizen-
multiplikation, so ist das Assoziativgesetz immer erflllt. (Nach
Satz 3 des 1. Kapitels.) Gruppen, in denen auch das kommutative
Gesetz der Multiplikation gilt, d. h. AB — B A ist, nennt man
Abel sche Gruppen.

2. Unter den Elementen ist eines (und nur eines) vorhanden,
Einheit E genannt, das die Eigenschaft hat, da3 sein Produkt mit
einem beliebigen anderen Element das andere Element ergibt, d. h.
AE =—= E A = A gilt.

3. Jedes Element hat eine Reziproke, d. h. zu jedem A gibt
esein B,so daB B A = E. Dann konnen wir, wie in Kapitel 1,
Satz 6, zeigen, dad auch AB — E ist. Aus BA = E folgt
BAB =B; ist C die Reziproke von B, so folgt weiter CB A B
— CB, d. h. AB = E. Die Reziproke von A bezeichnet man
mit A-L .

Diese drei Eigenschaften der Gruppenelemente und der Gruppen-
multiplikation dienen zur Definition der Gruppe, man nennt sie
auch —= so, oder etwas anders formuliert .~ Axiome der Gruppe
oder  Gruppenpostulate.

Regel. Die Reziproke eines Produkts A B CD . . . bildet
man — €ebenso, wie bei Matrizen —, indem man die Reziproken
der einzelnen Faktoren in umgekehrter Reihenfolge miteinander
multipliziet. Esist also

(ABCD ..)~'== ... D-1(C-1B-14"",
in der Tat ist
...D-"C-‘B-1A--“ABCD... = E.

Es ist zu beachten, da etwa aus 4X — B und 4 ¥ = B
auch X = Y folgt. In der Tat sind beide X — Y = 41 B
Auchaus X A=BundY A =B folgt X = Y —= B 4-1,

Hat die Gruppe nur eine endlich9 Anzahl h von Elementen,
so nennt man die Gruppe eine endliche und bezeichnet 4 as die
Ordnung der Gruppe.
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Sétze (ber endliche Gruppen 1

Fassen wir ein Element X ins Auge. Dann konnen wir daraus
der Reihe nach die Elemente
E=X%x =X, X% X5. .. )
usw. bilden. Da die Elemente von (ff) ale Gruppenelemente sind,
die Anzahl aller Elemente aber endlich ist, so mufl3 nach einer
gewissen Anzahl von Potenzen eine schon in der Reihe (-H-) vor-
gekommene wieder vorkommen. Sei das erste solche Element
Xt == X* (mit k< n), o muB t = O und X*» — E sain, denn
sonst wére schon X» —1 == X* = 1 in der Reihe vorgekommen und
Xn ware nicht das erste Element, das in der Reihe (—H~) zum
2z weite n Nale vorkommt. Ist 5 die kleingte Zahl, fir die X» — E
gilt, sO nennt man n die Ordnung von X. Die Rehe
E. x, X3X% ..., X»-1 Sy
nennt man die Periode von X. Die Periode von D in der
Gruppe (1) ist z. B. E, D, D* = F (D® = FD = E), die Ordnung
von D ist aso 3. Die Periode von F ist E, F, F! = D,
(F3 = DF = E), die Ordnung von F ist aso ebenfals 3. Die
Ordnung von 4 dagegen ist 2, da bereits 42 — E gilt.

Die Periode von X (f4{) bildet selber eine Gruppe (und zwar
eine Ab @ sche Gruppe). Eine Gesamtheit von Elementen einer
Gruppe, die selber eine Gruppe bildet, nennt man eine Unter-
gruppe. (1) ist eine Abel sche Untergruppe.

Satz 1. Ist§'eine Gruppe vonderOrdnungh mitden Ele-

menten E, A,, A,, . . ., 4;,und ist 4, ein beliebiges Element
dieser Gruppe, so kommt in der Reihe E A, = A4, 4, 4,
A, 4y, .-y 4y A, jedes Element einmal und nur einmal vor.

In der Tat sei X ein Element und X A;! = A4,, so ist 4, 4, = X,
d. h. X kommt in der Reihe vor. Zweimal kann X dagegen nicht vor-
kommen, da aus 4, 4, = X und 4; 4, — X auch 4, = A4, folgt.
Dasselbe gilt natlrlich von der Reihe 4, E, 4, A,, 4; A, . . .,
A 4, Satz 1 bringt zum Ausdruck, da3 in der Gruppentafel in
jeder Spate (und ebenso in jeder Zeile) jedes Element einma und
nur einma vorkommt. Die einfachste und wichtigste Anwendung
dieses Satzes ist die folgende: Sind J, Jsz JAa’ C, JAh Zahlen,

1) Nan verifiziere alle Satze an der Gruppe (t). Man bediene sich
hierzu der Gruppentafe !
W ign er, Gruppeutheorie 5
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so daf} jedem Gruppenelement X eine Zahl Jy zugeordnet ist,
dann st
h h A
B - Fax=Zi O
In den Summen rechts kommen namlich genau dieselben Zahlen wie
links vor, und Jede einmal, nur in anderer Reihenfolge.

B sei eine Untergruppe der Gruppe $imit den Elementen
2,8, B, . ... 8. Man nennt die Gesamtheit der g Elemente
EX B,X,B,X, ... B,X ¢€ine rechtsseitige Nebengruppe
8 X, wenn X nicht in der Untergruppe 3B vorkommt 1), (In
diesem Fale waren namlich die Elemente von 8 X nach Satz 1
angewandt auf B genau digjenigen von B.) Eine Nebengruppe
ist_sicher keine Gruppe, sie enthdlt ja die Einheit J sicher
nicht und auch kein anderes Element von 8, Waére namlich etwa
B, X = B, SO wire X = B;' B,, d.h. X inder Untergruppe 8
enthalten und B X wére B selber.  Entsprechend bilden die Ele-
mente XE = X XB, XB,, . . . . X B, eine linksseitige Neben-
gruppe von 3.

Satz 2. Zwei rechtsseitige Nebengruppen einer Unter-
gruppe B enthalten entweder beide dieselben Elemente,
oder sie haben kein gemeinsames Element. Die eine Neben-
gruppe sei B X, dieandere 8y, ItewaB, X = B; Y, SO ist
YX-1 = Bi' B;, d. h. YX-1 wére in 8 enthalten. Dann
wirde nach Satz 1, angewandt auf die Untergruppe 3B, die
Relhe EYX-Y, B, YX~}, B YX~},.... B, Y X~1bis auf die
Reihenfolge mit E, B, , B,,..., B,identisch. Also wére auch
EYX—1X, B,YX—X, B,YX-1X,.... B,YX-*X bisauf
die Reihenfolge mit EX, B, X, B, X, ..., B, X identisch. Die
erstere Reihe st aber nichtsanderesalsE Y, B, Y, B, Y, .
B,Y = BY. Die Elemente von $ Y stimmen aso mit den Ele-
menten von B X uberein, falls nur ein einziges Element uberein-
stimmt. Das Kriterium hierfar ist, da®@ yX-tin $ ent-
halten sei.

Eine Unter%ruppe von (t) bildet z. B. die Periode von 4, d. h. die
beiden Elemente E und 4. Eine rechtsseitige Nebengruppe dieser Gruppe
erhaten wir, wenn wir jedes Element rechts mit einem anderen Element,
etwa B multiplizieren.  Wir erhaten so die Nebengruppe EB =— B,

1) Dagegen natiirlich ein Element von § ist.
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A B — D. Die anderen Nebengruppen erhalten wir, wenn. wir die Ele
mente E, 4 mit den anderen Elementen C, D,, F' multiplizieren.
Die Nebengruppe mit B ist B, D,

¢c , C F
D L] D1 Bv
F 4 F C

In diesem Falle also sind die Nebengruppen, die wir durch Multipli-
kation mit B und- D (bzw. (' und F') erhalten, identisch. In der Tat ist
B D!'=BF == A (baw.C F-1 = CD = A) in der Untergruppe F, 4
enthalten.

Betrachten wir nun alle voneinander verschiedenen Neben-
gruppen von B! Diese seien 8 X,, B X,, B X,, . . ., B X,. Jedes
Element von § kommt entweder in B oder in einer dieser 1 - 1
Nebengruppen vor. So erhalten wir im ganzen 1 g Elemente. Da
aber kein Element auf diese Weise doppelt gezéhlt ist, muf}
lg == hsein.

Satz 3. Die Ordnung g einer Untergruppe ist Teiler

der Ordnung h der ganzen Gruppe. Den Quotienten %:l

bezeichnet man as den Index der Untergruppe ¥ unter der
Gruppe $.

Da die Periode eines jeden Elements eine Untergruppe mit
so viel Elementen, as seine Ordnung betrégt, ist, folgt, dal die
Ordnung eines jeden Elements Teiler der Ordnung der
Gruppe ist.

Kriterium fur Untergruppen. Enthalt ein Komplex von
Gruppenelementen alle Produkte 4 B der in ihm enthaltenen Ele- H =H
mente A und B, so bildet es schon eine Gruppe, ist also eine
Untergruppe der urspringlichen Gruppe. Das Assoziativgesetz
der Multiplikation gilt fur alle Elemente der Gruppe, also auch fir
die Elemente des betrachteten Systems. Da mit jedem Element 4
dle seine Potenzen im System vorkommen, kommt auch die
Einheit E vor. Ist =« die Ordnung von 4, so ist 4* — E. Da
An-1 — 4-1 ist, kommt auch die Reziproke eines jeden Ele-
ments im betrachteten System vor. Hiermit sind aber ale dre
Gruppenpostulate erfllt.

Beispiele von Gruppen

1. Die Gruppe, die nur ein Element enth&lt, besteht aus der
Einheit E alein.
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2. Die Gruppe von der Ordnung zwei hat die Gruppentafel:

| E A
E E A
A A E

Sieist eine Ab e 1 sche Gruppe. Wir nennen sie Spiegelungsgruppe,
weil die Einheit zusammen mit der Transformation der Spiegelung
¥ = —x diese Gruppe bildet.

3. Die Gruppe von der Ordnung drei kann auf3er der Einheit
nur Elemente enthalten, deren Ordnung 3 ist, da dies der einzige
Teiler von 3 (auRer 1) ist. Sie besteht aus einer einzigen Periode.
Ilhre Elemente sind:

E, 4, 4* (4°* = E),
sieist also abelsch.

Genau dasselbe gilt fir jede Gruppe, deren Ordnung eine
Primzahl p ist. Ihre Elemente sind

E A 43 ... . Ar—1,

Gruppen von dieser Form, auch wenn p keine Primzahl ist, heif3en
zyklische Gruppen. Wenn @ eine n-te primitive Einheits-

wurzel ist (also o" die niedrigste Potenz von @, die gleich 1 ist,

etwa @ = cos ?‘-1 + i sin 27,—7’), so bilden die Zahlen
n

1, e0%,....0M! *

eine zyklische Gruppe von der Ordnung n, wenn man unter Gruppen-
multiplikation gewdhnliche Zahlenmultiplikation versteht. Die
zyklischen Gruppen sind ale abelsch. Die ,gleiche Gruppe *
wie (*) bilden auch die Zahlen

0,12 .. . 0=1 )

wenn man unter Gruppenmultiplikation Addition und Rest-
nehmen nach g versteht. (Ist z. B. # = 7, s0 ist 54 = 2,
dab+4+4=9=7+4+2=mun4+ 2ist.) Die Elemente der
Gruppe (*¥) lassen sich den Elementen von (*) ein- eindeutig zu-
ordnen, indem man k zu @* zuordnet. Diese Zuordnung hat die
Eigenschaft, dal3 dabei ,,Produkt in Produkt” iibergeht, d. h. mit
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k,. ky = k, ist auch @*1. a* = @*. Solche zwei Gruppen be-
zeichnet man als holomorphe Gruppen 1),

Zwei Gruppen sind holomorph, wenn die Elemente 4 der
enen Gruppe sich so zu den Elementen 4 der anderen Gruppe
eindeutig umkehrbar zuordnen lassen, daR aus 4 B = (C auch
AB — C gefolgert werden kann, d. h. 4. B=AB gilt. Holo-
morphe Gruppen sind wesensgleich, die einzelnen Elemente sind
nur verschieden benannt.

4. Es existieren zwei Gruppen von der Ordnung vier, d. h.
zwel Gruppen, von denen keine mit der anderen holomorph waére.
Alle anderen Gruppen dagegen sind mit einer dieser Gruppen holo-
morph. Die erste Gruppe ist die zyklische Gruppe: etwa 1, 4, — 1,
~ i mit Gruppenmultiplikation = Zahlenmultiplikation. Die zweite
Gruppe ist die sogenannte Vierergruppe. lhre Gruppentafel ist:

E A B C
E E A B C
A A E c B
B B C E A
c | C B A E

ale ihre Elemente (aulRer E) sind von der Ordnung 2, sie ist noch
abelsch.
5. Die Vierergruppe ist die erste Reprasentantin einer umfassenden

Art von Gruppen, der Symmetriegruppen.
Betrachten wir ein reguldres n-Eck in der X Y-Ebene. Die Koordi-

nateo der n Eckpunkte seien , = r cos @, ¥ = rsSin -2-'-:-‘-7‘ k =0,
1, 2, 3, ..., n—1). Betrachten wir dle linearen Substitutionen,

= axtBy; y = rx+3dy,

1y Um zu zeigen, dal3 die bisher abgeleiteten Sétze keineswegs mehr
trivial sind, sei folgendes angefihrt: Ist 4 4 1 eine Primzahl, so bilden
die Zahlen 1, 2, 3, ..., p noch auf eine andere Weise eine Gruppe, wenn
wir namlich unter Gruppenmultiplikation: Zahlenmultiplikation und Rest-
nehmen nach n + 1 verstehen. It etwa n + 1 — 7 soist 35 — 1, da
3.5 =15 == 2.7 + 1 ist. Die Einheit ist dann die 1. Die Periode
eines jeden Elements ist dann Teiler von der Ordnung der Gruppe, von g,
Es ist also sicher An — 1, wenn 4 en Element der Gruppe ist, Dies
bedeutet aber so viel, dald a» = 1 (mod n 4+ 1) ist, wenn a ene der
Zahlen 1, 2, 3, . . ., N ist. Dies ist ein «= wie man zugeben wird ==
keineswegs trivialer Spezialfall des F e m at gchen Satzes
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die das regulire n-Eck ,in sich selbst Gberfihren”, d. h. fir die die neuen
Koordinaten der Ecken <, y, ebenfallsin der Gestalt

’

2ax . 2mx
x, = TCOS"'—n-‘, Y, = rSln--n--

(x=0,1,23 .., n— 1) geschrieben werden konnen. Die Matrizen
dieser linearen Substitutionen werden eine Gruppe bilden, da mit
zwei Substitutionen auch ihr Produkt, die Reziproke einer jeden, sowie

offenbar die Einheit E :(t ?)dieae Eigenschaften haben.

Diege Substitutionen, die das n-Eck in sich selbst Uberfiihren, sind:
1. Drehungen der Ebene mit dem Winkel 2:\” (r=0,1,23, ....nl);
die entsprechenden Matrizen sind

/ 2 . 2mr
COS-—r-]l, 8in ——

Dt-

. 2mr
sin ==, cos

Diese hilden ene zyklische Gruppe. 2. Umklappung der Ebene und darauf-
folgende Drehung um enen der Winke —2—:—’- Die entsprechenden

Matrizen sind

2 . 2my
os ———nr o osin =2
U

. 2wy 2y | r

simp ———, €08 ——nr / ~

n n

-C

Diese 2 5 Matrizen bilden eine Gruppe von der Ordnung 2 n, man nennt
sie Diedergruppe. Die Matrizen von 1. bilden eine Untergruppe dieser
Gruppe, die von 2. eine Nebengruppe hierzu. Die Vierergruppe ist das
einfachste Beispiel mit 4 = 2 fir eine solche Gruppe, das n-Eck artet in
ein Zweieck, eine gerade Linie aus. Wahrend die Vierergruppe noch
abelsch ist, sind die anderen Diedergruppen nicht mehr abelsch. Die
Gruppe (t) ist die Diedergruppe des reguldren Dreiecks, sie ist die erste
michtavenn¥ne Gruppe, die Elemente E, F, D gehdren in die Uniter-
gruppe 1; A4, B, C in die Nebengruppe. Die Substitutionen, die regulére
Korper in sich iiberfithren, Sind wichtige und interessante Gruppen, man
nennt sie Symmetriegruppen. Man bezeichnet sie gewohnlich nach dem-
jenigen reguldren Korper, den sie in sich Uberfihren. So existiert eine
Tetraedergruppe, Oktaedergruppe, |kosaedergruppe usw. Sie spielen in der
Kristallphysik eine wichtige Rolle.

6. Sehr wichtige Gruppen sind endlichdie Per mutati ons-
gruppe n. Betrachten wir die Zahlenvon 1 bisn:1,2 3,..., n.
Jede Reihenfolge e, &g, &, - - -, 0 dieser n Zahlen bildet eine
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Permutation. Es gibt also insgesamt # ! Permutationen von » Dingen,
man bezeichnet sie gewoéhnlich

(1, 2,3 ...,

Oyy Olgy Olgy « vy “n)’

indem man die zu permutierenden Dinge in die obere Zeile in
natlrlicher Reihenfolge, in die untere Zeile in derjenigen Reihenfolge
schreibt, die aus der ersteren durch die zu kennzeichnende Permu-
tation entstent. Die Multiplikation von zwei Permutationen P,
und P, geschieht so, dal3 man in der Reihenfolge P, digjenigen

Veranderungen vornimmt, die P, in der normalen Reihenfolge be-
wirken wirde. So ist z. B.

123 123
P1=<213>’ P’=<312>’

123, /123 123
BR=(51 ) G12)=(32)
Es fuhrt namlich P, die 1 in die 3 Uber, folglich steht in P, P,
dort, wo in P, die 1 steht, die 3. Ebenso fihrt P, die 2 in 1
uber, wo in P, die 2 steht, steht in P, Py die 1, usw.

Fuhrt p, die k in &, P, dann ¢ in f; und P, weiter g, in
yy, Uber, so flhrt P, P, die kin gy, P, Py aber g in p; Uber.  Es
fuhrt also sowohl (P, Py) . P, wie auch P, (P, P;) die k in y; Uber,
die Permutationenmultiplikation ist assoziativ.

Samtliche n! Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe

mit der Einheit
<1,2,3,..., n
1,23 ..., n)’

man nennt sie die symmetrische Gruppe’). Die symmetrische
Gruppe dritten Grades ist von der Ordnung 6, sie ist holomorph
zur Gruppe (1), also zur Diedergruppe mit n = 3. Die Zuordnung
ist folgende:

(158 Gra) Gaah G2} o) Gso)
E A B c D F

Die symmetrischen Gruppen spielen auch in der Quantenmechanik
eine wichtige Rolle.

1) Vielfach auch Permutationsgruppe, keine Symme tr ie gruppe.
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Konjugierte Elemente und Klassen

Das Element X 4 X—! bezeichnet man als ein zu Ak on ju-
giertes Element. Sind zwei Elemente 4 und B zu einem
dritten C konjugiert, so sind sie es auch untereinander. Aus
A= XCX-1und B=YCY-'folgt X-14X = C und
B=YX-14XY! =Y X-1A(Y X—1)—1 Die zueinander
konjugierten Elemente einer Gruppe bilden zusammen eine Klasse.
Eine Klasse ist durch Vorgabe eines einzigen A ihrer Elemente be-
stimmt: Man erhdlt die ganze Klasse, indem man die Reihe

EAE~Y = A, A, A 47", AjA A7, .. . 4, A4
bildet. Alle Elemente dieser Reihe sind zu A, also auch unter-
einander konjugiert und es kommen ale Elemente, die zu A (also
auch ale, die zu einem beliebigen anderen Element der Reihe)
konjugiert sind, in der Reihe auch wirklich (sogar mehrfach) vor.

Man kann daher die Elemente einer Gruppe in Klassen ein-
teilen, wobei jedes Element in einer und nur in einer Klasse
vorkommt.

Die Einheit der Gruppe bildet eine Klasse fur sich, da se
mit keinem anderen Element konjugiert ist: X E X— ! —= E gilt
fur dle X. Abgesehen von der Klasse, die nur aus dem Element E
besteht, ist keine Klasse eine Untergruppe, da sonst keine die
Einheit E enthélt.

Alle Elemente einer Klasse haben die gleiche Ordnung. Ist
ndmlich A* — E, so ist auch
(XAX ) = X AX-1 XAX- 1. X4X ... XAX!
=X ArX-'=XEX"'=E.

In einer Substitutionsgruppe haben alle Matrizen, die in die-
selbe Klasse gehoren, dieselbe Spur. Gehoren nimlich die Matrizena
und g in dieselbe Klasse, so existiert ein Gruppenelement, eine
Matrix y, so daid

R=yay-L
Folglich ist die Spur 8 = Spur ¥ a y~! = Spur «.
Bilden wir z. B. die Klasse von C in der Gruppe (). Wir haben
ECE- =C, 4047'=B, BC(B'=A, CCC'= ¢
DCD'=A, FCF!= B,

die Klasse von ¢ besteht also aus den Elementen 4, B, ¢, dies ist auch
die Klasse von 4 oder B. Alle drei Elemente A, B, ¢ sind von der
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Ordnung 2, die Spur in ihrer Matrixdarstellung (1) ist bel alen dreien 0.
Die Klasse von [ ist
EDE'= D, ADA-' =F BDB'!'= F,CDC!=F,
DDD!'=D, FDF'!=D,

die Klasse von D (oder F) besteht aus den beiden Elementen D, F. In
einer Ab elschen Gruppe besteht jede Klasse aus einem einzigen Element,
da X4X1'=A ist.

VIIl. Normalteiler

Besteht eine Untergruppe aus lauter ganzen Klassen der ur-
springlichen Gruppe, so nennt man sie einen Normateiler. 1st
ER=E N,, Ng,. ... N, en Normalteiler, so ist in ihm mit N; und
N; auch N; N] enthalten, weil er eine Gruppe ist. AuRerdem ist
aber auch X N; X—1 in ihm enthalten, wo X ein beliebiges
Element der ganzen Gruppe ist, weil der Normalteiler alle
Elemente X N; X~ ! einer Klasse enthdlt, wenn er eines ihrer Ele-
mente, N; enthélt. Gewshnliche Untergruppen missen X N; X- 1!
natlrlich nur dann enthaten, wenn auch X eines ihrer Elemente ist.
Bel gewohnlichen Untergruppen (wie bei jeder Gruppe) sind

die Elemente
N, E= N;, N; Ny, N;Ng, ..., N; N, (a)

mit den Elementen der Untergruppe bis auf die Reihenfolge iden-
tisch. Dasselbe gilt von der Rehe
EN "= N NyNi L Ny N7y Ny N (b)
aso auch von der Reihe
N;EN;'=E, N;N,N; ', N;N,N;%, ..., N, N, N;}, "(¢)

die ja aus (b) entsteht, wenn man die ersten Fektoren E, N,, N,
..+ N, durch die Relhe (a), die mit ihnen bis auf die Reihenfolge
identisch ist, ersetzt. Dabei ist N; natlrlich ein Element der Unter-
gruppe*

Istaber B, N, N,, . .., N, ein Normadteiler, so ist, auch wenn
X en beliehiges Element der ganzen Gruppe ist, die Reihe

XEX-'=E XN, X L,XN,X",....XN,X"* @
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bis auf die Reihenfolge mit den Elementen des Normalteilers E, N,
N, ..., N, identisch. Einerseits sind dle Elemente von (d) im
Normalteiler enthalten -~ da sie durch Konjugation aus den Ele
menten dieses entstehen —, andererseits kommen dle Elemente des
Normalteilers in (d) vor. Um N, in der Reihe (d) zu finden, missen
wir nur X~ N, X bilden. Dadiesauch ein Element des Normalteilers
ist, kommt es in der Reihe E, N, N, .. ., N, auch vor. Es sei
etwa N;, Dann ist N, = X N; X— 1 so dal3 N, in (d) an der i-ten
Stelle steht.

Alle Untergruppen einer Ab e]schen Gruppe sind gleichzeitig Normal-
teler.  Da ndmlich jedes Element eine ganze Klasse ist, besteht auch
jede Untergruppe aus lauter ganzen Klassen. Die symmetrischen Gruppen
haben einen und im allgemeinen nur einen Normalteiler, der aus alen geraden
Permutationen  gebildet wird. Diese hilden némlich erstens eine  Untergruppe,
da das Produkt von zwei geraden Permutationen wieder eine gerade Permu-
tation ist. Zweitens ist aber das konjugierte Element zu einer geraden
Permutation wieder eine gerade Permutation, aso unter dlen geraden Permu-
tationen enthalten. Vgl. auch Kap. XIIl.

In Beispiel (1) bilden die Elemente £, D, F diesen Normalteiler.
Verifizieren wir an diesem die folgenden Sitze!

Die Aufsuchung der Normalteiler ist fir die Konstitution der
Gruppe sehr wichtig. Gruppen, die keinen Normalteiler haben,
heiRen einfa.ch.

Betrachten wir nun die Nebengruppen des Normalteilers 9.
Eine rechtsseitige Nebengruppe mit [j, die Elemente U, N, U,
N, U, .... N, U, bilden gleichzeitig die linksseitige Neben-
gruppe mitl, dal = U.U-* E U, N, U = U. U~! N, U,
NU=U.U'NU,. .. N,U= U -1 N, U istunddieEle
mente E = U'EU Ny = U-'N,U, Ny = U-'N, U, . . . .
N, = U-! N,U mitdenElementenE, N, N,,...,N,bisauf die
Reihenfolge identisch sind. Der Komplex ®# U simmt mit dem
Komplex UR tiberein. Man kann also schlechtweg von einer Neben-
gruppe des Normalteilers sprechen, ohne anzugeben, ob sie rechts-
oder linksseitig ist ). Multiplizieren wir ale Elemente einer Neben-

1) Rechnerisch 1&3% sich das folgendermalien einsehen: Dal3 [J v~
in R sei, ist die Bedingung dafur, da 7 und ¥ in derselben rechtsseitigen
Nebengruppe seien, dald y~1 7 in f sdi, die Bedingung, dal sie in der-
selben linksseitigen Nebengruppe seien. Ist 7 y-! in $§, so ist auch
V-1. UV-1.v= V-1 in%R, adso sind zwei Elemente in derselben links-
seitigen Nebengruppe, wenn sie in derselben rechtsseitigen Nebengruppe sind
and umgekehrt.
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gruppe N U mit dlen Elementen einer anderen Nebengruppe N V!
Esist N;UN,V =DN;U M;U—*.uV = N, UV, dasowohl N; als
auch U N, U—1, dso auch ihr Produkt N, in R enthaten ist. Wir
erhalten also die Elemente einer einzigen_ Nehengruppe, der-
jenigen, die mit UV gebildet werden kann.

Falt man die Nebengruppen eines Normaltellers as selbsténdige
GroRen auf und bezeichnet man as Produkt zweier Nebengruppen
digienige Nebengruppe, deren Elemente man durch Multiplizieren
der Elemente der einen Nebengruppe mit den Elementen der anderen
Nebengruppe erhélt, so bilden die Nebengruppen mit Hilfe
dieses Multiplikationsgesetzes selber eine Gruppe, die
Faktorgruppe des Normalteilers. Die Einheit in dieser Gruppe
ist der Normalteiler selber: jedes Element N; U einer Nebengruppe
N U mit einem Element N; von R von vorne oder auch von hinten
multipliziert, ergibt ein Element der Nebengruppe % U. In der Tat
ist N;. N;U= N;N;.Uund N;U.N;, = N;. UN,U~1. U= N, U.
Auerdem existiert eine Reziproke zu jeder Nebengruppe % [, das
ist die Nebengruppe % U- 1. Es ist namlich

Nj [].IV-II]_1 == N] (INIU~1 = Nk’

also im Normalteiler selber enthalten. Das Produkt von # U und
N U- 1 egbt dso N, die Einhelt.

Die Ordnung der Faktorgruppe von R ist gleich der Anzahl
der Nebengruppen von 9, aso gleich seinem Index. Man hite sich,
die Faktorgruppe mit einer Untergruppe zu verwechseln, die Ele
mente der Untergruppe sind die Elemente der Gruppe, die Elemente
der Faktorgruppe sind selber Nebengruppen.

Die Gesetze, die wir bisher abgeleitet haben, kann man formal
etwas einfacher mit Hilfe einer symbolischen Methode gewinnen,
indem man eine Gesamtheit von Elementen, einen Komplex, mit einem
einzigen Buchstaben, etwa & bezeichnet. Das Produkt eines Kom-
plexes € mit einem Element-4 ist wieder ein Komplex € 4, dessen
Elemente man erhdlt, wenn man alle Elemente von € rechts bzw.
fir 4 @ links mit A multipliziert. Das Produkt zweier Komplexe
€ und D ist ein Komplex § D, dessen Elemente man erhdlt, wenn
man dle Elemente von § récbts mit alen Elementen von D multi-
pliziert. Man Uberzeugt sich leicht, da fur diese Art Multiplikation
das Assoziativgesetz ebenfalls gilt. Enthalten € und D
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genau n bzw. #' Elemente, so enthélt § © hochstens » »' Elemente.
Es enthdlt aber im algemeinen weniger Elemente, weil unter
den » #' Produkten der Elemente von € und D gleiche vorkommen
kdnnen.

Die Bedingung, dal € eine Untergruppe sei, ist €. € = @2
—GF. Diese Untergruppe ist ein Normalteiler, wenn fir jedes Ele-
ment U die Gleichung -1 € U = € gilt. Die rechtsseitigen Neben-
gruppen von € sind alle voneinander verschiedenen Komplexe € U.
Ist € ein Normalteiler, soist U1 7 = €, also € U = U €, die
rechtsseitigen Nebengruppen sind auch linksseitige. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die voneinander verschiedenen Komplexe € U.
Das Produkt zweier Komplexe € U und § ¥ im Sinne der Gruppen-
multiplikation der Faktorgruppe ist gleich dem Produkte im Sinne
der Multiplikation der Komplexe :

CU.CV=C.UC.V=C.CU. V=@ UVr=C.UV.

Holomotphie und Isomorphie

Wir haben im vorangehenden Kapitel den Begriff der Holo-
morphie von zwei Gruppen kennengelernt. Zwei Gruppen sind
holomorph, wenn eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen ihren
Elementen existiert, so dafd Produkt in Produkt Ubergeht: entspricht
dem 4 bzw. B der einen Gruppe das 4 bzw. B der anderen, holo-
morphen Gruppe, so entspricht dem Produkt 4 B auch das Produkt
4 Bder holomorphen Gruppe. Holomorphe Gruppen haben natiirlich
gleiche Ordnung.

Eine weniger scharfe Beziehung zwischen zwei Gruppen ist

ie einfache l|somorphie. Eine Gruppe @g ist zu einer anderen
9 isomorph, wenn zu jedem Element A bzw. B von @ ein Element
A4 bzw. B von $ zugeordnet werden kann, so dal3 dem Produkt A B
das Produkt 4 B zugeordnet ist und @ zu jedem Element ( von §
wenigstens ein Element C hat, so da ¢ zu C zugeordnet ist. Die Zu-
ordnung ist— im Gegensatz zu der Zuordnung der Holomorphie —
im algemeinen nicht eindeutig umkehrbar. Es ist vielmehr mdoglich,
dalR zu mehreren verschiedenen Elementen etwa A und A’ von @
dasselbe Element 4 von 9 zugeordnet ist. DemgemaR ist auch
die Isomorphie kein umkehrbarer Begriff; ist & isomorph zu §,
so ist § im algemeinen keineswegs isomorph zu @&, Die Anzahl
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der Elemente von @ ist gleich oder groRer als die Anzahl der
Elemente von §, im ersteren Falle artet die Isomorphie in eine
Holomorphie aus, die dann auch umkehrbar ist.

Der Einheit E von  entspricht die Einheit E von 9, da aus
E.E—=E auch E. E = E folgt, was nur fir die Einheit der
Gruppe gilt. Reziproken Elementen von & entsprechen reziproke
Elemente von §.

Betrachten wir alle digjenigen Elemente E, E,, E,, . . ., E, von
6, zu denen die Einheit ¥ von § zugeordnet ist. Bezeichnen wir
diesen Komplex mit £ Da zum Produkt E, E, das Produkt §. E — E
zugeordnet ist, ist auch E; E; in € enthalten‘,(@il)jld@~ eine Gruppe.
Einem zu E, konjugierten Element y—! E, U entspricht auch
TU'E U= U-EU = E: die konjugierten Elemente der E,
E, E,, ..., E, sind ebenfalls in § enthalten{@@ibﬁi_ldgt ginen
Normalteiler von @. Die Elemente des Komplexes ¥, zu denen
ein und dasselbe Element 4 von $ zugeordnet ist, bilden dagegen
eine Nebengruppe von €. Sind namlich 4; und 4, zwel Elemente
von ¥, also 4; = 4, = A4, so entspricht dem Element 4; Afl das
Element 4; 4 -4, AT =F 4 4r-tistin @ enthalten, was die
Bedingung dafir ist, da 4; und 4; in ein und derselben Neben-
gruppe von § seien. Den Nebengruppen von § sind in ein-ein-
deutiger Weise die Elemente von § zugeordnet, wobel dem Produkt
zweier Nebengruppen § 7 und § v auch das Produkt UV der beiden
Elemente 7 und ¥ entspricht. Die Nebengruppen bilden aber die
Elemente der Faktorgruppe von €, diese ist also holomorph

Zu 9.

Ist g isomorph zu B, so ist eine- Faktorgruppe von & holo -
morphzu§. Die Ordnung von @ ist ein ganzzahliges Vielfaches
der Ordnung von $.

Ist die Isumorphie von vornherein eine Holomorphie, so artet
der Normalteiler & Son @ in das einzige Element E aus.

Hieraus ergibt sich nach entsprechender Umnumerierung der
Elemente folgendes Bild fur die Zuordnung der Elemente von @
und § zueinander:

“n

Ly, €3 -
E’ Gga Gsy seey Gn! Gn+17Gn+21----GQn!----G(_h—l)m----Ghn‘_
E, Hgl e Hh‘
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Wir sehen, dal? zu jedem Element von (Sf‘eindeutig ein Element von
$ zugeordnet ist. Auch umgekehrt sind jedem Element von $
Elemente von @ zugeordnet. Diese Zuordnung ist aber nicht ein-
deutig, sondern n-deutig, indem jedem Element von § genau n Ele-
mente von @ zugeordnet sind. Diese Zahl ist fur alle Elemente von
§ diesdlbe. Die Elemente E, G, G,, . . ., G, bilden einen Normal-
teiler (wir bezeichnetensie vorher mit E, E,, E,, . . . , E,), die
anderen durch Klammern zusammengefaldten, ein und demselben Ele-
ment von $ zugeordneten Elemente (z.B. Gy, 41, G+ gy ..., Ga p)
seine  Nebengruppen.

Multipliziet man ein zu H; zugeordnetes Element von & mit
ginem zu H; zugeordneten, so erhdlt man ein zu H;H; zugeordnetes.
Multipliziert man ale n zu H; zugeordneten Elemente von & mit
alen n zu H; zugeordneten, so erhalt man die n Elemente, die zu
H; H; zugeordnet sind, und zwar alle n-mal.

Die Gruppe 9 ist eigentlich nichts anderes, als die zum Normal-
teiler{E, G, Gy - - ., G,}gehtrige Paktorgruppe. Sie ist mit dieser
holomorph.

Offenbar ist jede Gruppe mit sich selber holomorph. Weiter ist jede
Gruppe mit der Gruppe isomorph, die nur aus dem Einheitselement E be-
seht. Zu 4 ist eben ,zu B ebenfalls Fund zu AB auch . E = &
zugeordnet. In diesem Falle artet der Normalteiler in die ganze Gruppe aus.

Zu jeder Subdtitutionsgruppe ist eine A belsche Cruppe isomorph. Man
sellt die Isosorphie her, indem man jeder Substitution den Wert ihrer Deter-
minante zuordnet. Was ergibt dies im Falle des Beispiels () des voran-
gehenden Kapitels?

Hiermit schlieffen wir die abstrakte Theorie der endlichen
Gruppen und gehen auf ihre Darstellungstheorie Uber. mit den
kontinuierlichen Gruppen werden wir uns noch einmal im X. Kapitel
beschiftigen. Es sei bemerkt, daf hier nur die Anfange dieser in
der Einfachheit der Gedankenfiihrung so sehr eindrucksvollen Theorie
besprochen wurden. Eine ausfthrliche Darstellung findet man bei
A.Speser, Theorie der Gruppen von endlicher Qrdnung, sowie
in Webers bekannter Algebra. Wir wollen aber hier nicht langer
bei diesem Thema verweilen und wollten auf3er dem, was fur das
Folgende notwendig ist, nur das besprechen, was zur Erlangung einer
gewissen Sicherheit bei dem Arbeiten mit Gruppen notwendig er-
scheint.
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IX. Allgemeine Darstellungstheorie

Die Darstellung ) einer Gruppe ist eine zu ihr isomorphe
Substitutionsgruppe [Matrizengruppe mit quadratischen%) Matrizen],
dso eigentlich eine Zuordnung je einer Matrix D(A) (oder A)
u jedem Gruppenelement 4, und zwar S0, daf-

D(A) D(B) = D(4B) (M)
sei. Wenn alle Matrizen, die zu verschiedenen Gruppenelementen
zugeordnet sind, verschieden sind, so ist die Matrizengruppe zur
dargesteilten Gruppe holomorph, die Darstellung t r e u. Sonst
missen — wie im vorangehenden Kapitel auseinandergesetzt -
die Gruppenelemente, denen dieselbe Matrix entspricht, die auch
der Gruppeneinheit zugecordnet ist, einen Normalteiler bilden und
die Darstellung ist eigentlich die (treue) Darstellung der Faktor-
gruppe dieses Normalteilers.

Umgekehrt kann man aus jeder Darstellung einer Faktorgruppe
eine derartige Darstellung der ganzen Gruppe bilden. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die Nebengruppen eines Normalteilers, und
man kann allen Elementen der Gruppe, die diese Nebengruppe
bilden, dieselbe Matrix, und zwar digjenige zuordnen, die der Neben-
gruppe as einem Element der Faktorgruppe in der Darstellung
dieser zugeordnet war.

Natirlich ist jede Matrizengruppe ihre eigene (treue) Dar-
stellung. Weiter kann man offenbar jedem Gruppenelement die
Matrix (1) zuordnen, und wir haben es mit der trivialen laomorphie
einer jeden Gruppe mit der Gruppe zu tun, die lediglich die Ein-
heit enthdlt. Im Beispiel (}), Kap. VII, haben wir eine (treue)
Darstellung der symmetrischen Gruppe von drei Dingen, eine
weitere (nicht treue) Darstellung erhét man z. B., indem man jedem
Gruppenelement die darunterstehende Matrix zuordnet.

E A B C D F
M (= D (=D (=) @ @ (0

1) Genauer sagt man : ,Dastellung durch lineare Substitutionen®.

) Die Zeilen und Spalten der quadratischen Matrizen, die die Dar-
stellung  bilden, sollen immer in der gleichen Weise numeriert sein. Auerdem
gelte dieselbe Numerierung fir adle Matrizen derselben Darstellung, damit
die Matrizenmultiplikationen immer eindeutig definiert sein sollen. Wir
wollen hieran bei alen Darstellungsmatrizen  festhalten.



80 IX. Rednzibilitat

Sie ist eigentlich eine (treue) Darstellung der Faktorgruppe, die
zum Normdteiler E, D, F gehort. Die Faktorgruppe hat zwei
Elemente, den Normdtdler E, D, F und ihre Nebengruppe 4, B, C.
Dem ersten Element der Faktorgruppe entspricht die Matrix (1),
dem zweiten die Matrix (— 1).

Die Anzahl der Zeilen und Spalten in den Darstellungs-
matrizen nennt man die Dirn en si on der Darstellung. Man kann
aus einer Darstellung einer Gruppe dadurch eine neue Darstellung
machen, da3 man jede Matrix der Darstellung ein und derselben
Ahnlichkeitstransformation unterwirft. Das andert an den Multi-
plikationseigenschaften der Matrizen gar nichts und der ganze
Charakter der Darstellung bleibt dabei erhalten. Zwei Darstellungen,
die so auseinander hervorgehen, oder, was damit gleichbedeutend
ist, die man ineinander transformieren kann, nennt man s.qu ivalen t
und sieht sie als nicht wesentlich voneinander verschieden an.

Aus zwei Darstellungen kann man auf mehrere Art und Weise
eine neue Darstellung bilden. Die einfachste ist wohl die, dai
man die beiden Darstellungen einfach aneinanderreiht. Besteht die
erste Darstellung aus den Matrizen D (4,), D (4y), . . « D (43),
die zweite aus den Matrizen D’ (4,), D'(4,), - - -, D’ (4;), so
besteht die neue aus den Ubermatrizen
(D(Al) 0 ) (D 4) 0 D4, 0 *

0 D'(4)) \ 0 D'(A,>>' " ( 0 D’(Ah)>'
Unterwirft man diese neue Darstellung noch einer Ahnlichkeits-
transformation, so sieht man ihr die Entstehung aus zwei Dar-
stellungen nicht mehr ohne weiteres an. Darstellungen, die auf
diese Weise aus anderen Darstellungen entstehen, nennt man r e d u-
zibel. Reduzible Darstellunqgen lassen sich durch eine Ahnlich
keitstransformation immer auf die Gestalt ( *) brmgen, sie Sind mit
einer Darstellung der Form™ (¥) &quivalent,  Darstellungen, fir
die dies nicht moglich ist, heien irreduzibel. Natirlich-ist jede
Darstellung reduzibel, die durch blof3e gleichzeitige, fir alle Matrizen
gemeinsame Umnumerierung der Zeilen und Spalten in die Form (*)
gebracht werden kann.  Eine solche Umnumerierung 183t sich in
der Tat durch eine Ahnlichkeitstransformation erreichen. Will
man die j-Zeile und . Spalte zur j -Zeile und -Spalte machen, so
nehme man zu § die Matrix §;; == &7, dann ist (§-1);,, = 0, da

1287:.' (81 = ;51‘1'51’; = 0y,
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ist. Weiter wird
A=8"148; Aj = X Admde7 = Aj;.
mk

Jedes Matrizensystem ist also reduzibel bzw. schon ausreduziert,
bei der Zeilen und Spalten so in ,ungestrichene und , gestrichene*
eingeteilt werden konnen, dal? an den Kreuzungspunkten von , un-
gestrichenen « Zeilen und ,,gestrichenen ¢ Spalten oder umgekehrt
lauter Nullen stehen. Man kann dann die ,,ungestrichenen ¢ Zeilen
und Spalten zu den ersten machen und erhélt die Form () fijr die
Darstellung.

Im folgenden wollen wir uns auf Darstellungen mit Matrizen
mit nichtverschwindender Determinante beschranken. Dann
haben alle Matrizen I)(A) eine Reziproke. Jedes Element 4 der
Gruppe mit der Einheit E der Gruppe multipliziert, ergibt das
Element 4 wieder: jede Matrix D(A) der Darstellung mit der
zur Einheit zugeordneten Matrix D (E) multipliziert, ergibt D (A)
und es folgt

D(4).D(E)= D(A); D@ = 1 ®
DerEinheit der Gruppe ist dieRipheitsmatrix zugeqrdnet
Das Produkt réziproken Elementen zugeordneter Matrizen DD (A)
und D (471 ist D (E) == 1. Daher ist

DA).DMA™Y) = 1; (DA™Y = [D(A)] J\ 6)
und es ist
D(47") = D(A)+, (3a)

wenn die Matrizen der Darstellung unitér sind. 4, 'Dwsm(uwz’
Satz 1. Jede Darstellung mit Matrizen mit nichtversch%in-
dender Determinante |&3t sich durch eine Ahnlichkeitstransformation
in eine Darstellung transformieren, deren Matrizen alle unitdr sind.
Die Matrizen der Darstellung der Gruppe der Ordnung & seien
Al, As, As, . . .y Ap.  (Unter den 4,, .. ., A, konnen auch
gleiche vorkommen, wenn die Darstellung nicht treu ist.) Dann

bilde man die hermiteische Matrix H durch Summation Uber ale
Gruppenelemente

h
4,4, = H. 4
x=1
Wi gner, Gruppentheorie 6
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Die permiteische Matrix H lasse sich durch die unitéare Matrix U
auf die Diagonalform ¢ bringen

= U-‘HU = 3 U-14,4lU

* o 5
= SU-'4, (U4, U)t = >4, A4}. ©)

Die Diagonalmatrix ¢ hat lauter reelle positive Diagonal-
elemente, z. B. ist

Ay = ngj(zz)k i (Zx):j = 2;: > (A |}
3
das nur Null sein konnte, wenn bei diesem  fur alle j (und x)

(4, i = 0 wire. Dann wére aber eine ganze Zeile von A,
Null, also auch seine Determinante, also auch die von A,, ent-
gegen der Voraussetzung. Man kann also aus ¢ in eindeutiger
Weise d!f2 und ¢g—*/2 bilden, indem man aus den Diagonalgliedern
die Quadratwurzel zieht bzw. die . ‘/,-Potenz bildet und den
positiven Wert davon nimmt. Dann sind ¢!z und ‘2 redle
Diagonamatrizen: d':t* = d'lz; d— 't — ¢— 2. Aus (5) er-
hélt man
l=d %S4, 4ld
x

und fiir jedes A; mit Z =d—' A; d'l

71—21 =d- a4, d'(d-'h E'Ax'ZI d- ') @' 4§ A"l |

e 6
= d-' % A, 4, AL 4} d- . ©

Nun ist wegen der Gruppeneigenschaft der 74, da A4, A, fir
x=12.... h zwar iu anderer Reihenfolge, aber ebenfals dle
Matrizen Ay, Ay, . . ., An durchlduft (S. 66),

DA, A4, A =4, 4

X 4
und demgemaRl

A, A =a"SA,dd =1, )

also ist

o 4, = d-':U-14,U
unitar.



IX. Das Schursche Lemma 83

et

Satz 2. Eine mit, alen Matrizen einer ir redu ziblen Dar-
stellung vertauschbare Matrix. ist eine konstante Matrix, d. b. ein
Vielfaches der Einheitsmatrix.

Wieder konnen wir annehmen, da3 die Darstellung in unitdrer
Form vorliegt, da ja eine Ahnlichkeitstransformation die Einheits-
matrix und ihre Vielfache ungeéndert lalt. Dann sei M ver-
tauschbar mit allen A4y, As, . . ., A, aso

A,.M =MA, (x=12...,h. (8)
Gehen wir zur adjungierten Gleichung Uber, so erhalten wir
Mt AL = Al M
und vorne sowie hinten mit A4, multipliziert, wegen 4, AI
= A4, =1
A M =M 4, (x=1,2, ...k, 9)

es ist also nicht nur M, sondern auch Mt ist mit alen A ver-
tauschbar, also auch das hermiteische Hy — M 4+ M*' und
Hy —— i(M — M*"). Es genugt nachzuweisen, daR jede mit
dlen A, vertauschbare hermiteische Matrix eine konstante Matrix
ist, dann muB namlich H; und Hg €in Vielfaches der Einheit sein,
dsoauch2 M = H; — i H,.

Ist aber die Matrix M in (8) hermiteisch, so kann man se
mit einer yupitiren Matrix ¥ auf Diagonalform ¢ = V' M V
bringen und erhdlt, wenn man noch Zx — V-1 4, V setzt (die j,,
bleiben dabei unitér),

Ad.d = d 4, (x =12 ..., h). (10)

Wirde die Diagonamatrix ¢ nicht lauter gleiche Diagonalelemente
haben, so miikten an den den Kreuzungspunkten verschiedener
Diagonalelemente entsprechenden Punkten in alen A4, lauter Nullen
stehen. Aus
(Arj Ajj = iy (Ao

folgt for d;; F e ach (4,),; = 0, s dai die Darstellung im
Sinne der Ausfihrungen auf S. 81 reduzibd wéare. Da dies nicht
der Fal i, sind ale d; dleich, €, dso auch ¥ dV—! = M ist
eine konstante, mit jeder Matrix vertauschbare Matrix.

Die soeben gegebene Ableitung des Satzes 2 lehrt uns nicht
nur, dald die Darstellung reduzibel sein mul3, wenn eine nichtkonstante

6*
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Matrix mit der ganzen Darstellung vertauschbar ist, sie zeigt uns
auch, wie man die Darstellung ausreduzieren, in die Form (¥)
bringen kann.  Dies leistet dieselbe Ahnlichkeitstransformation,
die die ,,vertauschbare Matrix’ auf die Diagonaform bringt.

Ist umgekehrt die Darstellung reduzibel, so existieren sicher
nichtkonstante Matrizen, die mit allen Matrizen der Darstellung
vertauschbar sind. In diesem Fal kann man namlich die Dar-
stellung durch Ahnlichkeitstransformation mit einer zweckmafig
gewahiten Matrix 8§ auf die Form (*) bringen. Mit Matrizen der
Form (¥) sind aber alle Matrizen

al O
M= (0 a' 1)
bei beliebigem a, ¢' vertauschbar. Wenn man M mit §—1 trans-
formiert, wird es mit den urspriinglichen Matrizen der Darstellung,
die ebenfalls durch Transformation mit §—* aus den Matrizen der
Form (*) hervorgeben, vertauschbar.

Existiert eine nichtkonstante, mit allen Matrizen der
Darstellung vertauschbare Matrix, so ist die Darstellung
reduzibel, existiert keine, so ist sie irreduzibel.

Saz 3. Sind zwei Darstellungen DO (4,), DW (Aa), . . .,
DO (4;) und D@ (4,), D® (4,), ... D® (4;) derselben Gruppe
der Dimension 7, bzw. 1, irreduzibel’und existiert eine Matrix M
mit 7, Spalten und I, Zeilen, so daf3

MDA = DYAIM, k= 1,2 .., K]
so muB bei 1, 3= l, die Matrix M eine Nullmatrix sein. Ist 1, = 1,,
go ist M entweder eine Nullmatrix, oder eine Matrix mit nicht
verschwindender Determinante.  Im letzteren Falle hat M eine
Reziproke und die beiden irreduziblen Darstellungen sind mitein-
ander #quivalent.

Zunéchst kénnen wir annehmen, da3 die Darstellungen bereits
in unitarer Form vorliegen. Waére das namlich nicht der Fall,
80 konnten wir sie durch § bzw. R in diese Form transformieren
und aus (11) wirde

R'MS8.8'DV(4,)8 = R'D®(4)R.R—'MS
R-1MS. DV (A) = D®4,). R-1MS
‘folgen, wo wir fir B—* M 8§ wieder M setzen konnten.

(12)
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Nehmen wir weiter an, daB 7, < 7, ist, Ware |, > 1, SO
gingen wir zur transponierten Gleichung von (11) dber, am folgenden
wirde sich dadurch nichts #ndern. Schreiben wir die Ad jungierte
von (11) auf, so ist wegen der Unitaritat DO (4,)t = D®(4,)—1
= D (4;") und DO (4,)f = D® (4;")

DO (4;Yy Mt = Mt D® (4;). (13)

Da (11) fur ale Gruppenelemente, also auch fir A;! gilt,
folgt aus (13) links mit M multipliziert

M DO (47 M= M Mt D@ (471, (14)

D® (A)') MMt = MM*' D® (4;"), (15)

d. h. das hermiteische M Mt ist mit alen Darstellungsmatrizen

D® (A), D®(A), ..., D® (4,) vertauschbar. Es muR daher
ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein :

MMt =cl (16)

Ist jetzt die Dimension der beiden Darstellungen D® und D®

gleich, 1, = 1,, so ist entweder ¢ = O, dann ist die Determinante

|e 1| = c¢h nicht Null und daher verschwindet auch die von M

nicht, M hat eine Reziproke. Ist aber ¢ = 0, so ist M Mt = O
die Nullmatrix, was in den Koeffizienten ausgeschrieben

DI MMy =0 17)
lautet.  Setzen wir § — j, so ergibt dies
S M| - 0, (18)
k

woraus auch My, = O folgt, da kein | M, |* negativ sein kann,
also auch keines positiv sein darf.

Ist dagegen die Dimension der beiden Darstellungen nicht
dieselbe, so ist auch M nicht quadratisch, sondern, da Z1 < l,,
nach unten gestreckt. Wir kdnnen sie aber mit lauter Nullen zu
einer quadratischen machen :

M, M,.. M.,0. 0

M, M,, ... My0..0

N = (19)

My, My, My 0...0
Dabei bleibt ¥ Nt — M Mt. Da aber die Determinante von N

offenbar Null ist, muR3 auch die von ¥ Nt = M M, aso auch
das c in (16) verschwinden, so dal3 wieder (17) und (18) gilt.
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Damit haben wir Satz 3 vollkommen bewiesen.

Satz la  Wenn zwei beliebige Darstellungen 4, A4g, ---» A
und By, By,.... B, derselben Gruppe in unitdrer Form vorliegen und

miteinander iquivalent Sind, d, h, wenn eine beliebige Matrix M existiert,
0 da

MAM'=B, (x=12...h (20)

dann kann man die beiden Darstellungen auch unitér ineinander trans-
formieren.  Es exigtiert dann auch eine nnitére Matrix U, fur die

UA U = B” (x =1, 2, ..., k) 1)
gilt.
Aus (20) folgt
M A, = BM(x=12,...,h) (22)

und daraus, ebenso wie vorher, da M Mt mit allen Matrizen der zweiten
Darstellung vertauschbar ist,

-t

B, MMt = MMt B, (x=12 ... h) b=K§ha)

Eine Abnlichkeitstransformation mit ihr’1at die zweite Darstellung tiber-
haupt ungedndert. Dies legt den Gedanken nahe, die erste Darstellung an
Stelle von M mit K M zu transformicren, wo K das M Mt oder etwas
Ahnliches ist, was mit allen Matrizen B, vertauschbar ist, so da3 KM

in (20) an Stelle von M gesetzt werden kann. Natéirlich werden wir
dieses K so bestimmen, daf K M unitér werde, d. h.

MiEtEM =1 KtK= M"'M! = (MMt (23)
ist. Daher mul? nicht K selber, sondern — wenn es hermiteisch ist —
sne - 2 Potenz MM+t sein. Es handelt sich aso. wieder darum, aus
M Mt gewissermaBen die ~ 1/, Potenz zu bilden. Da M Mt hermiteisch
ist, |&3 es sich mit einer gnitiren Matrix ¥ auf die Diagonaform bringen:
essel

V-1MMtV =d!; MMt = vVdV—), (24)
und die Diagonalelemente von ¢ sind, wie bei Satz 1, alle positiv, so dal3
man ebenso wie dort g—1/s bilden kann. Diese ist eine Diagonalmatrix
mit lauter reellen positiven Diagonalgliedern. Nunmehr ist zu erwarten, daid

K =Vd Y V-1 (25)
erstens mit alen Matrizen By, B,, , .. By, vertauschbar ist, und zweitens
U = K M unitér ist. Dann wirde aus (20) wegen K B, K—! = B,

auch folgen:
UA,U-1= K MA M- K-1 = KB, K-1 = B
In der Tat ist nun wegen (22a) und (24)
B,Vav—-1 =¥VdV-1B,; V-1B,¥d = dV-1 B, ¥, (26)

so dal3 die Diagonamatrix & mit alen v-1 B,¥ vertauschbar ist. Daher
stehen an den Kreuzungspunkten solcher Zeilen und Spalten, deren

x
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Diagonalelemente in @ verschieden sind, in alen ¥— B, ¥V Nullen. Dann
sind diese Matrizen aber auch mit d— 1/ vertauschbar, weil in d—*Y2 nur
jene  Diagonalglieder  verschieden sind, die schon in d verschieden waren.
Daher ist

V-1B,Vd—t' = d-'¥-1B,V; B, K =KB,. (27
K ist tasichlich mit alen Darstellungsmarizen By, By, . . ., B, ver-
tauschbar. Zweitens st 5

UUt = KM Mt Kt = Va—"hV-1 M MiV—1td—'1tV+t (28)
und wegen (24) und weil V unitar, d—'l2 aber hermiteisch ist (reelle
Diagonamatrix) :
UUt = Vd-'hdd—'¥Vt =VVt =1, (29)
dso U unitar.

Die_Bedeutung diess Satzes liegt in der Tatsache, daB man sich
iherhaupt _auf _nnitire _ARnlickkeitstranstormationen beschrénken kann,
solange man nur,_ mit unitaren Darstéllunigen” operiert.

T T I R R ) .

Saz 4. Der viete, praktisch von allen wichtigste Satz ist
die Orthogonalitétsrelation der Koeffizienten irreduzibler Dar-
stell u ngen.

Sind
DO €, DY A), .. -, DO (4)
[££ €4

DJ{%,)/(E)J D(g) (Az): b ) -D(Q) (Ah)

zwel nicht dquivalente irreduzible Darstellungen derselben Gruppe,
die beide in unitdrer Form vorliegen, so gilt fur ale Koeffizienten
gy bzw. «f

und

= DO (B)i, D® (R)eg = O, (30)

wo die Summation, wie angedeutet, Uber ale h Gruppenelemente E,
Ay .oy Ay 2U erstrecken ist ).
Fir die Koeffizienten einer unitéren, irreduziblen Darstellung gilt

> DOR)E, DO(R)y = #Sw 0,y (31
R 1!

wo k die Ordnung der Gruppe, 7, die Dimension der Darstellung
DY (R) ist.

Satz 4 entspringt der Tatsache, da3 man wegen der Gruppen-
eigenschaft der Darstellung scheinbar leicht viele Matrizen M

) R (und spater auch 8) ist 1m folgenden immer eines der Gruppen-
demente B = A;, Ay, . -y 4,
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konstruieren kann, die die Gleichung (11) oder (8) befriedigen; unsere
Gleichungen (30) und (31) driicken dann die Tatsache aus, dal3 eine
Matrix, die (11) befriedigt, die Nullmatrix sein muf3, eine, die (8)
befriedigt, eine Vielfache der Einheitsmatrix ist.
Eine Matrix, die (11) befriedigt, ist bei beliebigem 1,-spaltigem,
l,-zeiligem X die Matrix
M= DO® X, DEE™
Es ist namlich e
DSy M = 213(2)(3) D(R) X DO (R)—l,g'ﬁff’;s Z’)(%)
R YT T :
= > D®S R) X DY(SR)~* DY(S).
R
Nun ist wegen der Gruppeneigenschaft
Z; D®(SE) X DYSR~! = g DORYXDVY(Ry" = M.
Es kommen ja links und rechts dieselben Matrizen, nur in ver-
schiedener Reihenfolgevor.  Daher ist
DSy M = M DW(S), (11a)

woraus nach Satz 3 folgt, da® M die Nullmatrix sein muf3. Es
ist also bei beliebigen X,;

M., = 22 > D? (R), X D® (B, = 0.

x R
Setzt man hierin dle X, ; = 0, nur ein hervorgehobenes X3, = 1,
so erhdlt man die etwas veralgemeinerte Gleichung (30)

2 -D(2)(R)uﬂ -D(l)(R— l)m = 0, (30a)
wo D®(R) und DW(R) zwar irreduzibel, aber nicht in unitérer
Form sein missen.  Sind die Matrizen D® (R) unitir, so ist

DO (R- 1) — _D(l)(R)-—l = D® (R)f
und (30a) geht in (30) Uber.
Um noch (31) zu beweisen, nehmen wir bei beliebigem X

M= ER DY (B) X D0 (R- )
an. Dieses M ist mit alen P (S) vertauschbar.
DO (S) M = > DO (S) D® (R) X DO (R- !
R
= = DW (SR) X DV [(S R)~!] D (S) = M DY (S),
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so daR M ein Vidfaches der Einheitsmatrix sein muR. Es ist
% RE Dw (R)yx Xxl D® (R—l)lu' =¢ 6;4;4'7

wo ¢ von g und g’ unabhangig ist, von den X, aber noch abhangen
kann. Wahlen wir wieder ein X, = 1, lassen aber alle anderen
verschwinden, so erhalten wir, wenn wir das diesem System von X ;
entsprechende ¢ mit ¢,,, bezeichnen:

ER Dw (R),uv D(l) (R—l)v,“; = Cyy 6“““

Zur Bestimmung der ¢,,r setzen wir g == g’ und summieren
uber w von 1 bis 7,,  Wir erhalten wegen der Multiplikations-
eigenschaft der Darstellungen, sowie wegen D (E), , = &,

> S DY @D, DO By = Z DO (E)yy =h by,
. — 20,.,:6“,‘ = Cyy 1
I

so daB ¢,, == 0,, h/l, ist. Wir haben wieder das etwas verall-
gemeinerte (3 1)

k
Z DO (B)uy DY (R—1Y),, = 7_3‘“, 0,y (31a)
R "1
die sich fir ene unitre Darstellung in der Form (31) schreiben 1&f3.
Die Zahlen

DO (4),, =57 DO (4, = 08”5 DD (A, = v
kann man als die Komponenten eines h dimensionalen Vektors b
auffassen, dessen Komponenten nach den Gruppenelementen benannt
sind. Dann bedeutet (31), da die hermiteische Lange dieses Vek-
tors ¥ kfl, ist, und daB je zwei verschiedene dieser 12-Vektoren auf-
einander orthogonal sind. Ebenfalls orthogonal sind nach (30)
diese Vektoren auf alle Vektoren w [mit w§® = D® (4,)ep,
wiP = DD (Ayap, . . ., WP = DO (4l , die aus einer
anderen irreduziblen Darstellung auf shnliche Weise hervorgehen.
Die schon ofters  betrachtete Darstellung der  symmetrischen  Gruppe

von drei  Dingen:
10 §V§>

b= (3% pw=(} %) o -

N
(Sl |
o] ol

[

(3 ppy o () 416
po =T 1) 2= Ty f



90 IX. Beispiele fur die Orthogonalitdtsrelation

ist jrreduzibel. Wére sie namlich reduzibel, d. h. kénnte man ale Matrizen
mit derselben “Ahnlichkeitstransiormation auf die Diagonalform bringen, so
miiften ale Matrizen vertauschbar sein, da sie esin der Diagonalform wéren.
Dies ist jedoch nicht der Fall, wie man , B. aus

D()DB = D(D) D(B)D(4) = D(F) == D(D)

ersieht. Nech Satz ‘2 darf nur ein Vielfaches der Einheit mit alen Matrizen (%)
vetauschbar  sein. Mit D(A) ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar,
mit D (B) ist aber diese Diagonamatrix nur vertauschbar, wenn die beiden
Diagondelemente gleich sind. Also sind schon mit D(d) und p(R) nur
Vielfache der Einheitsmatrix vertauschbar.  Nach (31) missen die vier

Vektoren D(ll)' 0(12)’ D(M), 0(22)

of - 1 o) = L P = -4 o= -1
0 = -5 opl= -1
$ =0 =0 o =0E o = 15
=18 o0 = -0
op? = 0 & = 05 ofY = {18 o= -1y
o = -3 o =118
Dgﬂ) =1 o =-1 o§? =4 @ =45
= -y o=
aufeinander paarweise orthogonal sein. Z.B. ist
8,60 =10+1.0+ 33+ 4= 1fE+ -3 3+ -} 3=

Ihre Linge muB Yalz = V62 = |/3 betragen. Z. B. ist
(o®9, ) = 0+ 00 434§ 4342 =3
Um noch Beispile fir (30) zu sehen, betrachten wir die offenbar irre-
duzible Darstellung derselben Gruppe von §:

D(E) = (1) D(4)=( 1 D®B)=( 1) D(C)=( 1) } )
D(D) = (1); D(F) = (1)
und die triviale Darstellung durch lauter (1) :
B®) = (1 D(4) =D DB =@ D(0) = }(h‘w‘)
D (D) = (1); DF) = (1.

Alle vier Vektoren p miissen sowohl gyt den Vektor Wy - D (R)11
wieauch auf den Vektor 3o = D (R);, = 1 senkrecht stehen. Z. B. ist

@hw) =114+—1.—14+} 141414 —11=0
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Betrachten wir nunmehr ale irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe: D@ (R) habe die Dimension 7, ; D (R) die Dimension 7,;
X9 (R) die Dimension 7,; usw. . . . D@ (R) die Dimension 1, Alle
sollen in unitirer Form vorliegen. Dann 148t sich (30) und (31) zu

T z
% D(]’) (R)“V V.;:_ Dun (R);/ o ‘/—i - 617’ 6.“!" 61,‘,: } (32)
y €)

(wv=12,..) v =12,.... 5 4ji=L12,..
zusammenfassen.  Die 1} + 13 + ... + 12 h . dimensionalen
Vektoren

n SR 50 (B)uy
im Raume der Gruppenelemente stehen im hermiteischen
Sinne orthogonal aufeinander.

Da in einem Raume von h-Dimensionen hochstens # -Vek-
toren aufeinander paarweise orthogonal stehen kdnnen, folgt, dal3
113 ..+ 12 die Summe der Quadrate der Dimensionen aller
miteinander nichtaquivalenten irreduziblen Darstellungen hdchstens
gleich der Ordnung der dargestellten Gruppe ist.

In Wirklichkeit 1aRt sich zeigen, daR die Summe der
Quadrate 1 + 12 4+ ... + |} = h genau gleich der Ordnung
der Gruppe ist. Auf den Beweis dieses Satzes soll aber hier
verzichtet werden.

Wir formen die Gleichung (32) noch etwas um. Bezeichnen
wir die Diagonalsumme der Matrix DU (R) mit x@ (R), also
b

19 (R) = > DY (R),,
u=1
Das Zahlensystem, die h-Zahlen 30 (E), 49 (A), . . ., 19 (4,)
nennt man den C h ar ak t er der Darstellung D@ (R). Das
ghg'ak@rwn e}ner Darstellung _mit dem Chara,kter hat den

, h
; D(]) (R)MF .D(j)(-R)y"u' == TJ- 6“1 6#’“7

was Uber g von 1 bis I; und dber g’ von 1 bis I summiert

In
Exm(R)xU>(R)*:~aﬁ,2 ESW‘;*—’;— 32 1="hd;; (33)

u=1 u'
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ergibt. Auch die Charaktere 4@ (R) bilden ein ortho-
gonales Vektorensystem im Raume der Gruppenelemente.
Hieraus folgt auch, da zwe nichtéquivalente irreduzible Dar-
stellungen nicht dasselbe Charakterensystem haben kdnnen, irre.
duzible Darstellungen mit gleichen Charakteren sind &g u iv a en't.
Die Gleichung (33) l&’ sich noch etwas weiter umformen,
wenn man die Charaktere 4 (R) und AL (S) vergleicht, die zu
zwei Elementen R und S derselben Klasse gehoren. Es gibt dann ein
Gruppenelement T, das R in Stransformiert. Ist aber - 1 RT = S,
so ist auch D@ (T)—t D% (R) DV (T) = DV (S), so dal auch
DY (R) in D& (S transformiert werden kann. Daraus folgt
aber, daf3 die Spur ¢ (R) der Matrix D (R) gleich der Spur 4@ (S)
der Matrix DW(S) ist, zu Elementen derselben Klasse ge-
h8ren gleiche Charaktere. Es gentigt also, um das Charakteren-
system anzugeben, den Charakter je eines Elementes jeder Klasse
der Gruppe anzugeben; den anderen Elementen derselben Klasse
entspricht derselbe Charakter, Man kann daher diese Zahl als den
Charakter der Klasse bezeichnen. Besteht die ganze Gruppe, um
deren Darstellung es sich handelt, aus k-Klassen C,, C,, ..., C
mit je g, ¢, ., g Elementen (9, + g, + ... 4 g, = k), SO ist
der Charakter einer Darstellung bereits durch die -Zahlen 4@ (C);
19 (Cy), ..., 1¥(Cy) gegeben. Wir konnen diese Zahlen an Stelle
der g®(RB) in (33) einfithren und erhalten, indem wir bei der
Summation iiber die h-Gruppenelemente zuerst Uber die go-Elemente

derselben Klasse (die entsprechenden g,-Glieder sind ale gleich),
dann tiber ale %-Klassen Summieren:

k
> 1P (Co g (Co)*gp = hdyy,

e=1
oder

k

% s %
921 19 (Cp) Vf.x(f Y (Co)* ‘/%‘1 =0, (34)
Die normierten Charaktere @ (C(,)l/gh? bilden schon im

k-dimensionalen Raume der Klassen ein im hermiteischen
Sinne orthogonales Vektorensystem.

Die Gleichungen (30), (31), (33), (34) sind die wichtigsten
Gleichungen der Darstellungstheorie, auf diese werden wir immer
wieder zurlickgreifen missen.
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Die Charaktere der Darstellungen (F), (+4), (¥1t) sind
gB) = 2; y = 0, 4B = 0; (O = 0 D) = «1 4 =~1
iB) =1 YA = =1 FB) = w L 7(O) = =1 FWD) = 1, 4= 1
7B = 1; ¥4 = 1; 7B = 1, 70 = L 7zD= 1L FBP = 1
D, F und 4, B, (¢ sind in derselben Klasse, ihnen entspricht derselbe
Charakter. Man kann daher die Charaktere zusammenfassen:

2B = 2; 44, B 0= 0; P =-1
B =1, 54B0 =-1; 7D, = y
7B = 1; 74, B 0= 1, 7D,FH = 1

Die normierten Charaktere Vq_g #® ((,) sind orthogonal zueinander. Z. B. ist
fur g und % . _
Vie VIt 4 Vio V3. (—n+Vi-(—nVii=o.

Da es nicht mehr as k orthogonal-normierte k-dimensionale Vek-
toren geben kann, folgt, dafd die Anzahl ¢ der miteinander nicht-
aquivalenten irreduziblen Darstellungen héochstens gleich der An-
zehl k der Klassen der dargestellten Gruppe ist. In Wirklichkeit
ist diese Zahl immer erreicht, es la3t sich zeigen, dal3-die Anzahl
der nichtiquivalenten - Jrredumhleg _Dargtellungen _ emer Gruppe

b N b

Ein Be|sp|el haben wir “hierfir schon in den auf S. 89-90
gegebenen drei Darstellungen der symmetrischen Gruppe dritten
Grades gesehen; die Gruppe besteht aus den drei Klassen E; 4, B, C;
D, F und kann also auRer den angefiihrten keine weiteren irredu-
zZiblen Darstellungen haben. Die Dimensionen der Darstellungen sind
2,1, 1,inder Tat ist 22 + 12 + 1% — 6 die Ordnung der Gruppe.

Ausreduzieren einer Darstellung. Bisher hatten wir
uns ziemlich regellos mit reduziblen und irreduziblen Darstellungen
befaBt. Die Sdtze 1 und 1 a bezogen sich auf beliebige, die
Sétze 2, 3 und 4 [unter anderen die Gleichungen (30), (31), (33),
(34)] auf irreduzible Darstellungen.

Die Wichtigkeit der irreduziblen Darstellungen beruht darauf,
dal jede Darstellung sich in eindeutiger Weise in irreduzible zer-
legen, d. h. durch Ahnlichkeitstransformation mit einer zweckmaRig
gewahlten Matrix , ausreduzieren® , in die Gestalt

DO®R) 0 . . . 0
e o
)

0 0 ...D9R
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bringen 148t, wo die DU (R) nunmehr irreduzible Darstellungen,

die irreduziblen Bestandteile der urspriinglichen Darstellung sind.

Ist eine Darstellung D (R) nicht schon selber irreduzibel, so

|3t sie sich (d. h. ale ihre Matrizen lassen sich) auf die Gestalt (*)

= D’ (4,) 0

D, —_—< Nas) ]

@ ={"0" Dy ®)

transformieren.  Nunmehr sind entweder beide Teile D’ (4,) und

D" (A) irreduzibel, oder ist z. B. D" (4,) reduzibel.  Dann kann
man I (A,) einer weiteren Ahnlichkeitstransformation mit

(S 0
o 1)
unterwerfen. So entsteht aus ihr
= __(ss1 D'(4,) 8 0
Buy= ("5 4y 7)

War etwa )" (4,) noch rednzibel, so kann man T so wahlen, dai
T-1D"(4,)T die Form (*) hat. Dann hat D (4,) die Form

D4,) O 0
0 Dn' (Ax) 0
0 0 Duu (A,)

die man, sind noch immer nicht ale drei Darstellungen D', D", D"
irreduzibel, weiter reduzieren kann. Da die Darstellung von end-
licher Dimension ist, mul3 man sie so schliefdlich auf die Form (**)
bringen kénnen, wo alle Darstellungen D®, D@, . .., D@ nunmehr
irreduzibel sind. Da mehrere aufeinanderfolgende A hnlichkeits-
transformationen immer durch eine ersetzt werden konnen, kann
man die vorgelegte Darstellung auch durch eine Transformation
sofort auf die Form (**) bringen. Man nennt diesen Prozef3 Au s-
reduktion, (**) die ausreduzierte Form.

Fihrt man diese Ausreduktion- aus, so ware es moglich, daf’
die irreduziblen Teile DM (R), D@ (R), ..., D® (R) nicht eindeutig
bis auf Ahnlichkeitstransformationen bestimmt sind, daR man D (R)
vielmehr auf mehrere Arten ausreduzieren kann. Wir konnen aber
zeigen, daf dies nicht der Fall ist. Ebenso, wie man eine ganze
rationale Zahl nur auf eine Weise in ein Produkt von Primzahlen
zerlegen kann, sind auch hier die irreduziblen Bestandteile — .
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natiirlich bis auf die Reihenfolge =~ eindeutig bestimmt. Fiir den
Charakter 4 (R) einer beliebigen reduziblen Darstellung gilt

Z(R)_:%wm(za) (R=EFE, 4,,4,,.... 4  (39)

wenn es bei einer Ausreduktion in @, irreduzible Darstellungen
DY (R) [mit dem Charakter y® (R)] , in a, Darstellungen D (R)
[mit dem Charekter 4? (E)] . .. usw. zerfélt.

Nun bestimmen aber die k-Gleichungen (35) die Zahlen a,,
a4 ..., @, Vvollkommen. Bildet men ngmlich das skalare Produkt
von (35) mit 4U" (R), d. b. multipliziert man mit x(f') (R)* und sum-
miert Uber ale Gruppenelemente, so erhdt man wegen (33)

=B B =2 Zj ajy? (R) g9 (By* = hay,  (39)
R R
so da die ganze Zahl ay eindeutig zu

w = LS (B) 1 (B 37

bestimmt ist. Wie oft eine irreduzible Darstellung in der
ausreduzierten Form einer Darstellung enthalten ist, ist
nach (37) schon durch den Charakter der Darstellung be-
stimmt. Insbesondere sind also die irreduziblen Bestand-
teile unabhangig davon, wie man die Ausreduktion vor-
n im m t. AuRBerdem sehen wir aber, da3 zwel beiebige Darstellungen
aquivalent sind, wenn sie denselben Charakter haben. Man kann
se ndmlich inenander transformieren, indem man sie beide aus-
reduziert. Dann konnen sie sich noch hochstens in der Form der
einzelnen irreduziblen Bestandteile unterscheiden, was man durch eine
Ahnlichkeitstransformation ausgleichen kann, und in der Reihenfolge
der irreduziblen Bestandteile in der Form (**), die man durch ene
blof%e gleichzeitige Umbenennung der Zeilen und Spaten, dso auch
durch eine Ahnlichkeitstransformation beseitigen  kann.

Da die Gleichheit der Charaktere andererseits notwendig
fur die Aquivalenz zweier Darstellungen ist, i st siedienotw endi g e
und hinreichende Bedingung fir ihre Aquivalenz, fir ihre
Ineinandertransformierbarkeit.

Fur die Ineinandertransformierbarkeit zweier einzelner Matrizen wirde
dies, da? die Summe der Eigenwerte Ubereinstimmt, keineswegs genligen,
de Eigenwerte miffen auch e in z e 1 n (bereingimmen. Bei zwei Darstellungen
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folgt aber daraus, da® be dlen h entsprechenden Matrizenpaaren die Summe
der Eigenwerte diesdlbe ist, auch, dal} ale entsprechenden Eigenwerte einzeln
Ubereinstimmen. Es genligt sogar etwas weniger. Da die Charaktere dler
Gruppenelemente derselben Klasse in jeder Darstellung gleich sind, geniigt
schon die Gleichheit der k-Zahlen z (C1) = 1 "(Cy)y 2 (Cy) = 1 '(Cy), - . . .
P4 (Ck) = (Ck) for die Aquivalenz gziveier Darstellungen mit den Charakteren
z und .

Wir wollen noch eine Formel Uber die Anzahl der in einer Darstellung
enthaltenen  irreduziblen  Bestandteile ableiten. Nehmen wir das skalare
Produkt von (35) mit sich selber, so erhalten wir

Sh®)E =SS 2 (R) S ap 19 (R)*
R R j 37
= > 2h3jj,aj ay = h 2“]’2'
i 7 J

Die Summe der Absolutwertquadrate der Charaktere einer Darstellung
ist gleich der Ordnung h der Gruppe, multipliziert mit der Summe der
Quadrate der Anzahlen a;s wie oft die einzelnen irreduzibien Darstellungen in

dieser Darstellung enthalten sind. Fiir eine irreduzible Darstellung hat also
die Summe

(38)

S k(R =h (38a)
R

den kleinstmoglichen Wert s, und es folgt umgekehrt aus dem Bestehen
von (38a), daB die Darstellung mit der Spur x (R) irreduzibel ist, da sie
wegen (38) nach der Ausreduktion nur einen Bestandteil enthalt.

In vielen Fillen geniigen schon die allgemeinen Sitze zur expliziten
Angabe der irreduziblen Darstellungen. Besonders die beiden von uns nur
teilweise bewiesenen Sitze iber die Anzahl der nichtiquivalenten Dar-
stellungen (gleich Anzahl dér Klassen) und iiber die Summe der Quadrate
ihrer Dimensionen (gleich der Ordnung der Gruppe) leisten dabei gute Dienste.
In den meisten Fillen allerdings sind dazu noch weitergehende, spezielle
Untersuchungen notwendig.

Zunichst bei Abelschen Gruppen bildet jedes Element eine Klasse fiir
sich, die Gruppe hat so viele Darstellungen wie Elemente. Da die Summe der
Quadrate aller Darstellungen ebenfalls gleich ihrer Ordnung ist, ist jede
irreduzible Darstellung von der Dimension 1.

Weiter ist die schon am Anfang betonte Tatsache zu beachten, dal
jede Darstellung einer Faktorgruppe auch eine Darstellung der ganzen Gruppe
ist. So hat =z B. die schon oft besprochene symmetrische Gruppe von
drei Elementen einen Normalteiler E, D, F, die Faktorgruppe ist von der
Ordnung 2, ist also abelsch und hat zwei Darstellungen von der Dimension 1.
Da die ganze Gruppe nur drei Klassen hat, hat die Gruppe nur noch
eine irreduzible Darstellung, und diese muf zweidimensional sein, damit
12412422 = 6 sei.

Die verschiedenen irreduziblen Darstellungen spielen in der Quanten-
mechanik eine besonders wichtige Rolle, weil sie zur Charakterisierung der
verschiedenen Termsysteme dienen, die Terme gleicher Auswahlregeln usw.
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zusammenfassen. Aber auch von rein ,mathematischem Standpunkt aus kann
die soeben qeqebeneTheorie — sie stammster Heihe vor S Froben Tus,
H Burnside und J. Schur — ais_ejner der schongen™ Teile der A gebra
betga,ahtet werden Die” Charaktere™ de™ Darstelliigen ¢athalten auch eiige

interessante Ganuahl1gkextsbez1ehungen

X. Kontinuierliche Gruppen

1. Bisher hatten wir es nur mit Gruppen mit endlich vielen
Gruppenelementen, ~ mit endlichen Gruppen zu tun. Unsere drei
Gruppenpostulate (Assoziativgesetz, Einheit, Reziproke) lassen sich
aber auch auf eine unendliche Mannigfaltigkeit von Dingen, auf un-
endliche Gruppen anwenden. Z. B. bilden die dreidimensionalen
reellen orthogonalen Matrizen, die Drehungen im Raume, ein System
von Dingen, die den Gruppenpostulaten gentigen, wenn man die
Gruppenmultiplikation der Matrixmultiplikation gleichsetzt, unter
dem Produkt zweier Drehungen ihre Zusammensetzung versteht.
Eine ghnliche Gruppe bilden ale dreidimensionalen Matrizen mit
der Determinante 1, oder mit der Determinante 4 1 usw. Alle
diese Gruppen bezeichnet man als unendliche Gruppen im Gegen-
satz zu den bisher betraii: teten e ndl ich en Gruppen.

Der Begriff der unendlichen Gruppe wére, wenn man nur die
erwahnten Eigenschaften von den Gruppen verlangen wirde, fir
unsere Zwecke etwas zu weit gefal. Man konnte z. B. ale zwei-
dimensionalen Matrizen mit der Determinante 1, deren Koelfizienten
aqu ‘einer Gruppe zusammentfassen. Ein solches
System ‘wiirde ~viele_ Stetlgkeltsel enschaften entbehren die wir
voraussetzen wollen. D@halb Tehlt s s1ch “den Begriff der
Gruppe von dieser Seite etwas einzuengen. Unter einer kontinuier-
lichen Gruppe versteht man ein system von Dingen, Gruppen-
elemente_genannt, die durch in einem gewissen Bereich stetig sich
andernde Parameter gekennzeichnet werden konnen. Es gehort
zu jedem innerhalb des betreffenden Bereiches. gelegenen Werte-
system der Parameter ein Gruppenelement und umgekehrt zu jedem
Gruppenelement ein im Variabilitatspereich der Parameter liegendes
Wertesystem dieser.

Gruppenelemente, deren Parameter sich nur wenig unterscheiden,
nennt man , benachbart’. Wenn man die Parameter stetig &ndert,
so sagt man, daB sich das Gruppenelement stetig &ndert. Die
anderen _ drei Gruppenpostulate bleiben erhalten, und werden noch

W igner, Gruppentheorie 7
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durch_Stetigkeitsforderungen verscharft, indem verlangt wird, daR
das Produkt \@@;\Fa@oren und die Reziproken. benachbarter
Elemente wieder benachbart @eﬁ‘. o

Wir werden sogar annehmen, daf die Parameter p, (R S),
Py (B S), ..., P, (R S) des Produkts zweier Elemente -stetig
differentiierbare Funktionen der Parameter p,(R), D, @, . ..
Py (R) und p, (S), 5 (S),. .., p(S) der beiden Faktoren R und §
sind. Dasselbe werde von der Abhangigkeit der Parameter », (R-D),
Py (R™1),.. .y py (R™?) von den Parametern von R verlangt.

Gruppen, deren Elemente durch n Parameter gekennzeichnet
werden konnen, nennt man eine n-parametrige Gruppe, Der Varia-
bilitdtsbereich der Parameter kann einfach oder mehrfach zusammen-
hdngend sein, oder auch in mehrere getrennte Gebiete zerfalen. Im
letzteren Fall spricht man von einer gemischtkontinuierlichen
Gruppe im Gegensatz zu einfachkontinuierlichen*  Gruppen, bei
denen der Variabilitétsbereich der Parameter zusammenhéngend ist.

Betrachten wir 2z. B. die eingangs erwéhnte Gruppe der Drehungen im
dreidimensionalen Raume, die dreidimensionale Drehgruppt!. Kin Element der
Gruppe, ene redle dreidimensionde orthogonale Matrix, 188t sich natirlich
anch durch Angabe ihrer neun Koeffizienten charakteriseren. Diese kdnnen
aber nicht als Parameter angeschen werden, da sie nicht unabhdngig von-
einander variierbar sind, weil unter ihnen noch Beziehungen bestehen.
Nimmt man dagegen zur Charakteriserung einer Drehung etwa Azimut @
und Polabstand ¢ der Drehachse und den Drehwinke @, so entspricht jedem
in gewissen Bereichen liegenden Wertetriped 0 < ¢ <2 #,0 <4 < =,
0 <@ < m) dieser Zahlen eine Drehung. Umgek~ehrt entspricht auch jeder
Drehung €n Wertesystem dieser Parameter 1),

Eine Ausnahme bildet hiervon nur die Drehung mit dem Drehwinkel
¢ = 0, dso die Drehung, die eigentlich keine Drehung ist, sondern der
Ruhe entspricht, die Einheit der Gruppe. Ihr entspricht nidmlich jedes
Paramctertripel @, &, 0, die Zuordnung der Parameter zu diesem Gruppen-
clement ist nicht eindeutig. Man konnte daran denken, dem so abzuhelfen. daR
man fir ¢ — O den Variabilititshereich der beiden anderen Paameter @, 4
auf den Wert O beschrénkt. Dann wére die Zuordnung von Drehungen zn
Parametertripeln tatsichlich ein-eindeutig. Betrachten wir aber die stetige

!y Ein Punkt R des Parameterraumes entspricht nicht der Operation
einer Drehung, sondern ihrem Resultnt. Die Drehung in diesem Sinne ist
vollkommen darch Anfa,ugs- und Endlage der Kugel bestimmt. Will man
die Operation, d. h. den Weg, Uber dgn die Drehung erfolgt ist,
beschreiben, so muB man dle Zwischenlagen der Kugel, aso eine Linie im
Parameterraume oder eine stetige Folge R (f) von »Drehungen® an-
geben, die fir £ = 0 von R (0) — E ausgeht und ewa fir { = 1 in
R(1) = R der gewinschten Drehung endet.
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Reihe der Drehungen um eine beliebige Drehachse um immer Kkleinere und
kleinere Winkel, aso die Drehungen mit den Parametern @ = @y, & = &,,
@ = tgg, Wo f Stetig abnimmt. Fir  — O milten auch @ und & gleich 0
werden, aso enen Sprung erleiden, obwohl die Reihe der Drehungen durch-
aus detig verdndert wurde. Daher ist die zundchst naheliegende Beschréan-
kung ¢ = 0, & = O fir ¢ = 0 nicht zuldssig und man muR sich anderswie
zu hdfen versuchen.

Am besten benutzt. man as Parameter die kartesischen Koordinaten
& n, ¢ desjenigen Punktes, dessen Polarkoordinaten g¢jm, &, ¢ sind, aso
§ = g/msin ¢sin @ n=g/nsin §cos P, { = ¢ncos4  Der Ruhe der
Einheit der Gruppe, der bisher die Parameter #, &, 0 (@ und ¢ beliebig)
entsprachen, entspricht jetzt der einzige Punkt E =9 = §{ = 0 der Koor-
dinatenaufangspunkt. Die Zuordnung der Punkte des Parameterraumes zu
den Drehungen wird durch Abb. 1 veranschaulicht. Jeder Drehung entspricht
ein Punkt in der Einheitskugel im §& #, t-Raum.

Abb. 1. Dem Punkte R der Figur links entspricht die Drehung, die auf der Figur
rechts den ausgezogenen in den strichpunktierten Bogen iibertithrt

Auch be dieser Zuordnung existiet zundchst eine Ausnahme, wo die
Zuordnung von  Gruppenelementen  zu  Parametertripeln nicht ein-  eindeutig
ist : den beiden Antipoden der Kugeloberfliche entspricht dieselbe
Drehung, da sich zwei Drehungen um entgegengerichtete Achsen mit dem
Winkel 7 ga nicht unterscheiden. Die Antipoden der Kugeoberfliche muf
man daher identifizieren und den Ubergang zum Antipoden auf der Kugd-
oberfliche im £ 7 ckaum nicht as ene Unterbrechung einer stetigen Linie
betrachten.

Hat man aber s0 den Parameterraum zu enem mehrfach zusammen-
hangend en gemacht, so ist die Zuordnung der Gruppenelemente zu den
Punkten dieses Raumes wirklich ein-eindeutig, und diese Pnrameter sind daher
far prinzipielle Betrachtungen Uber die Drehgruppe besonders geeignet.

Dies schliefd natirlich  keineswegs aus, dad man bei formelméligem
Rechnen andere Parameter bevorzugt (die Eulerschen Winkel, Abh. 2), be
denen die Zuordnung zwar nicht ein-eindeutig ist, aber die meisten expliziten
Formeln Ubersichtlicher ds fur die § 7, § ausfdlen.

T*
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2. Den Teil der Gruppe, der der Einheit benachbart ist, be-
zeichnet man as Infinitesimalgruppe. Mit Infinitesimalgruppen

L:f. ?rtcﬁm von Transformationsgruppen beschéftigen sich die grundlegenden

{

deutungsweise eingehen, indem wir
uns auf die Grundtatsachen be-
schranken und alle Existenz- und
Konvergenzbeweise weglassen. Bei
den uns interessierenden Gruppen
kann man sie durch wirkliches Vor-
zeigen der betreffenden Gruppen-
elemente usw. leicht nachholen.

Am besten fihrt man gleich
eine unendlich kleine Zahl k en. Die
Abb. 2. Die Drehung der Abb. 1, die Perameter der Einheit der Gruppe

den ausgezogenen in den strich-  seien =, Tgy . - .. My Dann be-
TS My, 40 vtten” wir die "n Elemente
SA03 ke F, F,, ..., F,, die Parameter von Fj
sdien LA AN h ..., m, DieElemente E, F,, F}, ch, ..
liegen adle sehr nahe zueinander, ist h genigend klein, so bilden
sie beinahe eine stetige Folge von Gruppenelementen.  Man muf3
nur, wenn man einigermaf3en weit von der Einheit kommen will,
zu sehr hohen Potenzen von Fj vordringen. Eine solche einpara-
metrige Schar von (miteinander vertauschbaren !) Gruppenelementen
entspricht den sogenannten Per i 0 d e n der Elemente endlicher
Gruppen.
Eine einfachkontinuierliche einparametrige Gruppe
ist immer abelsch, da sie aus einer einzigen Periode besteht.

~ Bei der dreidimensionalen Drehgruppe waren dief: Paraméter | dér
Einheit ¢ = y = ¢ =0, diedrei Infinitesimalelemente 4,0, 0; 0, 4,0} 6,0,
sind die drei unendlich kleinen Drehungen um die drei Koordinatenachsen.
Betrachten wir nun die #-parametrige Schar F'i* Fy?... Fin,

Beschrénken wir uns auf solche Werte von kund p,, g, .- ., Py .
bei denen die Elemente der Schar noch alle in der Néhe der Einheit
sind, so wird sie, da sie n-parametrig ist, dievgg,g‘zg Inﬁmt%](ma].
%@w. Es ist zweckmaldig, wenigstens fir die In-

) S Lie VorlesungeljD Uber gontinnierliche Gruppen. Leipzig 1893.

%

[ Py fon )
AR A LR R S
J

EoL(0 .
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finitesmalgruppe die p,, p,, - - ., p, alsParameter einzufithren. Die
n Parameter der Einheit sind alle O, die Parameter der Elemente
der Infinitesimalgruppe noch dle sehr klein.

Die Elemente der Infinitesmalgruppe sind vertausch-
bar: sind die Parameter zweier SEafk’coxgen R und S in der GroRen-
ordnung einer kleinen Zahl g SO st die Differenz der Parameter
von R S und SR in der GréRenordnung g% Betrachten wir die
Elemente R () und S(¢) mit den Parametern tr,,ir,,..., ¢ 7, und
s, 8’8, .. t's,, WOt und t' als stetig veranderliche Variable
angesehen werden sollen. Esist E = R(0) == S(0) und t
und t' liegen in der GroRenordnung von 1E.  Man kann annehmen,
daR man die Parameter von R (t) S (') und S (t') R(t) in eine

i Mac Laurinsche Rethe nach t und t' entwickeln kann. Die ‘Reihen
“Sollen fur die n Parameter von R(t) S (') bzw. von S (¢} R(t)

fol genderma&an lauten

1Jv 24 31 des " B"’Mgtw,@ﬂp i ity = b0 w,,+.m&§§ ARAGET

bzw.
Ty 80, W Wy e Uy 2 0y g e 0 L U A b B

Um die u und % zu bestimmen, setzen wir t =— ¢’ = 0. Dann aind
beide Produkte R (0) S(0) und S (0) R (0) gleich E, die

ul:ug_—:---:unzul—_:uﬁz---zunzo

ale Null. Um die  und » zu bestimmen, setzen wir nunmehr f = (0}
dannist R(t) S(0) = R(t) E = R (t) und S(0) R(t) == ER(t) == R(t)
und daher ist v, = v, = rl,v,_vﬂ_r,,... Vo == Up == Ty
Ebenso erhalten wir, indem wir { — 0 setzen,

Wy == W) == 8;; Wy == Wy == Sy; - - - - Wp = Wp"= 5.
Bei den in Betracht gezogenen Gliedern unterscheiden sich die
Parameter der beiden Produkte noch nicht: ein Unterschied kann
erst bei den Gliedern mit t’, tt, oder '3 eintreten, die aber schon
dle in der GroRenordnung von g2 liegen.

Die Vertauschbarkeit der Infinitesimalelemente biS auf quadratische
Glieder beruht darauf, daf sie sowohl be beliebigem § und B = E, wie
auch bel beliebigen R und S = E genau richtig ist. Weicht B nur
wenig von E ab, so gilt sie noch niherungsweise, ebenso, wenn S Ay E is.

Ist aber sowohl R ~ E, wie auch S ~s E, @0 gilt die Vertauschbarkeit
besonders  gut.
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Sehr einfach stellt sich dieses Gesetz fir Matrizengruppen dar: die
Elemente in der N&be der Einheit haben die Gestalt 1 - & a. Nun ist

(I+ea) (1+4eb) = 1+4-e(@+b)+ s’abd
A+eb) (1+sa)=14¢0b+a)t 2ba,

sie unterscheiden sich nur in Gliedern mit &2,

Die vorher besprochene Parameterwahl, die dem Element FJt Fhz.. . F
die Parameter Drs Pov + vy P zuordnet, hat die besondere Elgenschaft daR

man die Parameter des Prod 7|‘<tes zweier Elemente der Infinitesimalgrappe

und

bis_au] einkach durch A d ai tl an “der P}n‘”a"metel
der einzeloen F alten lmnn. -

3. Bei einer gemischtkontinuierlichen Gruppe bilden die Ele-
mente, die von der Einheit F aus stetig zu erreichen sind, eine Unter-
gruppe, die einfachkontinuierlich ist. Dal3 ein Element stetig von
der Einheit zu erreichen ist, bedeutet so viel, da3 eine stetige
Mannigfaltigkeit R(t) von Elementen exitiert, die von R (0) = E
ausgeht und -~ etwa fir ¢t == 1 — in R (1) — R mindet. Sind
R und S zwe derartige Elemente und R(t) und .S(¥) zwe zu-
gehorige Wege, so ist ihr Produkt R (1) S(1) =— R S auch stetig
vor der Einheit aus erreichbar : ein zugehdriger Weg ist etwa
R(t) st). Dasselbe gilt von der Reziproken von R : der zugehdrige
Weg ist R (t)~ .

Die stetig von der Einheit aus erreichbaren Elemente bilden
daher eine Untergruppe der ganzen Gruppe, die, da der zugehorige
Parameterbereich zusammenhéngend ist, einfachkontinuierlich ist.

Die stetig von der Einheit erreichbaren Elemente bilden sogar
einen N orm al t eiler der ganzen gemischtkontinuierlichen Gruppe.
Mit R ist namlich auch X-1 R X stetig — etwa auf dem Wege
X~-tR(t) X — von der Einheit aus erreichbar. Die Nebengruppen
des Normalteilers sind die anderen voneinander getrennten Teile
des Parameterraumes. Die Faktorgruppe kann also as endlich,
von der Ordnung der Anzahl der nichtzusammenh#ngenden Para-
meterberei che angenommen werden.

Fur das Folgende fihren wir noch die Bezeichnung {7y, 74y . . ., 7y}
fir das Gruppenelement mit den Parametern r,, 1y, . . ., 7, €iN.
Es gilt dann natdirlich identisch g ( {ry, 74 - - -, o)) = 1 und

{px (R): Py (R), vy Dy (R)) = R

4. Die Darstellung einer kontinuierlichen Gruppe ist genau so
wie die einer endlichen Gruppe definiert: es soll jedem Element R
der Gruppe eine Matrix ID(R) zugeordnet werden, so daf stets
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DR D(S) = D (R S) sei. Eswird nur noch die Stetigkeit der
Darstellung verlangt, d. h. wenn R und S benachbarte Gruppenele
mente sind, so dirfen sich alle 1?2 Koeffizienten D (R),; von den
entsprechenden Koeffizienten I (8),; nur unendlich wenig unter-
scheiden.  Auch hier werden wir uns auf Darstellungen mit nicht-
verschwindender Determinante beschrénken.

Wollen wir die Gesetze fur die Darstellungen endlicher Gruppen
auf die Darstellungen kontinuierlicher G ruppen Ubertragen, so
koénnen wir davon ausgehen, dafd wir fir die ersten vier Sétze, also
insbesondere auch firr die Orthogonalititsrelationen (30), (3 1) nur
eine Gruppeneigenschatt benutzt haben, namlich die, dal man gewisse

Simmen S\ J bilden Kann, far die, wenn man die Summation

R
Uber alle Gruppenelemente erstreckt,
>JTr = X Jsn )
R R

gilt. Dabei sind die J; ganz beliebige Zahlen (oder Matrizen),
die zu je einem Gruppenelement R zugeordnet sind, und (1) gilt
fur jedes Gruppenelement S. In beiden Summen in (1) kommen
ja dieselben Glieder, nur in verschiedener Reihenfolge vor. Mit

Hilfe einer solchen Summe 2 D (B D (R haben wir den

R
Satz 1, die Unitarisierbarkeit ger Darstellungen, bewiesen, auch die
Ort hogonalititsrelationen (Satz 4) erhielten wir durch Betrachtung
einer solchen Summe > DY (B) X DY) (B~ 1). Die Sétze 2 und 3
R

waren eher matrizentheoretischer Natur, zu ihrer Abteilung haben
wir keine neuen Gruppeneigenschaften mehr benutzt.
Konnten wir auch fiir kontinuierliche Gruppen etwas Ahnliches,
wie die Summe >} Jp definieren (es wird sich hier natlrlich ein
R

Uber den ganzen Variabilitdisbereich der Paraureter erstrecktes
Integral ergeben), so kinnten wir die vier Sitze der Darstellungs-
theorie endlieher Gruppen auf kontinuierliche Gruppen Uber-
tragen.

5. Bei endlichen Gryppen beruht (1) darauf, daf3 die Reihe
SE, SA,, .. ., S 4, be beliebigem S bis auf die Reihenfolge mit
der Reihe E, A,, . . ., 4, identisch ist. Dies wird durch die
Abb. 3 veranschaulicht, in der jedem Element der Gruppe der
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Vertauschungen von drei Objekten [(Jr), Kap. VII] ein Punkt ent-
spricht.  Die; Pfeile deuten an, in welches Gruppenelement ein be- - |
stimmtes durch vordere Multiplikation mit F tbergeht. Wir sehen,
dal’ dag Gesamthild vollkommen erhalten bleibt, wenn man Pfeil-
anfang durch Pfeilspitze ersetzt.

Wollen wir ein entsprechendes Bild fir eine (n-parametrige)
kontinuierliche Gruppe konstruieren, so mussen wir den ganzen
Variabilitétsbereich des N-dimensionalen
Parameterraumes sehr dicht mit Punkten
anflillen. Die vordere Multiplikation
D F bedeutet dann auch hier das Ansetzen

eines Pfeiles an jeden Punkt. Es
wird sich nun zeigen, da3 es zwar
im algemeinen nicht mdglich ist, die

) A B erwdhnten Punkte so zu legen, daf3 bei
FA=C Abb. 8 dem Ersetzen von Pfeilanfang durch
e O ey e Pfeilspitze das ganze Bild ungedndert

bleibe *), daR? es aber sehr wohl moglich ist, sie so zu wihlen, daf
nach der erwdhnten Operation die Dichte der Punkte an jeder
Stelle des Parameterraumes ebenso groB sei, wie sie vor der Opera-
tion an derselben Stelle des Parameterraumes war. Ist J(R) eine
im Parameterraume stetige Funktion, so ist dann

gJ(R) — ER] J(SR), 2

wenn B beidemal alle diese Punkte durchléuft.
Bezeichnen wir die Dichte der in der Summe (2) vorkommenden

Punkte im Parameterraum in der Nahe des Punktes @ ={q,,4q, - - - Jn}
mit 9 (@) = g ({¢,) 4y - - ., 9n}), SO bedeutet dies, daB in (2)
9 ({a1) g4 -+ 90)) 4. 4, ... 4, Punkte vorkommen, deren erste

Parameter zwischen ¢, und q, t 4,, deren zweite Parameter
zwischen ¢, und ¢, + 4, und deren n-te Parameter zwischen ¢,
und g, + 4, liegen. Dieses parallelepipedische Gebiet bezeichnen
wir mit [,

Die Dichte der Punkte soll sich bei dem Ersetzen eines
jeden Punktes R durch SR an keiner Stelle andern. Wahlen wir
insbesondere § = @~1, so gehen die Punkte des Gebietes U, dle

o =Q 19t
1) Diesist NUr bei Ab e Ischen Gruppen moglich. Aw veiot., wie

verschieden kontinuierliche von endllchen | Gruppen sind und dab amtere
nicht etwa durch Grenalibergang ar letzteren 7 ‘gewinnen sind.
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in ein Gebiet y, Uber, das in der Nahe der Einheit liegt. Die
Grofe des Gebietes U, ist bis auf héhere Potenzen der 4

pl(q_l'(ql+dls 4y "'an})"' pn(Q—l' {qlt dif 4y "')Qn})

Vn: . .
p1(Qv1'{QU %J""Qnt du})---Pn(Q—l' {qlvqgr-'ant A:i’)

a[P](Q-l'{qU"'1Qn})!pg(Q*l-{Qp--':q”}))'--’Pu(Q—l{quu-yqn})
0y, 43 -1
(fir") ¢, = 2, (@) --. ¢ = 20 (I
In das Gebiet U, fallen nach dem Ersetzen von R durch -1 R
digienigeng (Q) 4, 4, . .. 4, Punkte, die vorher im Gebiet U waren.
Urspriinglich enthielt U, aber g (E) ¥, Punkte, da die Dichte darin
g (E) war und seine GroRe ¥, ist. Es muR aso O’f/.ﬂ} a=gan i,

B i 0[:1% (@' {dyy -+ qn}), vy P (@0 gy, Qn,)]
9(Q) = 9(E) 0 {qu. vo1 Gnl 3

(fir') ¢, = 2, (@) o gn = 10 (i

sein. Gilt (3), so gndert sich bei dem Ersetzen von R @urch 9- 1R
die Dichte der Summationspunkte in (2) in der Néhe der Einheit
nicht. Umgekehrt nimmt sie
bei dem Ersetzen von R
durch @R in der Nahe von
Q={4y...,qx) den Wert (3)
an, wenn vorher die Dichte
bei der Einheit g (E) war.

Aus der Glltigkeit von
(3) fir ale Punkte Q haben
wir bisher die Invarianz der
Belegungsdichte algemein
nur fur die Einheit E =¢~' Q
bewiesen und wir miissen sie :
noch fir den beliebigen Punkt Abb. 4. Die Punkte sind die Summationspunkte

: ; R in (2), die Stellen, in die einige dieser Punkte
T = S Q zeigen. 'Zu diesem durch vordere Mhltiplikation_ mit Q- iber-
Zweck zerlegen wir das Er- getiihrt werden, sind durch kleine Ereise « an-

R . gedeutet. Bel der Einheit ist die Dichte der
setzen von durch SR in Kreise und Punkte gleich

=d,dy... 4y

1) Die Werte P (Q) fur die % sind erst nach Ausfiihrung der
Differentiation einzasetzen : (3) iot eine Bildung der Art ,d f(z y)/d = fur
x=y* Ist 2.B. f(x y) = 2*y5 soist 3 f(xy)/d « fur x =y gleich 2 ¢,
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zwei Schritte: zuerst ersetzen wir R durch -1 R und dann die
so entstandenen Punkte R durch § Q R =T R'), dann haben wir
im Ganzen R durch § €. ¢-'R = SR ersetzt. War die Dichte
der Summationspunkte anfangs bei Q durch (3) gegeben, so ist

sie nach dem ersten Schritt bei der Einheit gleich g(k). 1st dies aber
vor dem zweiten Schritt der

Fall, so ist die Dichte nach dem
zweiten Schritt bei SQ = T
ebenfalls durch (3) gegeben,
womit die Invarianz der Be-
legungsdichte (3) bewiesen ist.

Weiterhin ist es Kklar,
daR (2) fur ein nirgends (d. h.
fur kein R)  negatives J(R)
nur verschwinden kann, wenn
dieses uberall Null ist — eine
Tatsache, die bei der Ab-
leitung des ersten Satzes des

Abb. 5 vorangehenden Kapitels not-
wendig ist.

Fiir analytische Zwecke ist es natirlich bequemer, an Stelle der
Summe (2) ein Integral zu benutzen. Anstatt aus dem Bereich U
(Abb. 4) g(@) 4, 4, . . . 4, Summanden zu nehmen, kann man einen
Summanden nehmen und diesen mit dem Gewicht g (Q) 4, 4, ... 4,
multiplizieren. Daadle J(R) stetig sein sollen, #ndert dies den
Wert der Summe (2) nicht, und dieses geht in das Hur wit zsche

Nt N N
Integral

JI@arR= [[..[T(r, roral)9(Ury ra .o mal) ar, Ay iy ()

tiber. Die Integration mul3in (4) Uber den ganzen Variabilitiatsbereich
der Parameter erstreckt werden.  Wir wollen noch einma direkt
verifizieren, dald

jJ(R)dR=J‘...[J({rl,rQ,...,r,,})g({rl, Tor....Ta})dr . ..dr,

=jJ(SR)dR:j...jJ(S-{r1, Ty oot U oo ta)) Ay oy,
fiir alle Elemente S gilt, wobei das ¢ (R) aus (3) ZU entnehmen ist.

(®)

1} Die Moglichkeit dieser Zerlegung beruht wesentlich auf der Giltig-
keit den Assoziativgesetzes,
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Fiuhren wir im bestimmten Integra rechts in (5) neue Vari-

able, namlich die Parameter 2, ,, . . ., %, des Produkts
X =T Xy ooy B} = SR =8 {ry, ry, Ly ral
en:
Ty = Py (S {1"1, Toy ooy Irn})’ (6)
o= Dy (S_l- {xn xgx e xn})r (63')

so andert sich das Integrationsgebiet nicht, da SR mit R die ganze
Gruppe durchstreicht.  Wir erhalten

[IER AR =] . [JS . ra)g r e rahdry .. dr,
O,y sy

:.]...IJ({xl,...,xn})g(R)mdxl,..

wo R und die r nach (6a) as Funktionen der x zu betrachten sind.

Entnehmen wir noch g (R) aus (2), so konnen wir das Produkt der

beiden letzten Faktoren des Integranden nach dem Satz von der
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen umformen 1)

A,

DO Ry, o)) L]0y )
9 (£) 0T 1% 0 (Tyr 1 vy By)
. WO L oy (B r, 7)) ) (7

[fUr 7'1 - pl (R) v /rn = _pn (R)]y
wo bei der Differentiation nach x das R als konstant [wie in (3)],
die » dagegen as die Funktionen (6a) der z anzusehen sind. Setzen
wir daher {r,, .. ., r,} = S~1{z, ..., x,}in (7) én, so geht dies
wegen B—1S-1 — X-1 in
—L g ey Tpl) ..

[fir) &, = p, SR) = p,(X) - - . %, = p, (SR) = p,(X)]
Uber, so da die rechte Seite von (5) tatsichlich — bis auf die
Benennung der Integrationsvariablen -~ mit der linken gleich-
lautend wird.

Wir konnen noch (3) etwas umformen, indem wir fir die g,
die wir far den, Augenblick als frei verénderlich ansehen (wo-

1) Zunéachst gilt (7) far beliebige Werte der oo also auch fir die
Werte 7, = p, (B), die wir fir (3) brauchen.

%} Die Werte P, (X) ftr die x, snd auch hier nach Ausfihrung der
Differentiation einzusetzen.
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gegen @ uls *konstantes Gruppenelement betrachtet werde), neue
Variable e mit Hilfe der Gleichung @=*{g¢,, ..., ¢,)=={e, ..., &)

einfihren. Dann ist nach dem bereits benutzten Satze Uber die
Funktional determinante impliziter Funktionen

of... p(fe,...e}). -]

ol ¢ .-
0L (@ gy @) O )
- d[-..'qk..'] d(...ek..,)

Daaber p,(le, - - . €,)) = & ist, ist die linke Seite gleich 1
und wir erhalten, wenn wir die ¢, mit Hilfe der ¢, ausdriicken,
oL 2 (@ '{g g 1_[0(-.- G .-)
d[qk] - .d(.“e,‘...)g
_ [d{ v D (Q feg oo ea)) ...]"“1~
L ol e ] ,

®)

Setzen wir jetzt links g, == p,(¢), SO miissen wir rechts
& = P (E) setzen und wir kdnnen an Stelle von (3)

el )y Py b eDIT?
(@) = g 2l e (@l )]

[far) 6 =D ® ... tn = P (E)]

(39)

schreiben.

6. Bei gemischtkontinuierlichen Gruppen kann man das Hur-
w it zsche Integral noch etwas umformen. Bezeichnen wir das mit
dar Einheit zusammenhéngende Gebiet mit @S’,‘ die anderen zu-
sammenhéangenden Gebiete mit @,, &, . . ., &,. Die Elemente von @1
bilden, wie wir in 3. gesehen haben, eine Untergruppe (sogar einen
Normalteiler), die der @, die zugehdrigen Nebengruppen. Zeichnet
man aus jedem der Gebiete @, ein beliebiges Element, etwa 4, aus,
so kann man durch Multiplikation mit 4, das @, auf @, abbilden.
Da die Gewichte von Gebieten, die man aufeinander abbilden kann,
gleich sind, kann man erwarten, da3 das Uber @, erstreckte
Integral

J[J(R) +JJ(4g R +.. .+ J(4yR)]dR

9
"—“j [(J(SB) + J(SA,R) + ... 4 J(S4,R)dR ©)

1) I1st auch erst nach der Differentiation einzusetzen.
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gegeniber  linksseitiger  Multiplikation mit einem beliebigen § ip-

variant, also das Hur w it zsche Integra fur die ganze Gruppe ist,

wenn mit ...dR das Hurwitzsche Integral fir die einfach-
;]

kontinuierliclhe Gruppe ©, bezeichnet ist.

Durchlauft R die Untergruppe @1, so durchlauft 4, R die
Elemente der Nebengruppe &,, links in (9) steht fur jede Neben-
gruppe von @, ein Glied. Aber auch rechts in (9) steht fir jede
Nebengruppe ein Integral: fur ¢, — 4, &, z. B. das Glied mit
SA, R, wenn @, = 4, @, digenige Nebengruppe ist, die S— ! 4,
enthdlt. Wenn wir aso hierfur

JJ(A,R)dR = J(SA,R)dR (10)
6, G,
zeigen konnten, so wére damit gezeigt, dal die Glieder der beiden
Seiten von (9) paarweise gleich sind.

Die Nebengruppe 4, ®, soll S—1 4, enthalten, es sei etwa
A4, T = 8~* A, 4, = §~1 A, T, wo T in der Untergruppe ®,
enthalten ist. Fihren wir diesen Ausdruck fir A“ in (10) ein, so
geht es in

J7@4,RarR=1JJ(B.51A,T-1R)dR = 6{ J(A,T-1R)dR
G, G, 4

Uber. Diese Gleichung ist aber sicher richtig, well sich die rechte
Seite nur dadurch von der linken unterscheidet, da in ihr 7—-1 R
an Stelle von R steht. Dieser Substitution gegeniber ist jedoch das

Integral J ... d R voraussetzungsgemif invariant, da ja auch -t

ein Element von @, ist.

Damit ist die Aquivalenz des Ausdruckes (9) mit dem Hur-
w i t zschen Integral fir die ganze gemischtkontinuierliche Gruppe
nachgewiesen und dieses zugleich auf ein Integral, das nur Uber
den mit der Einheit zusammenhdngenden Teil der Gruppe zu er-
strecken ist, zurlckgefuihrt. (Diese ganze Betrachtung gilt natirlich
nicht nur far @1, sondern fir jede Untergruppe mit endlichem Index.)

‘7. Aus (5) Folgt, genau wie bel endlichen Gruppen, dal3 jede
Darstellung zu einer unitiren gemacht werden kann, wenigstens
dann, wenn die Integrae

[ DBy D (B2 aR
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konvergieren, Dies ist immer der Fall, wenn — wie etwa bei der
Drehgruppe -~ das Grundgebiet fur die Integration endlich ist.
Die Orthogonalitétsrelationen der Darstellungskoeffizienten nehmen
die Form

[ Do (B2 DOIR),y AR = Doy Oy iw far (1)

{1, die Dimension der Darstellung D™ (R)] an. Entsprechend lautet
die Gleichung fir die Charaktere

[10 B 1 ®dR=3, [dR 2

Xl. Darstellungen und Eigenfunktionen

1. Betrachten wir die SchrodingergleichungHy = E ¢ eines
Systems, das aus zwei gleichen Teilchen aufgebaut ist. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, daf3 beide Teilchen nur je einen
Freiheitsgrad haben, die entsprechenden Koordinaten seien x und y
B s0* 0! ,

- 577 (3 F 30 V@9 V@D VEDN=EV@E ), (1)
wo m die Masse der Teilchen ist. Die potentielle Energie mul3
gleich grof3 sein, wenn das erste Teilchen die Koordinate ¢ und das
zweite die Koordinate b, oder das erste die Koordinate b und das

zweite die Koordinate a hat. Es muf3 daher fur alle Werte von a

und b

V(a b =V a) @)
gelten. Nehmen wir weiter an, da3 (1) ein diskretes Spektrum
hat und ,(z, y) zum diskreten Eigenwert E, gehort. Lu diesem
Eigenwert gehtre keine andere, linear von v, (X, ¥) unabhangige
Eigenfunktion : die allgemeine Losung der Differentialgleichung

fiir
i Hyy = Eu, )
die fir x = 4 oo und y = 4 00 verschwindet, sei ein konstantes

Vielfaches von g, (X, y).
Betrachten wir die Funktion P ¢, — 7,, die so definiert ist,
daR fir alle Werte von g und p

P d}x (ax b) = @ (ai b) = wx (b’ a) (4)
gilt.  Wir wollen zeigen, dal3 g, (x, ) die Differentialgleichung (3)
auch befriedigt.  Bezeichnen wir fur den Augenblick die Ableitung

Hy=
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einer Funktion f (x, y) nach der Variablen, die an erster Stelle
steht, mit fm (g, y), nach der Variablen, die an zweiter Stelle steht,

mit f@(z, y), also etwa

of (%y) _ ., of (x,9)

=M@Y T = 0@, "

3 1
0 (f)‘f, 9 f(éix, Y) —fow (=, )

usw., oder auch
WD) _ 0, ﬁ%—’”l = £ (5, o),

so ergibt sich aus (4) durch Differentiation nach & bzw.
30 @b) =90 b,a); TWO@Eb)=¢PPpa), ®)
—“” @b) = (b.a); '@S‘” @)= 0 3.
Berechnen wir jetzt
_ [ A —
HE9) = o (F - 5) 69 4V G 0 Tta ) 7
M

"8:: (O YT @ 0)+ V@ )Tl y),

so ergibt sich dafiir wegen (6), (4), (2) und (3) die Gleichung

H(2,9) = 8,, - (62 0,0+ PV, 2) + V(5 8) ¥ (3, 9)

= Ey ¥ (3, 2) = E, ¥, (% ),

d. h., daBP 9, (X, y) = %, (X, ) ebenfals eine Losung der Differential -
gleichung (3) ist. Sonach mul es ein konstantes Vielfaches von

Py (2, )

8)

T (2 y) = € Px (@ Y) ®)
sein, da es auch die Handbedingungen befriedigt. Zur Bestimmung
von ¢ beachten wir, dald wegen (4) fur alle Wertepaare von a und b

¢ Py (4 b) = Py (W b) = Y (bv a) (10)
gelten muBB. Wenden wir (10) erstens auf das Wertepaar g, 2 und
dann auf das Wertepaar z, y an

Cpe (4 2) = U @ 9)i € Py (@ Y) = Uy (4 2). (1)

Daraus ergibt sich
C"’ Vs (xy y) = Py (x, y)
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und, da y, (%, y) nicht identisch verschwinden soll, 2 =1; ¢ = 4 1.
Wir haben dann ebenfalls identisch in x und y

Py (% 2) = ¥, (2, Y) = i ¥y (v, 7). (12)
Die Eigenfunktion , (z, y) ist an der Stelle x, y entweder gleich
grof3, wie an der Stelle y, X, oder entgegengesetzt gleich grof3. Ob
der erste oder der zweite Fall eintritt, kann man durch allgemeine
Uberlegungen nicht entscheiden, fir eine Funktion g, (x, ). d. h. fir
einen Eigenwert, der den gestellten Bedingungen genligt, kann nur
der eine der beiden Fille eintreten. Eigenwerte bzw. Eigen-
tanktionen, fir die (12) mit dem oberen Vorzeichen gilt, nennt man
bekanntlich symmetrische Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen,
fir die (12) mit dem unteren Vorzeichen gilt, antisymmetrische.
Es ergibt sich also ein qualitatives Unterscheidungsmerkmal fir
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Schrodingergleichung (1);
je nachdem die Eigenfunktion die Gleichung (12) mit dem oberen
oder mit dem unteren Vorzeichen befriedigt, gehdren sie in die
erste oder zweite Klasse. Eine ganz analoge, vielleicht noch ein-
fachere Betrachtung 146t sich mit einer Eigenwertgleichung

B PRy (@)
— LD vy - Bv (13)
anstellen, mit
Vx) = V(— x), (14)
wenn man
Pv@) =90 =9 (x 15)
setzt. Diesmal ergibt sich an Stelle von (12)
v@=1te- 4, (16)

d. h. die wohlbekannte Tatsache, daf’3 alle Eigenfunktionen ent-
weder gerade, oder ungerade Funktionen von x sind.

2. Wir wollen diese Uberlegung, bei der wir uns auf einen
einfachen Eigenwert beschrankt haben, noch in dem etwas all-
gemeineren Fall eines diskreten Eigenwerts mit mehreren, aller-
dings nur endlich vielen linear unabhangigen Eigenfunktionen aus-
fuhren ). Dabei wollen wir die Rechnungen hach Moglichkeit

TN N e

1) Die Betonung liegt hier guf ,.endlich vielen”, nicht auf ,diskreten”,
die ganze Theorie 1a8t sich z. B. fast unverandert auf die ,diskreten kom-
plexen Eigenwerte” anwenden, auf die die Ga mo w sche Theorie des Kern-
gerfalles gefihrt hat, obwohl sie in unserem Sinne natlrlich nicht diskret
snd, well die Quadratintegrale der zugehGrigen Eigenfunktionen divergieren.
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durch begriffliche Uberlegungen ersetzen: es ist ja klar, daR die
spezielle Gestalt des H'a mil t 0 n schen Operators in ( 1) und (13)
unwesentlich ist und es das erstemal nur auf die Aquivalenz der
beiden Teilchen, das zweitemal nur auf die der beiden Richtungen X
und — X ankam. Wir werden Gleichungen erhalten, die (12)
bzw. (16) analog sind und ebenso wie diese Alternativen
enthalten, so dal3 fur verschiedene Gruppen von Eigenfunktionen
zum Teil verschiedene Beziehungen resultieren. Die Eigenfunktionen
der verschiedenen Gruppen gehoren zu Termen verschiedener Eigen-
schaften, deren Unterschiede die Grundlage der sogenannten ,, Term-
4 bilden.

Die Betrachtung, die uns zu (12) gefiihrt hat, beruht darauf,

dal3 (1) der Transformation
¥r=1vy; y ==z amn

gegeniiber invariant ist. Dies soll bedeuten, da3 die Funktion 1)
P v,, die durch die in & und b identische Gleichung

P "px (a, b) = b, (by a)
definiert ist, eine Lésung der Gleichung H ¢ =— Ey fir 4 ist,
wenn dies flr g, gilt.
Sel dlgemeiner R eine reelle orthogonale Transformation

= R,z + Ryy% + -+ Riax,

xg' = Rﬁlxl + Rgg Ty + "'+ .Rzn Zn (183)

Ty == R,,,:vl ) -anxa e+ Bz,
Wir verstehen unter Pgf digenige Funktion, fur die

P.Rf(xl'i .’l?é, rrry x;;) = f(xp xg; vy ﬂ'},‘) (19)
entweder identisch in x,, 4, . . ., &, gilt, wobel fiir die z}, 23, . . ., %
die Ausdriicke aus ( 18a) eingesetzt gedacht werden miissen, oder
identisch in af, 2y, . . ., 2, Gilt und fir die z;: | 4= QY
n

“= 25 Bt ofl)

eingesetzt gedacht werden muf: Py ist ein Operator, der gewisser-
malten die zy, 23, ..., @, durch die z, g, ..., &, ersetzt. Wir

1) P y ist das Zeichen fijir eine Funktion ebenso, wie etwa f oder ¢
solche Zeichen zm sein pflegen, P ¥ (x, y) ist der Wert dieser Funktion an
der Stelle @, y. So bedeutet . B. (19), dal P, f an der stelle Ty o,

denselben Wert hat, den die Funktion T an der Stelle z,, . . . , w, anfoimmt,
Wigner, Grappentheorie 8

v
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werden die in (18), (19) definierte formale Symbolik mit dem Pz
diessr mehr anschaulichen Redeweise vorziehen, well bel dieser
erfahrungsgemd sehr leicht Fehler dadurch entstehen, da? man
etwa die x durch die x’, angtatt umgekehrt, ersetzt’).

Sind jetzt die beiden Punkte gz, w,, . .., », und y,
X;, +vvy @, des Konfigurationsraumes, die durch eine be-
stimmte Transformation B ineinander Ubergefuhrt. werden, p hy s -
kalisch gdleichwertig (dies ist z. B. der Fal, wenn sie sich nur
dadurch unterscheiden, da? zwei gleiche Tellchen ihre Platze ver-
tauscht haben), so sind auch die beiden Funktionen ¥ und
Prw gleichwertig (in Pry spielt nur das zweite Teilchen die
Rolle, die in 9 das erste gespielt bat und umgekehrt). Ist ¢ €n
stationdrer Zustand, so gilt dies auch fir Pp 4 und beide haben
dieselbe Energie aus H ¢ = E w folgt HPr v = E Pe v ; H_ist
dem Qperator Pp gegeniber invariant.

Die Transformationen I, die .enander gleichwertige Stellen
ineinaMb%n eine Gruppe, die , Gruppe der

Schridingergleichung¥, da diéM’Zusammmsetzungen, wie auch die
Reziproken solcher Transformationen diese Eigenschaft ebenfalls
aufweisen. Die Einheit der Gruppe ist die identische Trans-
formation, die jede Stelle in sich Uberfuhrt. Die Gruppe selber
ist die Symmetriegruppe des Konfigurationsraumes.
Entsprechendes gilt von den Operatoren Py Man sieht ja
leicht, dal3 Ps Pp = Ps p ist. Fithrt namlich R die x in X' ber,
g0 ist Pr f(z) =f (x), und fuhrt § die x in x* Uber, so ist
Ps g = g (2, dso fir g () = Pz ¥
PsPaf(z) = Prf (@) =1 (x.
Nun fuhrt aber § R die x direkt in die x" Uber, so daR
Psrf (@) =1 =)
die Definitionsgleichung von Pgp f ist. Es folgt, da Py , f(X)
=PsPrf®), und da f eine beliebige Funktion ist, gilt
Psz = PsPr. (20)
Die Gruppe der Pp ist holomorph zur Gruppe der R.

3. Die Operatoren P sind linear. Will man in einer Summe
die #' durch die z ersetzen, so kann man es in den einzelnen

1) Nur wenn R identisch mit seiner eigenen Reziproken, aso R? 1
ist, braucht man hierauf nicht zu achten.
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Summanden tun, und will man es in einem konstanten Vielfachen
einer Funktion tun, so kann man das Ersetzen von z' durch = zuerst
vomehmen und dann mit der Konstanten multiplizieren. In Formeln

Paf+b9) = aPf+ dPy. (21)
Da der Operator P lediglich einen Ubergang zu einem neuen, eben-
fals orthogonalen Koordinatensystem im  Konfigurationsraum  be-
deutet, mufl3 fir zwei beliebige Funktionen f, g das skalare
Produkt (f, 9) = (P f, Pg), dh. P unitar sein. Ubrigens ist P
unter viel algemeineren Voraussetzungen, as wir sie hier gemacht
haben, ein linear-unitérer Operator.

In unserem Fall hat P noch die Eigenschaft

Prg = Pf.Py, (22)
wie ebenfals unmittelbar aus der Definition folgt. Diese Eigen-
schaft der P ist nicht so allgemeiner Natur, wie ihr linear-
unitirer Charakter.

4. Zumeist kann man die Gruppe einer Schrédingergleichung
auf allgemeine physikalische Grinde zurtckfihren.

Hat man ein System mit n Elektronen und bezeichnet die Ko-
ordinaten des k-ten Elektrons mit') , g, 2, S0 ist die Schrodinger-
gleichung invariant gegeniber folgenden beiden Arten von Trans-
formationen:

¥ = Zay| Yy = Yo i AT Ay
Xy = Tgy: Yy == Yays 7q = %:2 (A)
£, = »'Uan; Yp — yan; & = zdn ’
(» Vet auschung von Elektronen) WO 0y, Oy, . . ., &, €ine beliebige
Permutafion “der Zahlen "I;77277. ., nist. Es sind ja alle Elek-

tronen gleichberechtigt. Dasselbe gilt natirlich fur Protonen,
He-Kerne usw.

8 = By 0+ B v Hhiscs v = Byt oo ¥+ Pusti
By = 13119”2 + 8129 +ﬁ1339’ 7/2 = ﬂﬂ% +Bas ¥s + Bosts

........................

Tn = Byy Int+ By Yn+Brs 2ns ’/n-‘*ﬂztw + B850 YntPas 2ni

21 = B, % + Byayy + Bis 2y
23 = By %, + P309y + Pas#s

n = Bs1%n+ Bsy¥n+ Bys 2n

1) Wir haben also fortan 3 » Variable =z, yy, 21, Ty, ¥y, 23,
Yp 2, a Selle der N Varigblen g, @y, - .« x,.

(B)

Ty

8%
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(»Ausfiihrung_einer Drehung“), wo (B;x) eine reelle orthogonae
Matrix ist; (B) bedeutet ja nur einen Ubergang zu einem anderen
Achsenkreuz' und -~ solange wenigstens keine duf3eren elektrischen
oder magnetischen Felder da sind — sind ale Raumrichtungen
gleichberechtigt.

Weiter ist die Schrodingergleichung invariant gegeniber
Transformationen, die aus (A) und (B) zusammengesetzt sind. Die
Transformationen (A) bilden eine zur Gruppe der Vertauschungen
von 5 Dingen (symmetrische Gruppe), die von (B) der dreidimen-
sionalen Drehgruppe holomorphe Gruppe.

Operatoren, die=~ wie der H amiltonsche Operator im vorher
betrachteten Fall — invariant sind gegeniiber gewissen Trans-
formationen, nennt man héufig diesen Transformationen gegentiber
symmetrische Operatoren.

5. Die Feststellung, die uns zu (12) bzw. (16) gefuhrt hat,
war die, dal3 die Funktion P ¢ = as auch zum Eigenwert von
gehorig == ein konstantes Vielfaches von v sein muB.  Jetzt, wo
wir einen Eigenwert, zu dem | linear unabhangige Eigenfunktionen

Yy ¥y, . . +) Py gebdren, VoOr uns haben, kénnen wir nicht mehr so
schlieffen. Wir kdnnen nur sagen, dad die Pp ¢, Pr ¢y, . . ., Pr Yy
sich alle als Linearkombinationen der ,, ¥, . . . , ¥, schreiben

lassen : je de Eigenfuuktion zu diesem Eigenwert hat ja diese Eigen-
schaft. Die Koeffizienten bezeichnen wir mit D (R).., so dal}

PR"pv(zv Yo Byy o0y Ty Yo ‘en) = 2 D(R)xv wx(xp Yy Zpyevny Ty Yno 3”) (23)

x==1
wird'). Gehtrt 8 ebenfalls in die Gruppe der Schradingergleichung,
g0 ist auch
Ps ¥x = 2 D (S)x

und man erhdlt, wenn man in (23) die Variablen an beiden Seiten
der Transformation § unterwirft, auf beide Seiten Pg anwendet
(Pg ist linear, die D (R)., Konstanten !),

1 i
PsPgv, = PS 2 -D(R)wix == 2 D(R)xvpswx
! i - i ’l‘=l (24)
=2 DB 3 DEis = 23 DD Bvtn

1) Die Indizes % y stehen hier in dieser Reihenfolge, damit [vgl. (25)]
D (R) selber und nicht seine Transponierte D (R) eine Darstellung sai.
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Anderersgits ist Py Pg 9, = Pgz ¥,, ds0

PsPrd, - Psrv, = I_IED(SR)AHPM

und hieraus folgt durch Koeffizientenvergleich mit (24)
1
D(SRj = 2 D (S« D(R),.. (28)

Die aus den Koeffizienten von (23) gebildeten Z-dimensionalen
Matrizen D (R), die nach ('23) die Eigenfunktionen g, eines Eigen-
werts in die transformierten Eigenfunktionen Pz ¥, uberfuhren,
geniigen den Gleichungen D(S R) == D(S) D (R), sie bilden-eine
Darstellung der Gruppe der Transformationen, denen gegentber
H v = E g invariant ist. Die Dimension der Dastellung ist
gleich der Anzahl der linear unabhé'h_gigen, zu hdem b’fet_rﬂefjjegm{j:gl
Eigenwert gehdrigen Eigenfunktionen @, %, -+ - » %t

Welche Darstellung es ist, deren Koeffizienten' in (23) vor-
kommen, 188 sich mit Hilfe von algemeinen Uberlegungen ebenso-
wenig entscheiden, wie die Frage, ob in ( 12) das obere oder das
untere Vorzeichen gilt: (23) gibt ebenso ene Alternative (allerdings
unter mehreren Mdglichkeiten) wie (12). Fir verschiedene Eigen-
werte werden auch hier im allgemeinen verschiedene Falle der
Alternative  zutreffen.

Kombinieren wir noch (23) mit der Definitionsgleichung von Pg

Pry (@1, 91, 210 o) Tno Yno 5;;) = wv(xp Yo Z10 o) Ly Yo 2n)- (180)

Indem wir auf beide Seiten P}l = Pj-1 anwenden, erhalten wir
mit Hilfe von (23)

, r ’ t ’ r
Uy (%1, Y1y &1y -+ oy Ty Yy #n) = Ppa Y (Zyy Yy 2yy - - oy Ty Yns #n)

I
= 2 D(‘R_ l)xv Illx (mp 3/,, ‘617 oy Ty Yny zn)r

x=1

(26)

die Transformationsformel fir die 4. Sie verbindet die Werte
der Eigenfunktionen an gleichwertigen Stellen.

Die Gruppe, der gegeniber (1) invariant ist, bestent aus der Einheit
und der Vertauschung R von pund g Der Eigenwert war voraussefzungs-

gemaR einfach, wir muften also eine endimensionale Darstellung der
Spiegelungsgruppe erhalten. Da Pg der Einheitsoperator ist, ist

PEVJ:I,U:;-l“P,
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Der Einheit der Gruppe entspricht die Matrix (1). Weiter bedentet (12)

Ppy =¥ = +v=+1l.v (125)
Fiar einige Eigenwerte gilt das obere Vorzeichen, bei diesen entsprich
auch dem Element R der Vertauschung der beiden Teilchen die Ma mx (1)
bei anderen Eigenwerten gilt das untere Vorzeighen, bei diesen entsprichg
dem Gruppenelement R die Matrix (- 1). Wir erhalten also zwe; €in-
dimensionale Darstellungen der symmetrischen Gruppe von zwei Elementen:
die eine ist durch die Zuordnung D (E) = (1), D{(R) = (1), die apgere
durch die Zuordnung D (E) == (1), D (B) = (— 1) gegeben.

@W enn Man zu einer anderen Wahl der linear unabh#ngigen
Eigenfunktionen Ubergeht und an Stelle der ¥, ¥, .

' ! t Y wl aus
den ¢y Py, ..y Wy

I
’w," = 2 Ay P, (27)

r=1
ausgeht, so erhdlt man in (23) auch eine andere Darstellung der

Gruppe der operatoren P, und es fragt sich, wie sich diese beiden
Darstellungen zueinander verhalten.

=S sl P = Zﬂlx 11)5, (28)

B die zu a reziproke Matrix. Dann ist wegen der Linearitst
von Py

PR '4’[’4 == 2 awt Pzz% — 2 2 aqu(R)xw ‘d’x
=22§a,,.1)(3>” ﬁlxwi=§(SﬁuD(R)naw) Wi

Die Matrix D (R), die die ' in die Py y' Uberfiihrt, entsteht aus
D (B) durch Ahnlichkeitstransformatior mit g

D(R) = o' D (R)a. (30)

Durch eine andere Wahl der linear unabhéangigen Eigenfunktionen,
die zu einem bestimmten Eigenwert gehdren, erleidet die zugehdorige
Darstellung nur eine Ahnlichkeitstransformation : zujedem Eig en-

wert gehort eine bis auf eine Ahnlichkeitstransformation
eindeutig bestimmte Darstellung der Gruppe der Schri-
dingergleichung.

Wollen wir demnach solche Eigenfunktionen haben, die sich
nicht nach D(R), sondern nach einer ihr #quivalenten Darstellung
transformieren, so miissen wir durch digjenige Matrix peue Linear-
kombinationen der Eigenfunktionen bilden, durch welche die Dar-
stellung in die gewiinschte Form (bergeht,

(29)
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Die bis auf eine Ahnlichkeitstransformation eindeutig be-
stimmte Darstellung bildet das qualitative Merkmal, durch das
sich die verschiedenen Termarten unterscheiden. Es wird zu
Singulett-S-Termen eine andere Darstellung gehéren, als etwa ‘zu
Triplett-P-Termen oder auch zu Singulett-D-Termen, wéahrend alle
Darstellungen — die zu Singulett - S-Termen gehéren — aquivalent,
d. h. da sie wegen der willkUrlichen Wahlbarkeit der linear unab-
héangigen Eigenfunktionen nur bis auf eine Ahnlichkeitstransformation
bestimmt sind, einander gleich sind. Diese Darstellungen werden
praktisch immer irreduzibel sein, was die Wichtigkeit der irre-
duziblen Darstellungen erkléart.

7. Sind die 1-Eigenfunktionen ¢, ¢, . . ., y; des Eigen-

wertsE - - was wir immer annehmen ~wollen” = paarw/we
orthogonal: (i, ¥,) = 08, so hat auch die zugehdrige

s

Darstellung die unitire Form "Aus dem unitaren Charakter
des Operators Pg folgt namlich, daR auch die !-Funktionen Pzt Yy
PR%, ..., Pr ¥ paarweise orthogonal sind:

(Pme PR’L“)’) = (P, ¥) = vay (31)
oder mit Hilfe von (23):

0,y = (PR Yy Pz P,) = (ED(R)F.x ¥z 2 D(R)pv'l’y)
= 2 2 DR} DRy, (V3 ¥) = ZD(R)zx D(R),,, | (32)

1 = D(R)} D(R),
d. h. D(R) ist eine unitdre Matrix !). Demzufolge gelten fur die
D(B), wenn sie schon irreduzible Darstellungen sind, die Ortho-
gonalitatsrelationen des IX. Kapitels ohne weiteres.
Die Gleichung (26) 183t sich nunmehr auch
¢V(xll’ yl’.’ Zl’! ey :rﬂ’Y %:a z!;)
= 2 DBV Px (Ty) 41y 2y 0oy By Yy Zu) (268.)

= 2 D(R):x U (T Yy 215 . . o1 Ty Yo 2y)
X

schreiben.  Auch sehen wir, da3 fur uns nur Darstellnngen mit
Matrizen mit nichtverschwindender Determinante in Frage kommen.

1) Da die Eigenfunktionen immer paarweise orthogonal  gewahlt
werden kénnen, ist dies ein besonders einfacher Beweis fur die Unitarisier-
barkeit der Darstellungen.
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Wir wollen noch einige algebraische Betrachtungen an die
Resultate des vorangehenden Kapitels knipfen. Zundchst seien
einige rein mathematische Sétze zusammengestel|t.

1. Es sei P (R) eine irreduzible unitire Darstellung der
Dimension 7; der Gruppe der Operatoren Pg, und 9, fP, . . ., f}y)
solche I; Funktionen, fur die

Pef® = ED‘”(R)z P w=12..,7 (1)

fur ale P gilt. Wir nennen eine Funktion f‘j) zu der sich solche
l; — | Funktionen £, £, ..., f@ , f |, f‘,;’ , ,Partner®
finden lassen, dal fur ihre Gesamtheit (1) gllt zur x-Zeile der
irreduziblen Darstellung DU’ (R) gehorig. Diese Aussage ist nur
sinnvoll, wenn die Darstellung DY (R) ganz (nicht nur bis auf eine
Ahnlichkeitstransformation) vorgegeben ist.

Aus (1) folgt fir p = %, wenn man mit DU (R)} ,» multipli-
ziert und Uber die ganze Gruppe summiert (bzw. bel kontinuier-
lichen Gruppen integriert),

2 D (R)} ¢ Pr P = 2 2 DY >(R);: o DD (B2 [P

2
2 6”: 641' axx'f( — 7 6“’63“:’ f(’

2 Do (R):,, PRf ”_ @ LED g

1 ,.,-—-——-w-w ————— .

fiir jede Funktion gilt, dle zur x-Zelle der irreduziblen Dar-
stellung DY (R) gehort.  Umgekehrt kann man auch zu jedem £
fir das (3) gilt, solche @, fip, ..., fP ., f9 . f‘f’ Partner
zuordnen, dal3 fir ihre Gesamtheit (1) gelten soII (3) ist dle not-

wendige und hinreichende Bedingung dafiir, da fy zur
n-Zeile der 1rreduz1blen Darstellung D(J) (_R) gehoa‘e

Partner hat, diese duréh
0 i;}g DY ()}, PsfP (3a)
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gegeben sind, dies sei also die Definition von f@, .. ., D, fi’lu
. ., {9 AuBerdem soll aber (3a) voraussetzungsgemiB auch fir x = 2
gelterJ1 es gilt also fiir alle fi”. Wir wollen jetzt zeigen, daB fiir
diese f(J) auch (1) gilt. zv diesem Zwecke setzen wir fur die f;‘J) f(j)
in (1) d|e rechten Seiten von (3 a) ein, die Gltigkeit vou (1) |st
dann gleichbedeutend mit der Glltigkeit von

' . 1 .
Pr S D9 (9inPsf? =T D@} Z DS P

Dies ISt aber eine ldentitdt, wie man sofort einsieht, wenn man auf
beide Seiten P r-1 anwendet und D@ ( R),, — DW (R—1)%; einsetzt.
Wegen der Darstellungseigenschaft der D ergibt sich dann

S D9 ()t Psfd = 2 2 Pr-1 Ps DD (R, DO (S), 9

- 2 PR 15 D9 (R-x S)nx fm

Jetzt steht auf beiden Se|ten dasselbe, weil man die Summation
rechts iiber B— 1 S statt Uber § erstrecken darf: zu einem f‘” das
(3) befriedigt, konnten wir in der Tat in (3a) ! Partner_definieren,

9. Eine Llnea,rkombmatlon"u:" £ bg(ﬁ von Funktionen fm
und ¢ die zur x-Zeile der Dastellung D@ gehodren, hat wieder
diese Eigenschaft. Es folgt dies einfach aus der Linearitét von (3)
oder aus der Definition (1).

3. $|nd D (R) D(QGL\Z .., D© (R) die samtlichen irre-
duziblen Darstellungen der ruppe der Operatoren PR, 50 laBt s1ch

eine Summie zerlegen R
c lj {
HzEZWJ @)
H =1 %=1 4
daR £ zur x-Zeile der Darstellung DGS"(R) gehore.
Zum Beweise betrachten wir die h Funktionen F = Py F, P a,F
P4, F, ..., P4, F, die entstehen, wenn man auf F die h Operatlonen
der G"“PPe der Pp anwendet. Sollten diese Funktionen vonein-
ander nicht linear unabhéngig sein, so lassen wir so viele weg, dal}
unter den tibriggebliebenen F, F, , . . ., F} keine linearen Beziehungen

mehr bestehen sollen. Djese h' Funktionen spannen eine Darstellung
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der Gruppe der Px auf. Wenden wir ndmlich auf diese Funktionen
einen der Operatoren P an, so lassen sich die entstehenden Funk-
tionen durchdie F, F,, . . ., Fy linear ausdricken. Sei z. B. Fy =Pr F
80 ist P PrF = Pgr F also entweder schon selber eines der F;
oder doch durch diese linear ausdriickbar:
’l'

PeFi = A ®u I (5)
Die Matrizen 4 (R) bilden nun eine Darstellung der Gruppe der Pg.
Dies entspricht genau der Darstellungseigenschaft der Eigen
funktionen des vorangehenden Kapitels, esist

> 4 (SB),.F, = Psg F,=Ps Px F, = Ps 2 4(R), F;
n ]
= Ei S AR 4(S)ni F,
n
also wegen der linearen Unabhangigkeit
AB.AR=A(SR.

Diese Methode der Erzeugung von Dardellungen wird z, B. auch bei
der expliziten Erzeugung irredndbler Darstellungen der symmetrischen
Gruppen gne wichtige Rolle spielen. Durch besondere Wahl der urspriing-

n_Funktion ¥ kann man nidmlich sehr v1elerle1 Darstellungen erhalten
die gur Bestimmung von irreduziblen “dienén werden.

Ist die Darstellung in (5) noch nicht irreduzibel, so kann man
sie doch mit einer Ahnlichkeitstransformation ausreduzieren, d. h.
die Matrizen A (R) dle gleichzeitig in die Form

DR 0 ...
0 D@f(R)...):a*‘A(R)a *)

bringen, wo die D adle unitire 1rredu1,1rble Darstellungen sind.

Nach 6, Kap. X| kann man aus den’ ‘7" mit *Hilfe von & solche
Linearkombinationen® bilden, die sich bei der Anwendung der Pg
nach (¥) transformieren, also zu den verschiedenen Zeilen der irredu-
ziblen Darstellungen D®, D®, . . . gehdren. Da @ keine singulére
Matrix ist, kann man umgekehrt mit Hilfe dieser Linearkombi-
nationen die F,, insbesondere auch F linear ausdriicken. Damit ist
die Mdglichkeit der Summendarstellung (4) der belleblgen Funk-
tion F bewiesen. v

Tk : Ji "yﬁ’

Jub?“ ﬂl ’_)

-}h‘gﬁ*f
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Um in (4) noch die 7 explizite zu berechnen, wenden wir
darauf Py an, multiplizieren mit D) (R)%, uud summieren Uber
alle R. Wir erhaten

S DORLPrF=> 2 DY (B Prf =
R I xl

das letzte wegen (2).
Diese Gleichung zeigt, daf ; DY (B);, Pr F bei g an z

**** i € i

Z"ﬂ(j}x' (6)

]

beliebigem F zur x-Zeile der-,Darstellung D% (R) gehort,

eine Tatsache, die man mit Hilfe von (3) auch direkt verifizieren kann.
Es ist ja, wenn man SR = T setzt und anstatt Gber S Uber T

summiert,

SDo©nPs (S DO Ry P F) = rgm)(m« N2, Pp DO (B)LLF,

= S DI DI B DO B Pl = - (2 DOIDEPF),

da man die Summation uber R nach (31 a), Kau gPIX ausfuhren kann
Die Identitét

F=2>2 2 E{D‘J')(R);‘. PR F (63)
7 x R

zeigt, da F ganz beliebig sein kann und mit den P, F in keinerlei
Zusammenhang stehen mus, dal

Coa L =1 liwR=E
2 E }{ D(J)(R):"{ — 0 sonst
=1x=1
ist. FUr R = E lautet dies, da 1)03(E),, x = 1ist,
SR
2 2 =21
Jj=1 x—-l =1

d. h. die Summe der Quadrate der Dimensiomen aller irreduziblen Darstellungen
ist gleich der Ordnung der dargestellten Gruppe.

4. Zwei Funktionen, die zu verschiedenen irreduziblen Dar-
stellungen gehoren, oder zwar zu derselben Darstellung, aher zu
verschiedenen Zeilen, sind orthogonal. Zu £ wie auch zu ¢%” kann
man definitionsgemiB solche £, fi7, £, . .. bzw. g9, 9§, ", . . .
finden, dar)

Pef’ = SDO@®LA,  Prgl’ = DO Bw o’
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sei. Da Py unitér ist, gilt
P 49 =(Prf,Pr gl

” 7
= ; ;} DR DD Ry (£, 937). @

Summieren wir diese Gleichung Uber alle Operationen Pr der
Gruppe, so ergibt sich !
WP, ) =1 8y e (P, o) ®
§ i
Daraus folgt erstens der vorher ausgesprochene fundamentale Satz,
daB (¥, ¢4°) fur j+j oder x5~ x verschwindet, und zweitens,
da8(f!?, ¢&) unabhangig von y fur alle Partner gleich ist.

5. Schon im vorangehendem Kapitel haben wir von den Py
gegenuber symmetrischen Operatoren gesprochen. So war der
Hamiltonsche Operator H§ den Operationen (A) und (B) gegen-
Uber symmetrisch. Dies bedeutet so viel, daf3 Pg in der Funktion,
auf die es angewendet wird, nur golche Verénderungen hervorruft,
die vom Standpunkt des H irrelevant sind (sie vertauscht etwa
die Rollen zweier Elektronen).

Wir wollen hier diesen Begriff etwas genauer préazisieren.
Die Operatoren, die wir als symmetrische bezeichnen, sind immer
hermiteische, sie sind physikalischen Gréfken (z. B. Energie) zu-
geora’net. Die Ppg, denen gegenlber ein Operator symmetrisch
sein kann, sind zwar selber auch Operatoren, aber unitére, die nicht
physikalischen Grofen zugeordnet sind, sondern eine Wellenfunktion,
einen Zustand in einen anderen Uberfihren. Mau nennt § sym-
metrisch, wenn sich ihm gegentber ale Py ¢ ebenso wie ¢ ver-
halten. (Wir werden sogleich sehen, dald sich dieser Begriff mit
dem des vorangehenden Kapitels deckt.)

Ist § ein den Pp gegeniiber symmetrischer Operator und
eine seiner Eigenfunktionen § ¢ — s ¢, so bedeutet dies, daf3 im
Zustand 4 die Messung der Grofe, zu der § zugeordnet ist, mit
Sicherheit den Wert s ergibt. Dies muf dann auch fir Py ¢ gelten,
d. h. diese muR3 auch eine zum Eigenwert s gehoérige Eigenfunktion
von § sein.

Aus Sy = sy folgt durch beiderseitige Anwendung von Pp,
daBR PgS ¢ = Pgsy = sPgt. Da auch SPpv = sPr v gilt,
ist auch PRSv = SPrv, und diese Gleichung gilt fir jede
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Eigenfunktion von §, da der Eigenwert darin nicht mehr enthalten
ist. Da sie linear ist, gilt sie fur jede Linearkombination der
Eigenfunktionen, also fur jede Funktion Uberhaupt. Daraus folgt
aber PR § = 8§ Py: ein in bezug auf die Py symmetrischer
Operator ist mit allen Pz vertauschbar, es ist gleichgiiltig,
ob man auf eine Funktion zuerst das Pz und dann das § oder
umgekehrt anwendet (,S ist dem Pj gegeniiber invariant“),

Wendet man auf (1) S an, so sieht man, daR auch § £& zur
x-Zeile von DWW gehort, wenn dies fiir /f,j) gilt. Daraus folgt nach
(8), dab , .

(2, s 88") = 8;7 04w (12, S ¢ (8a)

far j % 4 oder % * %' verschwindet und fir J =1 x =« von
X unabhéngig ist.

Obwohl diese Gesetze recht dlgemeiner Natur sind, sind sie doch
nur fir die einfachsten Gruppen von Operaioren algemein  bekannt. Eine
Gruppe, fir die diese Gesetze geldufig sind, besteht aus dem Einheits-
operator PE und dem von (15) des vorangehenden Kapitels

Ppf(@) = f(—a)
Es ist P} = P,, die Gruppe P, Py ist die Spiegelungsgruppe. Sie hat
zwel  irreduzible Darstellungen, beide sind eindimensiona:
DW(E) = (1), DR) = (1) und D?E) =), D® R = ( 1)
Fur  Funktionen, die zur ersten Darstellung (sie hat nur eine Zeile) ge-
horen, lautet (1)
Pr fO() = f0 ( @) = 1. fO (),

se sind die geraden Funktionen von g, Fur Funktionen, die zur zweiten
Darstellung gehdren, ist (1)

Py f® (@) = fO)(— 2) = = 1 {0 (a),
des sind die ungeraden Funktionen. Die Gleichung (3) lautet fur f() (x)

D (E) Py f@) (x) + DO (R) Py fO (2) = 1 /D (@) + 1 f® (-a) = ~21— f® () e
und fiir £(2 ()
D) (E) Py f® (x) + DO(R) Py, f@(x) = 1 f@(x) - 11O () = % @ (x),

und umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, dal3 f(1)(x) gerade und f@(x)
ungerade ist. DalR . sich jede Funktion in einen geraden und einen un-
geraden Teil zerlegen 183, ist eine bekannte Tatsache, ebensowie dal jede
, gerade Funktion auf /j_e\de ungerade orthogonal steht. o

N e T e e e TN
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6. Bisher haben wir die Darstellungen irgendwie willkiirlich
bestimmt annehmen misseu und eine Funktion, die zur x-Zeile
einer irreduziblen Darstellung gehort, gehort nicht mehr zur x-Zeile
einer siquivalenten Darstellung.

Unabhangig von dieser speziellen Festlegung der Darstellung
sind die nun folgenden Sétze.

Nach (2) gilt fir jede Funktion 7, die zur 4 - Zeile der irre-
duziblen Dagelng D® (R)  gehort,

h .
S DO®NPf = 7 0afd, (20)
R J
was Uber 4 von 1 bis !; summiert

) b
=19 RFPef) =117 €
ey P
(firx = 1,2, ..., 1)

ergibt. Da in (9) x nicht mehr vorkommt, gentgen ihm ale
Funktionen, die zu einer beliebigen Zeile der Darstellung DX (R)
gehoren, und auch beliebige Linearkombinationen solcher Funktionen.
Man sagt von einer Funktion, die (9) befriedigt, sie gehtre zur
Darstellung IXf (R). Diese Tatsache ist — wie der Charakter —
unabhingig von der speziellen Form der Darstellung. Umgekehrt
ist jede Funktion, die (9) genlgt, eine Linearkombination von
Funktionen, die je zu einer Zeile der Darstellung D (R) gehoren.
Nach (9) ist namlich

.;ifu) — 2%"’(3)*‘ Ppf = 212 DY (R P F9. (10
i R R

Jede Funktion der Gestalt > D@ (R); Pg F gehort aber nach 3
3

zur A-Zeile der Darstellung DY (R).

Daraus folgt auch, daf3 Funktionen, die zu nichtaquivalenten
irreduziblen Darstellungen gehoren, orthogonal zueinander sind.
Weiter 146t sich jede Funktion F in €ine Summe

Fzéf(ﬁ) (11)

Jj=1
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zerlegen, wo fU zur Darstellung D@ (R) gehért: man braucht
dazu ja nur die Gleichung (4)

c
F=>f0 l
j=1

Y (42)

—_ ()

f& = 21 f

n=
umzuschreiben.

Die Funktionen, die zu einer bestimmten irreduziblen Dar-
stellung gehoren, haben also ganz analoge Eigenschaften, wie die
zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehoérenden: eine
Linearkombination von Funktionen irgendeiner Art ist wieder eine
Funktion dieser Art, man kann jede beliebige Funktion als eine
Summe von Funktionen je einer Art schreiben, zwei Funktionen
verschiedener Art sind jeweils orthogonal aufeinander, ein Operator S,
der den P gegeniiber invariant ist, fihrt eine Funktion einer Art
in eine andere Funktion derselben Art Uber.

Die hier besprochenen allgemeinen S&tze iber Funktionen kann man
0 zusammenfassen, da3 Man sagt, Funktionen verschiedener  Art  (sowohl
im ersten wie im zweiten Sinne) gehdren zu verschiedenen Eigenwerten
eines hermiteischen Operators, der ~— wie adle P und ihre Fnoktioneu e
mit dlen invarianten Operatoren § vertauschbar ist.

Der Operator ij, der F in

0, F= ; D (R):, P, F (12)
bzw. im zweiten Fal in
0;F = %xm (R*PLF (128)

Uberfahrt, hat die beiden Eigenwerte 0 und h/lj. Zum letzteren Eigen-

wert gehoren alle Funktionen, die zur x-Zeile der Darstellung DU’(R)
bzw. einfach zu dieser Darstellung gehdren. Zum Eigenwerte O dagegen
gehoren digjenigen Funktionen, die zu anderen Darstellungen gehoren,
bzw. bei (12) auch die, die zu anderen Zeilen (nicht zar x-Zeile) von
DY (R) genoren.

Die soeben besprochenen Satze sind dann nichts anderes als die
Orthogonalitdts- und  Vollstandigkeitsrelationen  der  Eigenfunk-
tionen der Operatoren (12), (12 a). Das Besondere gegeniber den gewdhn-
lichen hermiteischen Operatoren besteht lediglich darin, daR (12), (12a)
unendlich vielfach entartete Operatoren sind, da zu beiden Eigen-'
werten unendlich viele linear unabhdngige Eigenfunktionen —gehdren.
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7. Kehren wir jetzt wieder zu der Schrdédingergleichung
Hvy = E v zurlick! Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, da8
zu jedem Eigenwert von H eine bis auf eine Ahnlichkeitstrans-
formation eindeutig bestimmte Darstellung der Gruppe der Py
gehort. Andererseits wissen wir auch, dal3 wir iiber diese Ahnlich-
keitstransformation ganz frei verfigen dirfen: dies bedeutet nur
eine Festlegung der Linearkombinationen der Eigenfunktionen, die
wir benutzen wollen.

Es bietet vielfach Vorteile, die Darstellungen der einzelnen
Eigenwerte, sofern sie nicht schon irreduzibel sind, in ausredu-
zierter Form anzunehmen

DY (R) 0. .. 0
s (= 0 D@ D) (13)
0 0 ...DO®R)
Yierin Sind die DO (R), D® (R), ..., D®(R) lauter irreduzible

(nicht notwendig voneinander verschiedene) Darstellungen, die
s irreduziblen Bestandteile von 4 (R), ihre Dimensionen seien der
Reihe nach 1,1, ..., . Die dieser Form der Darstellung des be-
trachteten Eigenwerts entsprechenden Linearkombinationen der
Eigenf unktionen bezeichnen wir mit

o, 9P, .., 1{;{1}), VP, PP, .. ¢§:, X 1 L ;bg’:)
Schreiben wir jetzt fir diesen Eigenwert die Gleichung (23) des
vorangehenden Kapitels auf, so ergibt sich 37/4

P = 3 DO (B)e 9. (14)

[Wegen der Nullen in (13) kénnen die Pz ¢ schon als Linear-
kombinationen der wff) mit demselben oberen Index ausgedriickt
werden.] Die Eigenfunktion ¢{ gehort zur x-Zeile der
Darstellung D@ und ihre Partner sind @, v§, . . ., 1p5_ﬂ.

Die Gestalt der Transformationsformel (14) legt es nahe, dén
Eigenwert von (13) as zuféllig zusammenfallende s-Eigenwerte

anzusehen.  Zum ersten Eigenwert gehtren ¢(11), PP, g, Zum
. 1
zweiten ¥, y@, .. ., ¢ und zum letzten schiieBlich die Eigen-
2
funktionen 9@, 9@, ., ., ¢§:’- Zu jedem dieser Eigenwerte gehort

eine irreduzible Darstellung. Fithren wir diese Bezeichnungs-
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weise konsequent fur das ganze Eigenwertspektrum durch, so er-
reichen wir erstens, dald zu jedem Eigenwert eine irreduzible
Darstellung zugeordnet ist, und zweitens, dal} jede Eigen-
funktion zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehort, ihre Partner sind die anderen zu diesem Eigen-
wert gehoérigen Eigenfunktionen.

Im algemeinen wird dieselbe Darstellung sehr vielen Eigen-
werten gemeinsam sein.  Wir konnen daher eine weitere Verein-
heitlichung der Transformationsformeln erzielen, indem wir die
Dargtellungen fir alle Terme, denen sie gemeinsam sind, in der-
selben Form annehmen.

Dal zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen, namlich
dle Partner -voneinander gehdren, wird as ,,normale Entartung*
bezeichnet. ~ Wenn auf?erdem noch mehrere Eigenwefte zusammen-
falen, wie das im Eigenwert von (13) der Fall war, so spricht
man‘ von einer zufalligen Entartung. Es wird immer an-
genommen, daR diese eine sehr seltene Erscheinung ist und fiir die
wirkliche Schrédingergleichung, von einzelnen Ausnahmefillen gb-
gesehen, nicht vorkommt.

8. Wir wollen jetzt, um mit den soeben gewonnenen Begriffen
vertrauter zu werden, mit ihrer Hilfe einige Betrachtungen Uber
die Rayleigh-Schrodingersche Storungstheorie anstellen.  Wir
gehen zuerst von einem Eigenwert E eines ,ungestorten® Problems
aus, der keine zufdllige Entartung zeigt. Die zugehdrige Dar-
stellung der Gruppe der Schrodingergleichung ist dann irreduzibel
und die Eigenfunktionen +pgz,, ¥ge, - - - » Pg ; 9ehdren zu den
verschiedenen Zeilen dieser irreduziblen Darstellung. Wir fligen
zu dem urspriinglichen Hamil t o n schen Operator H eine ,sym-
metrische Stérung“ 1 V zu, die so beschaffen ist, da3 sie die Sym-
metriegruppe von H nicht stort, d. h. selber ein symmetrischer
Operator im Sinne dieses Kapitels ist. Um die Sakulargleichung
fir die erste Ndherung 4 E der Zusatzenergie aufzustellen, miissen
wir die Matrixelemente (¢g,, V %¥E«) berechneén. Nach (8a) sind
diese aber fur x # x dle Null, fir x = «' ale einander gleich,
etwa ¥g, SO dal’ die S&kulargleichung die Form

AUE—AE 0 e 0
0 0 ... Avg—AE

W igner, Gruppentheorie 9
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und die I-fache Wurzel Avy hat. Der Eigenwert spaltet also in
erster Naherung nicht auf. Aber auch in beliebig hoher Naherung
kann er nicht aufspalten, da bei einer Aufspaltung in etwa zwei
Eigenwerte E, und E, mit I, und 1, Eigenfunktionen (I, + 1, == 7)
die 7, Eigenfunktionen von E, sich bei der Anwendung der P
unter sich transformieren muften und ihnen eine Darstellung der
Dimension 1, zugeordnet sein mufite. Diese Darstellung kann aber
wegen 1, < 1 die urspringliche irreduzible Darstellung des un-
gestorten Eigenwerts nicht enthalten und so miiften die I, Eigen-
funktionen von E, auf -samtliche Eigenfunktionen von E orthogonal
sein und konnten aus ihnen oder ihren Linearkombinationen nicht
stetig  hervorgehen.

LinEigenwertmit einer irreduziblen Darstellungkann

bei e¢iner ,symmetrischen Storunq " nicht aufspalten_und
behalt seine Darstellung bei

9. Betrachten wir jetzt einen Eigenwert, zu dem eine Darstellung
d(R), die D (R), D®(R), . . . der Reihe nach a,, a,, . . -mad
enthalten soll, gehort. Im Sinne der Ausfiihrungen in 7. konnen
wir auch sagen, dal3 g, Eigenwerte mit der Darstellung D®(R)
mit g, Eigenwerten mit der Darstellung D®(R) usw. zufallig zu-
sammenfallen. Lassen wir jetzt die symmetrische Stérung ) V ein-
wirken, so wird sich hieran héchstens das éndern, d-al3 diese Eigen-
werte nicht mehr zusammenfallen werden. Es werden aber auch
nach der Storung a, Eigenwerte mit der Darstellung D®(R),
a, mit der Darstellung D® (R) usw. vorhanden sein, diese
a, @ . Eigenwerte werden nur im algemeinen ale ver-
schieden groR sein. Dal3 auch nach der Stérung genau g,
Eigenwerte mit der Darstellung D (R) vorhanden sein miissen,
ergibt sich daraus, daf3 sich die Anzahl @, 7, der Eigenfunktionen,
die zu der Darstellung DW(R) gehoren, nicht dndern darf. Eine
Anderung dieser Zahl wirde ja bedeuten, da3 Eigenfunktionen ihre
Zugehdrigkeit zu einer irreduziblen Darstellung geéndert haben,
was aber — wie wir soeben gesehen haben — nicht stetig erfolgen
konnte.

In 8. haben wir einen Eigenwert mit einer irreduziblen Dar-
stellung betrachtet. Obwohl zu ihm | Eigenfunktionen gehdrten,
konnte er bei einer symmetrischen Stérung nicht aufspalten. Dies
rechtfertigt den Namen ,,natlrliche Entartung” fir das Zugehdren
der | linear unabhangigen Eigenfunktionen zu einem Eigenwert.
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Vom soeben betrachteten Eigenwert mit ejper nicht irre-
duziblen Darstellung sagten wir, dal3 er eigentlich aus a, Eigen-
werten der Darstellung DDW(R), a, Eigenwerten der Darstellung
D®(R) usw. besteht. Das Zusammenfalen dieser a, + a4 + .+ .
Eigenwerte nannten wir eine zuféllige Entartung, weil ihr Vor-
handensein bel Abwesenheit der St6rung quas enem Zufdl zu-
zuschreiben ist.

10. DaR von den Eigenfunktionen von H 4 A V angenommen
werden kann, dald sie zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehdren, gilt nicht nur fir die exakten Eigenfunktionen, sondern
auch von alen sukzessven Néherungen des Stérungsverfahrens.
Zunéchst gilt es zwar nur fir die exakten Eigenfunktionen, fir
die gesamte Potenzrethe nach % fir diese. Da es aber fur die ge
samte Potenzreihe bei jedem beliebigen Wert von } gilt, gilt es
auch fur dle ihre Glieder separat.

Insbesondere konnen die ,richtigen Linearkombinationen ¢, die
este Néherung fir die Eigenfuuktionen eines bestimmten Eigen-
werts E so angenommen werden, daR sie aus lauter solchen Eigen-
funktionen von E zusammengesetzt sind, die ale zu derselben Zeile
dersdlben irreduziblen Darstellung gehdren. Enthdt die Darstellung
von E eine bestimmte irreduzible Darstellung DW" (R) nur einmal,
so hat E nur ene einzige Eigenfunktion 37, die zu einer, etwa

®
der x-Zeile von D(j'J(R) gehdrt, und w},’q) ist dann schon eine
der ,,richtigen Linearkombinationen”. De zugehdrige
Eigenwert ist
(", (H + 1 V) %)
Enthdt die Daselung von E die irreduzible Darstellung
D (R) mehrmals, etwa a;mal, so hat E auch a; Eigenfunktionen,

9wl ' die zu dersdben x-Zeile von @ (R) gehoren.

X1 ¥e2r s -0 xan

Die richtigen Linearkombinationen sind dann Linearkombinationen
dieser @; Eigenfunktionen, die man alerdings ohne Rechnung nicht
mehr  bestimmen  kann.

Auf ale Fédle bleibt es aber vorteilhaft, von vornherein solche
Linearkombinationen wf,jz, der Eigenfunktionen von E zu benutzen,
die zu einer Zele einer irreduziblen Darstellung gehdren. Es ver-
schwindet némlich wegen (8a)

) 4" i
(d)x](n v wxe 9') —_— I/jx 0; jl x"gl g 5‘7 Pl 8,, P ngl
g
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fir § = §' oder x & x’, wodurch sich die Sakulargleichung von E
|Vixeiywe —4EL| = 0

wesentlich vereinfacht: sie zerféllt, wie es sich bei néherem Zu-
sehen zeigt, in lauter kleine sogenannte irreduzible Sékular-
gleichungen, deren Dimensionen die Zahlen a sind, die angeben,
wie oft dieselbe irreduzible Darstellung in der Darstellung des
Eigenwerts E enthalten ist.

Auch in héheren Naherungen ist es bei einer symmetrischen
Stérung immer moglich, die Anderung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen mit der Darstellung D@ (R) mit Hilfe der Eigen-
werte und Eigenfunktionen dieser selben Darstellung allein zm
berechnen. Es genlgt sogar, die Eigenfunktionen, die zu einer
bestimmten, etwa der ersten Zeile dieser Darstellung gehoren,
alein zu betrachten. Nach (22), Kap. V, ist z. B. die zweite
Naherung ,

Fo=F Ve VOl

g+ E—E

Wenn nun «, zu einer von W verschiedenen Darstellung oder zu
einer anderen Zeile von DWW alsyy, gehort, verschwindet (¥, V k),
so dald diese Glieder einfach weggelassen werden konnen.

11. Ist die Stérung 4 V von H nicht invariant gegentiber der
ganzen Gruppe der P, sondern nur gegenuber einer Untergruppe,
so mufl man solche Eigenfunktionen einfiihren, die zu irreduziblen Dar-
stellungen dieser Untergruppe gehoren. Die Eigenfunktionen und
Eigenwerte von H seien schon so geordnet angenommen, daf3 ihnen
irreduzible Darstellungen der ganzen Gruppe der P zugeordnet
sind. Man kann dann die Matrizen, die den Elementen der
Untergruppe zugeordnet sind, als Darstellung dieser
Untergruppe auffassen. Es gilt = wie fur alle P, so auch
fur die Py der Untergruppe —

Prvd = ; DO (R)y 97

Die D@ (R) fur die R der Untergruppe sind aber nicht irreduzibel,
und um zu solchen Funktionen zu gelangen, die zu.irreduziblen
Darstellungen der Untergruppe gehdren, mufd man sie ausreduzieren.
Die Anzahl und Art der irreduziblen Bestandteile von
DO(R) als Darstellung der Untergruppe gibt uns Anzahl
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und Art der Eigenwerte an, in die der betrachtete Eigen-
wert aufspalten kann.

Wir sehen, dal fir die Charakteriserung der Eigenwerte der
Schrodingergleichung  die Kenntnis  der  irreduziblen  Darstellungen
der symmetrischen Gruppe von n Elementen und der dreidimensio-
nden Drehgruppe notwendig ist. Im folgenden werden wir uns
aso dieser Aufgabe zuwenden.

12. In diesem ganzen Kapited wurde von den Operatoren PR nur die

Tatsache, da3 sie eine Gruppe bilden, sowie ihr linear-unitérer Charakter
[nicht dagegen etwa (22) des vorangehenden Kapitels] vorausgesetzt.
AuRerdem wurde nur noch angenommen, da die PR Eigenfunktionen eines
bestimmten Eigenwerts von H in Eigenfunktionen desselben Eigenwerts
Gberfuhren. AUS diesen Voraussetzungen folgt schon die hier allein zu-
grunde gelegte Transformationsgleichung (23) Kap. XI und da die darin auf-
tretenden Koeffizienten eine Darstellung der Gruppe der Operatoren PE
bilden.

Dies wird hier deshalb ausdricklich bemerkt, weil es spater (bei
der Theorie des Drehelektrons) vorkommen wird, dafi fir die Operatoren,
die Eigenfunktionen in Eigenfunktionen uberfuhren (sie werden dort OR
genannt), erstens (22) nicht mehr gilt, und daR zweitens die Symmetrie:
gruppe 'des Konfigurationsraumes zu ihrer Gruppe nicht mehr holomorph,
sondern nur isomorph ist. Die Koeffizienten in (23) werden dann eine
Darstellung der Gruppe der Operatoren 0, und nicht der Symmetriegruppe
des  Konfigurationsraumes ~ bilden; ale anderen Séze dieses Kapiteds (z. B.
die Orthogonalitst der =zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen gehdrigen
Eigenfunktionen)  bleiben  aber  unveréndert.

XIll. Die symmetrische Gruppe

1. Die Elemente der symmetrischen Gruppe n-ten Grades sind
die Permutationen, die Vertauschungen von #% Dingen. lhre Ord-

12 .
nung ist ni  Man bezeichnet mit ( n) digenige Umord-
Oy Olg .. . Oy
nung, bel der 1 durch o, 2 durch Ogy - - - schliedich » durch g,
ersetzt wird. Mit <1 2. n) ist (kl hy oo k")wesensgleich,
aluﬂ... Oy, uk1“k2-~-06kn
da es ja auch jedes k in oy Uberfihrt. Dabei kann k, , kz’ A
eine beliebige Reihenfolge der Zahlen 1, 2, . . ., # sein. Unter
dem Yrodukt zweier Permutationen 4 — <12 SRR und
Oy O 10 23
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B — (ﬂl ; Z) verstent man das Nacheinanderausfithren der
y Bs - B
beiden: A fithrt k in o und B diesesin §,, Uber, so daB 4 B dask

in B Uberfihrt.  Die Transformationen (A) des elften Kapitels
bilden eine zur symmetrischen Gruppe n-ten Grades holomorphe

Gruppe, die Transformation (A) fuhrt den Punkt #,, «,, . . ., z, in
den Punkt s, %ay, . . . , %o, Uber und entspricht dabei der Permu-
tation A.

Man kann bekanntlich fur die Permutationen eine andere Be-
zeichnung einfahren, siein, Cykienauflgsen “. Ein Cyklus(r, 7y . . .7;)
ist eine Permutation, die jedes ihrer Elemente 7y durch das darauf-
folgende 7y, , ersetzt, nur das allerletzte Element des Cyklus, r;,
wird in das alererste, r,, Ubergefilhrt.  Der Cyklus (r, ry . . . 1;) ist

mit der Permutation (:1:2?) identisch. Er ist auch mit dem
Totg:---Ty
Cyklus (ry rg . . . 1y 1) Oder auch mit(ryr, . ., 1,7, 7,) gleichbedeutend.
Cyklen, die keine gemeinsamen Elemente enthalten, sind ver-
tauschbar,  Zum Beispidl it (135) (2467) —=(2467) (135
1352’ 467
51467 2)’

Eine Permutation in Cyklen auflosen bedeutet: sie als Produkt
lauter solcher elementenfremder vertauschbarer Cyklen schreiben.
Dabei ist die Reihenfolge der einzelnen Faktoren, der einzelnen
Cyklen, sowie das Anfangselement eines jeden Cyklus noch will-
kiirlich wahlbar. Man kann diese Auflésung in Cyklen ausfiihren,
indem man etwa mit dem Element 1 beginnt, danach dasjienige
Element setzt, in was 1 ubergefihrt wird, darauf folgt dasjenige,
in welches dieses Ubergefiihrt wird usw. So kemmt man schliefdlich
zu einem Element, das in die 1 Ubergefuhrt wird, dieses ist das
letzte Glied des ersten Cyklus. Hierauf geht man zu einem beliebigen
anderen Element Uber, das vom Cyklus noch nicht erfafdt wurde und
wiederholt damit dasselbe Verfahren. So fahrt man fort, bis die
ganze Permutation erschopft ist.

- : 123456).
Z. B. ist die Permutat % 0
Z ist die Permutation <3 4 %95 1) in Cyklen aufgel6st

(136)(24) (5) dgleich (36 1) (24) (5 oder auch (2 4) (5) (1 3 6),
da es auf die Reihenfolge der Cyklen nicht ankommt.
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Permutationen, die aus gleich vielen , gleich langen. Cyklen
bestehen, sind in derselben Klasse enthaten. In der Tat lassen
sich z.B. (n =" py)

R — (rlfr, Coee ‘r/(l) (TM+17'M+2 Ve r}‘z)- . ‘(T-“g—ll 1 r[lg)
und

S= (31 32 e S,u]) (SﬁllJrl S}l1+2 e s,uz) I (Su“v-1+1 v s.“g)
durch

_ <sls2 e Sy Sug b1 Sug k2 oSy o S 41 ...s,lg>

Ty T Tay b1 T2 T Ty e T
7-1 = (N7 T T Tup 2o Tug oo Tug_yb1--- "#9>
8y 8g v v Suy Sy 41 Sug b2 e Sug e Suggkr v s#g
ineinander transformieren: S =— T RT—!, und umgekehrt sind die
Cyklenlidngen einer Permutation, die aus R durch eine Transfor-
mation T' hervorgeht, wiederum i, , p, =y, g = fgs - - 1 flg = fho_y-

Wollen wir daher von zwei Permutationen entscheiden, ob sie
in derselben Klasse enthalten sind, so kdnnen wir in beiden den
(oder die) langsten Cyklen voranstellen, den zweitléangsten darauf
folgen lassen usw. und den kirzesten an die letzte Stelle setzen.
Sind dann die Langen der Cyklen 1, == u,, 4, == g, —
by == g — gy (it A, =4y 2> >l und A, +l—|— +l
= fg =n) N beiden Permutatlonen paarwelse glelch S0 gehoren
sie in dieselbe Klasse, sonst nicht. Die Anzahl der Klassen ist
also gleich der voneinander verschiedenen Cykleneinteilungen, der
Anzahl der Zahlensysteme 4, , 4,, - - -, Aoy die den Bedingungen
A =hy = .. = hound i + 4y ...+ 4, = ngenigen. Diese
Zahl, die Anzahl der moglichen Zerlegungen von g in positive ganz-
zahlige Summanden ohne Ruicksicht auf die Reihenfolge ), bezeichnet
man als  partitio numerorum von x. Nach Kap. IX ist die Anzahl
der voneinander verschiedenen irreduziblen Darstellungen gleich
der Zahl der Klassen, also der partitio numerorum von .

Z. B. hat die symmetrische Gruppe vierten Grades (der Ordnung 24)
funf verschiedene Klassen. Représentanten je einer Klasse sind z. B.

E=0 2O @ 12 @ 12 @4 (123 @ (1234.Se
mufl also auch funf irreduzible Darstellungen haben. Die symmetrische

Gruppe dritten Grades bat den drei Klassen F =— (1) @ @ ; 1 2 (3); £ =,

1) Es it fiur die Anzahl der Zahlensysteme ‘1 offenbar gleichglltig,
ob man die Rehenfolge der i unberiicksichtigt 1%, oder nur ene Reihen-
foge 4y = . . . = }'p in Betracht zieht.
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(1 2 3) entsprechend die schon 1m neunten Kapitel besprochenen drei  irre-
duziblen  Darstellungen.

Die Einsercyklen 183 man haufig weg und schreibt z. B. an
Stelle von (1 2) (3) (4) einfach (1 2).

2. Die einfachsten Permutationen sind ~— abgesehen von der
Einheit — digienigen, die nur je zwei Elemente vertauschen. Eine
solche Permutation — in Cyklen aufgelost kann man sie (kl)
schreiben — nennt man eine Transposition. Jede Permutation
146t sich als Produkt von geniigend vielen Transpositionen schreiben,
z. B. eine Permutation, die nur aus einem Cyklus besteht:

(g 0y o oo0). (&g o) (ot otg) + oo (0 e2)
und so auch das Produkt von mehreren Cyklen, also jede Permutation.

Der Begriff der geraden und ungeraden Permutation
spielt in der Determinantentheorie eine wichtige Rolle. Der Wert
einer Determinante

Oy G- laig
Ggp  Ggg ++1 B3y

On1 Qpg... Gpy
ist ja gleich der Summe der %! Produkte
‘ aik' = 28“‘1“2 coeaOay Oggy - Onays
WO &, 0t - . . 04, dle n! Permutationen der # Zahlen 1, 2, . . , » durch-
lauft und &g, 4, - - . o) Ol€ich + 1 oder ~ 1 ist, je nachdem (1 2o..m )
(@1 @ w 06 Uy - Oy,
eine gerade oder ungerade Permutation istes als. je nachdem
&g{lﬂit_‘gng‘gemden oder ungeraden Zahl von Transpositionen
geschrieben werden kann, (Man kann zwar eine Permutation in
mannigfach verschiedener Weise in Transpositionen zerlegen, aber
die Zerlegungen einer Permutation bestehen entweder alle aus einer
geraden oder alle aus einer ungeraden Anzahl von Transpositionen.)
Das Produkt zweier gerader Permutationen ist wieder eine
gerade Permutation, da man sie als Produkt von so vielen Trans-
positionen schreiben kann, wie die beiden Permutationen zusammen
enthalten.  Dije_geraden . Permutationen - bilden also. eine Unter-
_8ruppe die aternierende Gruppe. Der Index der alternierenden
Untergruppe ist 2, da eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den
ungeraden und geraden Permutationen — etwa durch Multiplikation
mit (12) « hergestellt werden kann.  Die, alternierende- Gruppe
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ist ein N o rm alteile r der symmetrischen.Gruppe, weil das konju-
gierte Element einer geraden Permutation P wieder eine gerade
Permutation S—1P§ ist, da es als Produkt von doppelt so viel
Transpositionen, wie S plus so viel Transpositionen wie P ge-
schrieben werden kann.

Den Cyklus (e, o oy - . . 1) = (0 o) (@, ) . . . (@;@2) kann
man als Produkt von } — 1 Transpositionen schreiben.  Eine
Permutation mit den Cyklenléngen

111 lgy v lg (mit }vl+ lg+ e lg ==n)

kann man also als Produkt von 4, — 1+ g == 1+ ...+ dg =1
Transpositionen schreiben : unter diesen Zahlen muf3 fur ale
Elemente der aternierenden Gruppe eine gerade Anzahl von un-
geraden Zahlen vorhanden sein, unter den 4, 4,, . . ., Ay also eine
gerade Anzahl von geraden Zahlen. Die Permutationen der alter-
nierenden Gruppe enthalten eine gerade Anzahl von geradzahligen
Cyklen (Zweiercyklen, Vierercyklen usw.).

Die Faktorgruppe der aternierenden Gruppe hat die Ordnung
zwei. Aus ihren beiden irreduziblen Darstellungen kann man zwei_
Darstellungen der ganzen symmetrischen Gruppe gewinnen, indem
mau entweder ihrer identischen Darstellung entsprechend sowohl
den Elementen der alternierenden Gruppe, wie auch den Elementen
der Nebengruppe die Matrix (1) zuordnet, oder indem man ihrer
Darstellung D(E) == (1); D(S) = (- 1) entsprechend den Ele-
menten der alternierenden Gruppe die Matrix (1), den Elementen
der Nebengruppe, den ungeraden Permutationen die Matrix (- 1)
zuordnet. Im ersten Fall erhalt man dieid ent i sc h e Darstellung
DOR) = (1), die zweite Darstellung nennt man die antisym-
metrische D®(R) = (g5). Diese beiden Darstellungen sind ein-
dimensional.

3. Alle anderen Darstellungen der symmetrischen Gruppe
sind mehrdimensional. In einer eindimensionalen Darstellung kann
namlich etwa der Transposition (12) nur entweder die Matrix (1)
oder die Matrix (- 1) entsprechen, da das Quadrat dieser Matrix
die Einheitsmatrix (1) sein muB. Im ersten Fal muR aber jeder
Transposition (1), im zweiten Fall jeder Transposition (- 1) durch
die Darstellung zugeordnet sein, weil alle Transpositionen in der-
selben Klasse sind und in jeder Darstellung alle denselben Charakter
haben missen. Die Matrizen, die den Transpositionen entsprechen,
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bestimmen aber ihrerseits die ganze Darstellung, weil sich ale
Gruppenelemente als Produkte von Transpositionen schreiben lassen.
Man erhdlt daher im ersten Fal die identische, im zweiten die
antisymmetrische Darstellung.

Die Abelsche Faktorgruppe der alternierenden Gruppe stellt
einen sehr wichtigen Zusammenhang zwischen je zwei irreduziblen
Darstellungen her. Betrachten wir eine irreduzible Darstellung
D®(R), so kann man aus ihr eine weitere, die assoziierte Dar-
stellung D®(R) bilden, indem man alle Matrizen, die zu --den
Elementeq_der alternierenden Gruppe zugeordnet —sind, ungeandert
1aBt, alle anderen aber mit — I miltipliziert. ~Die so erhaltenen
Matrizen bilden auch” eine Darstellung der Gruppe, wie man sich
leicht tiberzeugt, da D% (R) eigentlich das direkte Produkt von

D®(R) mit DO(R), der antisymmetrischen Darstellung ist :

D®(R) = DW(R) Xﬁ(DJ(R) = g DW(R),
da D© (R) eine Zahl + 1 ist.

Diese assoziierten Darstellungen spielen sowohl in der Quanten-
mechanik wie in der mathematischen Theorie der irreduziblen Dar-
stellungen eine sehr wichtige Rolle und wir wollen die uns inter-
essierenden Darstellungen auch zum Teil mit ihrer Hilfe ableiten.

Die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe ist gleich der Partitio numerorum von =.
Dies sollte auch die Zahl der qualitativ verschiedenen Arten von
Eigenwerten sein. Es zeigt sich jedoch, dal3 nur Eigenwerten mit
einigen bestimmten Darstellungen wirkliche Energieniveaus des
Atoms entsprechen, den Eigenwerten mit anderen Darstellungen
entsprechen keine wirklich existierenden stationdren Zustande, sie
sind durch ein von der Eigenwertgleichung unabhéangiges Prinzip,
das Pauliprinzip verboten. Mit Hilfe der Methode, die hier ver-
wendet werden soll, kann man zwar sdmtliche irreduziblen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe bestimmen, wir wollen aber
nur die Bestimmung jener Darstellungen ausfiihren, deren Eigen-
werte durch das Pauliprinzip nicht verboten sind. Die genaue
Formulierung des Pauliprinzips wird zwar hier noch nicht gegeben
werden, doch wird die Methode, mit Hilfe der wir die in Betracht
kommenden Darstellungen bestimmen, genau die Uberlegungen ent-
halten, die spéter bei der Anwendung des Pauliprinzips notwendig
sein werden.
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4. Haben wir ein System von Variablen, die nur je einen
‘Wert —. etwa 1 = annehmen konnen, so besteht der Variabilitits-
bereich aus einem einzigen Punkt und jede Funktion ist voll-
kommen bestimmt, wenn ihr Wert in diesem Punkt gegeben ist.
In diesem Raum gibt es keine zwei linear unabhangigen Funk-
tionen, adle sind im ,ganzen Variabilitétsbereich” konstant und so
Vidfache  voneinander. Jede Funktion in diesem Raume bleibt
ungedndert, wenn man die Werte der Koordinaten vertauscht —
da man ja dadurch nur 1 mit | ersetzt. Alle Funktionen in diesem
Raum gehdéren zur identischen Darstellung.

Betrachten wir n Variddle s, s, . . ., &, die je zweier Werte
(etwa + 1 und « 1) féhig sind, so besteht der gesamte Raum_ aus
9n Punkten und wir haben 27 linear unabhingige Funktionen, etwa
jene, die nur in je ein em dieser- 2* Punkte 1, in allen anderen
Punkten dagegen Null sind. Das skalare Produkt zweier Funk-
tionen ¢ und g ist in diesem Raum

2 2 I 1I Is =2+1 ¢(Sl Sn)*g(sl ceeS) = (q)’g)'

y=r1¢8=*

Im Raume eines s, (er besteht nur aus den beiden Punkten s, —= — 1 und
8, = + 1) bilden die beiden Funktionen d,, ,und d,, + ; ein voll-
standiges  Orthogonalsystem” ; die 2m Produkte dieser Funktionen
68101 65202 C 6%% (mit 6, = +1, 6,==1,..... 6, = *+1)
bilden ein vollstandiges Orthogonalsystem im s-dimensionalen
Raume der s, s, . . ., s. Die folgenden Formeln lassen sich
wesentlich  bequemer  schreiben, wenn wir nicht die Funktionen
6,’“ 1 6%__‘, sondern die beiden Funktionen 1 und s, gebrauchen,
die ebenfals orthogona sind :

(L) =2l-s, =1.—14+1.1=0.

8 = 11
Das vollstandige Funktionensystem im Raume der s, s, . . ., s,
besteht dann aus den 27 Funktionen s]* si® . .. sy (mit p; gleich 0

oder 1), die man auch folgendermal3en ordnen kann:
1

S1181 -0 S
8, Sgy 8, Sgy -+ 5y Sps Sy 8g, g8, Sg8pycc - Sn—15n )
$.898gy <oy Spa28n 18y
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Das sind 1 + (’1‘) + <Z) 4t (:) — 9n Funktionen. Wendet

man ein P;, WO R eine Permutation ist, auf eine dieser Funk-
tionen an, so entsteht daraus eine neue Funktion der s,, s,, .. S,
die — wie jede Funktion dieser Variablen — durch diese 2%
linear ausgedriickt werden kann. Die Koeffizienten wirden eine
9n. dimensionale Darstellung der symmetrischen Gruppe geben.
Diese Darstellung 4 (R) ist nicht irreduzibel, sondern enthélt noch
mehrere irreduzible Bestandteile. Wegen des stark eingeengten
Definitionsbereiches der in Betracht gezogenen Funktionen ist
immerhin zu erwarten, da3 4 (R) nicht ale irreduziblen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe enthalten wird, so dal3 wir
hoffen kdnnen, da® man es leichter ausreduzieren kann, als eine
ganz beliebige Darstellung. Seine irreduziblen Bestandteile
bzw. die assoziierten dieser sind aber die einzigen Dar-
stellungen, die fur Elektronen in Betracht kommen.
Wendet man auf eine der Funktionen (1), etwa auf s,$;,s,,
den Operator P an, wo R eine beliebige Permutation ist, d. h.
fiihrt man eine , Vertauschung der Variablen” aus, so erhédt man
wieder ein Produkt aus drei s, etwa s, 8 s, &S0 €ine Funktion,
die in derselben [dritten )] Zeile von (1) steht, in der auch s, s, s,

war. Will man dledﬂ Funktionen, die entstehen, wenn man auf

alle Funktionen der kten Zeile einen Operator P, anwendet, durch
die Funktionen (1) ausdriicken, so braucht man dazu nur die Funk-
tionen derselben k-ten Zeile, aus der diese Funktionen stammen.
Diese Funktionen ergeben daher schon fir sich eine Darstellung

A®(R) der symmetrischen Gruppe mit der Dimension(:)l und d(R)

zerfdllt in die Darstellungen A (R), AD(R), . . ., A™(R), deren
Matrizen, wie gleichzeitig bemerkt werde, so aussehen, dal sie in
jeder Zeile eine 1, sonst lauter Nullen enthalten.

Berechnen wir noch den Charakter von A®(R)! Der Charakter,
der dem Element R entspricht, ist offenbar gleich der Anzahl der
Funktionen in der k-ten Zeile von (1), die bei der Anwendung
von Py ungedndert bleiben. In den diesen Funktionen ent-

1) Wir beginnen die Numerierung der Zeilen von (1) bei Null, die
letzte Zeile ist die n-te.
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sprechenden Spalten steht namlich in A®(R) die 1 in der Haupt-
diagonale, in allen anderen Zeilen anderswo, so dafd in der Haupt-
diagonale eine O steht.

Sei jetzt R eine Permutation mit den Cyklenldngen i, = p, ;

Ay = ptg — by, - - s Ay = o — fg—1 (e = N) etwa die, Permu-
tation (12. .. p,) (@ + 1 ptg) . o (Mo—1+ L g =1+ 2, .oy o)
Soll diese die Funktion si* sy . . . sy» ungedndert lassen, so miissen
die Exponenten von's , s, . . ., Sy, untereinander gleich sein, ebenso
die Exponenten von s, + 4, 84, 495 - - -+ Sy, USW., schliefllich auch
die Exponenten von s,, _ . +1,8u, _, + 21+ -+ Suy = Sn

Es werden daher von allen Funktionen (1) digjenigen von Pg
ungeadndert gelassen, die sich in der Gestalt

(5180 30 (a1 S 520080072 oGy 1S Yo (D)
schreiben lassen. (Es sind alle p Null oder 1.) Wir interessieren

uns fur die Anzahl der Funktionen der k-ten Zeile von (1), die die
Form von (2) baben. Fir diese Funktionen ist noch

B Vit (g =) Yot o+ (o —lo— 1) Ve T A YitAe Yot +hy o= (3)
so dafd ihre Anzahl gleich der Anzahl der L&sungen von (3) ist,
wobei jedoch fir die Unbekannten y,, y,, . . ., p, nur die Zahlen 0
und 1 zugelassen sind. Dies ist der Charakter von R in A® (R),
oder auch jeder anderen Permutation mit den Cyklenlangen it,, 4,,.. ., Ao,
da diese ja ale in derselben Klasse sind und daher alle dieselbe
Spur haben mussen. Man pflegt dies so auszudriicken, daf3 der
Koeffizient der f-ten Potenz von x im Polynom

(@~ le)(l-‘- wzz)"'(l"' xlg) ('11+ }'a"}’"'*’)'(':”) @

die Spur von 4® (R) ist.
Die Spur von A®) (E) muB gleich der Dimensior( ") der Darstellung

k
sein. Da fiur F alle Cyklenlangen 4, = 4, — . .. = & = 1 sind, ist
(4 gleich 1 + a:)", der Koeffizient von gk darin ist tatsdchlich (Z) Die
Spur, die zu einer Transposition (12) 3) (4) , . . (n) zugeordnet ist, ist

der Koeffizient von gk in

l+ Q4+l +2) - QA +2)=00+ 2) @+ x)n—2.
Er berechnet sich zu

> A0 By = (" %)+ (k= 3)

¥
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Nun ist aber A® (R) noch keine irreduzible Darstellung. Man
kann namlich aus den C;: Funktionen der kten Zeile von (1) solche

Linearkombinationen bilden, die bei der Anwendung der Py unter
sich, und zwar nach 4*—v(R) transformieren. Dies wére bei einer
irreduziblen Darstellung nicht méglich.

Die Linearkombinationen der Funktionen der k-ten Zeile von
(1), die sich ebenso wie die Funktionen sy, 8, . . . 85, der k— |-ten
Zeile transformieren, sind

Fayag... apy = S a5... a4, Sa Sag++ Sap_y (5)

WO S, ay . . . a,_, i€ Summe aller derjenigen n — k + 1 Variablen
ist, die unter den sy, 84, - - -, Sa,_, Nicht vorkommen. Geht bei
der Anwendung einesPy das 8a, IN S uber, so geht $q, Sq,- . - Say_,
in 8y 8, ... 8,  undauchsy g, . . g NSy by uber, so daf3
sich die Fo, a,...q,_, tatsachlich genau wie die s, g, . .. Sa, .,
transformieren.

Im Anhang wird gezeigt, dai3 fr <in die <k " ) Funktionen

1

Fa, . . voneinander linear unabhangig sind. Wir kdnnen daher

O
fur k < 3m aus den (:) Funktionen g, s, . . . 85, solche

= (:) - (kﬁ 1) ()

Linearkombinationen g, g,, . . -0, bilden*), dieauf ale F,, . . . G—1
und aufeinander paarweise orthogonal und normiert sind. Umgekehrt
lassen sich die 8y, 84, , . . 8, durch die Fo, ... 4, und die gy linear

ausdricken.  Wir wollen noch die F, ... 4 _ ,die zwar linear un-

abhangig, aber nicht orthogonal sind, durch orthogonale Funktionen

Fy, Fyy . ooy F( n ) ersetzen und die Darstellung A® (R) in der
k—1

Form A® (R) betrachten, die sie annimmt, wenn man an Stelle der
84,50, - %, di€ F, F, .., F(k" ), 91 9y - 9y @S linear
-1

1) Eine solche Funktion ist z. B. (s, — 8;) (83— 8¢) - - - (85 j—y — 8 1)
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unabhangige Funktionen einflhrt: A% (R) erleidet ja hierdurch nur
eine Ahnlichkeitstransformation.

Da F, eine Linearkombination der F, ... g, _, ist, ist Pz Fy
eine Linearkombination der Pg Fy, . . . 4, _, und 183t sich ebenso wie
diese durch die Fy, . .. Gy also auch durch die F, linear ausdriicken.
Die Koeffizienten konnen wir mit A%-1 (R);, bezeichnen

n

ay M
PrF, = > A% D(Rhyx F),

=1
da sie eine zu A%—Y(R) &quivalente Darstellung bilden ; 4® (R)
hat dann die Form

Fom — (W A® )

D® (R)
weil die g in (7) adle mit dem Koeffizienten Null vorkommen. Da
weiter A®(R) = A® (R—1)t in (7) unitar ist (die F, . . ., F( "y
k—
G Oy sind paarweise orthogonal), folgt '
(ZUH (R) A(R) (Z(’H)(R—l) AR\t
0 D® (R) = 0 D® (R-l))

. <J(k—1) (B—F 0 )

=\a@-y  pog-y)

aso ist A (R) =—= 0 und _
. A%-v(R) 0

A% (R) = ( 0 Db (R ) ®

Ist k <} so zerfélt die Darstellung A® (R) in zwei Darstellungen

A%= v (R) und P® (R) mit den Dimensionen(k _’i ]>und

n n . .
— (™M _ *—1) 5 )
A (k> (k— 1), deren erste zu 4 (R) aquivalent ist. Daher

kann man J—1(R) seinerseits wieder in zwei Darstellungen A% -2
und D* -1 zerlegen, dann A®—2 weiter usw., so daR’ schliefflich
AB in DO+ DO+ ...+ D® gerfsllt.

Diesgilt fur k¥ < § . Fur ¥ > 1« transformieren sich die

(:) = ( " k) Funktionen, die n — } Variable in erster Potenz,

die Ubrigen in nullter enthalten, genau so, wie digjenigen, die k in
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erster und # = k in nullter Potenz enthalten. Es ist ja ganz gleich-
glltig gewesen, was fir ein Orthogonalsystem wir fir die s gewihlt
haben, an Stelle von 1, s hétten wir auch s, 1 benutzen kdnnen.
Daher ist A® &quivalent mit A4 —# und kann in dieselben Bestand-
teile zerlegt werden. Fur die Zerlegung von 4 (R) ergibt sich also
etwa folgendes Bild (n = 4):

40 ( R) = D = D®
AV (R) — 4© + Do — po 4 PO

AR =140 R = A0 + DO — po + pw + DO
A® (R ~ 40 — DO + po
A(L)(R) ~ A©® — DO
oder fur ungerades — 6) etwa folgendes:
4© (R) — DO = DO
A9(R) = A0 + pv — po + po
4R = 4?9 (R) = A0 4+ D® = DO + DO + DO
= | g® (R) ~ 4© — Do+ po+ po
4% (R) A, AW = DO+ Do
A@R ~ 49 = Do.
Wir werden jetzt zeigen, dald die soeben gewonnenen Dar-
stellungen DO, DO, . .., Dtn bzw. PDtsn—13) irreduzibel und

voneinander verschieden Ssind. Zu diesem Zweck wollen wir die
Irreduzibilitdt und Verschiedenheit der auf dieselbe Weise fur die
symmetrische Gruppe n — |-ten Grades gewonnenen Darstellungen
‘Do (R), 'Do(R), ../D®R),. fik<Lin—1)voraus-
setzen und auch ihre Dimensionen zu I} = <”; 1) - (’;c— :)
annehmen 1).

5. Die Fupktionen g,, g,, - - -, g, konnen wir, dasiein s, linear
sind, so zerlegen

0% = gxsn + ©)]

dafd sowohl in g, wie auch in &, die Variable s, in nullter Potenz
vorkomme, g, und h, kénnen dann auch als Funktionen der Variablen

8,y Sy + + +) Sn—y dlein betrachtet werden, g, ist k == I-ten Grades,

1) Die gestrichenen GroRen beziehen sich immer auf die symmetrische
Gruppe n =~ 1 -ten Grades bzw. auf Funktionen der # — 1 Variablen
819 89y +evy 8y
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h, ist k-ten Grades. Nun ist g, orthogonal auf ale Funktionen

Fayas...0p also auch auf ‘

Fal @y - - Op_ot == Sal saz e sﬂk__g Sn Sal Q... 0Qp__gh!?

und da h, das s, in nullter Potenz enthélt, gilt dies auch fur h,
und muB folglich auch fur g, s, gelten. Daher ist g, orthogonal zu
den S5, 84, .11 Say_5 80, a, ...ap_on- Di€S iSt aber die Definition der-
jenigen I;_, Funktionen der s, , s,, . .., $,—, vom Grade k — 1, die
sich voraussetzungsgemal3 nach der irreduziblen Darstellung ' D%—1
transformieren.  Unter den g, sind also nur 1" < L, linear un-
abhangig, und man kann, wenn [, grofer als Z” ist, solche Linear-
kombinationen g, der g, bilden, daR

T = asp+ by x=21,2....17 (9a)
und die g, linear unabhéngig sind und
Gy = hy X=1"+1L 0 +2...,1) (9b)

gilt. Auch die g, sind orthogonal zu den Fy g, ., . Gy’ und dies muR

fiir x > " auch von den &, gelten. Wir betrachten insbesondere
solche Fo, g, ... q,_,, bel denen n unter den a,, a, ..., @, nicht
vorkommt. Dann ist
Fojay. .. gy = Say Sag+++ Sep_, (sal ay. .. Qg_qn + 8p)-

Dain h, das s, in nullter Potenz ist, ist es orthogonal auf
Say Say- - - Sap_, Sm ASOFUr>1"auch auf g, 85,... 8 4 Ss,0,... P
Dasist aber die Definition derjenigen Funktionen der s, s,, . . ., $,—;,
die voraussetzungsgemal zu der irreduziblen Darstellung 'D® ge-
héren, und dieh—; mussen fir % > Z" Linearkombinationen dieser sein.

Nun sei r' eine Permutation, die nur die ersten N s 1 Vari-
ablen vertauscht, s, dagegen ungeéndert [&f3t.

Dann ist
Pegx=8, PpostPrh, (x=12...,2), (104
Pr 9 = Pwr b x=1+1L1"+2 ..., ) (IOb)
Und es ist fir alle Permutationen r, also auch ‘fir r’

b
Pz 9« = 21 D® (R); «5
i

- B DO®R s, ~Z DO Rk (1)

Wigne Gruppentheorie 1.0
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Der Vergleich der rechten Seiten von (10a), (10 b) und (11)
ergibt durch Gleichsetzen der Koeffizienten von s, (die Py h, sind

Funktionen der s,, .. ., s, - alein, enthalten aso s, in nullter
Potenz) ¥

Prde = SDO®nG k1), (12a)

0 = D®(R), x>T4 < 2). (12b)

Der Vergleich der von s, freilen Glieder ergibt fur x > 7" mit
Hilfe von (12 b)

b U

Pr k=2, D00 o= 3 D0 e fi (e 7). (120

Aus ) (12 b) ersehen wir, da? D® (R’) die Gestalt

) (A®) 0
k) =
D% (®) = () oR))
hat. Nehmen wir nun an, da3 die g, g,, . - . , g, paarweise ortho-

gonal sind (was wir erreichen kénnen, wenn wir auf die zunachst
ohne diese Vorschrift gebildeten g, das Sc h mid tsche Ortho-
gonalisierungsverfahren in der Reihenfolge gy, . . ., g, 9, an-
wenden), so mu D® u nitgr sein und B (R) mul3, wie wir das
schon bei (8) gesehen haben, verschwinden.
Nun folgt weiter aus (12 a) und (12 c), da g, fir x <" und
B fir x > 1" zu 'D%=1 bzw. zu 'DP® gehoren, dall 4 (R’) und
C(R') 4quivalent zu'D*-1 (R’) bzw.’ D® (R") sein muB.  Die
Darstellung D® ( R) , als Darstellung der symmetrischen Gruppe
n - I-ten Grades betrachtet, die nur die ersten n — 1 Variablen
vertauscht, zerféllt in zwel verschiedene irreduzible Bestandteile
'D*=1 (R)und D® (R’), d.h. die Matrizen, die diesen Per-
mutationen entsprechen, haben die Gestalt
n__ (De-v(@R) O
Do @)= (""", Do (R,)). (13)

1) Aus (12 a) sehen wir, dal3 J” =7, _ , sein muf. Wére namlich
1" <, _ 80 wiirden die Funktionen g, nach (12a) zu einer Darstellung
gehoren, deren Dimension kleiner als dievon 'Dk~-1) ist. Da sie aber
gu ‘Dk—1 gehoren und diese irreduzibel ist, ist dies nicht moglich.
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Die Dimension von D® muB also gleich der Summe der Dimen-
sionen von ‘P&—1 und 'P® sein. In der Tat ist

b :(:>—(kz 1>
=20+ () -GGl =i

Betrachten wir jetzt eine Matrix
<Mx Mz)
My M,)’
die mit dlen D® (R) vertauschbar ist. Die Zeilen-Spalteneinteilung
sei in (14) dieselbe wie in (13). Es muf3 (14) insbesondere auch
mit den PDW(R") von (13) vertauschbar sein :
('_D(k—l)(R’) 0 )(Mx M2>
0 ‘D® (RY\My M,

=Gr )70 b

Daher gilt fur ale Matrizeu der irreduziblen Darstellungen ' D®—1(R")
bzw. 'D® (R') der symmetrischen Gruppe n — I-ten Grades, die

den Permutationen der s, , s, . . ., s, — entspricht:
"D*—V (R"Y My == M, 'D%—V (R,
D* =D (B) My = My 'D® (R,
‘DW(R) Mg = Mg'D*-1 (.R'),
DPR) My = M, 'D® R).
Hieraus folgt aber nach den Sétzen 2 und 3, Kap. IX, da? My und

M, Nullmatrizen, My und M, Viefache der Einheitsmatrix sein
missen; (14) muR schon wegen der Vertauschbarkeit mit (13) die

Gedtalt
(md ' m(: l) (142)

haben. Betrachten wir nun eine Permutation R, die s, nicht mehr
ungedndert &3t, sondern in ein anderes, in h}k auch in erster Potenz
vorkommendes s tberfiihrt.  Zur linearen Darstellung von Pghi,

10"

(14
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braucht man dann sicher wenigstens eines der g, , g, , - . ., g, _ -
Schreibt man daher PD® (R) wieder in der Form
A B
Do (B) :—(0 1))’ (13a)

so ist B sicher keine Nullmatrix, und (14a) kann nur mit (13a)
vertauschbar sein, wenn m, = m,, (14) eine konstante Matrix ist.
Dies ist aber die Bedingung fir die Irreduzibilitat von D®(R),
die wir mithin bewiesen haben.

Es wurde bisher immer angenommen, da, sobald k <C i# ist,
auber 'D*—1 (R') noch etwas in 'D® (R') enthalten ist, und dann
gezeigt, da dies nur D® (R') sein kann. Nun ist das erstere nur
fir ¥ < § (n — 1) sicher, weil dann 7, -, < 7, ist. Der Fall
k= }n mul noch gesondert betrachtet werden. In diesem Falle
enthdlt DWW (R) as Darstellung der Untergruppe, die s, un-
verandert 183, zwar auch noch “D%®—V(R"), aber es enthélt auch
nichts weiter. Die Dimension von D® (R) ist namlich gleich der
Dimension von’' D%~ (R’) :

n n n—1 n—1 ,
_ _ — — =T,
e (1n> (%n— l) (.ln— l) (-‘-n —_ 2) k=1

n n—1 n— 1
(%n)~(~§n—l - ( 3N )
n—1 n n— 1y
- (%n—l) - (%n—— l>—<—;;n—— 2)
ist. Dz m (R) ist irreduzibel, weil schon die Matrizen, die zur
Untergruppe, die s, ungeéndert |&3t, gehoren, irreduzibel sind.

DaR die Darstellungen D©, D, .. ., DMz m) bzw. PHzn—1ls)
ale verschieden sind, sieht man aus (13) : schon die Matrizen, die
Permutationen R’ der s, 8, ..., s,_; entsprechen, sind in alen
diesen Darstellungen indquivalent.

6. Wir wollen noch den Charakter ¢®(R) der irreduziblen

Darstellung D® (R) berechnen. Nachdem A® (R) so transformiert
werden kann, daf3

well

A*—D (R 0
(R) ) 8)

Y
@ = ( 0 D®(®&
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wird, ist 4® (R) gleich der Differenz der Charaktere von A4® (R)
und A®-D(R). Der Charakter von 4® (R) ist nach (4) gleich
dem Koeffizienten von gz im Polynom (k < § n):

Qe @+ay... (I 2" Gitdy . +d= % @
und der von A4%®— v (R) ist gleich dem Koeffizienten von z%—1 in
diesem Ausdruck, oder dem von z* im x-fachen von (4); y® (R) ist
die Differenz dieser beiden Koeffizienten oder gleich dem Koeffi-
zien ten von z* in der Differenz der beiden Ausdriicke, in

(I —2) (1 o) (1 + k) ... (1 + 2/ = S aFy®(B), (18)
WO 4, Ay, . .., 4, die Zyklenldngen von R sind. ¢

Fir die assoziierte Darstellung D® (R) gelten dieselben Aus-
driicke mit demselben bzw. entgegengesetzten V orzeichen, je nachdem
R eine gerade oder ungerade Permutation, d. h. je nachdem 4, — 1
+i4,—14 ... 44 —1=n~ q gerade oder ungerade ist:
1® (R) ist der Koeffizient von gt in
(D=0 (1 =2) (1 +2h) (1 +aha) ... (1 +2'0) = S0k 3® (B).  (15a)
k

DO (R) ist die identische, D (R) die atisymmetrische Darstellung.

Wir haben auf diese Weise, wie schon am Anfang der Ab-
leitung betont wurde, nicht ale irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe bestimmt, sondern nur jene, die in der
Spektroskopie eine Rolle spielen. In der mathematischen Theorie
der irreduziblen Darstellungen - wir verdanken sie in erster Linie
A. Young und G. Frobenius — ordnet man die einzelnen Dar-
stellungen nicht einfachen Indizes %, sondern den verschiedenen
Zerlegungen der Zahl g in positive ganzzahlige Summanden zu,
deren Anzahl ja gleich der aler irreduziblen Darstellungen ist. Der
Darstellung PD® (R) entspricht dabei die Zerlegung (n — k) +
(wo wegen der Beschrankung n — k > k wieder k < § n ist), der
Darstellung D® (R) die partitio 2+ 24 . .4+ 2+ 1+ 1+ ¥ 41
aus j Zweiern und n — 2 k Einsern.

Dal3 sich bei der Vertauschung der Koordinaten der Elektronen alle
in der Natur vorkommenden Eigenfunktionen nach diesen Darstellungen
transformieren, héngt damit zusammen, daR sich die Elektronen in einem
gufleren Magnetfeld nur in z w e i verschiedenen Richtungen einquanteln
kénnen. Wenn drei Richtungen mdglich sind (wie das z. B. bei dem Stick-
stoffkern der Fall ist), komment auch die Darstellungen, die Zerlegungen
von # in drei Summanden entsprechen, bzw. ihre assoziierten, die Zer-
legungen von # in lauter 1, 2, 3 entsprechen, vor. Ist umgekehrt, (wie
z. B. bel dem He-Kern) nur eine Einstellungsmadglichkeit da, so kommt nur
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die symmetrische Darstellung (n = n) und die antisymmetrische ('n = 1
4+ 144 1)in Frage

Man vergleiche die Resultate dieses Kapitels mit den irreduziblen
Darstellungen (1), (1), (F1+) S. 89 bis 90 der symmetrischen Gruppe
dritten Grades! Die Darstelung durch lauter (1), die identische ist D{®) (R),
ihre assoziierte, die antisymmetrische st IX®) (R), die zweiten Grades ist
D) (R), und in diesem Fale ist DX (R) dieser aquivaent.

Fur die symmetrische Gruppe vierten Grades haben wir P-4/

D® (R) und DO (R) von den Dimensionen (g)-—(fl) _
DO (R) , DU (R) . ) (‘i)—(g) =3,
D® (R anivaent DO (R) , , » (;).._(‘11) =2,

das snd im ganzen funf irrdquivaente irreduzible Darstellungen, den finf
Klassen entsprechend (es ist auch 2. 12 4+ 2 .33 4 28 — 24 = 4!) dw
wieder alle. Fir n — 5 erhalten wir auf diese Weise sechs irreduzible
Dugte]]ungen [D(Q) (R) ist 5(‘2) (R) nicht &quivalent], da aber bereits sieben
Klassen da sind, nicht mehr alle. Fir noch groRere % wird en immer
kleinerer Bruchteil der Darstellungen erfal%, Trotzdem werden wir mit diesen
auskommen, da die anderen in der Spektratheorie der Atome wegen des
Pauliprinzips keine Rolle spielen. Man gewinnt sie ebenso, wie wir diese
gewonnen haben, wenn man die Transformationseigenschaften von  Funktionen
von n Vaiablen untersucht, die mehr as zwei Werte annehmen dirfen,
wahrend unsere ¢ auf die zwei Werte == 1 und + 1 beschréankt waren.

Anhang. Es soll noch gezeigt werden, da fir k < § n die
(k-—"' l>Funktionen

F(I‘Gz...ak_l t——- SaLsaz ey sak_lsalag.,. ap.—1 (5)
(8a,05...01,, 1St die Summe aller jener s, deren Indizes unter den
Zahlena,, ..., &, nicht vorkommen) linear unabhéngig sind. Nur
wenn dies feststeht, konnen wir namlich schlielen, daf3 nur

n n : N
(k>—(k—l) Linearkombinationen der s, 8,4, . . . §,, auf allen
Fan_m,,k_1 senkrecht stehen. Die Fy, ... 4, sind Linearkombi-
nationen der s, 8, - - - 84,
Fajap...05._, = Z'm’al. By by by SoySby oo Sy (®)
wo 1, wenn die a, a, ..., @p—;
" _ unter den by, by, . . ., b

al...ak__l;bl... bl"'()lc —_— Vorkommen, (b)
0 sonst.
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n

In der Summe in (a) durchlaufen die b,, by, , . ., b, dle ok Kom-
binationen der Zahlen 1, 2, . .., ». Wennunter den Fy, ..., eine
lineare Beziehung

;Cﬂl...ak_l Fal"'ak—l
= Zbc(h ...ak__l'mal . "ak-—l;bl'nbk Sbl. . Sbk‘ =0 (c)
a

n .
bestehen wiirde (die Summation ist wieder Uber die (k—l) Kombi-

nationea der a bzw. Uber die Kombinationen der b zu er-

ok

strecken), so wiirde fur alle Zahlen , ..,

%c"l“'ak—lmal-"ak—];bl"' by %oy, =0 (d)
]

folgen, wie man erkennt, wenn das skalare Produkt von (c) mit
Sby Sby -+ Sy, Wit @, 5,.. . o, Multipliziert und die so entstandenen
Gleichungen fur alle Kombinationen der b addiert.
Wir wollen jetzt die g, .. . 3, so wahlen, daf3
lfira,=1,....4¢_=k-1,

Ebm"l-'-“k—tibl"'bkxbl'“bk:gsonstll } ©)
dann ist (d) mit

Cla.. k=1 =0 ()
gleichbedeutend, und dies mul? auch fir alle anderen ¢, , . . 4,_,
gelten, da sie ja ale gleichberechtigt sind. Damit wére die lineare
Unabhangigkeit der Fy, . . gy g bewiesen.

Uber diey, ..y, konnen wir frei verflgen. Diewy, , .., voN
deren Indizesb,, . . ., b, genau ¢ unter den Zahlen 1, 2, ..., -1
vorkommen (k — ¢ dagegen groler als k — 1 sind), wahlen wir
gleich grof3 und bezeichnen sie mit z,. Nun betrachten wir die-
jenigen Gleichungen (e), bei denen unter den Zahlen a,, ay, . . ., a;_
genau ¢ unter den Zahlen 1, 2, .. ., k — 1 vorkommen. Da
Mg, gy g3 by... 5 NUr dann von Null verschieden ist, wenn die a
unter den b vorkommen, kommen fur (€) nur jene Glieder in Betracht,
bei denen auch unter den letzteren ¢ unter den 1, 2, . . ., k - 1 und
k—1—¢g unter den k, k +1,... nsind. Der enzige Index,
dessen Zugehorigkeit noch nicht bestimmt ist, kann entweder unter
den ersteren o}d\ei“,un‘ter den letzteren Zahlen sein. Im ersteren

tede

fL . & i . - .
(4(‘ F Co G““ ' ‘ ! “‘f [ N
a PRs
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Felekanner f —1 — 6, im letzteren sk + 1 —~ (K we 1 == 6)
=% ~ 2 k + 2 + ¢ Werte annechmen, da er keinem der
@y B ..y G Qleich sein kann. SO geht (e) in

. =1 (fir ¢ = k- 1),

(= 1-0) g1+ (0-2k+ 2+ 0) 25 _ (fir 6= 0,1, ..., k-2) (8

" , _ i
Uber. Dies ergibt m(h‘-lk}'l') und
Ty k-1-d y ,
snma = f = 0, ..., k-2);
Ty n—2k+2+6 (fur o b ko2)
diese Gleichungen lassen sich aber fir n — 2 k + 2 > 0 oder
k <3jn+1lund afortiori fur k < 1 n ale erfillen.

XIV. Die Drehgruppen Y 8ot

1. Man nennt die kontinuierliche Gruppe, die aus d f‘/Gesamt-
heit aller reellen, orthogonalen n-dimensionalen Matrizen gébildet
wird, dien -dimensionae Drehgruppe. Die reine D\;ehgruppe L6
umfald nur die orthogonalen Matrizen mit der Determinante 1,
wahrend die Drehspiegelungsgruppe auch die mit der Deter-
minante ~ 1, aso alle reellen orthogonalen Matrizen enthét. Die
Gruppenmultiplikation ist wieder die Matrixmultiplikation, und die
Einheit ist die Einheitsmatrix.

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, da jede reelle ortho-
gonale Matrix durch eine unitdre Matrix auf die Diagonalform
gebracht werden kann. Die Diagonalelemente haben dann alle den
Absolutwert 1, einige sind + 1, andere = 1, der Rest besteht aus ~ 33
paarweise konjugiert komplexen Zahlen ¢i¢ und ¢—i¢, Die Eigen- v
vektoren, die zu + 1 oder — 1 gehoren, kénnen reell geschrieben
werden, digjenigen, die zu zwei konjugiert komplexen Eigenwerten
gehoren, konjugiert komplex. Da diese Eigenvektoren, wie alle,
aufeinander im He rmite schen Sinne senkrecht stehen, sind sie im
komplex orthogonalen Sinne. auf sich selber orthogonal: die Summe
der Quadrate ihrer Komponenten ist Null.

Die n-dimensional e orthogonal e Matrix bedeutet einen tibergang
von einem rechtwinkligen Achsenkreuz zu einem anderen, eine Ver-
drehung des Achsenkreuzes. Die Orthogondlitét der Matrix be-
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deutet, dal je zwei Achsen des neuen Koordinatensystems aufeinander
senkrecht stehen, und daRl die Langenmessung l&ngs der neuen Achsen
mit dem ungednderten alten Mal3stab geschieht. Die reine Dreh-
gruppe enthé@t nur Ebergénge von einem ,,rechtshédndigen Achsen-
kreuz# zu einem anderen ,,rechtshéndigen ¢, die Drehspiegelungs-
gruppe auch von einem rechtshéndigen zu einem linkshéandigen
und umgekehrt.

Wir missen, um unsere allgemeinen Resultate Gber kontinuier-
liche Gruppen anwenden zu kénnen, zunédchst Parameter einfihren.
Dies kann nur in unsymmetrischer Weise geschehen, indem man
nicht nur Raumrichtungen (die Koordinatenachsen), sondern sogar
unter diesen Koordinatenachsen einige auszeichnen. mul3. Zunachst
bestimmen wir ihre Anzahl, d. h. die Dimension des Raumes, in dem
der Variabilitétsbereich der Parameter abgegrenzt werden mufli.
Betrachten wie eine n-dimensionale reell-orthogonale Matrix! Die
erste Zeile ist ein n-dimensionaler Vektor mit der Lénge 1 (die
X-Achse des neuen Systems), das sind -~ wegen der letzten Be-
schrankung @f, + al; + . + af , =1 — genau n ~ 1 Para
meter. Die zweite Zeile (die Y-Achse) muld auf der ersten senkrecht
stehen — dasist eine homogene lineare Gleichunge, , @, , + @, , @,,
+ ot @y, Gy, = 0fur'die’a,,, @y, - . ., A, = und die Lange 1
haben @i, + aj, +.+ + af, = 1 ~ das sind noch 5 -- 2 Para
meter. Die k- Zeile mul3 auf %k — 1 vorangehende Zeilen senkrecht
stehen — das sind k¥ — 1 homogene lineare Gleichungen — und die
Lange 1 haben. Es bleiben fir die @, @, . . ., @, insgesamt
n — k Parameter. Im ganzen haben wir

n-1)4+m-2)+®-3) +- + n—(n—l)T{—O = jn(n-1)

fréie Parameter. P w3, o AT ,:/4

2. Im folgenden weraen wir uns auf die zwei- und dreidimen-
sionalen Drehgruppen beschrénken.

Das allgemeine Element der zweidimensionalen reinen Dreh-
gruppe erhalt man durch einen Ubergang zu einem neuen Koordinaten-

system in der Ebene. Dabei ist?)

¢ = wcosg — y sin @, |

y = xsngp+ycose,|

O

1y Der Drehungssinn ist so gewéhlt, dal? die Y-Achse zur X-Achse
gedreht wird, weil dies bel der dreidimensionalen Drehgruppe so Ublich ist.
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wo g, der Drehwinkel von - m bis g, variiert. Dasallgemane
Element ist also L / = {afx -5y Y
(=9 =Sney o ety
Sing cos @ .
Geht man mit Hilfe einer weiteren Drehung des Achsenkreuzes um
¢’ von &', ¢ zu 1", y" Uber, so erhdlt man das Produkt

(C08¢p’ —sSing' (cos p =-Sing
sing' cos q)') sing cos (p) )

. (cos (p+ @) —sin(p+ q:'))

sin (p - ¢)  cos (9 +¢)/'
eine Drehung mit dem Winkel ¢ + ¢, wie man aus (3) auch un-

mittelbar  verifiziert.

Die zweidimensionale reine Drehgruppe ist, da sie nur einen
Parameter hat, abelsch. Fihren wir die Bezeichnung { ¢} ~des
Kapitels X fiir das Gruppenelement mit dem Parameter ¢ ein, so

lautet (3)

Pl o= 9 +9)= lo}ip) “)
wo aber, wenn ¢’ + @ nicht zwischen — x und = liegt, 2 x zu
addieren bzw. zu subtrahieren ist, so dal} es in sein richtiges Varia-
bilitétsbereich kommt.

Fur die Matrix (2) ist ¢ die komplexe Phase der Eigenwerte
ette, Die Eigenvektoren, die Spalten der unitiren Matrix 4, die
(2) auf Diagonalform bringt, bestimmen sich aus

Iula'ﬂ‘*"uza\a = 1,; ulea"{"u’.?a = 0; ula'——-fiu“

bis auf dinen Faktor vom Betrag 1, der aber willkirlich gewahit
1

— 1 ?
werden kann, zu w, , = —E., Uy, == —V—g—; @ngzﬁ~, "’993‘17-5’

und es istu-l ﬂ
i1Y2 1]V2\ cosg ~singy —i[V2 Y2y _ (emiv 0
( ,/V2 1/V—>(smq) cosg;)( 1/‘/2 1/\/3) (0 e"q’)' (3)

Die Eigenvektoren sind also fir alle Matrizen (2) dieselben. Da
die reine zweidimensionale Drehgruppe abelsch . ist,. bildet-
Element von (2) eine Klasse fiir sich,

3. Aus jeder zweidimensionalen Matrix mit der Determinante = 1
erhglt man eine Matrix mit der Determinante 1, wenn man die erste
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Zeile mit — 1 multipliziert. Umgekehrt erhdit man also die al-
gemeine orthogonale Matrix mit der Determinante - 1, indem man

in der ersten Zeile von (2) die Vorzeichen umkehrt: e
we COS 1 O f;
( : @ sm \g) 24)

sng cos g ¢ .

Die Matrizen (2) und (2 @ Fir ¢ = = & bis g bilden die zwei-
dimensionale Drehspiegelungsgruppe.  Die Matrizen (2 a) haben ale
die Eigenwerte 1 und — 1, se unterscheiden sich durch ihre Eigen-
vektoren uw, = (cos%, — Sn %) und .2 = <{sin-?)2 00s 22) von_
einander, wéahrend (2) ale dieselben Eigenvektoren und verschiedene
Eigenwerte hatten. Es ist ndmlich -

? in® P n®
<_ cos @ sin tp) 0052 sin 5 (_1 0) cos 5 sin 5 .
. = , (Ba
sin @ cos @ P P 0 1 P ®
sin 5 cos‘2 sin 5 cos 5

i ta
was der Tatsache entspricht,! dald jede Drehspiegelung (2 a) as eine
reine Spiegelung an ener Geraden aufgefal® werden kann: (5 @)

bedeutet, daR man (2 a) erhalt, wenn man zuerst um % dreht,

dann an der Y-Achse spiegelt, dann mit L? zurickdreht. Statt
dessen héatte man an einer Geraden, die mit der Y-Achse den
Winkel -—gf cinschlieRt, spiegeln  konnen.

Die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe ist eine gemischt-
kontinuierliche  Gruppe. Man kann fir sie am besten in der Weise
Parameter einfihren, da?® man enen kontinuierlichen Parameter P
und einen diskreten d nimmt, der letzte ist gleich der Determinante,
aso 4 1. Es ist dann

d cos — dsi
{‘P’ d} :( c' @ smq)>, (6)
sin @ cos @
lp, 4} 19" &) = (d' 9 + @', dd'}-
Die Gruppe ist aso nicht mehr abelsch, die Matrizen (2a) sind
nicht mehr vertauschbar, sie haben ja auch nicht dieselben Eigen-

vektoren.
~Lno
10 -4} = :“f

2 ‘ 7" [

Citp y A Sifly

c ;41'7 Vs .*43"57

i
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Auch die Klasseneinteilung andert sich: (5 a) zeigt, dai ale
Elemente (2 @) in einer Klasse sind, sie lassen sich namlich ale
in (0, — 1} transformieren. Aber auch die Elemente von (2) bilden
nicht mehr je eine Klasse fur sich:

—10 cosgp sing)/—1 0y /fcosp —sing
( 0 1) (—sinq; cosg;)( 0 1) - <sin¢p cosg>)' ™
{¢, 1} und {— @, 1) sind zusammen in einer Klasse. Andere
Elemente ,kénnen dagegen nicht mehr in dieser Klasse sein, da diese
andere Eigenwerte haben und so nicht mehr in diese transformiert
werden kénnen.
4. Nach den allgemeinen Entwicklungen Uber das Hurwitz-

sche Integralkalkil existiert im Bereich der zweidimensionalen reinen
Drehgruppe ein invariantes Integral, so daf3

[7ioh sdeD d g =_7fZJ(R o) g(lp)dg (8)-

far alle Gruppenelemente R gilt, wenn ¢ (") durch

9 (E) .
oM = p(T- |a}) fir « =90, ®

O« iAol

definiert ist und p (I') der Parameter des Elementes T ist.

Im Falle der zweidimensionalen Drehgruppe ergibt die unmittel-
bare Anschauung, daf3 gleiche Bereiche von ¢ gleiches Gewicht
haben miissen. In der Tat sei ¢ der Parameter von T, dann ist
nach (4) der Parameter p (T. {«}) ==t + @, und dies nach « diffe-
renziert ergibt 1, so dai3

9(T) = g(E) (10
ist. Das invariante Integral lautet also

.M{ §dg = J'J(R {phdg. (11)

Die_irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen reinen
Drehgruppe sind alle emdlmensmnal Dies gilt namhch fur aIIe

auch/fll,r./kon.tmulerhche abelsche Gruppen. Betrachtén wir eine
mehrdimensionale — etwa zweidimensionale — Darstellung. Wir
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konnen irgendeine Matrix der Darstellung auf Diagonalform bringen.
Wirde sie zwei ungleiche Diagonalelemente, also etwa die Gestalt

a 0
(6 ) ®
haben, so mifdten ale mit ihr vertauschbaren Matrizen — aso ale
Matrizen der Darstellung — an den Kreuzungspunkten der ver-
schiedenen Diagonalelemente von (*) lauter Nullen haben, und die
Darstellung wére reduzibel. Soll dies nicht der Fall sein, so missen
die Eigenwerte der ersten Matrix alle gleich und diese eine konstante
Matrix sein. Sie hétte, dann schon vor der Transformation die
Diagonalform gehabt. Da dies aber fir jede Matrix der Darsellung
gilt, wéren sie ale Vidfache der Einheitsmatrix und die Darstellung

a fortiori reduzibel.

Aus (4) folgt, da3 wenn in einer Darstellung dem Element {g}

die Matrix (f(y)) entspricht, so muf

(f(@) (F@)) = (Fl@) - F(@)) = (f(g + "),

sein. Da aber die Matrix fir ¢ — — g der Matrix fir @ = #

gleich sein mul, Mul ef#7 — ¢— k%, 27ik — 1 sein. Daraus folgt,
dal  eine reelle ganze Zahl ist. Die zweidimensionae reine Dreh-
gruppe hat unendlich viele irreduzible Darstellungen, alle sind von

v

der Dunensmnl die Matrlx, ‘die in “der m-ten Darstellung “dem

(eimrp)‘ NNNNN
Fiur alle positiven und negativ&’ ganzzahligen m =—=... — 4,
—3, -2, —10,1 2 3, 4,...ehdt man je eine irreduzible
Darstellung.
Die Orthogonalitétsrelationen
1
j(e"m"/’)*eim‘ﬂd =20 fir m == m'

-7
7

:jd(p:?:z fir m — m'
-7
sind die Orthogonalitatsrelationen der Fourierreihe.  Die Voll-
sténdigkeit der Darstellungskoeffizienten it auch die Vollsténdigkeits-
relation der Fourierentwicklung.
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6. Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe bestimmen wir hier nach einer Methode, die hier-
fur zwar etwas kompliziert erscheinen muf3, die wir aber spéter bei
der dreidimensionalen Gruppe noch verwenden wollen und die wieder
ein Beispiel fur den Zusammenhang der Darstellungen mit den zu-
gehodrigen Funktionen liefert. Wir betrachten die Gleichung der
harmonischen Polynome zweier Variablen

*f(xy) |, *f(=y)
Gatgg =0 (12)
die offenbar invariant allen Transformationen (6) gegenuber ist.
Weiter bemerken wir, dal3 eine L6sung von (12), die etwa homogen
vom Grade m in x und y ist, bei Anwendung eines Operators. Py
[mit einem R aus (6)] wieder in ein solches Polynom Ubergeht, da
ja Pg €eine lineare Transformation der Variablen x und y bedeutet:

Piya) f(zdcos g —ydsin @, zsing + ycosg) = f(2,9), (13)
oder
Pga) F @y) = f(@dcos ¢ + ysin ¢, —zdsin ¢ + ycosg), (14)
so daR auch P f homogen vom Grade m ist, wenn dies fir T gilt.
Nun ist (1%) nichts anderes als die eindimensionale Wellen-
gleichung mit der imaginaren Geschwindigkeit ;. |hre algemeine

Losung ist

f@y) = f- w—iz) + f+ (y + i2) (15)

Soll f (x, y) homogen vom Grade m in x und g sein, so muR bis
auf eine Konstante

foly—in) = @—in™ fy(y+in) = @+ia™ (16)

sein. Die zu diesen Funktionen gehdrige Darstellung 3™({ g, d})

ist zweidimensional, ihre erste (-)-Spalte bestimmt sich aus (23)

Kapite XI und (14)

Piga f- @y) = f (zdcosg + ysing, — zdsing + ycosg)
== [—axdsing + ycosp — i(xdcos ¢ + ysin @)™
= (y(cosp — isin @) — izd(cos @ — isin @)™
= (y — tdz)me—imy

= 3™ ({g, A)——F— + 3™ ({, d}); -f+

Zu
3™ (g 1)—- = e~ime; Fm ({g,1})1 - = 0, | (17)
3™ (g, — 1) =0; ™ ({p,— 1))y =e*mo.|
g C, r
Uity = = (J1il) el e ALt Al

2001),,= &, 2910
el Ay, =0 2e-,=e]
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Entsprechend kann man auch die andere (+)-Spalte bestimmen.
Schlielich lautet die Matrix 3(m) t P, 1}, die in dieser Darstellung
einer reinen Drehung mit @ zugeordnet. ist, wenn man die --Zeile
bzw. Spalte zur ersten und die + -Zeile bzw. Spate zur zwsiten

macht: LA S

eimy 0 R
™ (g, 1)) :< , y
37 (e 1h 0 9”’”/’>’ a4/

und die Matrix, die dem Gruppenelement, das in (2a) steht, zu-
geordnet ist, lautet

(18)

3('")({‘1’1 — 1) = (e-lo'm'l’ e,’;(p).

Die Funktion f_ gehdrt zur -- (ersten), die Funktion.f, zur 4

(18a)

. . e . i ke e Y R o e @ N o
(zweiten) Zeile von Zm. Tar julesva &AL wd FUTRAL 4 s

Diese Darstellungen sind fir m =- 1, 2, 3, . . . voneinander
verschiedene jrre d u zi ble Darstellungen, da mit (18) nur eine
Diagonalmatrix, mit (18a) aber -- abgesehen von einer konstanten
Matrix — keine Diagonamatrix vertauschbar ist. Die Matrizen (6)
sind natlrlich auch eine ,Darstellung¢ ihrer eigenen Gruppe, diese
ist mit der Darstellung (18), (188) fur m = 1 &guivalent und I&B3t
sich mit Hilfe der Matrix in (5) in diese transformieren.

Fur m — O dagegen ist (1 8), (18 @ zwar auch eine Darstellung,
jedoch keine irreduzible, da mit (18) dann jede Matrix vertauschbar

01
ist. Bringen wir die Matrix (18a), das ist jetzt (1 O)’ auf Diagonal-
form, so zefalt die Darstellung in zwei irreduzible Bestandteile

39, D) = (1); 39— 1)) = (1) (19)
und
3, 1) = (1); 3 ({p,— 1)) = (= 1) (20)

6. Hierdurch haben wir alle Darstellungen der zweidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe gewonnen. Diese sind fir m = 1, 2, 3, 4, . . .
in (18), (183 gegeben und von der Dimension 2, fur m == 0 und
m -- 0 in (1Y) und (20) von der Dimension 1.

Die Koeffizienten 3(m ({ @, d})s 4 bilden im Raume von ¢ und 4
ein vollstdndiges Funktionssystem, d. h. man kann jede Funktion
g (p, 4) (p vaiiert von ¢ bis 7, ist - 1 oder .- 1) durch sie
liner ~ ausdriicken. Die Funktionen 3 (3® + 39%), 3o 3o,
3@, 3@,... snd namlich der Reihe nach 1, ¢—19, etg, =240, ¢2i¢, . . .

- =

Tricteitag,
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fir ¢ = 1 und verschwinden fir d—=~ 1, dagegen sind ; (3 - 3©"),
30, 39, , 39 29, ... Lgleich Null fir d = 1 und der Reihe nach
1, e=i9, et9, ¢—2ig, ¢2t¢, . . . flr d = — 1. Durch die erste
Reihe 13t sich g (¢, 1) durch die zweite g (¢, — 1) linear ausdriicken.

Es folgt hieraus, dal3 auler (18), (18a), (19) und (20) keine
weiteren  irreduziblen Darstellungen der zweidimensionaen
Drehspiegel ungsgruppe existieren.

7. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der dreidimensionaen
reinen Drehgruppe (iber. Die Eigenwerte einer’ reellen ortho-
gonalen dreidimensionalen Matrix g mit der Determinante 1 miissen
die Gedtalt 1, ef?, e—t¢ haben, da sie alle vom Absolutwert 1 sind
und die komplexen paarweise konjugiert komplex sind. Die Phase @
der komplexen Eigenwerte heift D r eh winke 1, der Eigenvektor
v, ; des Eigenwerts 1 heiflt Drehachse. Seine Komponenten
vy 9, B, bestimmt man wohl am einfachsten, indem man
von av., = ».; ausgeht und mit g-1! = a' multipliziert:
v, = do.,. Soergibtsich{a-—a)v.;= 0 oder ausgeschrieben

(@ == 0g,) Vg, + (B ~ @z )0y = 0

(ay; — @) 0y, v (agg—agy)0, = ¢ 0, (21)
(051 — @) 8, + (a5 — 0,5) 0, =0,
und hieraus

011 :0,,:0;, = (aw — asﬁ): {131 e alﬂz;}’féz’" a{{}; (22)
Den Drehwinkel ¢ bestimmt man am besten, indem man die
Summe der Eigenwerte gleich der Spur der Matrix setzt:

1+ et e 9=1+ 2008 ¢ =0, + 0+ 0, (23)
@ soll zwischen O und)z liegen.

Die zu ¢ ¢ und ¢— ¢¢ gehtrigen Eigenvektoren v, , und 9.5
sind konjugiert komplex: v¥*, = ». 4, dagegen soll »., reel an-
genommen werden, (v.;, 9.;) = ((v.5, ¥.1)) = L

Die Matrix 9, deren Spalten die Eigenvektoren 9.4, 9, 9, 0. 5
von @ sind, bringt @ auf die Diagonalform. Es ist daher ptap — d
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 1, ¢f¢, ¢e—*¢ als Diagonal-
elementen.  Setzen wir noch 8 — ¢ g, mit

1 0 0
=0 1¥2 V2 | (24)
0o Y2 —iye
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so sind die Spalten von B der Reihe nach v .;, (8.5 + 0%)/ V2
und i (.,— 0%)/V2, so daB B rein reell ist. AuRerdem ist B as
das Produkt der unitéren Matrizen » und v auch unitér, so dafd
es as eine reelle unitire Matrix ein Element der Drehgruppe ist.
Transformieren wir nunmehr die Gleichung »t @ ® = d mit v,, So
erhalten wir
0 0
BtaB = vivtav v, = nzdno = (6 cos¢ —sing | = & (26)
sin @ cos @

Hierin konnen wir sogar B als eine reine Drehung annehmen,
well wir es, wenn seine Determinante — | wére, mit — { multi-
plizieren koénnten: (25) wirde sich
dadurch nicht #ndern. Wir sehen
aus (25), daR alle Drehungen
m it demselben Drehwmkel ®
in derselben Klasse sind, Wexl
se dle jn €. transformiert weiden
kénnen. Matrizen mit von @ ver-
schiedenem Drehwinkel konnen da-
gegen nicht mehr in dieser Klasse
sein, weil sie andere Eigenwerte
haben und daher nic h t in g, trans-
formiert werden konnen.

Der geometrische Sinn dieser  Uber- Abb. 6
legung ist der bekannte Satz, da jm
dreidimensionalen Raume _jede orthogonale Transforma!;xon durch eine
Drehung cine zweckma ig gewahl e Drehachse V. 1 ersez, weraen e
(Dze Dréhachse bleibt wegen @9 .1 = D. 1 be ‘der  Drehung ungesndert.)
Bringt eine Transformation den Bogen YZ (Abb. 6) nach Y' Z', so muB
die Drehachse in der Mittelsenkrechten von ZZ' und YY’, aso in ihrem
Schnittpunkt  C  liegen. In der Tat bringt nun die Drehung um (, die
Z in Z!' Uberflhrt, auch Y nach Y': aus der Kongruenz der beiden
Dreiecke ZC Y und Z'CY’ (die drei Seiten sind gleich) folgt, daf die
Winkel Z(C Y und Z'CY’ dleich sind, und daher sind auch die Winkel
Z CZ und YC Y' gleich. Eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢ ldft sich
in ene andere Drehung mit demselben Drehwinkel transformieren, indem
man durch eine Drehung ¥ die eine Drehachse zur Deckung mit der
anderen bringt, hierauf die Drehung mit ¢ vornimmt und dann durch B—1
die Drehachse auf die dte Stelle bringt.

Zur eindeutigen Charakterisierung der Drehung muf3 man noch
der Drehachse einen Richtungssinn geben, wodurch auch das Vor-

W i g ne r, Gruppentheorie 11
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zeichen des Vektors 9., enen Sinn bekommt. Die Drehung soll, in
Richtung der Drehachse gesehen, im Uhrzeigersiun erfolgen.

Auf diesen Tatsachen ,berunt die im X. Kapitel besprochene
Parameterdarstellung  (Fig.’'1) der dreidimensionaen reinen- Dreh-
gruppe. Der Drehung mit dem Drehwinkel ¢ um die Drehachse 0.,
entspricht ein Punkt im Abstande ') ¢ vom Nullpunkt in der Rich-
tung von p,; von diesem. Der Drehwinkel 9 ist durch die Drehung
immer eindeutig gegeben.  Fir die Drehung mit ¢ — 0 (die
eigentlich keine Drehung ist) ist die Richtung der Drehachse
unbestimmt, der entsprechende Punkt des Parameterraumes ist
trotzdem eindeutig gegeben: er ist der Mittelpunkt der Kugel.

Auf der Oberfliche der Kugel ist ¢ = =, und der Sinn der
Drehachse ist nicht mehr eindeutig: Drehungen um entgegengesetzt
gerichtete Achsen mit dem Drehwinkel x sind #quivalent. Den
Antipoden der Kugeloberfliche entspricht daher dieselbe Drehung.
Sonst ist die Zuordnung der Drehungen zu Punkten des Para
meterraumes  Uberall  ein-eindeutig. Elemente gleicher Klassene
liegen auf konzentrischen Kugeln.

In diesem Parametersystem konnen wir auch das Hurwi tzsche
invariante Integral  verhiltnisméBig leicht aufstellen. Da die Punkte einer
Kugeloberflache vom Radius ¢ um den Nullpunkt Drehungen mit gleichem
Drehwinkel @ nur um verschieden gerichtete Drehachsen entsprechen, die
Drehachsen im Raume aber gleichberechtigt sind, kann g ({p Dy 1, 9 5 1, ¢ V51 1)
nur vom Drehwinkel ¢, nicht aber von der Richtung B; ;, By ;, Dgy ab
héngen. Es gentgt adso, g( {g, 0. 0) zu bestimmen. Zu diesem Zweck

S.4ef [vgl. (3s) Kap. X.] berechnen wir zuerst P, ({ 9,0, 0} {15 €9, €3}), und
zwar, da wir am Ende e;, ey, g3 doch gegen Null gehen lassen werden, nur
fur sehr klgine ¢, In der ersten Potenz genau in e ist [vgl. (22)]

1 - e € "
{e, €9y 3} = 23 1 —61)
— € e 1

Wir erhalten fir {p, 0,0} { €1, ey, e5) = &, | €1, €31 €3} =

1 - g €q
::<e3 CosSp+eySing COS @ — ¢; SN @ - ey CPS ¢ — Sin q>)
€g SN P == €3 COS @ sin ¢ + e; COS @ = ¢, sin @ + cos ¥
Der Drehwinkel ¢' hiervon berechnet sich nach (23)
1+2co8¢ =1+2c0sp—2¢sng o = @ + €. (233

) Um die Abb. 1 ibersichtlicher zu machen, ist der Abstand dort ¢fr,
nicht ¢. Die linke Hafte der Figur ist aso im Verhdtnis & : 1 vergroRert
zu  denken.
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Aus (22) erhdten wir fir die Richtung der Drehachse
Dy Bgp: Uy = — 260059 — 2SN @ ggsing — ¢ (1+cos g) } (229)
= g3 (1 + cos g;)-.egsinq),
Mit Hilfe der Normierung n‘1§ + ngf ? + 03'§ = 1 ergibt dies, wieder bis
zu den ersten Potenzen der e genau

o — 1 pl, = @l + cog) e p  G(lFcosg)
11— & 21 — 29”99 27 ”51:?2+ 25in¢ 1

so daRR sich die Parameter von { ®, 0, O} { ¢ & 63} u

e(l + cosp) @es. m_l_wes(h cos @)
T3

yt+ei ¢ 2sng 2 2sng
berechnen. Fir ¢; = ¢ = e; =— 0 erhdlt man natirlich die Parameter
@, 0, 0 von & zuriick.

Die fragliche Funktionadeterminante ist daher fur ¢, = e = e = 0

d (01 ({9, 0,0} {es &g €3], .« ps ({9 0, 0} {ey € es)))

ey ea )
1 0 0
1, cos P .
= 0 wwﬁn}vw 9 :23(1"”305 <.p)2+ sin? ¢

1 + cos 4 sin’ g

0 - 7 1rcs e

2 2 sing

_ vl

T 2(1 — cos gp).
Und so erhdten wir fir das Gewicht nach (38 Kapitd X

2 1—
g(ip 0, 0)) = g({o11 9 V31 9 93, %)) ______‘_g(E)qg%__co_s@. (26)
Besonders einfach berechnet sich das invariante Integral Uber eine
Funktion J(R) =— J(¢), die fiir alle Elemente einer Klasse denselben

Wert hat (wie z. B. der Charakter einer Darstellung). Man kann dann
im Raume der Parameter zuerst Uber ene Kugeloberflache (g; = Konst.),
Uber adle Elemente einer Klasse integrieren, das ergibt 4 nw, und dann
Uber ¢ (Uber die verschiedenen Klassen). Man erhdt so
7T
9(E) fJ(w)Sn(l —0c08 @)dg @

0

fur das Hnrwitzsche Integral.

Eine andere, sehr gebrauchliche Parametgerdarstellung ist die
durch die Eulerschen Winkel, die in Abb. 2 Veéranschaulicht ist.
Die Drehung mit den E ul erschen Winkeln g, B, 4 ist das Produkt
der drei Drehungen: mit g um Z, mit B um X und mit pum VA
Im folgenden soll {¢ R y} immer die Drehung mit den Eulerschen

11*
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Winkeln « 8y bedeuten. Dabei variieren im algemeinen ¢ und y
von — x bis # und B von O bis 4, Ist aber B = 0, so sind a
und y einzeln nicht bestimmt: die Drehungen {e, O, } sind ale
Drehungen mit ¢ + 4 um die Z-Achse.

XV. Die Darstellungen
der dreidimensionalen reinen Drehgruppe

Kugelfunktionen

1. Die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen Dreh-
gruppe kann man #hnlich wie die der zweidimensionalen mit Hilfe
der Laplaceschen Differentialgleichung

2 3 f (x 2 £ (, .
R U

ableiten, indem man die homogenen Polynome Z-ten Grades
bestimmt, die ( 1) befriedigen. Unterwirft man in einem solchen
Polynom X, g, # einer orthogonalen Transformation R, so entsteht
wieder ein Polynom ?-ten Grades, das (1) ebenfalls befriedigt, so
dal esli-near durch die unveranderten Polynome ausgedrtickt werden
kann; die Koeffizienten bilden eine Darstellung, die wir mit D (R)
bezeichnen werden.

Da wir die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen
Drehgruppe noch mit Hilfe einer anderen, von H. Weyl angegebenen
Methode bestimmen wollen, sei der Weg Uber die Lap la c e sche
Differentialgleichung nur skizzenhaft angegeben. Zur Auflésung
von (1) fuhrt man gewchnlich Polarkoordinaten r, §, @ €n, en
Polynom Z-ten Grades hat daan die Gestalt r'P! (8, ¢). Geht man
mit diesem Ansatz in die auf Polarkoordinaten transformierte
Gleichung (1) ein, so fallt » heraus, und man erhélt eine Differential-
gleichung fur § und @ alein (in der auch | vorkommt). Die
21+ 1 linear unabhingigen L dsungen %) dieser Differentialgleichung

PLi@® @), Pl (). P (8 9), Pi® ) (2
date

Y X(oi
1) Siehe z. B. R. (Qourant und gﬁ "‘H ilgefrt!,! Methoden der mathe-
matischen Physik, Berlin 1924, S. 265, 420, 66.
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bezeichnet man als Kugelfunktionen Z-ten Grades. Sie haben die
Gestalt
Pr (8, 9) = ¢e~im¢ Py, (8), ®)
WO Pr, (8) = PL, (8) und fir m >0
sip®™ § &t msin?ly
211 (dcos@)tm

ist. Fir § — O verschwinden, abgesehen von P} dle P., was
schon darum der Fall sein muB3, weil fir 6 = O das Azimut ¢
unbestimmt ist und der Wert von P}, (8, p) = e—imo pl, (f) nicht
von ihm abhangen darf.

Das Wichtige in (3) ist die Abh#ngigkeit von ¢. Wendet
man namlich auf ¢/ P!, (6, @) den Operator P3 an,” wo R eine
Drehung um die %-Achse mit ¢ ist, so bleiben Radius und Pol-
abstand ungeandert, ¢ geht in ¢ — ¢ Uber.  Daher ist

Plaoo) 1 Py (9, @) = rle=im =9 Pp (9) = éimrl Py (8, 9), (&)
wenn wir die Drehung mit den Eulerschen Winkeln o, 8, p mit
{, B, v} bezeichnen.

Die Zeilen und Spalten der zu den Kugelfunktionen Z-ten
Grades gehdrigen 2 1 + I-dimensionalen Darstellung numerieren
wir den unteren Indizes ‘der Kugelfunktionen entsprechend von w- |
bis 7. Es ist dann

Plagy) ' Bn @, 9) = 290 ((aByDwnr' Pt 9),  (6)

. was fir g = y = 0 durch Koeffizientenvergleich mit (4) in
bekannter Weise

Pho(®) = PL,(®) = (38)

DO 00 )i == €M% 0y
ergibt. Tn der Darstellung ®® sind also die Matrizen, die Drehungen
um Z entsprechen auf Diagonalform. Der Drehung mit ¢ entspricht

e—fla 0 0 0
0 gtl-=ve ., 0 0
P (fal0)) = 3 | ®
0 0 ei(l*l)a 0
0 0 O eila

Wir wollen jetzt zeigen, dal3 die Darstellungen ®® irreduzibel
sind, indem wir zeigen, da3 eine Matrix, die mit den ®® ({a  y})
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fir dle Werte der a, f, y vertauschbar ist, notwendig eine konstante
Matrix sein mu. Zundchst ist mit den Matrizen . (6) nur ene
Diagonalmatrix vertauschbar, eine mit alen DO ({a B y }) vertausch-
bare Matrix ist aso sicher eine Diagonalmatrix. AuRerdem werden
wir gleich sehen, daB3 in ®® ({0 B 0)) in der O-Zeile im algemeinen
(d. h. abgesehen von gewissen diskreten Werten von f) keine 0
vorkommt. Mit diesen Matrizen ist nur ene Diagonamatrix mit
lauter gleichen Diagonalelementen, d. h. nur eine konstante Matrix
vertauschbar. In der Tat, ware die Diagonalmatrix mit den
Diagonalelementen d;, mit D® ({ 0 B 0}) vertauschbar, so wirde fir
die O-Zeile des Produktes

a 9‘”({0ﬁ0})ok = 9")({0/ﬂ0})0kdk, . (@)

d.h. d, = dj folgen. 7?”’/5”” (2027 j: Z O /,\”,’"M’ 294

DaB DD ({0 50)}) 1m a’llg/:memen in der’d() Zelﬁe kelnelz) 'enﬁlﬁlt wl®
kann man folgendermafien einsehen: Ist R eine Drehung um X
mit B, so ersetzt Pg den Punkt r, &, O durch 7, & — f, 0. B sind
deher die rtP% ( — B) Linearkombinationen der r! P (9), die
Koeffizienten sind die ®® ({ O R 0})y yp. Setzen wir nunmehr auch
6 — 0, s0 ist im algemeinen Pﬁ,, (- ) nicht Null, dagegen sind
die anr (0) dle Null, nur P(l, (0) nicht. Der Koeffizient hiervon,
D ({080})gm, darf aso nicht verschwinden, sonst wéren auf der
rechten Seite der Gleichung dle Glieder Null, wahrend die linke
Seite nicht verschwindet.

2. Die Darstellungen D@ ({e B y}) sind dso fir dle | = 0, 1,
2,3,... irreduzibel. Um ihre Charaktere zu bestimmen, erinnern
wir uns daran, dal3 die Spuren der Matrizen, die Elementen derselben
Klasse zugeordnet sind, gleich sind. Da die Klasse in unserem
Falle durch den Drehwinkel, den wir mit (7 bezeichnen wollen,
charakterisiert ist, ist der Charakter 4O (g) eine Funktion des
Drehwinkels allein, die wir bestimmen kdénnen, wenn wir die
Diagonalsumme e in e r Matrix, die einem Element mit dem Dreh-
winkel @ zugeordnet ist, berechnen. Eine solche haben wir aber
in (6), wenn wir & = @ setzen. Wir erhaten so

!
19 () =216‘"“”= 1 +2cosqp+2cos2¢@+---+2coslg. (7)
m= -
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Die Orthogonalititsrelationen lauten mit Hilfe der im yorher-
gebenden Kapitel (27) bestimmten Gewichtsfunktion

8 xg (E) j 1@ @10 @) (1 — cosg)dgp = 8ng (E)d;,.

Man kann se durch einfache Integration lejcht verifizieren sowie
auch einschen, da es auler den PO keine weiteren irreduziblen
Darstellingen geben kann. Der Charakter einer solchen miilite
namlich, as Funktion von ¢ mit (1 — cos @) multipliziert, auf alle
0, aso auch auf alle g¢+ ¥ — 4@ d. h. auf die Funktionen
1, 2cos ¢, 2cos 2@, 2¢c0s3 @, .. . im Gebiet von O bis 5 senkrecht
stehen und muld daher nach dem Fouriertheorem verschwinden. 9
Es folgt, daB3 die D©, DM, D@, . . . die samtlichen miteinander {1y : 4X.0
nichtéquivalenten irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen !
reinen Drehgruppe sind. E
Die identische Darstellung ist $®, dagegen sind die drei-
dimensionalen orthogonalen Matrizen als die Darstellung ihrer
eigenen Gruppe zu DO iquivalent, was schon aus der Dimension
oder dem Vergleich der Charaktere folgt.
Jede Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe setzt sich

TP
do Y Prae|
p ey

aus den DO, DM DA, . . . zusammen und ist bis auf ene Ahn-
lichkeitstransformation gegeben, wenn man wel3, wie oft darin die
einzelnen DO, P, DA, . .. vorkommen. Diese Zahlen 4, 4,, 4,, - - -

kann man aber schon bestimmen, wenn man die Matrizen kennt,
die einer Untergruppe entsprechen, die eine zweidimensionale Dreh-
gruppe ist, wie etwa die Drehungen um die %-Achse. Kommt darin
die Darstellung (eim#) der zweidimensionalen Drehgrupps g,,-mal
vor, so ist (fir mgO)am:Am+ A, *+,+...,und DO ist in der
ganzen Darstellung 4; = @, =~ a; , ,-mal enthalten.  Wohlgemerkt
kaon man so nur schlieBen, wenn man aus irgendwelchen Griinden
schon weif, dal? man es mit einer Darstellung zu tun hat, und man
kann dieses Kriterium nicht auf irgendein Matrizensystem anwenden.

Aus (6) kennen wir die Matrizen D ({e, 0, 0}) = DO ({ 0, 0, &}),
und wir wirden ale Matrizen ®W ((a, ﬁ, y}) kennen, wenn wir noch
digjenigen Matrizen ® ({ 0, §,0}) kennen wirden, die den Drehungen
um X entsprechen. Bezeichnen wir D® ({0, B, 0})xa mit d® (B)aa.
Die Drehung | e, f, p} ist das Produkt der drei Drehungen {e, O, 0}
{0, 8, 0} {0, 0, »}, und so entspricht ihr

DO ({a, B, ¥}) = DO ({a, 0, 0)) DT ({0, , 0}) DV ({0, O, p}).
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Daher ist _
@“’({u ﬁ'}’})m'm — gm'e g (ﬁ)m,metmy‘ (8)
Die Anzahl der Darstellungen der Drehgruppe ist unendlich,
weil sie auch unendlich viele Klassen hat.

Isomorphie der zweidimensionalen unitaren Gruppe
zur  Drehgruppe

3. Wir wollen die irreduziblen Darstellungen der dreidimensio-
nalen reinen Drehgruppe noch auf einem anderen, von H. W ey 1
angegebenen Wege ableiten. Wenn wir nicht die sich natirlich
darbietende Methode durch die Laplacesche Differentialgleichung
weiter ausbauen, so hat dies seine Ursache darin, da3 die W eylsche
Methode mit den eigentlichen Darstellungen gleichzeitig die so-
genannten ,zweideutige%yggp « abzuleiten gestattet, die
im Laufe der spateren Entwicklungen (bei der Theorie des Spins)
eine mit den_eigentlichen, Darstellungen gleich wichtige Rolle
spielenwerden.

Wéhrend man sich bel der symmetrischen Gruppe mit der
Bestimmung der Dimensionen und Charaktere einiger Darstellungen
begniigen konnte, sind bei der Drehgruppe nicht nur die Charaktere,
sondern auch die Koeffizienten aller Darstellungen von Bedeutung.
Dies beruht, wie wir spater sehen werden, darauf, dal3 in ale
physikalisch sinnvolle Grofien Teilchen gleicher Art in gleicher
Weise eingehen, verschiedene Raumrichtungen aber nur dann, wenn
nicht nur im mechanischen Problem, sondern auch in der Frage-
stellung keine Richtung ausgezeichnet ist. ‘Dies letztere ist z. B.
schon der Fall, wemn Man nach der Z-Komponente des_Dipol-
moments fragt. '

Wir beginnen mit drei einfachen Hilfssdtzen, die eigentlich
der elementaren Theorie der Matrizen angehdren.

@ Eine Matrix, die jeden reellen Vektor in_einen redllen
Vektor_uberfihrt, ist selber reell, d.h. alle ihre Koeffizienten sind
reell. Wendet man die Matrix auf den k-ten Einheitsvektor, dessen
k-te Komponente 1, ale anderen O sind, an, so erhdlt man den
Vektor, der die k-te Spalte der Matrix bildet. Diese mu3 also
reell sein. Das gilt aber fir ale k.

b) Wir haben in Kapitel 111 (S. 28 his 29) gesechen, dal3 eine
Matrix O komplexorthogonal ist, wenn sie das einfache skalare
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Produkt 2zweier beliebiger Vektoren a und b ungeéndert lalX, wenn

(@@, 8)) = ((0 g, O b)) gilt. Es geniigt aber schon, wenn sie die Langs

eines je den Vektors v invariant 1888 wemn (b, v)) = (O v, QW) v~ >~
gilt. Sind namlich @ und b zwei beliebige Vektoren, SO kgpnen WIr ‘
y = ¢ + b setzen, und es ist dann wegen ((a, b)) = ((b, )

(00 = (@+ B0, D) =(@0). 2 (0 08)+ (b b))
= ((0 v, OV)) = ((0a, 0) + 2 (O 4, 0 b)) + (O 8,0 b).

Nachdem aber auch ((a, a)) = ((0 9, 0 ®)), (b, b)) = (0 b, 0 b))
gelten soll, ist fir jedes Vektorenpaar g b

(@ 8) == ((0 o 0 b)),

und hieraus folgt, daR 0 komplexorthogonal ist. [Entsprechend
gilt auch, daR U unitdr ist, sobald fir jeden Vektor (v, v)
= (Wb Yb) gilt.]

Eine Matrix, die jeden redllen Vektor redl laldt und die Linge
eines jeden Vektors unveréndert lalt, ist eine Dr e hu ng. Der
geometrische Sinn dieses Satzes ist die einfache Tatsache, daf,
sobald in den urspringlichen und transformierten Figuren alle
Lingen gleich sind, auch die Winked adle gleich sein missen und
die Transformation lediglich eine Drehung ist.

¢) Es werde noch die allgemeine Gestalt einer zweidimensio-
nalen unitiren Matrix

o (a b
Y d)

mit der Determinante 1 bestimmt. Aus a*¢ } b*d = 0 folgt

= — b*dfa*, und diesin ad — bc = 1 eingesetzt, ergibt
(ag* + bV¥)dfe* — 1. Da weiter aa* + bb* = 1 ist, folgt
d = a* und dann ¢ = — b*, Die allgemeine zweidimensionale
unitére Matrix _mit der Determinante’ 1ist also ™~ ~

R a b
w=(_p ) ©)
wo noch |a®| 4 | = ! gelten muB

4. Wir betrachten nunmehr die drei sogenannten Paulischen
Matrizen

= m= =Y
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Man kann jede zweidimensionale Matrix mit der Spur 0 als

eine Llneark@w@bvum Sy Fes =00 i ‘
h=rtf=(_] y+“”) (102"

Yy — 1z V4

dieser Matrizen auffassen, indem man —h, ; = h,, = #; h,, + h,
=2yund k, ,—~ h, , =24z setzt. Sind insbesondere X, y, 2
reell, so ist h hermiteisch

Transformieren wir  durch eine beliebige unitdre Matrix y
mit der Determinante 1, so erhalten wir wieder eine Matrix
h = whut mit der Diagonalsumme O, die daher auch als Linear-
kombination von g4, 8,, 8, geschrieben werden kann:

h=uhw=ul, |W=10g + vs+ 28 =[,§, (1)

<—f‘b"' Z*)(y:jx ’ t”)(:: _;b> = <y’:jx' v tzx> (11a)

Dabe sind die X', y’, £ lineare Funktionen der x, y, ¢. Die Trans-
formation Ry, die das t (zy ) in das Ryx = ' (x'y’ ¢') Uberfihrt,
kann man aus (11 a) berechnen, es ist

¥ =310~ a3+ P-b*%) 24 L@+ a* 2D - b*Y) g+ (a*b* +ab)e,
Z£= i(a*b-ab¥)z = (a*btab*)y  + (aa*-bb")e.
Auf die spezielle Form der Mutrix R, kommt es dabei weniger
an?), wichtig ist nur, da3 wegen der Gleichheit der Determinanten
von R und h immer

-y = gl YI 2 (13)
ist, und hieraus folgt nach b), da3 die Tran sf or m ai on Ry

komplexorthogonal sein muR.  Man kann sich hiervon an
Hand der expliziten Formel (12) auch leicht ‘Uberzeugen. Weiter
ist A hermiteisch, also ' (¢' ' #') reell, wenn dies fir A gilt, also
wenn ¢t (xy ¢) reell ist. Hieraus folgt wieder nach a), da R,
rein_reell ist, wie man aus (12) ebenfals ersehen kann. Es™
erglbt sich nunmehr, da B, eine Drehung ist: durch (11) wird
jeder unitiren Matrix ¢ eine dreidimensionale Drehung zugeordnet.

z' =] (@*+a* 1+ b2+ 0*) 2+ Li(a* P -al + B2 b*%) gy +i (a* b*—ab)z,}
(12)

1) Die komplexen Zahlen a und &, durch die die Drehung in (12)
charakterisiert ist, heiRen dieC ay Jey - K 1 ein gchen Parameter. Es ist
| a8+ | b= 1
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Die Determinante von R, ist <+ 1, weil sich R, dadurch, da8 man
stetig in die Einheitsmatrix tberfihrt, ebenfalls stetig in die dreidimen~
sionale Einheitsmatrix tberflhren lagt. Wére seine Determinante am Anfang
dieses Prozesses — 1 gewesen, so hétte sie einen Sprung nach 4 1 machen
mussen, Was nicht moglich ist: R, ist fur ale # eine reine Drehung,

Die Zuordnung ist dabei so beschaffen, da® dem Pro-
dukt qu zweier unitirer Matrizen q und g das Produkt
R,y = R, R, der entsprechenden Drehungen zugeordnet
wird. Nach (11) angewendet auf g an Stelle von ¥ ist

qlni)et= Ry i},
und dies mit u transformiert, ergibt
uqyfjetut =u [Rq N flut = [RuRq Y= [qur' ﬂ,

wo noch (1 1), angewendet auf R, r an Stelle von r und #q an
Stelle von y, benutzt ist. Es besteht also ein Isomorphismus
zwischen der Gruppe ') der zweidimensionalen unitdren Matrizen
der Determinante 1 und der ihnen mit Hilfe von (11) oder (12)
zugeordneten  dreidimensionalen Drehungen. Es ist aber zu be-
merken, da3 ‘der, Isomorphismus nicht zwischen der zweidimen-
siondlen unitiren und der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe
zu bestehes brauchte, da dies bedeuten wirde, daR die R, alle
Drehungen durchlaufen, wenn y die ganze ynitire Gruppe bestreicht,
was qnqch keineswegs feststeht, was aber sogleich gezeigt werden
soll.. ZAweitens ist zu bemerken, dai? der Isomorphismus natiirlich
kein Holofiotphismus Sein muB, weil mehreren unitiren Matrizen
dieselbe Drehung entsprechen kann, was, wie wir ebenfalls sogleich
sehen werden, auch der Fall ist.

Nehmen wir zuerst # as eine Diagonamatrix #; (a) an, d. h.

1
setzen wir b == O und (aus spiter ersichtlichen Griinden) a = ¢™ 3 fe,
80 ist @ wegen |a |? =1 recll

P—%ia 0
(@) = < _‘_“x) . (14&)
0 e?

Ans (12) ersehen wir, daf3 die zugeordnete Drehung
‘cosa ~-Sna 0
(sin a  cosa 0) =(a 0 0} (14
0 0 1,

1) wir nennen sie im folgenden kurz ,unitire Gruppe”.
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eine Drehung mit & um Z ist. Wenn wir zweitens 4y rein reell
annehmen, so kénnen wir
w@®=(""1f — 3 (14b)
PV " \singp cosip
setzen, die zugeordnete Drehung ergibt sich dann aus (12)

1 0 0
(o cos B -- sin E): © B, 0 (14b")

0 sinl cos R

als eine Drehung mit R um X. Dem Produkt der drei unitéren
Matrizen u; (a) #g () 1y (p) entspricht das Produkt einer Drehung
mit ¢ um Z, mit B um X und mit y um Z, aso die reine Drehung
mit den Eulerscben Winkeln ¢, B, 9. Es folgt hieraus, dal3 in
der in (11) definierten Zuordnung nicht nur jeder unitéren zwei-
dimensionalen Matrix eine dreidimensionale Drehung, sondern daf3

auch umgekehrt jeder _reinen Drehung _wenigstens. eine unitére
Matrix, namlich der Drehung {e, B, y} die Matrix

(e-%m 0 ) cosif —sinlp (e—%iy O>
1 1.

0 3" /\sinlp cosip 0 e’

_ (e"%“ coelf e 3T g gie sin%ﬁe%”
et sin} B 31 e cos%ﬂe’lﬂi”

‘ ~_cggt_\sg’ri\cy,t,.« Die Isomorphie b&cteht_a_lso ta_tséchlich zwischen der

unitaren Gruppe und der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe.
Es fragt sich noch, wie vielstufig diese Isomorphie ist, d. h.

wie vielen unitiren Matrizen dieselbe Drehung zugeordnet ist? Es

gentigt festzustellen, wie vielen unitdren Matrizen y, die Einheit

der Drehgruppe, die Transformation z' =1, §' = ¥, 2’ = 2z ent-

spricht. Fir diese w, muR y, hul = A fur dle h gelten, was

(18)

nur sein kann, wenn 4, eine konstante Matrix, b =0 und ¢ = a*{]

reell, wegen a* +|p? | = 1gleich 4+ 1 ist. Den beiden tnitaren
Matrizen + 1 und m~= 1 == und nur diesen — entspricht also die
Einheit der Drehgruppe. Diese beiden Eiemente bilden einen
Normalteiler der unitéren Gruppe, und den Elementen (und nur
diesen), die in derselben Nebengruppe dieses Normalteilers sind,
also 4 und ~ y, entspricht dieselbe Drehung. DaR 4 und — ¢
dieselbe Drehung entspricht, sieht man auch aus (12) unmittelbar,

T s>

G

13}

14

0
)
/

“4

-
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sowie auch daraus, dafd in (15) die trigonometrischen Funktionen
der haben Eulerschen Winkel vorkommen. Durch die Drehung
sind die Eu lerschen Winkel gewissermallen nur bis auf Viel-
fache von 2 #, die halben Winkel nur bis auf Vielfache von g, die
trigonometrischen Funktionen dieser nur bis auf das Vorzeichen
festgelegt.

Unser wichtiges Resultat lautet also folgendermalien: Es
besteht eine zweistufige Isomorphie zwischen der Gruppe der zwei-
dimensionalen Unitaren Matrizen mit der Determinante 1 und der drei-
dimensionalen reinen Drehgruppe, bei der jedem unitaren Matrizen-
paar u#, — § eindeutig umkehrbar eine Drehung R, in der
Weise zugeordnet ist, daf aus 4 Q = t auch R, R; = B und aus
R, R, — Ry umgekehrt 4q = + ¢ folgt. Kennt man die unitére
Matrix 4, so erhdt man die zugehtrige Drehung R, am besten
aus (12), umgekehrt findet man die unitaren Matrizen zur Drehung

{a By} aus (1B).

Die Darstellungen der wunitdren Gruppe

5. Durch diese Isomorphie besteht ein enger Zusammenhang
zwischen den Darstellungen der beiden Gruppen. Man kann nam-
lich — wie dies schon im IX. Kapitel auseinandergesetzt wurde —
aus jeder Darstellung D (R) der kleineren Gruppe = das ist in
diesem Fall die Drehgruppe — eine Darstellung ¥ (u) der anderen
Gruppe gewinnen, indem man allen Elementen (& und - w) der
zweiten Gruppe, denen im Isomorphismus dasselbe Element Ry der
ersten Gruppe entspricht, die Matrix ¥ (w) = D (Ry) zuordnet.
Insbesondere wird so den beiden unitéaren Matrizen 1 und = 1 die
Einheitsmatrix D (&) zugeordnet. Kennt man umgekehrt alle
Darstellungen der unitdren Gruppe, so kann man aus diesen jene
heraussuchen, in denen den beiden Matrizen 4 und — 4 dieselbe
Matrix ¥ ) = W (- w) entspricht. Jede dieser Darstellungen
erlaubt. eine Darstellung der Drehgruppe zu bilden, die man erhdlt,
wenn man der Drehung R, dieMatrix D (Ry) = W (w) = W (- at)
zuordnet.  Man kann auf diese Weise sdmtliche Darstellungen
der Drehgruppe erhalten.

Sei insbesondere die Darstellung ¥ (u) der unitéren Gruppe
irreduzibel. Das Element w = — 1 ist mit alen Elementen der
Gruppe vertauschbar, und so mu auch ¥ (- 1) mit dlen Y (u)

Uﬂ/l%éh(’ 49)117?)0 > ':!f fl;. Yoo x
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vertauschbar sein. Es ist daher nach den allgemeinen Sétzen Uber
irreduzible Darstellungen eine konstante Matrix. Ihr Quadrat muR
ebenso wie das von — 1 die Einheitsmatrix ') ¥ (1) sein. Es ist
daher entweder

U(— 1) = U(1) oder U(— 1) = -U(l).

Die Darstellungen, fur die M(— 1) = ¥ (1) gilt, nennen wir
gerade Darstellungen. Fir sie gilt auch ¥ (—u) = U (— 1) . U(w)
= U(1).Au) = U (w), den beiden Elementen 4 und = 4 ist
bei ihnen immer dieselbe Matrix zugeordnet. Sie geben daher
richtiggehende Darstellungen der Drehgruppe, und wir kennen sie
implizite alle aus 1.

In den Darstellungen, fur die M (- 1) = =~ ¥ (1) gilt, it
U(—n) = U(—1).U@) = = U(u). Elementen, die sich im
Vorzeichen unterscheiden, entsprechen Matrizen, die ebenfalls ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben. Aus diesen Darstellungen der
unitsren Gruppe -- Wir nennen sie ungerade — kann man keine
richtiggehenden Darstellungen der Drehgruppe bilden, sondern nur
sogenannte ,zweideutige” oder , halbzihlige ¢, in denen jeder Drehung
R, == R -, nicht eine Matrix, sondern zwei Matrizen ¥ (u) und
U (- u) = — U (u) entsprechen, die sich im Vorzeichen aller
Koeffizienten  unterscheiden.

Eine ungerade Darstellung der unitéren Gruppe bildet sie als
ihre eigene Darstellung : M (w) = u. In der entsprechenden zwei-
deutigen Darstellung D¢/2) der Drehgruppe ist der Drehung {e, B, y}
digenige Matrix # == W(u) selber zugeordnet, der im Isomor-
phismns R entspricht. Es ist aso nach (15)

g — 14y —lia . 1y
ﬂ"*’({aﬂﬂ)ri(e,' wagfe vl —e Pdingfel ) 16)

1 1
~fa s 1 — iy <t 1 =17
63" singfe 3 €3’ cosyfled

Die erste Zeile biw. Spalte nennt man dabel gewohnlich die
~ 1-Zeile bzw. -Spalte, die zweiten die 4 }-Zeile bzw. -Spalte.
In (16) haben wir die erste zweideutige Darstellung der Drehgruppe.

1) Die Matrix §{ (1), die der Einheit der Gruppe zugeordnet ist, ist
eine Einheitsmatrix, die die Dimension der Darstellung hat. Wir gebrauchen
hier das Zeichen 11 (1) an Stelle des einfacheren Zeichens 1, um eine Ver-
wechglung mit der Einheit 1 der nnitéren Gruppe ‘(die gweidimensional ist)
zu vermeiden.
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Fur die zweideutigen Darstellungen gilt nicht ®(R). D(S)
= DR 8), sondern nur DR) D (S =+ D (R S), well die Da-
stellungsmatrizen nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Es
ist sogar so, dal} es nicht moglich ist, das Vorzeichen tfiir dle
Matrizen gleichzeitig so festzulegen, dal3 fur das resultierende
Matrizensystern das strengere Multiplikationsgesetz der eindeutigen
Darstellungen gelte. Die zweideutigen Darstellungen sind also
nicht so entstanden, da? man in einer eindeutigen Darstellung
die Vorzeichen aler Matrizen unbestimmt gelassen hat. Dies
sieht man z. B. aus (16): einer Drehung mit & um Z entsprechen
die Matrizen + ¢8,, dem Quadrate hiervon, einer Drehung mit
2 ¢ um Z entspricht also sicher auch die Matrix = 1. Da diese
Drehung aber eigentlich keine Drehung ist, sondern alles unverandert
&8t und die Einbeit der Gruppe bildet, muf3 ihr auch noch die
Einheitsmatrix entsprechen, das Eindeutigmachen der Darstellung
ist nicht moglich.

6. Wir bestimmen jetzt die irreduziblen Darstellungen der
zweidimensionalen unitédren Gruppe.

Haben wir ein homogenes Polynom #n-ten Grades von & und §
und fihren eine unitére Transformation der Variablen aus

§ = ag +b¢

¢ = — b*e+a*§,}
so erhalten wir wieder ein homogenes Polynom n-ten Grades. Dies
ist sogar fur beliebige lineare Transformationen richtig, doch wollen
wir uns auf unitdre beschranken. 7u ?fynomen
L e < o AR T <A A < @ek?@'daher einen + 1.
dimensionale Darstellung der unltaren Gruppe. Um sofort die bei
der Drehgruppe ublichen Bezeichnungen zu erhalten, nennen wir
n = 24, die Dimension der Darstellung ist dann 2§ + 1 und § ist
halbzahlig ') oder ganzzahlig. Die Polynome seien

(17

_ 51+#Cj“‘#
VG +o)!G—p)!

wo p die 2§ + 1-Werte —j, —j +1, —j+2,...,i—2,§—1,§
annehmen kann, es ist bei ganzzahligem j selber ganzzahlig, bei

(18)

1) Darunter versteht man, daB es sich von einer ganzen Zahl um # ;
unterscheidet.
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halbzahligem j halbzahlig. Der konstante Faktor [(j+ #) ! (-y) ! ] 3
wurde zu gf+ # gi—# deshalb binzugefigt, weil — wie sich zeigen
wird — die Darstellung Y@ fiur die 2§ + |-Funktionen (18) hier-
durch die unitire Form annimmt.

Bilden wir nunmehr 1) Py f, nach (19), Kapitel XI.

Pufu(e § = fule*e— b§, b*e +af)
_(@e—ppituers + af)i—rl (19)
T Vit —w!
Um die rechte Seite as Linearkombination der f, auszudriicken,
entwickeln wir sie nach dem Binomialtheorem:

i Vit elG—w)!
#gﬂ xgo(— b WG+ p—0)! ([ —p—x)!

g g¥Hu— R pr PR —p— g2i—x—xpe ¥ (10a)

Man kann hierin die Summationsgrenzen weglassen und die Summation
#iber ale ganzen Zahlen erstrecken, weil die Binomialkoeffizienten
fiir auRerhalb des Summationsbereiches liegende %, ' doch ver-
schwinden.  Wenn man noch j — % — %" = p' setzt, muR g’ bei
ganzzahligem j alle ganzen Zahlen, bei halbzahligem j alle halben
Zahlen durchlaufen. Drickt man in (19a) alle Funktionen von ¢
und ¢ mit Hilfe von (18) durch die f,» aus, so ergibt sich

_ VG wlG-wlGra) G—p)!
Pufi @ @'2,,;(“ D ®! G- =) G+p—n)! (%+M'—M)’}- (20)

Cai WX PP f (e, )
Der Koeffizient von f, rechts ist YWD W) u:

WOy = 3 1 TIHDIG=0 G 1G]
, @

U—p=x)!J +p—n)!x!lGe+p'—u)
gl W —xgEitu—nprple+ul—u

1) Dabei ist g die unitére Transformation in (17). In Kapitel XI
wurde P eigentlich nur fur reelle orthogonale R definiert. In unserem
Balle, wo s unitir ist, folgt aus (18 a) Kapitel XI Sam

x; = 2 R}-"i x}
J

an Stelle von (18b), wo also Ry, an Stelle von R, steht.
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Etwas einfacher lauten die Ausdriicke fir p' = j, d, b far die
letzte Zeile der Darstellungsmatrizen, weil wegen der Fakultiten
im Nenner nur das Glied mit % = O ibrigbleibt:

24)!

D (u) :v ( - a*titrpei-ln . (21a

g T WlG— W (31e)
Hierdurch haben wir die Koeffizienten der Darstellungen

fur alle moglichen § =0, 1,1, §, 2, ., . bestimmt, und wir miissen

nur noch nachweisen, da3 sie in (21) in unitsrer Form vorliegen,
dald sie irreduzihel sind und dafd die zweidimensionale unitire
Gruppe aulfer diesen keine weiteren irreduziblen Darstellungen hat.

7. Zuerst beweisen wir die Unitaritit der Darstellungen (21).
Der Beweis beruht auf der Tatsache, dab die Polynome £, in (18)
S0 angenommen wurden, daf3

S 1 spruipapi—ue (EHEDY
ng—ff“f"_g(jw)-’(j—y)!‘é Pt ="y — @2
Da eine ynitgre Transformation (17) das skalare Produkt |&* | + |§%]
unverandert 183¢, ist Py (| &* |+ | §*]) == |&* |+ | £ | und wegen (22)
Kapitel XI auch

@2)! Py X fufit = Pu(l&*| + ] )%= [Pu(&®| + lt’)]’f]
I

= (| |+ &)Y = N X fufi
n
Andererseits ist wegen derselben Gleichung
PuZfufi = 2 Pufu (Puf)*
u u

= 3 S0 SR 1

da man, anstatt in ff die Substitution P, auszufiihren, sie in f,
ausfuhren und dann zum konjugiert komplexen fibergehen kann.
Wenn man die (2 j + 1)* Funktionen fu fg als linear unabhéngig
voraussetzt, ergibt der Vergleich von (23) und (23a) direkt
2 u(j) (u)‘u u u(i) (u)‘:r"‘ _— 6“1 #’y’ (24)

also die Bedingung fir die Unitaritst von Y. Die Unitaritdt
von Y ist also bewiesen, sobald gezeigt ist, dal® unter den £, fr
keine linearen Beziehungen bestehen, d. h. dal3 aus

Gy i TR I g R = = () *

Iul “N *

W igper, Grappentheorie 12

} (23a)
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Gy = 0 folgt. Dabei mite (¥) fur ale komplexen Werte der
Variablen ¢, ¢ gelten, well auch (23) und (23a) fir alle komplexen &

und ¢ gelten. Nehmen wir insbesondere ¢ reell an, so ergibt der
Vergleich der 4 == 2j + g’ + u” Potenzen von ¢ in (¥), wenn man
noch durch ¢* ¢4 ¢* 35 — A dividiert :

% Cu, 21— sj—p (E¥O = O.

Hieraus folgt aber auch ¢y, 1— 35— == O und die lineare Unabhangig-
keit der £, fa, da g*/; eine auf dem komplexen Einheitskreis frei
veranderliche Variable ist. Man kann fir sie auch ef® einsetzen,
und ¢ kann dann jeden reellen Wert annehmen. Aus

> oy i €4 =0
"’

fir ale redlen ¢ folgt aber das Verschwinden aller c.

8, Die Irreduzibilitdt des Matrizensystems P¥(H kann man
ebenso beweisen, wie wir 1n 1. die Irreduzibilitdt der Darstellungen
D der Drebgruppe bewiesen haben: indem man nachweist, da8
eine Matrix M, die mit WP (w) ‘fir dle 4, d. h. fur ale Werte
von a und b, die der Bedingung | a [* + | b [* = 1 genuigen, ver-
tauschbar ist, notwendigerweise eine konstante Matrix sein muf3.
Wir betrachten zuerst ein y der Gestalt Wy (e) (14a), setzen also
b = 0, a = e—%ate, Dann bleibt in der Summe in (21) nur das
Glied mit ¥ = 0 und auch dies nur dann brig, wenn g’ = u ist,
und wir erhalten

UO (1) @) = Oy F 2. (28)
Die Matrizen, die den unitéren Transformationen der Gestalt yy (o)
in WP entsprechen, haben also genau die Gestalt (6) mit dem ein-
zigen Unterschied, daf3 j§ nicht wie das 1 in (6) notwendigerweise
ganzzahlig sein muf3, sondern auch halbzahlig sein kann. Mit diesen
Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar. so dal3 M eine
Diagonalmatrix sein muf3. Nun sehen wir aus (21 a), daf3 in der
letzten Zeile von ¥ im allgemeinen kein Koeffizient verschwindet.
Hieraus kann man #hnlich, wie dies in @ geschah, durch Gleich-
setzen der Koeffizienten der j « Zeile von Y& M und MWD
schlieRen, daR

u}?-Mkk - llf”ll; 38 Mkk = Mj'

ist, und M eine konstante Matrix sein muf3. Daher sind die Dar-
stellungen @ irreduzibel,
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L

9. ﬁuch aB “es %uﬂg den YW keine weiteren irreduziblen
Darstellungen der unitiren Gruppe mehr gibt, konnen wir genau
so zeigen, wie dies in 2. fur die Darstellungen D® der Drehgruppe
geschah.  Wir bestimmen zuerst die Klasseneinteilung der ,uni-
taren Gruppe ¢, d. h. der Gruppe der zweidimensionalen unitéren
Matrizen mit der Determinante 1. Jede unitdre Matrix kann durch
Transformation mit einer unityren Matrix auf die Diagonalform
gebracht werden, unsere Matrizen haben nach dieser Transformation
ale die Gestalt u; («), wobei, da auch @, (— &) mit 4y (o) quivalent
ist, a von O bis 2 g gezihlt werden kann. Alle y, die in dasselbe
4 () transformiert werden konnen, sind in derselben Klasse. (Daf3
fir die Transformation nur Gruppenelemente, d. h. nur unitire
Matrizen mit der Determinante 1 in Frage kommen, braucht yns
nicht zu storen, da jede unitire Matrix als das Produkt einer unitiren
Matrix mit der Determinante 1 und einer konstanten Matrix
geschrieben werden kann und die Transformation mit der konstanten
Matrix doch weggelassen werden kann.)

Um den Charakter von & zu bestimmen, geniigt es, die Spar
je eines Elementes jeder Klasse zu berechnen. Ala das Element
aus der Klasse von y, (a) nehmen wir y, (8) selber, die zugeoraete
Matrix ist in (28) berechnet. ] hre Diagonalsumme ist

Ei(@) = 26““‘ (26)

==
wo die Summafion von der unteren Grenze bis zur oberen in ganz-
zahligen Schritten auszufuhren ist.

Wir sehen hieraus, daR die unitére Gruppe auRer den MW mit
j=0 §1 % . . keine irreduziblen Darstellungen haben kann.
Der Charskter einer solchen miRte mit einer Gewichtsfunktion
multipliziert auf ale § (x) und daher auch auf £, (a), §u, (),
£ @~ § (a), &y (@) - gl,, (@), . senkrecht stehen. Eine Funktion
aber, dieauf 1, 2 cos} a,2cose, 2 cos§ a, . . . im Gebiet von 0 his
2 ¢ senkrecht steht, murS nach dera Fourlertheorem verschwinden.

Die Darstellungen der dreidimensionalen reinen Drehgruppe

10. Jede Darstellung WY der unitdren Gruppe ist gleichzeitig
gine - €in- oder zweideutige — Darstellung der Drehgruppe, die
der Drehung {a 8y} die Matrix Y& (u) zuordnet, wo y die {«f »}

12*
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im Sinne des Isomorphismusr entsprechende unitare Transformation
ist. Die Koeffizienten g und p von y sind nach (15)

G = C-l”“cos%ﬁ-e"”'”, b= -—e—‘lz“"sin%ﬂ- etz??, (15a)

und dies mulR man in (21) einsetzen, um die Koeffizienten .d_er 2
{a By} zugeor dneten Dar stellungsmatrix zu erhalten. Um mit (16)
in Ubereinsimmung zu bleiben, transforreierenwir noch die so
entstandene Matrix mit der Diagonalmatrix M, 1 = dan i72%
d. h. multiplizieren die u'-Zeile mit j—2#’, die u-Spalte mit #2¥, also
den ', y-Koeffizienten mit it # —#) = (- |)«—+", Die so aus YD
entstandene Darstellung nennen wir ¢ (( B 7)), ibre K oeffi-
zienten sind

VG+w! G- G+a)! (G =)
G- =0)1Grp-0! 2l =0 oo

DO (@B = X (-1
L]
-e"""COs’f*‘l“'F"“—-;—ﬂ-Bi!l"’fﬁ'"‘#T;-ﬂ -eter,

Dia Darstellung p¥ it 2j + I-dimensional, wobel j ganz-
oder halbzahlig sein kann. Die Zeilen und Spalten von D% sind
pach den ganzen bzw. halben Zahlen e j, mw j + 1, ... ,] == 1, ]
benannt. Die Summation tiber x in (27) ist eigentlich Gber alle
ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendliebwerdens der
Fakultsten im Nenner geniigt es, Sie von der groReren der beiden
Zahlen Ound p = u' bis zur kleineren von j — g'und j 4 p zu
flhren.  Besonders einfach werden die Formeln fir ' =— j und
# == —j, im ersten Falle kommt nur x = 0, im zweiten nur

% = j 4+ pin Frage:
wﬂ“ﬂ?”j == V( 2i )0"" CO!-H"‘}-ﬂ sin.f-#.l_. ety (27
. Jj— 2 ) B y (27a)

DI ({aBy))msu
= (— 1Y+n V( 2j —1 | i 1
= (— . )e J"cosf“"—z—ﬂsmﬂ'# ~2—ﬁ etrr.

(27h)

Eine einfache Gestalt haben noch alle Darstellungskoeffizienten.,
die Drehungen UM Z entsprechen. Der Drehung um Z mit
entapricht im Isomorphismus die unitire Transformation g, () und
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die Koeffizienten der zu dieser zugeordneten Matrix sind in (25)
angegeben. Die Matrix, die in & der Drehung {&, O, 0} zu-
geordnet ist, ist also eine Diagonalmatrix mit den Diagonal elementen
g—ije g—iG—De . . .. d(j-De gje Dasselbe erhilt man direkt
aus (27), indem man B = p = 0 setzt. DieMatrix P ({« 0 O})
steht schon in (6) explizite hingeschrieben, diese Formel gilt also
nicht nur fir ganzzahlige 7, sondern auch fur halbzahlige j. Das-
selbe gilt auch von (8).

Der Charakter 49 () von D@ ergibt sich wieder als die Spur
einer Drehung mit dem Drehwinkel ¢ zu

2 () = S etee

l4+2 . ¢ .44 2cos ;_J (i ganzzahlig), (28)

= |2cos §9+2 .39 .. +2cog @ (jhalbzahlig).
Richtiggehende Darstellungen liefern nur jene j, fir die
YD (- 1) = D (uy (2 =) die positive Einheitsmatrix ist. Aus (25)
zeigt sich, dal3 dies dann der Fall ist, wenn u ganzzahlig ist, aso
bei ganzzahligem j. In diesem Falle ist D@ mit den in 1. ab-
geleiteten%(l) identisch, wie auch aus dem Vergleich der Charaktere
hervorgeht.

. Fiir halbzahlige j ist D zweideutig, der Drehung (e 8 y} ist
+DP ({a« B y}) zugeordnet. —Dies st medidich nicht etwa so za
verstehen, dal3 man die Vorzeichen der Koeffizienten von @ auch
einzeln umkehren kann, man kann nur das Vorzeichen der ganzen
Matrix, aso aler Koeffizienten gleichzeitig umkehren.  Einer
Drehung R, entsprechen ja nur zwei unitére Matrizen # und «= y
und diesen ist nur je eine Matrix YW (u) und S (— u) zugeordnet,
deren zweite in diesem Falle gleich — W@ (y) ist. Diese beiden
Matrizen - aber keine weiteren — entsprechen in ®@ der Drehung R,,.
Tmmerhin muf3 man sich vor Augen halten, dai3 die ,,zweideutigen
Darstellungen® eigentlich  keine Darstellungen sind. Se
kommen zum ersten Male in der Paulischen Spintheorie vor, wir
haben sie hier nur aus dem Grunde gemeinsam mit den eindeutigen
Darstellungen abgeleitet, damit wir nicht wieder auf diesen Gegen-
stand zurtickzukommen brauchen.

Die Theorie der Darstellungen der Drehgruppe rihrt von
J. Schur her. Die , zweid eutigen Darstellungen ¢ hat zuerst
H. Weyl angegeben.
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Darstellungen seien hier noch explizite

11. Die ersten r : plizi
' PR = (1); D2 (R) steht in (16)- Weiter ist

angegeben. Es ist D@ (R)

i 1—cos
e*l“Me"(Y __g—{a SIVB_P e—ia ﬁefy
) ,
Lsi - —— ety , (29
DY ({afy)) = ﬁmnﬁe iy cos f8 V2 sin § (29)
1-cosf. sin § ia 1+cosﬂei7
- ~1Y e = e -
¢ 5 e Vg 5

wo die trigonometrischen Funktionen der halben Winkel schon in
solche der ganzen Winkel umgewandelt wurden.

Die Damstelluogen der Drehgruppe - wenigstens die eindeutigen —
sind eigentlich etwas dSM Physiker sehr Gelduliges, weil sie gle}chzeltlg
die Translormationsformeln fUr Vektoren, Tensoren usw. sind. Bei einem
ﬁhrm #u ecinem neuen Koordinatensystem bleiben ja die Vektor- oder
Tensorkomponenten nicht unverdnderi, sondern setzen sich linear aus den
Komposenten der Vektors oder Tensors im aiten Koordinatensystem zusammen.
Beseichoen wir die Komponenten im alten System mit 7', wo ¢ auch eine
Gesamtheit oo mehr er en Indises andeuten kann, £0 seien die Komponenten T

im peuen Koordinstensystem
T(; = > D(R)”Ta, (30)
0

wo die Abbingigkeit der Transformationskoeffizienten von der Drehung R
des neuen Achsenkreuses sam alten explizite zam Ausdruck gebracht ist.
Gehen wir wiedar w etwa durch die Drehung § ~ zU €nem neuen Achsen-

kreus @ber, SO ist
T = ZDE), T, = 3 D (8); D (B) o To. (1)
14 ea
Nun aind die T’ die Komponenten des Tensors im um SR verdrehten
Achsookreus, so daB apch
T, = > D(SR),,T, (32)
[}
geltes MUR. Da (81) und (32) fyr beliebige Werte der Tensorkomponenten T,
gelten mull, ist
DS R), = 3 D(5),,D(R),,i D(SR) = D(S)D(R). (33)
14
Die Translormationsmatrizen der Vektor- oder Tensorkomponenten bilden
eine Darstellung der Drehgruppe.

8o ist £ B. die Transformationsmatrix fir Vektoren die Drehungs-
matrix R selber, und diese bilden ja eine Darstellung iNrer ejgenen Grappe,



XIX. Atome mit mehreren Elektronen 235

Bezeichnen wir die Koordinaten, die die zu g isomere Gestalt
des n-Beines beschreiben, mit g, so ist nach (6) und Abb. 10

Pro, = gwaaim x— B n— )i G2 (9)

:21(—~1)L“¢D‘”({al3?l)§.—zﬁ (Q.
Andererseits ist
Pron = v = 20D (e G1(9)-

wo flr positive Terme w — + 1, flr negative ¢ — — 1 ist.

Es folgt
(- DEF2Gi(@ =W G_;(9). (20)

Die Gleichung (20) kann zur expliziten Berechnung der Eigen-
funktionen nicht mehr benutzt werden, sie zeigt aber, wie man
mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen der
Spiegelungsgruppe gegeniber noch dber (6) hinausgehende Folge-
rungen fir die Gestalt der Eigenfunktionen ziehen kann. Es war
von vornherein klar, da3 wir hierdurch nicht mehr alzuviel ge-
winnen konnten: durch die Spiegelungsgruppe kann man die
Wellenfunktion nur an zwei Stellen vergleichen, wahrend die Dreh-
gruppe einen Vergleich einer dreiparametrig unendlichen Schar
von Stellen ermoéglicht hat. Demgema konnten durch die Dreh-
gruppe drei Variable (¢ § ) eliminiert werden, und es mufite dagegen
nur eine Erhdhung der Anzahl der unbekannten Funktionen
(G-1,...,Gy)in Kauf genommen werden. Durch die Spiegelungs-
gruppe konnte nur diese Zahl 2 I, 4+ 1 wieder etwas reduziert
werden, was eine verhdltnismalig unwesentliche Vereinfachung ist.

Es liegt nahe, zur weiteren Reduzierung der Anzahl der un-
bekannten Funktionen die Symmetrie in bezug auf Vertauschung
der Elektronen auszunutzen. Dies ist in der Tat bis zu einem
gewissen Grade moglich. Die hierzu erforderlichen Uberlegungen
sind aber, da in (6) das erste und auch das zweite Elektron vor
den ubrigen ausgezeichnet sind (¢ und g sind Azimut und
Polabstand des ersten Elektrons), nicht mehr ganz so einfach
wie die bisherigen, und es werde daher auf ihre Ausfihrung ver-
zZichtet.
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XVI. Die Darstellungen des direkten Produktes

1. In den meisten physikalischen Problemen ist nicht eine
einzige Symmetrieart, sondern mehrere Arten von Symmetrien vor-
handen, die nebeneinander einherlaufen, ohne sich wesentlich zu
beeinflussen. Zum Beispiel haben wir im Fale eines Wasser-
molekils eine Differentialgleichung

1S 0 12 *
85’5(L/[1:2:|.0-X2 +_'m§1 >¢+V}'p”= i h?:fm ©
M bedeutet die Masse der Wasserstoffkerze, X,, .. ., X, ihre
Car t es schen Koordinaten, m die Masse der Elektronen, ., . . ., @,
|hre Carte s schen Koordinaten, der_Sauerstoffkern J.sthl@ggn
asse als ruhendes Anz1ehungszentrum betrachtet,
die von ihm herrithrende potentielle Energlo in ¥ miteinbezogen.
Das Problem (¥) hat mehrere Arten von Symmetrien: erstens kann
man die Koordinaten der Wasserstoffkerne vertauschen, zweitens
die der Elektronen, drittens das ganze System einer Drehung unter-
werfen. Hierbei kommt sogar nicht nur die reine, sondern die ganze
Drehspiegelungsgruppe in Frage. Es fragt sich also, wie diese
Symmetrieeigenschaften nebeneinander zu berilicksichtigen sind?

2. Die drei soeben aufgezadhliten Arten von Operationen haben
die Eigenschaft, dai3 die Operatoren der einevArt mit den Operatoren
der anderen Arten vertauschbar sind. Es ist ja offenbar gleich-
giiltig, ob man die Koordinaten der Teilchen zuerst vertauscht und
dann eine Drehung ausfuhrt, oder ob man zuerst die Drehung und
dann die Vertauschung vornimmt. Es sei daher angenommen, dai
die Elemente jeder Operatorengruppe mit alen Elementen der mit
ihr zu verkniipfenden Operatorengruppen vertauschbar sind.

Betrachten wir zuerst den Fall, dal3 (¥) nur zwei Gruppen
gegeniiber invariant ist. Die Elemente der beiden Gruppen seien

E' A, 4, .... A, bzw. E", B,, B,, .. ., B,. Dannist (¥) nicht
nur den Operatoren Pg =1, P4y P4y, - - -, P4, und Ppr = 1,
Ps,: Pg,, ..., Pp,,, sondern alen nm Produkten P, Pp, dieser

Operatoren gegenuber invariant, wo wegen der oben erwahn-
ten Vertauschbarkeit P, Pg, = P, P4, gilt. Die P, Pg, bilden
nach dem Operatorenmultiplikationsgesetz €ine Gruppe, weil das
Produkt von zweien wieder unter ihnen vorkommt:

P4, Pz, Py, Pz, = P4, P4, Pp, Pg, - P4, 4, Py gy (D)
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Die Einheit dieser Gruppe ist dar Einheitsoperator Py Pgr == L
Man nennt sie das direkte Produkt der Gruppe der PA,, und
der Gruppe der Pg, , siebildet die gesamte Symmetriegruppe von (¥).

Allgemein enthélt das direkte Produkt zweier Gruppen E', 4,,
A, ..., 4,und E", B, B, ..., B, ds Elemente die Paare 4, B;
der beiden , Faktoren ¢, d. h. der Gruppen, aus denen es aufgebaut
ist. Das Multiplikationsgesetz ist dabei

Ay By. Ay By = A, Ay . By By == Ay By, (18)
wo 44 = A, 4, und By = B, By ist. Man schreibt dabei noch
A, fur 4, E” und B, fir E' B;. Der Vergleich von (1) und (1 a)
zeigt, dal? die Gruppe der 4, B, zur Gruppe der P Ay P,,‘1 holomorph
ist, und wir schreiben daher, wie gewdhnlich, P, Pp, == P4, s,.
An Stelle der Darstellungen der Gruppe der P4, Pg, konnen wir
auch die Darstellungen der Gruppe der 4, B, untersuchen.

3. Suchen wir eine Darstellung dieser Gruppe, EO liegt es
nahe, dem Element 4, B, das direkte Produkt der Matrizen @ (A,)
und § (B;) zuzuordnen, die in irgendwelchen Darstellungen der
einzelnen , Faktoren” dem Element 4, bzw. B, zugeordnet sind. In
der Tat bilden die Matrizen & (A, B;) = a (4,) X b (B,) eine Dar-
stellung des direkten Produkts, es ist [vgl. (7) Kap. 11]: ¢, (¢
a (A)xb(B) . a(4»)x b(By) =@ (4,). a(4,)xb(B;).b (By) @

=a (A, 4,) X b(B; By).
Das Produkt der zu den Elementen 4, B; und A, B;: zugeordneten
Matrizen a (A) X b (By) und @ (4,) x b (By) ergibt die zum
Element 4, 4, By By = A, B;. Ay By zugeordnete Matrix.
Die Koeffizienten der Matrix d (A, B;) == @ (4x) x b (B;) sind
d (A By ot ;00 = @ (Ag ¢ b (Bi)o o (28)

Sind @ (4x) und b(By) irreduzibel, so ist es auch d (4, By).
It nmlich eine Matfix (My ¢, o 5) vertausch bar mit ‘den d (4, Ba)
so gilt fiir ale x und 4

Md} F, EMO "’:("’a(A")?E‘"b(B“)’"’" = Ea(An)p’pb(Bl)o‘aMpu;g"o"' (3): (d’ Mza!(”
, i

Setzen wir insbesondere zuerst A,, = F', dann B; = E", so sind
a (E') bzw. b (E") Einheitsmatrizen und (3) schreibt sich

2 MQ' o500 b (Bigor = 2 b(Bio o Mq‘ 650" d" (39)
%Mp oip0 @(dx)eer = Ea(A )o po';g’c" (3b)
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Die Untermatrizen

M@'I;Q"l 9’1;9”2"'
Myz;o00 Mgajprs - M

sind alle (fur jedes ¢’ und g”) mit allen b (B;) vertauschbar. Ebenso
sind nach (3 b) die Matrizen

My, 10 M 10" 20" o
M‘ZO'; 16” Mgo’;2(’lll L ) (TT)

fur ale ¢, 6" mit allen @ (4,) vertauschbar, sowohl (4) wie auch (+1)
sind konstante Matrizen. Es folgt

Mev d ; QN o't = 66' o M@'l;@”l’ (4&)

MQ'U'W” g == 6@ " Mlallan’ (4b)
woraus sich

MQIGI;QHGII — aofon Mg'l;g”l — 60”6” 6(,7071 Mll; 1 (4)

ergibt. Die Matrix M muR selber eine konstante Matrix sein,
d (4, By) ist irreduzibel.

4. Wir haben jetzt eine Methode, mit welcher man irreduzible
Darstellungen einer Gruppe gewinnen kann, die das direkte Produkt
zweier Gruppen ist, vorausgesetzt, daid die irreduziblen Darstellungen
der ,Faktoren” bekannt sind. Es fragt sich noch, ob man auf diese
Weise auch alle irreduziblen Darstellungen des direkten Produktes
erhalten kann?

Die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen der Gruppe
der A seienmitg, , g, , .., dieder Darstellungen der B mit h,, &y, . . .
bezeichnet. Wenn wir jede Darstellung der ersten Gruppe mit
jeder Darstellung der zweiten kombinieren, erhaten wir irreduzible
Darstellungen des direkten Produkts mit den Dimensionen g, h,,
fl, Byy . ooy Gy, gy By, ... Nehmen wir im Sinne eines im IX. Kapitel
(S. 91) erwdhnten Satzes an, dald die Summe der Quadrate der
Dimensionen aler irreduziblen Darstellungen einer Gruppe gleich
ihrer Ordnung ist, so ist

g+ +--=mn und B4 +.-..=m,
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wo # und m die Ordnungen der Gruppen der 4 bzw. B sind, Die
Summe der Quadrate der Dimensionen der durch direkte Produkt-
bildung erhaltenen Darstellungen der Gruppe der A4, B; ist

(glhl)’+(g‘h,)’+ oo A (99h,) 4+ (gah) + -- 4 -
=gimtgmt... =nm

gleich der Ordnung des direkten Produktes. Hieraus folgt, da8 die
angegebene Methode tatséchlich a 11 e irreduziblen Darstellungen

liefert ).
Man kann dieser Uberlegung auch folgende Form gehen, in der sie
auch tir Kontinuierliche Gruppen gilt: Die gf 4+ ¢ + . . . Koeffizienten der

ersteren Darstellungen bilden, als Fanktionen der A4 betrachtet 3), ein voll-
sténdiges  Funktionensystem fiir die Funktionen der 4. Ahnlich bilden dis
2; + h# 4+ <+ Darstellungskoeftizienten, als Funktionen der B betrachteg,
vollswndxgea Funktionensystem der B. Daher bilden alle Produkte beider
Fnnktioneneysteme  ein  vollstandiges Funktionensystem beider Variablen,

b. Die Eigenwerte der Differentialgleichung {*) lassen sich in
qualitativ verschiedene Klassen einteilen: zu jedem Eigenwert
gehdrt eine Darstellung der Gruppe der Operatoren, die (*) invariant
lassen. Zur Charakterisierung der irreduziblen Darstellungen dieser
Gruppe (des direkten Produkts der erwéhnten drei Gruppen) bedient
man sich am besten der d r e Symbole, die die dre irreduziblen
Darstellungen charakterisieren, aus denen diese Darstellung zu-
sammengesetzt ist. Man wird so von einem Eigenwert von (¥) sagen
kénnen-er gehort zur symmetrischen Darstellung der Vertauschung
der H-Kerne, zur antisymmetrischen der Vertauschung der zehn
Elektronen und zur siebendimensionalen der Drehgruppe, und ver-
steht darunter, daR er zu derjenigen Darstellung des direkten Produkts
dieser drei Gruppen gehdrt, die sich aus den aufgezdhlten Darstellungen
der ,,Faktoren* zusammensetzt.

Was die Eigenfunktionen eines solchen Eigenwertes anbel angt,
80 tragen sie — den Zeilen des direkten Produkts dreier Matrizen
entsprechend - drei Indizes, die jeweils angeben, zu welcher Zeile

1) Es gehen hier zZwei ndirekte Produkte* durcheinander, die wesent-
lich verschieden sind: das direkte Prodnkt zweler Gruppen und das direkte
Produkt zweier Matrizen. Die Elemente des direkten Produkts der Gruppen
Pnd die 4, B,. Dem 4, B, ordnet die Darstellung a (A,) x b (B;)
das direkte Produkt von a (4,) und b (B;) zu.

%) Eine Funktion der A bedeotet die Zuordnung je ener Zahl J,, €n
jedem Gruppenelement A,.
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der in Frage kommenden Darstellungen der ersten, zweiten und
dritten Gruppe sie gehtren. Dal3 zwei Eigenfunktionen, deren Indizes
nicht alle drei Ubereinstimmen, aufeinander orthogonal sind, auch
wenn man auf sie beliebige symmetrische Operatoren anwendet,,
sieht man erstens daraus, dal3 sie zu verschiedenen Zeilen der
Darstellung des direkten Produkts gehéren, oder auch daraus— wenn
etwa ihre zweiten Indizes verschieden sind —, dal3 sie zu ver-
schiedenen Zeilen der Darstellung der zweiten Gruppe gehoren.

Wendet man auf eine Funktion, die zur p o-Zeile der Dar-
stellung @ (A) X & (B) des direkten Produkts zweier Gruppen gehort,
einen Operator P, = P4 Py~ der ersten Gruppe an, so erhilt man
eine Funktion, welche durch dieden 1 ¢,2 ¢,3 ¢, . . . Zeilen der
Darstellung @ (A) X b (B) entsprechenden Funktionen allein aus-
gedriickt werden kann. Und zwar sind die Koeffizienten dieselben,
wie wenn die zweite Gruppe gar nicht da wére:

PA PE” wgo = 2 a (A)g’g b (E”)u' o dr'g' o'
Ql ”l

= Zo' @ (Ao doovyo = 2@ (A)gr o Yy' o
¢ ¢

Eine Funktion, die zur 0 G-Zeile der Darstellunga (A) X b (B) gehort,
gehort also auch zur g-Zeile von a (A) [und ebenso zur o-Zeile
von § (B)] und bat demgemdal ale Eigenschaften dieser beiden
Funktionenklassen.

6. Man mul3in der Storungstheorse bei der Bildung der , richtigen
Linearkownbinationen¢ aus einer Schar von Funktionen solche
Linearkombinationen bilden, die je zu einer Zeile g ¢ einer Dar-
stellung a(A) X & (B) des direkten Produktes der vorhandenen
Symmetriegruppen gehdren. Man kann hierbei so verfahren, daf
man zunéchst solche Linearkombinationen f,, f,, fs, - - - bildet, die
zur g-Zeile von @ (A) gehdren: jede Funktion Pou die zur g 0-Zelle
von a(A) X h(B) gehdrt, muB eine Linearkombination der £, £y, £y, - - -
sein. Wirde namlich 4,5 auch solche Funktionen fy, fy, f3, - - -
enthalten, die nicht zur Darstellung @ ( A)  oder nicht zu ihrer
g-Zeile gehdren :

¢0"= clfl +c’fg+csf3+ cer cllfll +C'2f2’ +c'3f3{ ] (5)

so miBte doch ¢} fy + ¢4 f; + ¢ f; + .- « = 0 sein.  Wenn man
ndmlich in ) ¢, f, + ¢, fy + ¢ f, +++ . auf die linke Seite bringt,
so gehort die ganze linke Seite zur g-Zeile von a (A) undist daher
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zu dlen Gliedern der rechten Seite orthogonal, so da3 beide Seiten
verschwinden miissen.

7. Wir wollen die Sitze Uber die Darstellungen des direkten
Produkts zur Bestimmung der irreduziblen Darstellungen der drei-
dimensionalen Drehspiegelungsgruppe benutzen. Die Drehspiegelungs-
gruppe ist die Gruppe der reellen orthogonalen dreidimensionalen
Matrizen mit der Determinante + 1. Sie ist das direkte Produkt
der reinen Drehgruppe und der-mit der Spiegelungsgruppe holo-
morphsn Gruppe, die aus der Einheit E und der Inversion J besteht

100 =1 0 0
E={010); I=| 0 —1 O
001 0 0 —1

In der Tat entsteht jede orthogonale reelle Matrix aus einer
reinen Drehung durch Multiplikation mit E oder I: entweder ist
ihre Determinante schon 4 1, dann ist sie schon eine reine Drehung,
und wenn ihre Determinante - 1 ist, so entsteht sie aus ener reinen
Drehung durch Multiplikation mit 1. Auch ist es klar, da3 £ und |
mit alen Matrizen der reinen Drehgruppe (sogar mit alen Matrizen
Uberhaupt) vertauschbar sind.

Die Spiegelungsgruppe hat  zwei  irreduzible Darstellungen:
die identische (auch postive genannt) und digjenige, bei der der
Einheit die Matrix (1) und | die Matrix (- 1) zugeordnet ist.
Daher entstehen aus jeder Darstellung D® (R) der reinen Drehgruppe
zwei Darstellungen der Drehspiegelungsgruppe: die  Kombinationen
von DO (R) mit der positiven und mit der negativen Darstellung
der  Spiegelungsgruppe.

Die dreidimensionale Drehspiegelungsgruppe hat j¢ z w e i (ein-
deutige) irreduzible Darstellungen der Dimensionen 1, 3, 5, . . , die
man der Reihe nach mit { == 0+, 0,, 1 +, 1_,2,,2_, .. . bezeichnet.
Beide Darstellungen I und {_ sind 2 ] + |-dimensional, in beiden
entsprechen reinen Drehungen dieselben Matrizen D@ (R), die ihnen
in der 2 7 - 1 - dimensionaden Darstellung der reinen Drehgruppe
entsprechen.  In [, entspricht auch der Drehspiegelung IR die
Matrix D® (R), die R entspricht, in ]_ dagegen entspricnt IR die
Matrix — DU (R).
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XVII. Die Grundziige der Atomspektren

1. Wir wollen jetzt unsere Ergebnisse vor allem zur Erklirung
der wichtigsten Zige der Atomspektren benutzen. Bevor die
Einzelheiten besprochen werden, sei das Ganze einma in diesem
Kapitel programmartig zusammengefaldt, wobei zundchst auf die Be-
weise verzichtet werde. Ich hoffe, da3 hierdurch auch eine bessere
Ubersicht iber die GesetzmaRigkeiten selber, wie sie uns von der
experimentellen Forschung ') geliefert wurden, gewonnen werden kann.

Bevor man an {je eigentliche Auflosung der Schrodingergleichung
herangeht, muR man zuerst die ,Schwerpunkiskoordinaten abseparieren”.

Die Schrédingergleichung hat in ihrer unveranderten Gestalt [(5 a)
Kap. IV] nur en kontinuierliches Spektrum, dem Umstand entsprechend,
dall das Atom neben seiner Anregungsenergie as ganzes eine beliebig stetig
verdnderliche kinetische Energie aufnehmen kann. Will man sich = wie das
praktisch immer der Fal ist - auf die Anregungsenergie beschrénken, so
mu? man annehmen, da das Atom in Ruhe ist, d. h. die Weéelenfunktion
von den Schwerpunktskoordinaten unabhéngig ist und nur von den Ko-
ordinatendifferenzen der einzelnen Telchen abhangt 2). Da die Elektronen-
maesse der Kernmasse gegeniber vernachldssigt  werden  kann, identifiziert
man gew6hnlich die Koordinaten des Kerns mit denen des Schwerpunkts
und nimmt an, daR die Wellenfunktion von den Kernkoordinaten unab-
héngig ist. Man fuhrt diese gewdhnlich gar nicht erst in die Schrb‘dinger-
gleichung ein, sondern betrachtet den Kern as festes Anziehungszentrum,
in dessen Feld sich die Elektronen bewegen. Dies ist natlrlich nur bel
Atomen, bei Gebilden mit nur einem Kern moglich. Die spateren, all-
gemeinen Entwicklungen sind bis auf die Aufspaltungsbilder in &uReren
Feldern von dieser Annahme der Vernachldssgung der ,Mitbewegung des
Kerns* unabhangig. Die Auffassung ist dabei die, daR die Wellenfunktion
ds Variable ale Koordinaten enthé@lt, nur von denen des Schwerpunkts
unabhéngig ist, aso léngs Linien, deren Punkte denselben, nur im Raume
verlagerten Konfigurationen entsprechen, konstant Ist. Dies ist als eine
Nebenbedingung anzusehen. Damit das skalare Produkt zweier Funktionen
nicht divergieren soll, muB dann alerdings der Konfigurationsraum aif ein
endliches Gebiet abgegrenzt werden, das aber beliebig groR sein kann.
Doch spricht ,man der einfacheren Ausdrucksweise halber oOfters so, wie wenn
die Wellenfunktion die Koordinaten des Kerns as Variable gar nicht enthielte.

1) Eine ausfiihrlichere vortreffliche Darstellung findet man in F. HUu n ¢ s
Bichlein: Linienspektren und periodisches System, Berlin 1927, und auch bei
L.Paulingund S. Goudsmit: The Structure of Line Spectra. New York1930.

3) Das ist, auch der Grund, warum man hej diesen Problemen nicht
auch die Trandationsgruppe as eine Symmetriegruppe des Systems ein-
fuhrt: ale Wellenfunktionen sollen Translationen gegeniber invariant sein,
also zur id en t is ¢ h en Darstellung der Translationsgruppe gehdren.
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Das einfachste Spektrum hat das Wasserstoffatom, da es aus
einem einzigen Elektron besteht, das sich-- bei Vernachlassigung der
Hitbewegung des Kerns — in einem konstanten Potentialfeld bewegt.

Die Schrédingergleichung lautet

h2 . 02 02 dﬂ \ eﬁ
|~ sz G T oyt 5)—

T ¢ (23, Y, z)
V& + o'+ z’]

= Evy(x 9,2) ()
und [&R3t sich noch streng 16sen.  Man erhélt so das Spektrum, die
moglichen Energiewerte (die ,Terme% wie man sie in der
Spektroskopie nennt) und die Eigenfunktionen, d. h. die stationédren
Zustadnde des Wasserstoffatoms.  Das Spektrum hat einen dis .
kr e t en Teil mit den Termwerten E = w= Rh ¢/1%, — R ke/2?,

— Rhe[33% ..., wo R die sogenannte Ryd bergkonstante ist:
2aimet Rh ¢ 1 i
—_— o = ) R -11 v
Ey = N . NB = - 2,16-10 7 &9 (2)

Die Energien sind negativ, dem entsprechend, dal3 das Elektron in
der N#he des Kerns ein betréchtliches negatives Potential hat,
wogegen man Arbeit aufwenden muf3, um es ins Unendliche, an die
Stelle mit dem Potential Null zu bringen. Die Abstinde zwischen
den einzelnen Termen werden mit wachsender Hauptquantenzahl N
immer geringer, schlieffdlich konvergiert die Energie fur unendlich
hohe Laufzahlen zu Null. Physikalisch entspricht dem ein immer
stérkeres und stérkeres Entreien des Elektrons der Anziehungs-
sphére des Kerns; wenn das Elektron ganz befreit ist, hat es die
Energie Null.

An das diskrete Spektrum (2) schlief sich ein kontinuier-
liches Spektrum an, das die ganze positive Zahlengerade bedeckt.
In den entsprechenden Zustanden ist das Wasserstoffatom ionisiert,
die zugehorige positive Energie bedeutet die kinetische Energie des
Elektrons, nachdem es sich ins Unendliche entfernt hat. I m kon-
tinuierlichen Spektrum hat man keine im eigentlichen Sinne statio-
néren Zustande: das Elektron entfernt sich nach hinreichend langer
Zeit beliebig weit vom Kern. Einem Zustand entspricht ja auch
mathematisch eine normierte Wellenfunktion, die Eigenfunktionen
des kontinuierlichen Spektrums lassen sich aber nicht normieren.

Das Auftreten von Serien der ungefahren Gestalt (2) mit einer
Konvergenzstelle im endlichen und einem daranschlief3enden, dem
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ionisierten Zustand entsprechenden kontinuierlichen Spektrum st
fur alle Atomspektren charakteristisch.

Die Eigenwerte (2) sind entartet, d. h. es gehdren nicht nur je
eine, sondern mehrere linear unabhangige Eigenfunktionen zu jedem
Eigenwert. Der Eigenwert mit der Laufzahl (, Hauptquantenzahl“) N
ist P-fach entartet.

Die zugehodrigen normierten Eigenfunktionen seien zur Bequemlichkeit
des Lesrs hier angegeben. Man schreibt se am besten in  Polarkoordinaten
r, 4 @ af, se laten mit g =2 y/Nry, wo ry = h*4n? m €* der ,Radius
der ersten Bo hrschen Bahn* ist :

iUy

Yo' = g G Ba® Oyt TN L)
. 214+ 1 ¢/(l—p)! 3
Cp = C,’_.u = V-—2—- T fir #>0, 3)

o - V(N—l—- 1!/ 2 )3/2
N 2N  \Nr,V+ D!
wenn  wir zur Unterscheidung der N? zum Eigenwert K, gehorigen Eigen-
funktionen die Indizes ] (.azimutde Quantenzahl*) und « (magnetische
Quantenzahl™) enfuhren. Bei einem festen iV kann [ die Werte 0, 1, 2, . . 4
N « 1 annehmen, g l&aft (unabhdngig von N) von -~ | bis 4 [ Die An-
-1

N
zahl simtlicher zu F gehoriger Eigenfunktionen ist 2 @1+ 1) = N2
=0
Die PL (&) sind die in Kap. XV (33 definieten Kugelfunktionen, Clu ihre
Normierungsfaktoren. Mit F2¢+1 (n) ist die 2 | t I-te Ableitung des N+.Z-ten

N+1
Lagnerreschen  Polynoms L

v o 2 (rv—1)2 , _
Lo = (r=tr 2y )
bezeichnet, €y, ist ihr  Normierungsfaktor.

Man ekennt schon hier, dal eine Beziehung zwischen der azimutalen
Quantenzahl Jund der 2 J 4-I-dimensionalen Darstellung der Drehgruppe
bestehen muR.

Dasselbe, was vom Wasserstoffatom gilt, gilt auch vom
Heliumion, vom zweima ionisierten Li und alen anderen Systemen,
in denen nur ein Elektron und ein Kern vorhanden ist. Man mufl

nur die potentiele Energie in der Schrodingergleichung (1) durch
Zé . ' . ' -
- re_’ wobel 7 die Kernladungszahl ist, die Energieniveaus durch

2x'm 2% !

W2y __
Ey' = — 2 ek

(23)
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in (3) n durch
o 8a'mez 27 ’
TETRY T N (32)
ersetzen und ¢ wegen der Normierung mit Z*z multiplizieren.
2. Die Spektren der Atome mit mehreren - sagen wir n Elek-
tronen lassen sich nicht mehr streng berechnen. Dies rihrt von

der verhdtnismallig komplizierten (estalt der potentiellen Energie

i 27
=S 2L
=1 Vol g+ 4

ei

5 4
2iE V@ — ) o (=¥ (5 — ) ®
her.  Wire das zweite Glied in (4), das der gegenscitigen Ab-
stoBung der Elektronen Rechnung trégt, nicht vorhanden, so wirden
sich die Elektronen nur unter der Wirkung des konstanten Feldes
des Kerns bewegen. Dann lieSe sich die Schriédingergleichung
(Hl P H‘z ‘f et Hu)w(r’l Y, % ,"'xﬂ yu‘en)
= Elb(%ylil T Yn 2 (5)
L 0? ot 0 A .
( + ) Vot ot ©Ga
8aZm\oz} ' Oy} dz? Vo + g + ¢
auflésen. Die Eigenwerte wiren die Summen, die Eigenfunktionen
die Produkte der Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen von (hHa) und
lieRen sich mit Hilfe von (2a), (3), (3 @ ausdriicken:

N, N
Y@y E e T Y 2 =R @y 8) Y @) (6)

E=FEy + Ey, + +Ex. (6a)

Wenn man nimlich (6) in (5) einsetzt und Hy¢ (=, . . . #,) bildet,
so ergibt sich Ey, ¢ (2, ++ . &,), weill

+

Hk—":

N o N .
Hiwy b, (xyes) = En ¥f, (@i s

ist, und die anderen Faktoren von @ (#, . . . z,) bei der Anwendung
von H, as Konstante zu betrachten sind.

Natirlich sellt (5) eine sehr schlechte Naherung der wirk-
lichen Schrodingergleichung dar. Trotzdem pflegt man — wenig-
stens im Gedanken — von dieser Naherung auszugehen und die
Wechselwirkung der Elektronen as eine ,Stérung“ zu betrachten.

Wigner, Gruppestheorie 13
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Zu den meisten Eigenwerten (6 a) gehdren sehr vide Eigen-
funktionen, weil im Energieausdruck (6 &) die Quantenzahlen &, uy
nicht vorkommen und diesen noch in (6) mehrere Werte gegeben
werden kgnnen. AulBerdem kann man die Hauptquantenzahlen N,
der einzelnen Elektronen beliebig vertauschen, der zugehérige
Energiewert bleibt immer noch derselbe. Fuhrt man aber die
Wechsdwirkung der Elektronen as Stérung ein, so wird ein Teil
der Entartung aufgehoben, der Term spaltet auf. Von den ent-
stehenden Termen, die groftenteills auch noch entartet sind, kennt
man rein theoretisch — abgesehen von einer ganz rohen Ab-
schéitzung ihrer Lage -- nichts as ihre Symmetrieeigenschaften,
die sich in den Transformationseigenschaften der z/}ﬁehﬁrigen Eigen-
funktionen #yBemn. Diese Transformationen sin :-Vertauschung der
Elektroncn, Ausfiihrung einer reinen Drebung, 4nversion?) (Spiege-
lung). Demgemal hat jeder Term drei Darstellung!? eine der sym-
metrischen  Gruppe, eine der reinen Drehgruppe und eine der
Spiegelungsgruppe. (Die beiden letzten pflegt man auch zu einer
Darstellung  der  Drehspiegelungsgruppe  zusammenzufassen.)  Die
entsprechenden Quantenzahlen  (Charakte-
risika der Darstellungen) sind 2)

DMultiplettsystem S, S

(DSpiegelungscharakter W. j. v ¢ -,
3()Die azimutale Quantenzahl hat fir

die verschiedenen Terme die Werte I, = 0,
1, 2,3.... Die entsprechenden Eigenwerte
Abb. 7. Ist der Gesamt- gehdren zu den Darstellungen D@ (R)) @(1) (R),
drehimpuls 2, so kann D@ (R) ... der Drehgruppe 3). Mah nennt
seine ZKomponente ¢ e der Reihe nach S, P, D, F ... Teme

Werte 2. 1. 0. —1 oder
~ 2 haben (alles in Ein- 7, einem S-Term gehdrt nur eine Eigen-

heiten von 2 n) . : .
funktion, zu einem P-Term gehoren drei,

zu einem D-Term funf usw. Eigenfunktionen. Die 2 L + 1 Eigen-
funktionen, die zu enem Term mit der Azimutaquantenzahl I,

1) Das heift das Umkehren des Vorzeichens aler Koordinaten xq, . . . , Z,.

%) Es ist Ublich, die Quantenzahlen von ganzen Atomen mit grorsen
Buchstaben zu beZelC nen, wahrend fur die einzelner Elektronen kleine
Buchstaben  gebrauchlich  sind.

%) DB dies auch fir das ' gilt, wird (9 b), Kap. XIX, zeigen: men

sieht dort, daR es zur ,u-Zeile von D gehort.

{2azimutale Quantenzahl L, & » 0w
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gehiren, unterscheidet man durch ihre magnetischen Quanten-
zahlen m, die ebenfls ganzzahlige Werte annehmen konnen, und
zwar lauft m von - [ bis L. Die zugehdrige Eigenfunktion ge-
hort zur m-Zeile der irreduziblen Darstellung PL).

Der physikalische Sinn der azimutalen Quantenzahl ist der
gesamte Drehimpuls. Der magnetischen Quantenzahlt dagegen
entspricht die Komponente des Drehimpulses in der Z-Achse. Damit
scheint  eine  Raumrichtung_Uberfliissigerweise ausgezeichnet zu sein.
Dies rilhrt daher, daR wir, um Funktionen zu definieren, die zu
einer Zeill e ener Darstellung gehdren, die Darstellung ganz (nicht
nur bis auf eine Ahnlichkeitstransformation) festlegen muldten.
Diese Festlegung geschah so, dal angenommen wurde, daf di};
Matrizen, die Drehungen um die Z-Achse entsprechen, auf Qi?&QB&L
form gebracht sind |(6) Kap. XV)]. In‘der Aussage, ““dal’ alle
Eigénfunktionen eines D-Terms zur Darstellung ™ (R) gehoren,
ist dagegen noch keine Richtungsauszeichnung  vorhanden.

{“NTerme, dic zur identischen (,positiven¢) Darstellung der
Spiegelungsgruppe gehdren, nennt man positive Terme, dije
anderen negative. Dieser fur das Verstehen der Spekiren sehr
wichtige Begriff hat kein Analogon in der klassischen
Theorie, wie etwa der Drehimpuls das Anadogon der Azimutal-
quantenzahl ist. Den Spiegelungscharakter eines Terms flgt man
ads Index an das Zeichen des Terms an: S+, S_, P, P_, . Die
zugehdrigen Darstellungen der dreidimensionden  Drehspiegelungs-
gruppe sind 0., 0_, 1,, 1_, . . . Die gewdhnlichsten Terme sind
Sy, P, D, , F_,...usw. Terme),

< Auch S, das Multiplettsystem, ist ein Begriff, der der
klassischen Theorie eigentlich fremd ist. Jeder Term e€ines n Elek-
tronenproblems hat eine Darstellung der symmetrischen Gruppe
n-ten Grades gegeniiber. Die Darstellungen kommen zwar nicht
alle vor, vielmehr sind in der Natur -~ aus Grunden, die erst
spater bei der Besprechung des rotierenden Elektrons und Pauli-
prinzips auseinandergesetzt werden kodnnen -- nur die asso-
ziierten Darstellungen der in XIII. Kapitel mit D®, DW,
DO, . ., D% n (bei gerader Elektronenzahl) oder Y2 ¢ = I (bei
ungerader  Elektronenzahl) bezeichneten  Darstellungen  vorhanden.
Rei gerader Elektronenzabl hat ein Term mit S = 0 die Dar-

1) Man nennt se auch  ungestrichcne~ Terme, wéhrend 8., P,, D._,
F, ... gestrichene* Terme sind.

1
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Stellung D¢ », mit S — 1 die Darstellung ﬁ(‘lzn—l), die zu
S == in gehdrige Darstellung it D®. Um die SWerte aus der
Darstellung direkter ablesen zu kdnnen und auch eine Verwechsung
mit den Darstellungen der Drehgruppe zu vermeiden: schreiben wir
von nun an

DW= A9, wos =1 n ~— k (7)
Dije GroRe § kann bel Atomen mit gerader Elektronenzahl n die
Werte O, 1, 2, ..., % n annehmen. Be  ungerader  Elektronenzahl

werde (7) ebenfdls beibehalten, die moglichen S-Werte sind dann
4% .., fn Bel dem Wasserstoffatom ist S = g, die sym-
metrische Gruppe ersten Grades hat ja auch nur eine Darstellung.
Die SWerte des Terms bestimmen seine , Multiplizitit® 2 S + 1.
Bei gerader Elektronenzahl haben wir Singulett-, Triplett-, Quin-
tett- usw. Terme, weil 2 S + 1 die Werte 1, 3, 5, . . . annehmen
kann, bel ungerader Elektronenzahl gibt es Dublett-, Quartett-,
Sextett- usw. Terme. Die Terme des Einelektronenproblems sind
dle as Dubletterme anzusprechen. Den Betrag der Multiplizitat,
also den Wert von 2 S 4 1, flgt man dem Zeichen des Terms links
oben an: S, ist ein positiver Singulett-S-Term, 2P_ ein negativer
Dublett . V-Term wusw. Die zur antisymmetrischen Darstellung
DO = AU:m gehorigen Terme haben die hochste Multiplizitit
n + 1, wdhrend be Singulettermen S =— 0 und die Darstellung
Dtz m = O jst.

Die Terme haben drei qualitative Charakteristika: S, Z, w,
weil sie zu verschiedenen Darstellungen A® x DL @ des direkten
Produkts der symmetrischen Gruppe und der Drehspiegelungs
gruppe gehtren. Da aber natirlich mehrere Terme desselben Spek-
trums zu derselben Darstellung gehtren, mul3 man zu ihrer Unter-
scheidung noch eine Laufzahl N enfihren, Ein Term Ef; ,, trigt
dann vier Indizes: N, S, L, w. Zu ihm gehdren (2 L + 1) gy Eigen-
funktionen, wenn gy die Dimension der Darstellung A4® ist, zu
ihrer  Unterscheidung muR man auBer der magnetischen Quanten-
zahl m noch angeben, zu welcher Zeile % der Darstellung A4 sie
gehdren. Eine Eigenfunktion wi\"fLw sollte also im ganzen sechs
Indizes tragen, wobei man aber zumeist einige Indizes unterdriickt
(namentlich das %, das keine physkaische Bedeutung hat). Die
experimentellen Merkmale der Terme mit verschiedenen S, L und w
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sind wohl hinreichend bekannt; das wichtigste ist, dal3 optische
Ubergéange mit betrachtlicher Intensitat nur zwischen gglehen
Termen auftreten, deren azimutale Quantenzahlen entweder
gleich oder nur um 1 verschieden sind, die beiden Terme
muissen auflerdem verschiedenen Spiegelungscharakter und
dasselbe Nultiplettsystem haben.

Diese Interkombinationsregeln missen sich auch aus der
Quantenmechanik ergeben, und die Aufgabe des nadchsten Kapitels
wird ihre Ableitung sein.

4. Die Einfihrung der magnetischen Momente der Elek-
tronen, des S p in s (Kap. XX), wird eine tiefgreifende Modifizierung
der  Schrodingergleichung mit  sich  bringen.

Am auffdlendsten auRert sich die Wirkung der Spins in der
sogenannten  Feinstruktur der Spektrallinien. An den
Stellen, wo nach der einfachen Schroédingerschen Theorie ein
Term mit der Azimutalquantenzehl I und dem Multiplettsystem S
liegen sollte, findet man in Wirklichkeit ein ,Multiplett¢, d. h.
mehrere nahe benachbarte Terme. lhre Anzahl ist 2 L - 1 oder
2 S + 1, je nachdem, welche dieser beiden Zahlen kleiner ist:
STerme (L = 0) sind immer einfach, P-Terme (I, = 1) sind nur
im Singulettsystem (S — 0) einfach, im Dublettsystem doppelt,
im Triplett und allen hoheren Systemen dreifach usw. Be ge
niigend hoher -4ximutalquantenzahl 7, > S ist die Multiplizitat
28+ 1. -

Den verschiedenen Feinstrukturkomponenten eines Wultipletts
schreibt man verschiedene Gesamtquantenzahlen J zu

J=|L—-S,|L—-S8}|+1.... L+sS1 L+8S
Dassind 2 [ + 1 bzw. 2 S + 1 Zahlen, je nachdem L kleiner
oder groRer as S ist. Die Gesamtquantenzahl spielt die Rolle des
gesamten  Drehimpulses, in dem auch der vom Elektronenspin
herrlhrende Drehimpuls enthalten ist.

Die Auswahlregeln fir I, S und w sollen fur dle 2 L + |
bzw. 2 S 4 1 Terme des Multipletts gelten’). Dazu kommt noch
die Auswahiregel fir J, die ghnlich der Regd fir L ist: J #ndert
sich bei enem optischen Ubergang um + 1 oder Q, der Ubergang
zwischen zwei Termen mit J == O ist auch verboten.

1) Die beiden ersten Regeln gelten dlerdings nur, solange die Spin-
kréfte klein sind.
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»

5. Kehren wir jetzt zu den Entwicklungen zurick, die wir
am Ende von 2. unterbrochen haben! Wir haben dort eine ver-
einfachte Schrodingergleichung (5) aufgestellt, deren Lésung (6), (6 )
unmittelbar hingeschrieben werden konnte. Die Eigenwerte waren
im allgemeinen sehr vielfach entartet, und es wurde schon darauf
hingewiesen, dal? bei der Beriicksichtigung der Wechselwirkung der
Elektronen, bei dem Ubergang zum richtigen Potential (4) etwa mit
Hilfe des Rayleigh-Schrodingerschen Verfahrens, die Eigen-
werte (6a) aufgespalten werden und solche Terme entstehen, deren
charakteristische Merkmale (S, L, w) soeben besprochen wurden.
Die Bestimmung der Anzahl und Art der Terme, die aus einem
Term (6 a) entstehen, nennt man das Aufbauprinzip.

Bei der Ableitung des Aufbauprinzips darf 05 nicht vergessen
auch die Enerq[m Solcher Zustande Ilefert die in der Natur
Wegen 7 des | Paulmrmzms “nicht vorkommen.” Wirwerden aber nur
die’ Anzahl derjenigen Terme bestxmmen, die wirklich existieren.
(Da8 sind, wenn man den Spin nicht berlcksichtigt, Terme mit
den Darstellungen PD® = 42 » ~ ®, und wenn man auch den
Spin berticksichtigt, nur Eigenwerte mit antisymmetrischen Eigen-
funktionen. Vgl. Kap. XXIL)

Das Aufbauprinzip werden wir mit Hilfe der sehr eleganten
Slat er schen Methode ableiten.

Das Vektoradditionsmodell

6. Es sei hier noch ein einfacher, weitgehend schematisierter
Fall des Aufbauprinzips behandelt, bei dem auf die Gleichheit der
Elektronen keine Ricksicht genommen und die Drehgruppe as
einzige vorhandene Symmetrie behandelt wird 1).

Wir betrachten zwei Systeme, im einfachsten Falle besteht
jedes System aus einem einzigen Elektron, die beide denselben
Kern um kreisen. Das erste System habe die Energie E  und be-
finde sich in einem Zustand mit der Azimutalquantenzahl 7, die

zugehorigen 2 | + 1 Eigenfunktionen seien $_ 4, ..., ¥ Es gilt
dann
Prdw = 290 (R)y, dur, (8)
woot

1) Vgl E. Fues, Zeitschr. f. Phys. 61, 817, 1928.
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wo Py ene Drehung der Koordinaten des ersten Systems ist. Die
Energie des zweiten Systems sei E, die Azimutalquantenzahl7, die
Eigenfunktionen 9_7, . . -, 97, und es gilt

_F_)_}Bﬁv = 2’ m(i) (R)v’vav'- (8*1)

Die beiden Operatoren _P_R und Py sind dabei natlrlich verschieden,
weil Pp die Varigblen der 4,, dagegen P die der 7, einer Drehung
unterwirft und die beiden Variablensysteme ja génzlich verschieden
sein sollen.  Aus diesem Grunde sind auch dle Py mit dlen ﬁR
vertauschbar, es ist auch Pr¥, = g, und Pry¢, = P, Weil
eben Py auf die Variable der § und Py auf die Variable der
gar nicht einwirkt.

Betrachtet man die beiden Systeme as en einziges, so sind
die Eigenwerte nach (6a) die Summen, die Eigenfunktionen nach (6)
die Produkte der Eigenwerte bzw. der Eigenfunktionen der Einzel-
systeme.  Zum Eigenwert E + E gehoren die 2 1 + 1) (21 + 1)
Eigenfunktionen

w—‘l@»?v w—l@—7+ 1y -y 1b~z$111a w—l—ﬁ’i:
.................. . (9)

Es fragt sich nun, aus welchen Operatoren die Gruppe des Ge-
samtsystems bei Einfiihrung einer Wechselwirkung der beiden
Systeme noch bestehen wird? Offenbar nicht aus dem ganzen
direkten Produkt der beiden Operatorengruppen Pz und Isfg, die
Elemente PRﬁfe dieses wirden ja gleichzeitigen, aber verschiedenen
Drehungen der Achsenkreuze der Variablen von ¢ und ¥ ent-
sprechen. Die Gruppe, die wir betrachten missen, ist viemehr die,
bei der beide Achsenkreuze der selb en Drehung unterworfen
werden, sie besteht nicht aus allen Operatoren PRE@ sondern nur
aus den Py Pg. Die Gruppe der PPy ist der enfachen Dreh-
gruppe holomorph: aus R ¢ = T folgt

PrPr.PoPq = PrPoPxP, = PzPr.

Wenden wir die Operatoren Pp Py auf die Funktionen (9)
an, so kann man die entstandenen Funktionen it Hilfe der un-
veranderten  ausdriicken.
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Nach (8), (8a) ist
PRPr . %, = PR %.. P2 ¥,
= EN (R)uru b ZW(R)”w = EA(R»V w W By (10)

Die zu den (2 ] + 1) (274 1) Funktionen (9) des Gesamt-
systems gehorigeDarstellungd(R)ist das direkte Produkt?)
der beiden Darstellungen ®® und DU der Einzelsysteme:
ARy, v =D (B),, DD RB)y; A (R) = DUR) x DO (R). (1)

Wir missen jetzt die irreduziblen Bestandteile von A4 (R) be-
stimmen. Das geschieht am einfachsten durch Zerlegung seines
Charakters in Charaktere irreduzibler Darstellungen. Der Charakter
von 4 (R), wo R einer Drehurz mit dem Drehwinkel ¢ entspricht,
ist gleich

S AR = Emw(R)M > DO (R),,

iy v |
=1 (p) 17 (9) = > lew ¢ 2 zel v (12)
g=— Vo= —

Um diesen Ausdruck umzuformen, pflegt man fir jede
Exponentialfunktion efx¢ (fir g =— .. ., w2, — 1,0, 1, 2, . . )
eine Spalte zu bilden und in diese Spate so vid Kreuzchen en-
zutragen, wie viema ¢f* ¢ in (12) vorkommt. Das Kleinste vor-
kommende % ist — 7 —17, das groRte 1+ I, man braucht also im
ganzen 2 ]+ 2 1 + 1 Spaten. Die, Kreuze, die von den 21 + 1
Gliedern ¢V =0y, gi0=1+ g .. ¢ + D¢ mit demselben v her-
rihren, schreiben wir in diessbe Zeile. Wenn wir noch 7 > 1 an-
nehmen, erhaten wir die

Tabelle 1 ~ _
x= -l-1-- o R S A 1+1
v=—1 + + + +i+ + +
+ 4+ + + 4+ -t +
vy=20 > 4+ T4+ + + t +
_ +i4+ + + + 4+ 4+
v=1 Tt-++++ + +

) Wir haben es hier mit einer anderen Art des direkten Produkts
zu tun as im vorangehenden Kapitel, Dort hatten wir xwei Symmetrien
(Drehung R und Splegelung I) verelmgt, de Gruppe a,lso ve #rorrt
Bier vereinigen-wir. zwej Syste m e, di€ die gleiche Symmetiie - haben, das
Gesamtsystem hat dann anch dieselbe Symmetrie.
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Man kann hierbel jedes Kreuzchen in seiner Spate beliebig ver-
schieben. Klappt man den Teil der Tabelle, der links von der
punktierten Linie liegt, um die durch —» angezeichnete Zele, die
von den Gliedern mit v = 0 herihrt, so ehdt man ein Schema
der Gestalt:

Tabelle 2
P 4-1i 141 -1 1+1
v:—i... —}—Jr+
b+ +
y=0 ... . > b oHiE o+ o+
] I
v=1....| + 4+ ++i++++ 4+ 4+ +

Das erste Kreuzchen in der wv-Zeile ist jetzt in der Spalte — y - |,
die Glieder, die der v-Zeille der Tabelle 2 entsprechen, sind

e—ithy + gmivHl-Dof . L UH=Dg L 0+ hp — 147 (@), (13)

se geben zusammen eben den Charakter einer irreduziblen Dar-
stellung mit L, — 1 4 v. In der ganzen Tabelle sind die irre-
duziblen Darstellungen mit

L=1—1,1—1+1..)14+1—1,14+1 *)

enthalten. Fir 1< | entstehen aus dem Tem E + E bei Ein-
fihrung einer  Wechselwirkung 2 7 -+ 1 Terme mit den Azimutal-
quantenzahlen (*). Die irreduziblen Bestandteile von D®(R) x DD (R)
sind in diesem Fale: je ein DU (R) mit den L-Werten (¥). 1st
I < 1, s vertauscht sich die Rolle von 1 und 7, so daR die L-Werte
al gemen

L=|l—l|,|Z-—Z|+l,...,l+l——1,7 41 (14)
sind.

Dieses , Vektoradditionsmodell ¢ (siehe Abb. 8) ist von sehr
dlgemein Glltigkeit und von grundiegender Bedeutung fir die
gesamte Spektroskopie. Die beiden Systeme, um deren Vereinigung
es sich handelt, missen nicht je aus einem einzigen Elektron be-
stehen — in diesem Falle gibt das Prinzip in der vorliegenden
Form wegen der Nichtbeachtung der Gleichheit der Teilchen gar
nicht ale Einzelheiten wieder —, sie kénnen schon selber zusammen-
gesetzte Systeme sein; ja das Prinzip gilt sogar wie wir sehen
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werden — fur die Wechselwirkung von Spinquantenzahl und azi-
mutaler Quantenzahl (wobei die entstehenden J, ,Gesamtquanten-
zahl” genannt werden), oder auch fir die Wechselwirkung zwischen
Gesamtquantenzahl und Kernspin usw.

g ¥

Abb. 8. Die Zusammensetzung von | = 5 und ] = 2
ergibt als mogliche L-Werte 3.4, 5, 6, 7

7. Wir wissen jetzt, daR die Darstellung D® x DD mit der
Darstellung

PUL-1h 0 0 0
0 Ui—ll+D ... 0 0
. : ) . = M (R), (15
0 0 .. Dri=n
0 0 R A

die wir der Kirze halber mit M (R) bezeichnen, &quivalent ist.
Es muB daher eine Matrix § exisieren, die sie ineinander trans-
formiert:

Ib” (R) x Db (R) = 8- M(R) §. (16)

Da M (R) und auch @,‘“ X D upitdr sind, kan man sogar nach
Satz 1 a, Kap. 1X, ‘annehmen, da® § unitir, §—1 = §t ist.

Die Matrix § ist eine im weiteren Sinne quadratische Matrix,
wie wir sie im zweiten Kapitel besprochen haben. Die Zeilen-
Spaltenbenennung von PO X DD geschient ndmlich durch zwei In-
dizes g und v, und dies muB auch von der Spaltenbenennung von §
gelten.  Die Zeilen und Spalten von M (R) tragen auch zwei In-
dizes, doch sind diese anderer Art: der erste Index [ gibt an,
welche Darstellung W) in dieser Zeile steht, der zweite m, um
welche Zeile dieser Darstellung es sich handelt. Die Koeffizienten
von M (R) lauten

MEB)m pm =00 DL (B - (17)
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Die Zeilen ven § tragen dementsprechend auch die Tndizes L, m,
wobei I, von |l — 1| bisl -4 1 und m von — I bis L lauft: (16)
latet in den Koeffizienten ausgeschrieben

DD (R)‘u'“ 9(7) (B)yry == E ? S};m'; ;(’r’m(l‘) (R)m’ ) Sl,m; e (16 &
m’'m

Die Bedeutung der Matrix § liegt darin, da3 man mit ihrer
Hilfe ais den v, ¥, solche Linearkombinationen

q‘ﬁ»: ZSZm;,uv Yy P, (18)
o A

bilden kann, die sich bei der Anwendung der Operatoren PRiSR,
denen gegeniber das System auch nach Einfihrung der Wechsel-
wirkung invariant ist, nach irreduziblen Darstellungen transformieren :

PPz "Ffz = > St u Plzll)_u-P_R—ll—Jy

== 2 2 Sltm; I w(l) (R)y’,u g(‘i) (R)v'v w,u vy

=233 Stmiur DB By Spmiwv T 1 (19)
pp' vy L'm’
= (890 (R) X DO (B) 8~ v, 1m P

L' m'
= 2 M(R)L’m’~ L m wrﬁl' = 2 9(") (R)m’ n Qp"{;, .
m'

L'wm' ’
Sie bilden daher die Eigenfunktionen erster Naherung (die ,rich-
tigen Linear kombinationen ¢ des K(ap. V) des gestérten Gesamt-
Systems. e

Um die Koeffizienten S}f,,,; « y ZU bestimmen, wenden wir zuerst
auf (18) einen Operator Py Pz an, wo R ene Drehung mit « um Z
ist. Die linke Seite multipliziert sich dadurch mit eime¢, und dies
mul3 auch fur die rechte Seite gelten:

ZS}’,m;we”‘“%@ = L S:{m;.ur PRqu)va
1224 nv
= S8y eV G, (20)

v

Es ist daher wegen der linearen Unabhangigkeit der ¢, @,
Stm: wr= 0 fir m £ p + » (20a)
Dasselbe erhdt man aus (16 a), wenn man die Abhangigkeit der

Darstellungskoeffizienten von &« und 7 darin nach (8), Kap. XV, = &

!
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eintrggt und die Glieder mit gleicher Abhangigkeit von ¢ und y
einander gleichsetzt. Wir setzen noch
SL,,u+v;uv = Spuwm (20b)
dann ist (16 a)
_ 141
0 (R)u’;x ol (R)v'y = ESZM’V’Q(L) (R)N'+r’;,u +1 8Ly (lﬁb)
L=|1-1]

Die Matrix § ist durch (16) noch nicht eindeutig festgelegt.

Da M(R) mit einer Diagonamatrix

ougl 0 .. 0 0
0 ep-7j+11 ... 0

=1 .-....... T2 ’
0 0 ---OJH.f_ll 0
0 0O+. .. 0 OJZ.*.‘[_]

UL'm'; Lm = Qf aL’Lam'm
vertauschbar ist, éndert sich die rechte Seite von (16) nicht, wenn
man § durch w 8§ ersetzt. Damit 9 § unitar bleibe, muB ¢4
unitdr sein, was dann der Fall ist, wenn die Absolutwerte der @
alle 1 sind. Die Koeffizienten von a8, womit wir § ersetzen
wollen, sind
('uS)Lm; uv — @p, SLm; uv
Durch zweckméaRige Wahl der ¢ kann man jedenfalls er-
reichen, dal3
8L -1, 1= 85,4, —T = |S5,, -7 (2
redl positiv sein soll. Dies wollen wir im folgenden annehmen.
Wir multiplizieren nun (16 b) mit DL (R)% 4, » + , und integrieren
Uber die ganze Drehgruppe. Es bleibt dann rechts wegen der
Orthogonalitétsrel ationen der Darstellungskoeffizienten nur ein
Glied stehen, und wir erhalten, wenn wir fir L' wieder I einsetzen

(und far f dR == ¢ schreiben), S84 13y
0 S*u'v’s wv . g
j@w (R)‘“'“ 0 (R),, 2P (R).:f' +v’;,u+1dR =9 g—L—I—f—l—— (22)

Zur Bestimmung der s;, ,, ist es nicht notwendig, das Integral
in (22) fur ale moglichen Werte der L, u', v y, vV auszuwerten,
es genligt, wenn es fir ein einziges u', &-Wertepaar und ale L, u, v
(und 1, 7) bekannt ist. Um die Formeln moglichst einfach zu
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machen, setzen wir u' =1, ' = —1 und erhalten nach (27) = /2
bzw. (27a) und (27 b), Kap. XV,

V(zz ><_2”1">2(_I)HHVV(LJHV)!(Lu y) (L+l=D)! (L-1+i)!
-/ \l-v/ % (L=1+1-%)! (L+p+v-2)! ! (e41-T-p—)!

: ; . s¥7 _7s
,jcoshl.+21+25t—2x%ﬂ,SIH2l‘2‘(l+22%ﬂdR =y 'L’QI’L:. f_,!‘” . (23)

(Wie zu erwarten war, fidlen dabei & und y heraus) Was wir
noch brauchen, sind Integrae der Gestalt
jcos“%@sin“%ﬁdR.

Auch diese liefert uns die Orthogonalitétsrelation der Darstellungs
koeffizienten.  Es ist namlich

g . 25\ o
2511 :jAlg(J)(R)jpladR:(j “)5(’052”2' %ﬁsm‘“ Y %ﬂdR,
oder wenn wir fir j+ p=a j*u:bsetzen,
b!a!

‘g cos?®2 Bsin?? 1 BdR =g (24)

Dies in (23) eingesetzt, ergibt zunichst

Ven @ @i (L-p-)! (Lil-D! (L 147!
T V=@ ! @i ! T-v)! @+w)!
(L+T+p—%)! (-p+x)! QL+1)

(LU= (Lturv—5)! x! (esl—T—p—2)!

Um s, , 7 zu bestimmen, setzen wir hierin noch g = 7,V = = |

(-1t

= 87,5, ~TSLav- (29)

2L +1 2(- D*(L+1=1)! (L=1+ )] (L+T+1—x)!
(L+l+l+ ) 5 (L—141—%)! (L+l—1—%)! x]"
= sp, 4 7= (62,4 - (253)

das letzte wegen (21). Da weiter, wie im Anhang gezeigt werden soll,

N e R A e e LIV LI WP
Syt )(LH*L%)! en(, 5 ) e

ist, ergibt sich schliefdich
S 7 e V (2 L+ H@ent@n! @70

L+ 14T+ 1) I— 1)1
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und mit Hilfe von (25)

V@ 1= =D A L) (Lt p o) E-p-v)!
V& +14+T+D! @-w! (+p)! T-v)! @+ v)!

2(_ I+ Y2L 4+ 1 (L 4+ 14 p-—%)! (I—p+%)! L@
SEL-1Hl-) L+ pt+v—m)!xl (+1-T—p-v)!

Die Summation Uber % ist hierin ebenso wie in (27), Kap. XV, tber A
alle ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendlichwerdens der
Fakultdten im Nenner genlgt es, se - ebenso. wie dort —— von
der groBeren der beiden Zahlen 0, T— 1 4 u + v his zur kleineren
von L 4 g+ vund [, -1+ 1 zu erstrecken. Die GrofRen s hangen
auBe_r von ihren Indizes L, W noch von den beiden Zahlen 1
und ] ab, die angeben, welches direkte Produkt D0 x ®@ man durch
sie ausreduzieren kann. Auferdem sollte s im wesentlichen ungedndert
bleiben’), wenn man | mit 7 und gleichzeitig p mit v vertauscht,
aus (27) it dies aber nicht ohne weiteres zu erkennen, weil die
Summation Uber % nicht in geschlossener Form ausgefiihrt werden
kann. Im Fle g + v= L bleibt jedoch von der ganzen Summe
nur ein Glied (x = I ~1 + 1) stehen, und man erhalt

an
7L,

1)
sLyL—,u

- 1),_”1/ @L+ ! (+1-1)! (+p)! Lt1-p)! . (27b)
(LAl+1+ D)L= L=+ D) (-g)! (- L+ p)!

Es seien noch die Gleichungen, die aus der Unitaritdt von §

fir die s folgen, explizite hingeschrieben ((27) zeigt, dad § reell istl:

i7) i B 0
zs(ll,u)m—ys(L';(m—,u == 6LL'? gsﬁfzm—-u S(Iffu)'m—y’ == 6,:1;4’- (28)
"

8. Hiermit haben wir ale in (16 b) und in (18)

L ) -
T, = gsLym—,u LT (183‘)

auftretenden  Koeffizienten bestimmt.  Beziglich (18 a) ist zu
bemerken, da wir hier einen Fal — und zwar einen der wich-

1) In Wirklichkeit ist 8§flu)y = (- 1)l+l_'L,g(Iflv)u.' in (21) gehen |

und | nicht in gleicher Weise ein.
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tigsten — vor uns haben, in dem die , richtigen Linearkombinationen «
erster Néherung des Stérungsverfahrens aus allgemeinen Uber-
legungen bestimmt werden konnen: (18a) gilt fur ale Stdrungen,
die keine Raumrichtung auszeichnen, ganz dtgemein. Dies beruht
darauf, dald wir von vornherein wissen, dal3 die richtigen Linear-
kombinationen ale , zu einer Zele einer irreduziblen Darstellung
gehdren ¢ und daB man aus den Funktionen (9) nur eine einzige
Linearkombination bilden kann, die zur m-Zeile von @I gehort
~ wenn man Uberhaupt eine bilden kaun (wenn L zwischen | — il
und | + fliegt). Wenn allerdings im ungestérten Problem auler (9)
noch weitere Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert. gehdren, so
it es moglich, daB mehrere Linearkombinationen der verlangten
Eigenschaft existieren, und die richtige’ kann noch ene Linear-
kombination dieser ... aber auch nur dieser — sein.

Die Formel (16 b) ist vieler Anwendungen féhig. Zunéchst
gilt sie nicht nur fiur eindeutige Darstellungen (fir ganzzahlige 7),
sondern auch ftir die zweideutigen Darstellungen des Kap. XV. Se
enthdlt unter anderem die Intensitétsformeln der Multiplettlinien
und der Zeemankomponenten (Kap. XXIII).

Da man DY (R), , DO (R),, durch die Darstellungskoeffizienten
ausdriicken kann, ist selbstverstandlich: diese bilden ja en voll-
standiges  Funktionensystem. Auch da nur die Koeffizienten, die
in irgendeiner Darstellun g in der u' + 9'-Zeile und in der g + v-
Spalte stehen, in (16 b) vorkommen konnen, ist klar: nur diese
haben die richtige Abhéngigkeit von o und y. AuRerdem zeigt
(16 b) noch, daR aueh L nur zwischen |1 —~ 1| und | + I variiert
werden muB. Sind [ und | beide ganzzahlig oder beide halbzahlig.
so sind die L in (16b) ale ganzzahlig, ist dagegen nur eines ganz-
zahlig, das andere habzahlig, so sind die [, dle habzahlig: die
Summation ist von der unteren bis zur oberen Grenze immer in
ganzzahligen Schritten zu erstrecken.

Far 1=0 ist (16 b) trivia, fir I == | sden noch die s},
in einer Tabelle zusammengestellt 1).

1y Man kann sich die af.f,:)v leicht merken, wenn man sich vor Augen

hilt, daB se verschwinden, wemn | # > [ und wenn | u + » > L ist
(nicht wenn beides zutrifft); also immer dann, wenn einer der Dar-
stellungskoeffizienten im Integral (22) sinnlos wird.
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Tabelle fur die 7)),

-—
L y = —~1 0 +1
-1 VlJr_fiVH-,u-l ___W—-,uVl+,u | Vl—,u—lVl-——-,u
Veiy2r+1 ViVeir+s Vervei+1
. Vi—p+1Vi+ e e Vitu+1Vi—u
Varyiea Vivier VziVi+et
Vices1Vicp+2| Vi—e+1tVi+u+l [ Vivusr1Vivu+?
PLIVE TYaiez | Velei i+t BiriVeree

Anhang. Um noch (26) zu beweisen, gehen wir von der

Identitat
=()(2)=(7")

aus. Links steht der Koeffizient von #* in (1 4 )¢, multipliziert
mit dem Koeffizienten von z¢—* in (1 + 2)® und summiert Gber
alle g, d. b. der Koeffizient von a¢ in (1 t £)2 . (1 t £)) =— (1+ x)a+?,
und dies steht auch rechts; a sei eine positive ganze Zahl, b kann
auch negativ sein.  Weiter ist (¥ < 0)

(u) _ufw— 1) (u—rv+ Du—0v+ 1)

v, 12... (wv—1).v

w—u—1@—u—2)...(1 —u)(—u)
1.2...(v—1).v '

:(—1)"“(\/- l: ) I)‘

Es ist daher

= (— 1y

S E ) e

=3 ¢ pre-ien (v +7‘) (, ;{’:;_i&

- ~/L-E-i-1 =
— (- 1)L+l—l(21)!( L+ll-f )_—_ (21)!(L+21l‘1—),

womit (26) bewiesen ist.
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XVIII. Auswahlregeln und die Aufspaltung
der Spektrallinien

1. Im VI. Kapitel haben wir mit Hilfe der Schrodingerschen
zeitabhangigen Differentialgleichung die Zunahme der Anregungs-
wahrscheinlichkeit | ap () [* = | b(t) |? des stationdren Zustandes g
unter dem Einflud eines in der X-Richtung polarisierten Licht-
strahles der Intensitét (Energiedichte pro Frequenzeinheit) J be-
rechnet.  Es ergab sich dafiir [( 17) und (6) Kapitel V1], wenn das £, 9
Atom anfangs ganz im stationdrem Zustande 1 war

3,2

wo Xpp das sogenannte Matrixelement

Xrz = (¢F’ (= +xa + ok 4 Z,) ¢E) (2a)
der ,, X-Komponente des Dipolmoments¢ des Uberganges £ —» F
ist. Ist das Licht in der Y- bzw. Z-Richtung polarisiert, so tritt
in (1) an Stelle von Xpp

-YFE :(¢F7 (y1+y$+”'+yn)¢1€') (2b)
Zyg = (U, (&) + 25 + o+ 22)¥E), (2¢)
ist es in der Richtung mit den Richtungscosinus a,, a,, &, polari-
dert, so tritt entsprechend
f o, Xpg + 0 Xpg+ 03Zpg @
auf.

Nach der bekannten Einsteinschen Uberlegung?®) kann man
hieraus die Wahrscheinlichkeit Ay 5 d t dafir berechnen, dal3 ein
Atom, das im angeregten Zustande  ist, im Laufe der sehr kurzen
Zeit dt durch spontane Ausstrahlung in den Zustand g libergehe.
Eigentlich nennt man diese GroRe die ,Ubergangswahrscheinlich-
keit”, es ist

64 mte?ot ,
App == W(lXFEF + | Yrel+ | Zrel®)  (18)

Wenn eine Spektrallinie mit der Frequenz (F- E)/k in einem
Spektrum nicht auftritt, obwohl die Existenz von Atomen im Zu-
stand & durch das Auftreten anderer Linien erwiesen ist, wird man

1) A. Einstein, verh. d. Deutsch. Phys. Ges., S. 318, 1916; Phys.
Zeitschr, 18, 121, 1916.

Wign er, Gruppentheorie 14
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schlief3en dirfen, dal? die Ausdriicke (2 &), (2 h), ¢ verschwinden.
In weitaus den meisten Féllen folgen diese ,Auswahlregeln” aus
den Transformationseigenschaften der beteiligten Eigenfunktionen.
Den Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen gegentiber
der symmetrischen Gruppe, der dreidimensionalen Drehgruppe und
der Spiegelungsgruppe entsprechen drei Arten.von Auswahlregeln.

Es it aber zu bemerken, dali das Verschwinden von (2) nicht das
absolute Ausfallen der Linie F-» E zur Folge hat. Bei der Ableitung
von (I) ist némlich eine wesentliche, nicht streng richtige Voraussetzung
gemacht worden : die Atomdimensionen wurden gegeniber der Lichtwellen-
lange als klein angenommen, und es wurde so gerechnet, als ob das
vom Licht herrilhrende Zusatzpotential in der Richtung dcs Licht-
Strahls konstant wéare, weil es sich nur in Abstanden, die in der
Groflenordoung der Wellenldange sind, wesentlich andert. Wirde man be-
ricksichtigen, da3 dieses Potential in Wirklichkeit in Richtung des Strahles
sinugformig schwankt, so wirde sich ein etwas anderer Ausdruck fur die
Ubergangswahrscheinlichkeit  (und daher auch fur die Lebensdauer) ergeben,
zum Bpe in (1) wirde noch ein Korrektionsglied B' hinzukommen.

Von der Ubergangswahrscheinlichkeit, die man nach (1) oder (la)
berechnet, sagt man, daf sie von der Dipolstrahlung herrihrt, B' ist durch
Quadrapol und hthere Momente bedingt. Esist (Atomdimension/Wellenliinge)?,
aso etwa 107-mal kleiner as das durch Dipolstrahlung bedingte By 5, und man
kann es neben BEF vernachldssigen, wenn (2) nicht verschwindet. Die
Ubergénge, fur die (2) Null ist, sind aber nicht absolut verboten, sondern
nur sehr viel schwacher als die gewdéhnlichen, durch Dipolstrahlung be-
dingten Ubergdnge. Fir die Intensitat der Quadrupolstrahlung selber ist
das  Absolutwertquadrat  von

2
= (Wpo @ gy F @ ya oo+ a0 ya) vp) (3)
des an Stelle von X, . in (1) eingesetzt werden mu mafigebend 1).

A. Terme verschiedener Multiplizitét kombinieren nicht mit-
einander. Die Terme, die verschiedene Multiplizitat 2 § + 1 haben,
gehoren ja zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen Grnppe,
und das Multiplizieren mit , + 2, + ... 4 z, ist ein gegentber

der Vertauschung von Elektronen symmetrischer Operator, so

dal3 das skalare Produkt (2) nach den Resultaten des XII. Kapitels
verschwinden muf. Selbst die Strahlung, die durch Quadrupol und
héhere Momente bedingt werden kénnte, verschwindet aus diesem
Grunde.

1) Die Quadrupolstrahlung wurde in der Quantenmechanik haupt-
sichlich von A, Ru bi nowicz eingehend untersucht. Vgl. z. B. Zeitschr.
f. Phys. 61, 338; 66, 662, 1930.
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Empirisch ist bekannt, dal3 dieses sogenannte In terkombina-
tionsverbot nur bei Elementen mit niedriger Ordnungszahl
gut erfiilllt ist. Be schwereren Elementen kommen schon ver-
haltnismibBig starke Linien vor, die Terme verschiedener Multi-
‘pli_zit%it verbinden. Dies rihrt von den Zusatzgliedern in der
Schrodingergleichung  her, die dem magnetischen Moment des Elek-
trons Rechnung tragen und die sich bel wachsender Elektronenzahl
immer stérker und stérker bemerkbar machen.

B. Gegenlber Drehungen ist das Multiplizieren mit z, 4 ,
+ -+ 1z, kein symmetrischer Operator mehr, so da die Aus
wahiregel fur die Azimutalquantenzahl I anders as die fir das §
lauten wird. Die Azimutalquantenzahl von gy sei L, dann gehgrt
im Produkt (z; + z, + « 4+ x,) ¥y der zweite Faktor zur Dar.
stellung D), der erste Faktor ist eine Vektorkomponente und
gehirrt zu 9,

Die (2f + 1) (2 L 4+ 1) Produkte von je zwei Funktionen,
von denen jewells die erste f(;'“) zur X-Zeile von g(il) und die zweite
w(xL) zur x-Zeile von D) gehort, transformieren sich nach DD ¢ D

(vgl. auch die analogen Entwicklungen des vorangehenden Kapitels).
Pef” 9" = Pef Pruf’ =S (B);, D" (B 117 w0
A2

Mit Hilfe der Matrix §, die §@) X DD ausreduziert, kann man aus
(L)
I3

ziblen Bestandteilen ®K) von DL X PL) gehdren. Umgekehrt kann
man die Funktionen £ oY) mit Hilfe der reziproken Matrix $- 1

durch die Fi¥ ausdriicken.

In unserem Fale ist L == 1 und die irreduziblen Bestand-
teile von M X DL sind fir L == 0

PL - DL, PL LD, *)

Man kann daher (z + 2, 4 «+++ x,) P as eine Summe von drei
Funktionen schreiben, die zu je einer der Darstellungen (*) gehéren.
It nun die Azimutalquantenzehl L' von ¢ weder L -- 1 noch L
noch 7, + 1 verschwinden ale drei Teile des skalarem Pro-
dukts (2a). Die Azimutalquantenzahl L kann sich bei einem
durch Dipolstrahlung bedingten spontanen Ubergang nur um +.1
oder O &ndern.

¥l solche Linearkombinationen F¥ vilden, die zu den irredu-

14%*
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1st L == 0 so gehort (z, -+ @, + .-+ + m,) g zur Dar-
stellung M), da in diesem Falle D® X PO gleich Pw ist.  1st
L' # 1, so verschwindet (2): STerme (L = 0) kombinieren nur
mit P-Termen (L' = 1), auch der Ubergang S— § ist ver-
boten.

Auch diese Regeln gelten nur fur die leichten Elemente genau.

Die Ursache fir ibr Versagen bei hoheren Ordnungszahlen ist
auch in den_Storungen.zu suechen, die durch das magnetische
Moment des Elektrons bedingt sind. Die Linien, die trotz dieser
Regel auftreten, sind nicht so augenfélig wie die Linien, die das
Interkombinationsverbot verletzen, weil namlich noch andere, auch
bel Mitberiicksichtigung dieser Storungen gilltige Regeln existieren,
die von sich aus das Ausfallen der meisten durch dieses Verbot
erfaldten Obergange bewirken.

Die Quadrupol- und héheren Momente verschwinden bei den be-
sprochenen Ubergangaverboten nicht. Wir muhten ja explizite die Tatsache
benutzen, dald (2, 4 2y + ++. 4 zp) zur Darstellung DW gehdrt. Die ent-
sprechenden, fiir die Quadrupolstrahlung mal3gebenden Ausdrucke (z, ¢ + .
+ @&y yn) Usw. gehoren aber nicht zu D) sondern zu D®, die Azimutal-
quantenzahl I, kann sich dementsprechend bei einem durch Quadrupol-
momente bedingten Ubergang um + 2, 4+ 1 oder 0 dndern.  AuBlerdem ist
noch § -» § und § — P durch Quadrupolstrahlung verboten.

C. Bei Dipolstrahlung andert sich die Spiegelungs-
symmetrie immer, positive Terme kombinieren nur mit negativen,
negative nur mit positiven. Bleibt némlich 45 bei dem Ersetzen
der @, ¥, % durch == z,, — %, ' — %, ungedndert, so wechselt
@ + @+ v+ ®,) Pgp €N Vorzeichen und umgekehrt bleibt
bei dieser Operation der Ausdruck (z, + . ..+ =,) ¥x ungedndert,
wenn g sein Vorzeichen umkehrt; er hat zu ¢y entgegen-
gesetzten Spiegelungscharakter. Wenn das skalare Produkt (2)
nicht verschwinden soll, mu3 auch 4y zu 1y entgegengesetzten
Spiegelungscharakter haben.

Empirisch ist diese Regel alsL ap o rte- Rus gel sches Auswahl-
verbot bekannt. Gemal ihrer Ableitung bezieht sie sich nur: auf
die Dipolstrahlung?), dagegen gilt sie auch unter Mitberiick-
sichtigung der magnetischen Momente der Elektronen,
also auch bei den schweren Elementen. I hr widersprechende optische

1) Fir die Ubergénge, die durch Qnadrupolstrahlung bedingt sind,
gilt sogar die entgegengesetzte Regel : der Spiegelungscharakt er éndert sich
bei diesen Obergdngen nicht .
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Uberglinge sind — trotz des so sehr reichen Materials == kaum be-
kannt. Die bekanntesten treten im sogenannten Nebuliumspektram
auf, wo sie von metastabilen Zustinden ausgehen, was die Moglich-
keit — namentlich bei den Verhdltnissen, die in den verdtinnten
Sternnebeln  herrschen — einer extrem langen Abklingungszeit, aso
kleiner ﬂbergangswahrscheinlichkeit. offenl ant.

oberblicken wir die drei Arten von Auswahlregeln noch ein-
ma, so sehen wir, da3 durch se eigentlich die meisten [.inien
verboten sind: das Multiplettsystem darf sich nicht andern, 7, darf
sch nur um + 1 oder 0 &ndern (0 zu O ist auch verboten), der
Spiegelungscharakter muB sich &ndern. So kann z. B. ein 3S_ -Term
nur mit 8P_-Termen kombinieren’), ein ¢D_-Term nur mit ‘P, ‘D,
und ¢F,-Termen?) usw. Es werde nochmals betont, daf?3 die magne-
tischen Momente der Elektronen bisher nicht beriicksichtigt und so
die sogenannte Feinstuktur der Spektralinien nicht erfat wurde. Die
Regeln sollen fur ale Feinstrukturkomponenten einer Linie gelten.
Die ersten beiden Regeln gelten nur, wenn der Einflu der erwdhnten
magnetischen Momente klein ist (bei kleiner Multiplettaufspaltung,
d. h. bei den leichten Elementen), die letzte dagegen soll — was
gegenwdrtig noch nicht eingeschen werden kann -~ genau gelten.

2. Es sollen noch die Verhdltnisse bei dem Einsetzen eines
elektrischen oder magnetischen Feldes, aso bei der Aufhebung der
dreidimensionalen Drehsymmetrie” besprochen werden.

Bekanntlich zeigt sich dabei ein Aufspaten der Linien in
mehrere  Komponenten. Dieses ist im Falle des magnetischen Feldes
as Zeemaneffekt sehr genau bekannt, wihrend die snaloge Er-
scheinung im elektrischen Felde, der Starkeffekt, in den aller-
meisten Falen der Beobachtung viel schlechter zuginglich ist. Von
unserem  vorlaufigen  Gesichtspunkt aus konnen die Verhdtnisse
natirlich nur sehr schlecht widergegeben werden und wir erhaten
im wesentlichen nur AufschluB dariiber, wie der Zeeman- und Stark-
effekt wire, wenn die Elektronen kein magnetisches Moment hétten.

Ein magnetisches Feld in der %-Achse verringert die Symmetrie-
gruppe des Konfigurationsraumes. Von den Drehungen bleiben
nur digenigen um die %-Achse Ubrig. Auferdem bleiben noch
- Wegen deg axiden Charakters des magnetischen Feldvektors —

1) Durch Quadrupolstrahlung noch mit #]),-Permnen.
2) Durch Quadrupolstrahlung noch mit ¢§ . 4P, 4) . 4§, 4(;_-Termen.
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die beiden Richtungen Z und — Z gleichberechtigt, so daR die X Y-
Ebene Symmetriecbene bleibt. Aus demselben Grunde aber ist etwa
die YZ-Ebene keine Symmetrieebene mehr, da ein Drehungssinn aus-
gezeichnet ist. Man sieht dies am klarsten, wenn man die klassische
Bahn eines Elektronsim Felde eines Kerns und eines M agnetfel des be-
trachtet : durch Spiegelung der Bahn an der zum Felde senkrechten
Ebene durch den Kern erhilt man eine klassisch mégliche Bahn, nicht
dagegen durch Spiegelung an einer zur Feldrichtung paralelen
Ebene YZ.

Es folgt hieraus, dal3 die Inversionssymmetrie des Problems
durch das Magnetfeld nicht gestort wird : die Inversion (z; = — 2,
Yk = — Yy 2 == — #,) 1St ja gleich dem Produkt einer Drehung
mt g um Z (3, = = &, % = — Y, 2 = &) und einer
Spiegelung an der X Y-Ebene (zx = #, yx == ¥p 2 = — #;) und

P4 Zz

Jf 1] [l

- T

Y Y 3

=Y

Abb. 9a Abb. 9b

Maguetisohes Feld in der Z-Richtung: Elektrisches Feld in der Z-Richtung:
Spiegelt man die Bahn eines Teilchens  Spiegelt man die Bahn eines Teilchens
an der X Y-Ebene, SO erhdlt man wieder an ener Ebene durch die Z-Achse, so
eine mogliche Bahn, nicht aber durch erh#lt man wieder eine mogliche Bahn,

Spiegelung an der Y Z- Ebene nicht aber durch Spiegelung an der
XY . Ebene

daher in der Symmetriegruppe des Systems enthalten. Die gesamte
Symmetrie ist das direkte Produkt der Gruppe der reinen Drehungen
um Z und der Spiegelungsgruppe (die auller der Einheit noch die
Inversion enthdlt), wozu als dritter Faktor noch die symmetrische
Gruppe hinzukommt. Die beiden ersten Gruppen, also auch ihr
direktes Produkt ist abelsch.

Wenn aber auch die volle Drehsymmetrie des Problems durch
das #dubere Feld zerstért wird, haben, so lange das Magnetfeld
schwach ist — und die experimentell erzeugbaren Felder sind immer
schwach in diesem Sinne —, die Eigenwerte und Eigenfunktionen
noch néherungsweise die Lage bzw. die Eigenschaften, die sie ohne
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Magnetfeld hatten. insbesondere kann man auch von einer azimutalen
Quantenzahl I, sprechen und es gelten auch noch die gewohnlichen
Auswahlregeln fur 7. AuRerdem gehort natirlich jeder Term,
auch wenn das #ullere Feld beliebig stark ist, zu einer irreduziblen
Darstellung der vorher erwéhnten drei Gruppen, hat aso ebenso wie
die Terme des feldlosen Systems ein Multiplettsystem § und einen
Spiegelungscharakter. Auch die Auswahlregeln 4 und C, die aus
dem Zugehoren der Eigenfunktionen zu Darstellungen der symme-
trischen und der Spiegelungsgruppe folgen, bleiben streng erhaten.
Hinzu kommt noch die sogenannte magnetische Quantenzahl g, die
angibt, zu welcher Darstellung (¢#9) der zweidimensionalen reinen
Drehgruppe der betrachtete Term gehdrt, Fir u tritt auch eine
neue Auswahlregel auf, sie lautet fur in verschiedenen Richtungen
])olarisiertes Licht verschieden, so dal3 manche Uibergiinge (n-Kompo.
nenten) nur durch in der Feldrichtung, manche (s - Komponenten)
nur durch senkrecht dazu polarisiertes licht bewirkt werden. Da
die verschiedenen Raumrichtungen nicht gleichberechtigt sind, ist
dies nicht weiter verwunderlich.

Fiir Uberginge mit in der %-Richtung polarisertem Licht ist

(Wr (et 2t 0 2) U) (2¢)
maRgebend. Da das Multiplizieren mit ¢, + v« 4 2, ein in Bezug
auf Drehungen um Z symmetrischer Operator ist, niissen @ und
g, Wenn (2¢) nicht verschwinden soll, zu derselben Darstellung
(etvr) gehdren, diesslbe magnetische Quantenzahl haben.  Bei
einem Ubergang, bei dem das l.icht parallel zur Feld-
richtung polarisiert ist, #ndert sich die magnetische
Quantenzahl nicht.

FFiir die Uberginge, bei denen das Licht senkrecht zur Feld-
richtung polarisiert ist @-Komponenten), sind X.p und ¥yp ma
gebend.  Nun gehort N + Yy Aot i e g e + 7,
zur Darstellung (e!?), so dafd [y, + oo 4 #y {1 (2, 4000 | )] vE
zur Darstellung (¢ + D) gehort. ol

Ype+ iXre

Z(Ww[!/ﬁ Y+ . 0 F yn'{’“é(xl'* 3‘21 v In)l wb)
nicht verschwinden, so muB auch g, zur Darstellung (¢! + V¢) ge-
héren. Ebenso schlief¥t man, dai? yp zu (¢ i - D¥) gehdren mul3, damit

Ypp—iXrg

= (wf'" [.‘/1 + ys + et +y'n'_*' (Il + 1" f '} in” wl’?)
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von Null verschieden sei. Es folgt, da? Xpg und XY gg nur endlich
sein konnen, wenn sich die magnetischen Quantenzahlen von ¢p
und gz um 1 unterscheiden. Durch senkrecht zur Feld-
richtung polarisiertes Licht werden nur Uberginge mit
dp =+ 1 angeregt.

Fir den umgekehrten Prozefd der Emission folgt hieraus, daf3
dasLicht, das senkrecht zur Feldrichtung ausgestrahlt wird (Trans-
versaleffekt) bei Ubergangen 4 g = 0 parallel, bei Ubergangen
A p ==1senkrecht zur Feldrichtung polarisiert ist, womit in diesem
Fall die Polarisationsrichtung, die ja auch noch senkrecht zur
Strahlrichtung sein muB, eindeutig festgelegt ist.

Betrachten wir nun das Licht, das in Richtung des Magnet-
feldes ausgestrahlt wird (Longitudinaleffekt) ! Dieses muf3 senk-
recht zur Feldrichtung polarisiert sein, es kann also keine z-Kom-
ponenten, nur d-Komponenten enthalten. Der Polarisationszustand
der o-Komponenten -ist aber durch die Angabe ,senkrecht zur
Feldrichtung ¢ nicht bestimmt. Die Erfahrung zeigt, dal sie teils
rechts-, teils linkszirkulas polarisiertes Licht enthalten. Dies be-
deutet wieder umgekehrt, daR erstere Ubergénge durch linkszirkular
polarisiertes, letztere durch rechtszirkular polarisiertes Licht nicht
angeregt werden konnen !). Nun zeigt eine zu der im VI, Kapitel
durchaus analoge Rechnung, daR fiir Ubergsnge, die durch in der
X Y-Ebene zirkular polarisiertes Licht angeregt werden, je nachdem
der Drehungssinn von Y zu X oder von X zu Y wegt, die Matrix-
demente (¥ rg + i Xrg) [ V2 oder ( ¥ pg i Xrx)/ Y2 in (1) an
Stellevon Xy treten. Ist also das Licht in Richtung des Feldes
gesehen (von unten nach oben, wenn die Z-Achse nach oben zeigt)

1) Zur Bestimmung des Polarisationszustandes des be einem {fber-
gang emittierten Lichtesist esimmer nur wesentlich, was flr Licht be
dem umgekehrten Prozef nicht absorbiert wird. Ein Ubergang z. B., der
zur Z-Achse parallel polarisiertes Licht aussendet, wird == Wenn auch
schwécher  m= auch durch Licht angeregt, dessen  Polarisationsrichtung — zur
Z-Achse geneigt ist. Wesentlich ist, da6 so ein Ubergang nicht durch
senkrecht. zu 7 polarisiertes Licht angeregt werden kann, ebenso wie ein
obergang, der rechtszirkular polarisiertes Licht aussendet, nicht durch links
zirkular  polarisiertes  Licht angeregt werden kann,

Dal man den Polaisationszustand des emittierten Lichtes auf dem
Umweg (ber den umgekehrten ProzeR bestimmen muB, beruht darauf, dal3
die Schrodingergleichung in der zugrunde gelegten Gestalt die Emission
Uberhaupt nicht zu erkldren imstande ist.
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rechtszirkular ~ polarisiert, so bewirkt es einen Sprung mit einer
Erhéhung von g um 1, ist es linkszirkular polarisiert, so bewirkt
es ein Fallen von g um 1. Falt umgekehrt bei der spontanen
Emisson g um 1, so ist das emittierte Licht (in derselben Richtung
gesehen) rechts-, steigt es, so ist es linkszirkular polarisiert.

3. Betrachten wir jetzt einen Term des feldlosen Systems und
untersuchen wir, wie er sich bei dem Einsetzen des magnetischen
Feldes verhalten wird. Der Term KEgy, des feldlosen Systems
wird durch das Magnetfeld im algemeinen aufgespdten, und es
entstenen mehrere neue Terme aus einem aten Term. Das Multi-
plettsystem S und der Spiegelungscharakter w werden aber hier-
durch nicht beruhrt, das erste ist fur alle neuen Terme, die aus
demselben feldlosen Term entstehen, S, der zweite w. Dies folgt
daraus, daf die Eigenfunktionen wéhrend des ganzen Anwachsens
des magnetischen Feldes zu ener Darstellung der symmetrischen
Gruppe und der Spiegelungsgruppe gehdren und sich auflRerdem
stetig andern. Eine Anderung der Darstellungseigenschaft  wiirde
aber unstetig vor sich gehen mussen.

Es fragt sich noch, welche u-Werte die aus Egy,,, etttstehenden
Terme haben werden? Es sai R eine Drehung um Z mit ¢, dann
ist nach (6) Kap. XV DL (R)

e ily 0 o 0 0}
0 e~ L—1Dg 0 0
: . . : )
0 0 A V)

und wenn 1, €ne Eigenfunktion von Egp, idt, die zur x-Zeile
von A® und zur p-Zeile von DD gehort, ist

Pwa,u - EQ(L) ({‘P, Or O}),u’,u wx,u' = ety wx,u (4)
“I

d. h. 9, gehdrt zur Darstellung (¢*“%) der Gruppe der Drehungen
um Z. Auch diese Tatsache wird sich, wahrend das Feld an-
wéchst, nicht andern, und da p bei der Darstellung D% von
-~ I bis L lauft, wird ein Term mit der Azimutalquantenzahl L
in2 L+ 1Terme Egp,, , Mit den magnetischen Quantenzahlen
p=—L —-L+1,. . L — 1, L aufspalten. Die zu Egy,, 4 ge-
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horigen Eigenfunktionen erster Néherung sind die ,, selber, da
sie zu einer Zeile von 4® und zu einer Darstellung (ef*¥) gehdren
missen und man aus den ,, keine anderen Linearkombinationen
mit dieser Eigenschaft bilden kann. Wir haben also wieder einen
Fall vor uns, wo die ,richtigen Linearkombinationen ¢ erster
Naherung schon durch gruppentheoretische Uberlegungen bestimmt
werden  konnen.

DaR die Bestimmung der ,richtigen Linearkombinationen” in  diesem
Falle so einfach war, beruht darauf, daB in Q(L) die Matrizen, die
Drehungen um 7 entsprechen — wie dies (f) zeigt —, as Darstellung der

Gruppe der Drehungen um Z schon ausreduziert sind. Hatten wir das
Magnetfeld etwa in die X-Richtung gelegt, so hatten wir die Matrizen

dD (¢), die Drehungen um X entsprechen, ausreduzieren, in die Form (4)
bringen missen. Die Matrix (T#,#), die zur Ausreduktion dient, erzeugt

dann  auch die richtigen Linearkombinationen

17”;’:_11' = 2 1v,u'u ijy
fur diesen Fall,

Aus den Eigenfunktionen erster Naherung kann man auch die
erste Naherung fur den Termwert Egp,, , berechnen, wenn man die
durch das magnetische Feld §, bedingte Modifizierung des
Hami 1 tonschen Operators des Systems kennt. In der klassischen
Theorie tritt im Magnetfeld zur feldlosen Hamiltonschen Funktion,
wenn man hohere Potenzen der Feldstdrke vernachléssigt, das
Glied ¢fc. (¥, b) = ¢/mc- (Y, p, + %,p, + U, p,) hinzu, wo U das
Vektorpotential ist, as dessen Rotation sich die Feldstarke
schreiben laf%. In der Quantenmechanik schreibt man hierfir,
wenn man in derselben Néherung auch bei Vorhandensein eines
duberen Feldes = h/2 gi.0/0x fur p, usw. setzt,

V=_e(9I h 0 L0 h 0

e S smign t Wsmigy T e ©
bzw. die entsprechende Summe fir mehrere Elektronen *). Flr ein
homogenes, in die Z-Achse gerichtetes Magnetfeld von der Intensitat
9, ist

A = _—% ‘bzy; %[y:%‘btx’ 912 =0

1) In wirklichkeit tritt zu (5) noch das Glied (Y3 + A2+ AB)ed2mc?
hinzu, das uNter anderem fir den Diamagnetismus verantwortlich ist.
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Die erste Naherung fur die magnetische Zusatzenergie
Egtw,u — Esrw berechnet sich dann nach Kap. V, Gleichung (32)

ESLw,p - ESLw = (d"Xul V¢’x,1) == - 4 6:’% (wx,u L wx“)y (b)
wo

YA J 9 0\ .
Lz — T(yla'}—l ‘+’ + Yn a": '-Ula‘;; oo "'rua!};) (ba)

ist. Das in (6) auftretende skalare Produkt 183t sich vollkommen
auswerten.  Es wird sich némlich zeigen, da3 fir jede Funktion f

0Po0 0 f
{ oy T —
L.f = —T——hd(p fiir @ 0, (N
adso gleich der Differenz der Werte von f in einem etwas “ver-

drehten Zustande” und dem urspriinglichen Zustande dividiert
durch den Drehwinkel. Da

Cos Q sin ¢ o]
{(p,O, 0} == 1 9n (2 cos @ 0)|
0 0 1/

P{rr,mu}f("': Ty Yio ke )
= f (.., 2£05 ¢ + ypSin @, —x, SN @+ y,COS @, 2, . ..),
und dies nach 9 differentiiert ergibt {fiir (p — 0
J P(tp o, 00 F of
) .o Bl B e {(7a
< 0 @ )(/)— 0 2 Y Lk o Ok )
was mit (7) &guivalent ist. Nun ist noch wegen (4)

ist

9 J o -
G Plmo ot Yaw = Go €T e = dpet g (7D)

und deher wegen der Normierung (¥, ¥, == 1 und (6)

N eh
Il‘SLw,# LQIM 47:;)":c (#:-L, 11*1, . "IL“ 1, Il)v ()]

Nach (8) soll der Term mit der azimutalen Quantenzahl I,
in erster Naherung — d. h. wenn man sich auf Glieder beschrénkt,
die mit der ersten Potenz von §, proportiona sind ~- in 2 L + 1
&quidistante Terme aufspalten, deren mittlerer (u — 0) die Lage
des urspringlichen Terms hat und deren Abstand bel derselben
Feldstarke fiir alle Terme derselbe ist: in (8) kommen ja nur
universelle Konstanten vor.
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Betrachten iy jetzt die Zeemankomponenten der Linie F'— E,
so sehen wir . dader Term F ebenso stark wie E aufspaltet —,
daR sich die Linien mit gleicher Anderung von p alle Uberdecken.
Da sich aber g bei einem optischen abergang nur um + 1 oder 0
dndern kann, hat man im ganzen nur drei getrennte Linien und
die beiden sdtlichen Komponenten haben fir alle Linien denselben
Abstand von der mittleren. Das ist das Aufspaltungsbild des
sogenannten normalen Zeemaneffektes.

Dieses Aufspaltungsbild deckt sich mit dem beobachteten nur
in verhdltnismaRig seltenen Fallen, namlich nur bei Linien die
Singuletterme verbinden. Bei diesen Termen kompensieren sich
namlich die magnetischen Momente der Elektronen, die sonst die
Abweichungen  verursachen, so daf3 ihr EinfluB verschwindet. Dies
ist auch der Grund, warum diese Terme keine Feinstruktur haben.
Bei alen anderen Termen ist die Aufspaltung teils grofer, teils
kleiner und fir verschiedene Terme zumeist verschieden. Daher
uberdecken sich auch die Linien, die mit derselben Anderung von [
verbunden sind, nicht, und das Aufspaltungsbild des anomalen
Zeemaneffekts ist wesentlich komplizierter. D as Intensitits-
Verhdltnis der einzelnen Zeemankomponenten wollen wir an dieser
Stelle nicht berechnen 1), weil sich die meisten Komponenten doch
uberdecken.

Es werde noch bemerkt, daf3 durch ein magnetisches Feld die
Terme soweit aufgespalten werden, wie das Uberhaupt durch ein
suleres Feld geschehen kann: die Ubriggebliebenen Entartungen
rihren alle von der symmetrischen Gruppe her und die Gleichheit
der Elektronen kann durch duRere Felder nicht zerstdrt werden.

4, Bei eéinem homogenen, in der Richtung der Z-Achse zeigenden
elektrischen Felde ist die Symmetrie nicht genau dieselbe, wie bei
einem magnetischen Felde, da der elektrische Feldvektor po lar € n
Charakter hat. Dadurch wird die Existenz des Inversionszentrums
aufgehoben, dagegen bleiben die zum Felde parallelen Ebenen durch
den Kern Symmetrieebenen. Die Verhdtnisse liegen aso umgekehrt
wie bel magnetischen Feldern (siehe Abb. 9). Die Symmetrie-
gruppe ist die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe (also nicht
abelsch!), wahrend sie im Magnetfeld das direkte Produkt der

1) Dies soll im Kap. XXIIl geschehen. Die Intensitéten der drei
beobachtbaren Linien sind wie in der klassischen Theorie des Zeeman-
effekts, die den normalen Zeemaneffekt genau ergibt.
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zweidimensionalen reinen Drehgruppe und der Spiegelungsgruppe
war. Jeder Term hat auBer dem Multiplettsystem S noch eine
elektrische Quantenzahl m = 0, 0', 1,2 .., die angibt, za welcher
Darstellung 3™ der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe  der
betrachtete Term gehort.

Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionden Dreh-
spiegelungsgruppe wurden  im Kap. XIV bestimmt.  Reinen
Drehungen mit @ entsprechen in 3@, 30 3®, 3@ ... der Reilie
nach die Matrizen

(1)’ (l)’ (e_(.)m e(i)(l’)’ (6‘(2)“" eQU:"I’)! o

wihrend einer Spiegelung an Y die Matrizen

D
entsprechen.

Um die m-Werte der Terme festzustellen, in die en Term mit
der azimutalen Quantenzahl I, aufspaltet, missen wir feststellen,
welche 3™ und wie oft se in den D (R) vorkommen, die Dreh-
spiegelungen um 7 entsprechen? Aus der Form (f) von DWW (R),
wenn R eine reine Drehung um Z ist, ersehen wir unmittelbar, da8
in(f) 3v, 3@, ...,3%W je einma enthalten ist, die zur ersten
bzw. zweiten Zeile von 3 gehdrigen Eigenfunktionen  gehdren
zur — - bzw. m-Zeile von D%, Dagegen konnen wir von der
Eigenfuuktion, die zur O-Zeile von PU) gehdrt, nur sagen, dald sie
entweder zu 3@ oder zu 3©? gehdrt. Zur Entscheidung der Frage,
ob das erste, oder das letzte der Fall ist, mul man noch eine
Drehspiegelung, etwa z' == — & hinzuziehen, da sich 3® und 3©"
fur reine Drehungen Uberhaupt nicht unterscheiden.

Um die Spur der zu dieser Transformation zugeordneten Matrix
in W zu finden, bemerken wir, daf sie das Produkt der Inversion
und einer Drehung um X mit g ist und ihre Spur daher

w(l+2cosa+2cos2 g+ +2cos L)

|
=w(l =2+ 2t 2 (= DI =w.( -1 | 9

betrégt, wo w fir positive Terme + 1, fir negative = 1 ist. Da
die Bestandteile 3@, . . ., 3o nichts zur Spur der Spiegelungen
beitragen, ist der Ubriggebliebene Term ein O -Term, wenn
W (— 1)¥ = + [, und ein (/-Term, wenn w (- 1)} = -- list.
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Wir sehen, da die Aufspatung der Terme im elekirischen
Felde keine so vollkommene wie im magnetischen Felde ist:
aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl I, entstehen nur
L + 1 Terme

Die Auswahiregeln, die bel starken elektrischen Feldern gelten,
sind den entsprechenden Regeln fir Magnetfelder #hnlich: die elek-
trische Quantenzahl = &ndert sich bei einem Ubergang mit in der
%-Achse polarisiertem Licht nicht, da das Multiplizieren mit
G+ BgH iy ein gegeniber der Zzweidimensionden Dreh-
spiegelungsgruppe  der Drehungen um Z  symmetrischer Operator
ist. Daher ist auch ein solcher Ubergang von einem O-Term zu
ginem O-Term verboten. Dagegen &andert sich m be einem Uber-
gang, be dem das ausgestrahlte Iicht senkrecht zur Feldrichtung
polarisiert ist, um + 1.

Die Auswahlregel fir die Azimutaquantenzahl wird in starken
elektrischen Feldern durchbrochen, weil die volle Drehsymmetrie
nicht mehr da ist und die Eigenfunktionen zu keinen Darstellungen
der dreidimensionalen Drehgruppe mehr gehdren. Auch die La-
port esche Regel verliert ihre Glltigkeit (wéhrend sie durch
magnetische Felder nicht gestort wurde); es bleibt aus ihr nur das
Verbot des Uberganges von einem O-Term zu einem O'-Term dbrig.

Man kann auch die Eigenwertstbrung durch das elektrische
Feld mit Hilfe des Rayleigh- Schrédingerschen Verfahrens
forma berechnen. Dem Resultat ist nur ein bedingter Sinn bei-
zulegen, da das Verfahren wegen der Gedstalt des Stodrungsgliedes

V:€@g(51+52+ T ) (10)

divergieren mu3 !). Stellt man namlich, etwa bei dem Wasserstoff-
atom, das Potential as Funktion des Abstandes vom Ken gra
phisch dar, so sient man, dald zwar in der Néhe des Kerns ein
tiefes Potentiadminimum liegt, da3 aber das Elektron immer genligend
Energie hat, um sich in der Feldrichtung ins Unendliche zu ent-
fernen. Dies macht es schon sehr wahrscheinlich, dalR im elek-
trischen Feld streng genommen Uberhaupt kein diskretes Spektrum,
keine streng doationdren Zustande existieren. Die erste bzw. zweite
Nzherung, die wir nach dem Sc h r6 ding erschen Verfahren be-
rechnen koénnen, ist trotzdem nicht ganz sinnlos. sie ergibt Zu-

‘) Vdl. J. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31, 66, 19%.
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sténde, die, wenn sie auch keineswegs stationdr sind, sich wahrend
s hrlan g er Zeit en stationdr verhaten, dementsprechend, daf3
sich das Elektron im Mittd nur nach verhdltnismélig sehr langer
Zeit entschliefen wird, den Sprung Uber die Potentiadlschwelle zu
machen und sich vom Kern zu entfernen.

Berechnet man die erste Nédherung fur die Energiestérung im
elektrischen Feld, so sieht man, daR die Eigenwerte in erster
Néherung Uberhaupt nicht aufspaten, Die Koeffizienten w4y,

Ve s e — e@z(wx',u’» (51 + 4y + -+ zn) 1l’x‘u) = 0, (11)

der Sdkulargleichung von (18) Kap. V, sind ale Null, wel 0,
und (¢, + 23 + ' -+ + %) Uy, verschiedenen Spiegelungs-
charakter haben. Liegt némlich keine zufdllige Entartung
vor, so haben adle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes E —
etwa 9, und ¥, — denselben Spiegelungscharakter, ¥, « ' und
(¢, + 2+ «++ + #,) ¥xu @0 verschiedenen, weil g, + . . . + 2,
den Spiegelungscharakter umkehrt. Wir haben dies bei dem
Operator, der die Ubergangswahrscheinlichkeiten regelte, gesehen;
mit diesem ist (10) bis auf einen konstanten Faktor identisch. Die
Eigenwerte von (¥, ) = 0 sind alle 0. In erster Naherung
falen ale Terme mit dem ungestorten Term zusammen, in der
Energiestorung, nach Potenzen der Feldstérke entwickelt, ist der
Koeffizient der ersten Potenz Null, die Verschiebung der Terme
geht bei kleiner Feldstarke quadratisch gegen Null. Nur
bei dem Wasserstoffatom, bei dem durch eine zufélige Entartung
Terme verschiedenen Spiegelungscharakters zusammenfallen, ist ein
linearer Effekt vorhanden.

Der experimentellen Prifung der soeben fur den Starkeffekt
abgeleiteten GesetzmaRigkeiten stehen — ebenso wie bei dem
Zeemaneffekt - in erster Linie die Komplikationen, die durch
das magnetische Moment der Elektronen bedingt sind, im Wege.
Das einzige Resultat, das algemeine Glltigkeit beansprucht, ist
das Nichtvorhandensein einer mit der ersten Potenz der Feldstirke
proportionalen Termverschiebung, da dies aus der Betrachtung der
Spiegelungssymmetrie  dlein  folgte.

5. Fur freie Atome bilden konstante magnetische bzw. elek-
trische Felder wohl die wichtigsten Félle von &uReren Stérungen.
Anders bei einem Atom im Kristallverband. Bei diesem ist die
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Symmetrie  des ,4ubBeren* Feldes ), das in diesem Fall von den
umgebenden Atomen herriihrt, durch die Kristallsymmetrie gegeben,

was zu interessanten Aufspaltungsbildern Anla geben kann. Diese
wurden von H. Beth e?) fur die meisten Symmetrieklassen ein-
gehend untersucht, wir greifen aus seinen Beispielen nur den ver-
haltnismaidig einfachen Fall der rhombisch-hemimorphen Symmetrie,
der Symmetrie einer rhombischen Pyramide, heraus.

Die rhombische Pyramide hat drei Symmetrieclemente: die
Drehung um Z mit gz, die Spiegelung an der ZX- und an der
ZY-Ebene. Ihre Symmetriegruppe V,; besteht aus der Einheit und
diesen drei Elementen, sie ist der Vierergruppe holomorph, da ale
ihre Elemente von der Ordnung zwei sind. Sie hat — da sie ja
abelsch ist — vier irreduzible, eindimensionde Darstellungen, die
der Reibe nach durch die Matrizen:

E Drefuto um 2 | S'9Soan | o %y Elen
! M) (1) 1) ty)
1 (1) (= 1) (=1 (1)
It (1) (—1) 8y (—1)
v (1 v (—1) (=1

gegeben sind. Die erste ist die identische Darstellung, die zweite
und dritte sind gleichberechtigt, da in ihnen nur die Rolle der X-
und Y-Achse vertauscht ist, wahrend die vierte eine ausgezeichnete
Rolle spielt.

Bringen wir ein Atom an seine Stelle im Kristall, so wirken
darauf Krifte, die die volle Raumsymmetrie aufheben, so daf3 nur
die rhombisch - hemimorphe Symmetrie Ubrigbleibt. Da die irre-
duziblen Darstellungen dieser Gruppe ale eindimensiona sind,
spaltet ein Term mit der Azimutalquantenzahl 7,in 2 I, + 1 Terme auf.

Die Frage, die hier beantwortet werden soll, ist die: wie viele
Terme der Darstellungseigenschaften 1, 11, 111, 1V entstehen im
Kristall aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem
Spiegelungscharakter w? Man |6st diese Frage nach der all-

1y Natrlich liegt darin, daf3 man dieses Feld als ,anBeres betrachtet
und die umgebenden Atome nicht zum System dazurechnet, eine gewisse
Vernachlassigung. Es sind im wesentlichen die ,,Austauschkréfte”, die man
so aul3er acht 1&03t.

%) H. Bethe, Ann. d. Phys. 8, 133, 1929.
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gemeinen Theorie : man bestimmt, wie oft die Darstellungen I, I,
III, IV der rhombisch-hemimorphen Gruppe in der Darstellung
DU der Drehgruppe enthalten sind, wenn man diese as Dar-
stellung ihrer  rhombisch-hemimorphen  Untergruppe ansieht. Am
einfachsten bestimmt man diese Zahlen g, oy, oy, epy durch die
Bestimmung des Charakters von D ») fir die Operationen von V,.
Fiir die Eiuheit ist

2L + 1 = og + ogx + exnr + e, (12a)

fur die Drehung um Z mit g bzw. die Spiegelung an der 7Z X. und
Z Y-Ebene dagegen nach (9)

(— I)L = @y — &1 - 01 + %1V (12b)
W (— Dl = ay = onr + gy — ory = oy + or — oy — eqv- (12¢)
Aus (1 do) folgt ey = ey und w (- 1)k = ¢ — aqy, s (12a)

und (12b) ZL+ | +(— 1) = 2ea; 4 204y. Es ergibt sich
go flr

S,-Terme g = | p = O =— 0  epy = O
so 0 0 1
p.-, 0 | 1
P-- 1 1 0
D .- 2 l 1 usw.

»

Eine Kontrolle fir die Rechnung besteht immer darin, da3 die «
positive ganze Zahlen sein mussen.

In seiner obengenannten Arbeit hat H. Bethe fir fast alle
32 im Kristall vorkommenden Symmetrieverhaltnisse die Auf-
spaltungen bestimmt und aus ihnen weitere Schlusse gezogen.
So gewinnt man z. B. die Aaswahiregeln fir die Terme der Art 1,
IT, IIL, IV sehr einfach, indem man etwa fiir die Strahlung, die in
der Z-Achse polarisiert ist, bemerkt, dal das Multiplizieren mit
(¢,+24+.  * z,) €n der rhombisch-hemimorphen Gruppe gegen-
Uber symmetrischer Operator ist, so da3 nur Terme mit der
gleichen Darstellung miteinander  kombinieren.

W igner, Guppentheorie 15
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XIX. Teilweise Bestimmung der
Eigenfunktionen aus ihren Transformations:
eigenschaften

1. Die Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen, die
im vorangehenden Kapitel eine so wesentliche Rolle gespielt haben,
konnen nur so zustande kommen, dal3 die Werte der Eigenfunktionen
fUr solche Werte der Argumente, die durch die Transformationen
der Gruppe ineinander Ubergefuihrt werden, in irgendeiner Weise
zusammenhangen. Besteht die Gruppe z. B. aus der Einheit und

aus der Transformation #° — — , so gilt fur Funktionen, die zur
identischen Darstellung gehéren, d. h. fir gerade Funktionen,
g(—=2) =9 ) e

wahrend fir Funktionen, die zur negativen Darstellung gehoren,
d. h. for ungerade Funktionen,

f(—x) = —f@) (1a)
gilt. Im allgemeinen folgt aus

PRd"x(xli xQ!"'l mn) = ElD(R)wal(xl’ a”27 trey zn) (2)
nach Kap. XI (264)
wx(x;1 x:‘h 50,'5) - EID(R):NPA(%, Loy onny xn)’ (3)

wo die gz, &y, . . ., x, durch die Transformation R ausden x, , z,,
..., x, hervorgehen. Zerlegt man aso den ganzen Variabilitéts
bereich der Argumente der Wellenfunktion, den ganzen Kon-
figurationsraum in Teile, die aus einem Teil, dem Grundgebiet,
durch die Transformationen der Gruppe hervorgehen, so kann man
nach (3) die 4, Uberall berechnen, wenn man sie im Grundgebiet
kennt. Es bedeutet (3) eine je nach der GrofRe der Gruppe, der
gegentber das Eigenwertproblem invariant ist, mehr oder weniger
wesentliche Reduktion des Variabilitétsbereiches der Argumente
X,, . ..) &, und bringt gewissermalden die Transformationseigen-
schaften der 4, explizite zum Ausdruck. Man muf daher aus (3)
ale Resultate ableiten kénnen, die aus den Invarianzeigenschaften
der y folgen. Z. B. erhédlt man fur das skalare Produkt einer un-
geraden und einer geraden Funktion

fo@rr@as, @
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wenn man das Integrationsgebiet in zwei Teile (von — oo bis 0
und von O bhis oo) zerlegt, die auseinander durch die Transformation
2 — ==X hervorgehen,

9@ 1@ de = (9@ F@ds + [y 1@z

Wenn man nun noch im ersten Integral fir - x die Variable gy
einfuhrt und g (- y)und f (- y) mit Hilfe von (1) bzw. (1 a)
ausdriickt, so geht dies in

oo oo

—[9@rfwdy + [g@*f@ds =0 (8)

Uber: die beiden Telle des Integrals (4) heben sich gegenseitig weg.

Formal ist es natlrlich viel einfacher, zu sagen, f und g
gehtren zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen, ihr gkalares
Produkt muR daher verschwinden. Von (3) auszugehen, hat da-
gegen — neben der groReren Anschaulichkeit -= den Vorteil, dai3
man zu ener tellweisen Berechnung der Eigenfunktionen kommt,
die bei der Verwendung der Drehgruppe bei einfachen Problemen
ziemlich weitreichend ist.

2. Mit Hilfe von (3) kann man die Wellenfunktion an alen
jenen Stellen berechnen, die aus der Stelle P — (z,, ¥, , #;, Tq) Yy &g
«vvy Xyy Yny #,) durch eine Transformation der Gruppe hervorgehen,
wenn man die Werte dler ihrer Partner an der Stelle P kennt. Bei
der Drehgruppe sind das ale jene Stellen des Konfigurationsraumes,
in denen die gegenseitige Lage der Atome eine vorgegebene
ist. Die Punkte des Konfigurationsraumes kdénnen anschaulich
durch ein im Zentrum stehendes x-Bein im dreidimensionden Raume
charakterisiert werden. Jedes Bein zeigt nach derjenigen Stelle
des dreidimensionden Raumes, in dem sich das zugehdrige Elektron
bei der betreffenden Konfiguration befindet. Die Wellenfunktion
in alen Punkten des Konfigurationsraumes kennen, heil%, sie fur
ale erdenklichen n-Beine zu kennen.

Im Sinne der Entwicklungen auf S. 190 tber die ,Abseparierung des
Schwerpunktes® soll die Waellenfunktion eigentlich auch die Koordinaten
des Kernes als Variable enthalten. Sie soll aso nicht nur fir digenigen
Lagen des n-Beines definiert sein, bei denen das n-Bein im Zentrum steht,
sein Mittelpunkt soll vielmehr die Lage des Kernes bedeuten und jede Stelle
im Raume einnehmen koénnen. Da aber die Wellenfunktion fir dle jene
Lagen des n-Beines gleich sein soll, die auseinander durch Parallel-

15"
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Verschiebung hervorgehen, gentigt es, sie fir alle im Zentrum stehenden
n-Beine anzugeben. Die Wellenfunktion soll sich ja nicht éndern, wenn man
alle S-Koordinaten (auch die des Kernes) oder alle V-Koordinaten oder
ale z-Koordinaten um denselben Betrag vergrofert oder verkleinert.

Stellen, die auseinander durch eine D r e h u » g hervorgehen,
entspricht diesel b e G estal t des n-Reines, das nur im Raume
verschieden gelagert (verdreht, nicht parallelverschoben 1) ist. Als
Grundgebiet wahlen wir digenigen Lagen, bei denen das erste Ben
(dem ersten Elektron zugeordnet) in der Z-Achse liegt, das zweite
Bein in der Z Y-Ebene. (Dem entsprechen Punkte des Kon-
figurationsraumes, fir die » — y, == %, == 0 ist.) Sind die
Werte der 2 L + 1 zu der Darstellung D@ ({« g p}) gehdrigen
Wellenfunktionen ¢_pz, ¥~ 1 4+ 1. . ., ¥7,—1, ¥ im Grundgebiet
der Reibe nach G_;, G_y 4y, . . . . Gyz_y, G [wo aso
G, = ¢; 0,0, 2,0, gy, 23 - . ., T, Yn, 2,) ISt UNd nur von der
gegenseitigen Konfiguration der Teilchen abhéngt], so ist der Wert
der Wellenfunktion an jener Stelle i, gy, 21, - - «, %ny Y, 2n, di€
aus 0, 0, 2,0, g, 241 ¢. «y Xy, Yn, &, durch die Drehung {o § »}
hervorgeht, nach (3)

L
Yu (@1, Y1, 210 o) Tny Yns Zn) = 2?(“({06/37})}5; G1(9)- (6)

Dabei sind ¢ und g definitionsgemd8 Azimut und Polabstand des
ersten Elektrons und ¢ jener Winkel, den die Ebene durch die
Z-Achse und das erste Elektron mit der Ebene durch den Ursprung
und die ersten zwei Elektronen einschlief3t. Die G héngen nur von
der Gestalt g des n-Beines ab.

Fir L = O, fir STerme lautet (6)

¥ @0 Y 21 By Yy 2a) = 6y (9), ™
die Wellenfunktion hingt in diesem Falle auch selbst nur von der
Gestalt des n-Beines, nicht von seiner Lage im Raume ab: S-Zustande
sind kugelsymmetrisch !).  Dies ist auch ganz natlrlich: zu einem
S-Terme gehort nur eine Eigenfunktion und diese kann daher keine
Richtung auszeichnen. Bel hoheren A zimutalquantenzahlen ist
zwar durch die Gesamtheit der Eigenfunktionen auch keine Rich-
tung ausgezeichnet, doch kann man keine Eigenfunktion heraus-
wéhlen, ohne eine Richtung auszuzeichnen, so dal} die einzelnen
Eigenfunktionen nicht mehr kugelsymmetrisch sind.

1) Vgl. A. Unssld, Ann. d. Phys. 82, 355, 1927,
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Aus Gleichung (6) kann man auch die Auswahlregeln fir L
ableiten. Wir wollen hier sehen, wie weit man mit ihrer Hilfe die
Eigenfunktionen explizite bestimmen kann.

3. Wenn die Eigenfunktionen nur vong, 3 und y abhéngen, sind
sie durch (6) vollkommen bestimmt, weil die G; reine Zahlen werden.

Die Gleichung des réaumlichen Rotators lautet:

Bortoo o ow®e 1 9@
- —— —=—— sin g - .
SadJ [sm% 09 09 sin® 9 0¢? 1
= Ep %" (®, 9), ®)
wo J das Tragheitsmoment, 4 und ¢ Polabstand und Azimut des
Rotators sind. Das Grundgebiet ist hier ein einziger Punkt § — 0,
die ,,Normallage ¢ des Rotators. Bezeichnen wir die Werte der Eigen-

funktionen an dieser Stelle mit &5 £, so gilt nach (8) Kap. XV und (6)
LB, 9) = S0P (9, 9, P8 67 -
' 2

= e w0 dD @6 89

da aber " (%, ¢) von y nicht abbingen darf, missen fur 4 *+0
die GNL = ( sein, so daf (89 in

V(@ @) = ¢TI AL (§), GF" (8b)
Ubergeht, womit die Eigenfunktionen vollkommen mit Hilfe der
Darstellungskoeffizienten ausgedrickt sind. Die Gleichung (8 b) zeigt
auch, daf3 sich die Eigenfunktionen 1[;‘1:”- fir gleiches Z und g und ver-
schiedene N hdchstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden,
was fir Eigenfunktionen verschiedener Eigenwerte nicht mdglich
waére. Zu jedem L gehort in diesem Falle nur ein einziger Eigen-
wert, so dal? man den Index N in (8), (84a), (8b) weglassen kann.

Die Losungen von (8) sind andererseits als die Kugelflachen-
funktionen, die ‘Kugelfunktionen vom Grade L bekannt, (8b) zeigt,
daR die D® ({9;&};));,0 bis auf den Normierungsfaktor mit den
Kugelfunktionen Py, (8, ¢) identisch sind.

Be niherem Zusehen ist es keineswegs verwunderlich, dafd
wir (8) ganz ohne Rechnung lésen konnten. Eine Methode zur
Bestimmung der Darstellungen 9® war ja die (Kap. XV, 1), da8
wir die (8) aguivalente Laplace sche Differentialgleichung gelost
haben. Jetzt haben wir diese Lgsung gewissermal3en nur in (8)
wieder eingesetzt.
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Nicht a priori selbstverstandlich dagegen ist es, dal3 die
Losung von (8) fur alle kugelsymmetrischen Probleme mal3gebend
ist. So besagt z. B. im Falle des Wasserstoffatoms

BP0 PN o
— — Ev N (9

— g (gt T s T =Bt ©

die Gleichung (6), daf3

vl = 290 (e By 6T (99)

gilt, da das n-Bein hier in ein ein-Bein ausartet, dessen Gestalt
schon durch die Lénge r des Beines, den Abstand des Elektrons
vom Zentrum gegeben ist. Dabei sind ¢ und g Azimut und Pol-
abstand des Elektrons, wahrend » wieder bedeutungslos ist und
in (9a) daher nicht wirklich vorkommen darf. Daraus folgt, ebenso
wie bei (8 b), daB GI! (r) fir 1 0 verschwinden muf3:

'Pﬁ” (r, % @) = DO ({ g, B, 0o GV (r) & me(ﬁ, @) GV (r). (9 b)

Nach (3), Kap. XVII, haben dieWasserstoffeigenfunktionen tatsachlich
diese Form. Wir sehen gleichzeitig, dald das wﬁ” tatséchlich zur
u-Zeile von DO gehdrt, wie dies fur eine Eigenfunktion mit der
magnetischen Quantenzahl  und der azimutalen 7 auch sein mul.

Seine volle Wirksamkeit erlangt diese Nethode erst bei der
Quantenmechanik des Kreisels. Betrachten wir zuerst den asym-
metrischen Kreisel! Die Lage des Kreisels kann durch die drei
E ulerschen Winkel o 3 y der Drehung gekennzeichnet werden, die
den Kreisel aus seiner Normallage (bei der die grofte Tragheits-
achse mit der Z-Achse, die mittlere mit der Y-Achse und die
kleinste mit der X-Achse zusammenfdllt) in die fragliche Lage
bringt. Die Wellenfunktion wird von diesen drei Winkeln ab-
héngen, und zwar ist nach (6)

Wi@py) = S0 (upyhis ¢
= S do e, (10)

wo die Gt Konstanten sind. Man kann sie sowie auch den Eigen-
wert Ey, bestimmen, indem man (10) in die Schrodingergleichung
einsetzt.  Man erhélt dann 2 | -+ 1 lineare homogene Gleichungen
fir die G¥%, ..., GF¥. Die Bedingung fur das Verschwinden
der Determinante dieses Gleichungssystems ist eine algebraische
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(leichung (2 | + 1)-ten Grades fir die Energie E¥!, soda32 | + 1
Eigenwerte die Azimutalquantenzahl 7 haben.

Betrachten wir jetzt einen Kreisel, dessen zwei kleinere
Tragheitsmomente gleich sind ! Dann ist die  /Normallage“ des
Kreisels nicht eindeutig definiert, es bleibt noch eine Drehung um Z
frei. Dies hat zur Folge, dal} eine Eigenfunktion Eigenfunktion
bleibt, wenn man in ihr y durch y 4 y, ersetzt.

Auch ene Linearkombination

27

J d’fjl(‘xv B,y + 7o) €770 Ay,
0
27

:2 G e—tue @ (B), ;e i37 [eiro=bay, (11)
0

solcher  Funktionen ist Eigenfunktion. Nun ist aber, wenn Gf”
nicht Null ist, (11) bis auf eine Proportionalitétskonstante nichts
anderes als DY ({oe f  })u v Selber, so da die Eigenfunktionen, wenn
man v = N zur Laufzahl macht,

v (@By) = DO (fafyiy V= =1, — 141, .. ,1—=17) (119
geschrieben werden kénnen. Es wird sich noch spater, bei der
Betrachtung der Spiegelungssymmetrie, zeigen, da3 der Eigenwert
E,o=E_, ;is, so da im ganzen | + 1 voneinander verschiedene
Eigenwerte dieselbe Azimutalquantenzahl  haben.

Sind dle dre Trégheitsmomente gleich, so ist die Normdlage
Uberhaupt  unbestimmt, und die Eigenfunktionen (11 a) bleiben
Eigenfunktionen, wenn man {« Sy} durch {o By} R ersetzt, wo R
eine beliebige Drehung sein kann. Zum Eigenwert von D (fe § )k ,
gehdrt aso auch

DO ((afy} B, = me (xBy))EDO (R)E,
und auch

J 00 ({0 By ) 1D (R DRy, d B = Konst DO ({eefy i (12)
X

Daher falen in diesem Fdle dle Eigenwerte E_; 1, E_;+ 0. . .,
E;—1,1 By zusammen, und zu jeder Azimutalquantenzahl gehort
nur ein Eigenwert, der aber (2 | + 1))-fach entartet ist.

Sind aso wenigstens zwei  Tragheitsmomente des Kreisels
gleich, so kann man die Eigenfunktionen ohne weiteres explizite
angeben (11 a). Die zugehdrigen Eigenwerte kann man berechnen,
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indfem man je eine Eigenfunktion jedes Eigenwerts (etwa
DO ({«f p})¥) in die Schrédingergleichung einsetzt, fiir « B y Werte
(etwa ¢ = R = p = 0) einfuhrt, fur die v (¢ By) nicht ver-
schwindet und durch w;’ (x B ) dividiert.

Die Schrodingergleichung des symmetrischen Kreisels kann
man mit Hilfe der Jaco bischen Polynome auch direkt auflésen *).
Die Beziehung zwischen den Darstellungskoeffizienten und den
Jaco bischen Polynomen lautet fir p = v

(@ —v) (I + p)! costt+?—r] Bsint "1
(U} —
@ B @G+v)r () (= v)!
Fp—1 -v-1, p—v+1, —tg*ifh). (13)

4. Bevor wir an die Betrachtung der Spiegelungssymmetrie
herangehen, sei hier noch eine Formel

d(l) (75 - ﬂ)lu y = ('_ |)l— u d(l) (rs)m -y (14:)

abgeleitet. In Kap. XV haben wir die Darstellungskoeffizienten
vollkommen bestimmt, aus (27) konnen wir

» YO+ (=t ) ([~
@ — -1
@B = ;( ) (L-p-x)! (0 +v—x)!xl (x+u—w)!
.00391—/.:+V—2x;_Bsinﬂxfu—ﬂ;ﬂ (15)

entnehmen. Setzen wir hierin g -~ B flir B, so geht wegen
COS (3 % == ) = sin % der cos in (15) in sin und der sin in cos
tber. Fuhren wir gleichzeitig an Stelle von % als Summations-
index ' = 1 — b— % ein, so geht (15) in

A By = S (C1y-#— Vi+u)! (-p)! @+v)! (-v)!
x!

o'l (urv+a) (I-p—o") (-v-x")!
-sin?¥ trtvl Bogg2l-u—r—2x'1

(16)

B

) Die Quantenmechanik des symmetrischen Kreisels wurde von
H. Rademacher und F. Reiche, Zeitschr. f. Phys. 89, 444, 1926; 41,
453, 1927, von R. de L. Kronig und J. J. Rabi, Phys. Rev. 29, 262, 1927;
0. Maneback, Zeitschr. f. Phys. 28, 76, 1927 und J. H.van Vleck, Phys.
Rev. 83, ) 476, 1929 behandelt. Die Qnanteomechani k des asymmetrischen
Kreisds behandein E. E. W itmer, Fryoc. Nat. Acad. 18, 60, 1927,
8. C. Wang, Phys. Rev. 84, 243, 1929; H. A, Kramérsund G. P. Ittmanu,
Zeitshr. f. Phys. 68, 553, 1929; 58, 217, 1929; 60, 663, 1930; 0. Klein,
ebenda &8, 730, 1929; H. Casimir, ebenda 60, 623, 1930.
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Uber. Was aber jetzt auf der rechten Seite von (16) steht, ist
nichts anderes as (- 1}=¢ d® (B),, —y, womit (14) bewiesen ist.

Bei einem Einkorperproblem ist der Spiegelungscharakter der
Wellenfunktion durch ihre Winkelabhdngigkeit gegeben. Die In-
version P, im Ursprung bedeutet ja bei einem ein-Bein nur das Er-
setzen von @ durch @ + @ und & durch & — 6, wahrend r, die Lange
des Beins, ungedndert bleibt (vgl. Abb. 10). Hierdurch geht (9 b) in

PI ws’l (r ’9' (p) — e iu (q:in) d(l,‘(n — ﬁ)." 0 GNl (r)

= (- Dyremo(— D=2 dPB), V() = (- gy (r8g) (17
Uber: die Terme mit geradem | haben positiven, die mit un-
geradem | negativen Spiegelungscharakter, es existieren
bel dem Einelektronenproblem nur ungestrichene Terme').

Bei zwei unabhdngigen Teilchen, bei dem He-Atom gilt nach (6)

Yy = ;Q(L)({aﬂy});i Gy (ry, Tgy &) (18)

da die gegensaitige Konfiguration
durch die Gestalt eines zwei-
Beines gegeben i, die durch die
Langen 7,, r, der beiden Beine und
den eingeschlossenen Winkel ¢
charakterisiert werden kann. Nun
adndert sich durch ene Spiegelung
die Gestat eines zwei-Beines nicht,
nur seine Lage wird verandert.
Wenn man im Nullpunkt des Ko-
ordinatensystems spiegelt, geht o,

B ud g inatm x - B und Abb. 10
n — p Uber [siehe Abb 10%)].
Es ist daher
Pry = gﬁ)(L)({aiz, n— B, 7 -y Gy
= %(-— DEF2DD (e By, —2 Gy, (18a)

1) Daber ist auch ein optischer Obergang mit 41 = 0 bei Ein-
elektronensystemen verboten : er wirde ohne Anderung des Spiegelungs-
charakters vor sich gehen miissen.

%) In Abb. 10 wurde der Einfachheit halber », = ry = 1 angenommen,
E, und E, sind die Stellen der beiden Elektronen vor, E; und E; nach
der Inversion.
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weil nach (14)
DL ({ainy T — ﬂ, T — 7})‘“
— gip (@km) (__ 1)1"“ d(L-) (ﬂ)", _lgil(”—”
= (=D DD ({a By}, 2 (14a)
is. Bei positiven Termen ist also wegen Pry, = 4,
G—l(",v gy &) = (- 1)L+2G1(1’1, Tys &), (19)
wahrend bei negativen Termen Pry, = =— ¥,
G_a(ryy 19 &) = — (= I)L-H Gi(ryy Ty 8) (19a)
gilth).

Die mittlere der Funktionen G, das G,, ist nur bei un-
gestrichenen Termen (S, , P_, D, usw.) von Null verschieden.
Hieraus folgt auch, dal? He noch keine S-Terme hat. In der Tat
hat bei STermen die Wellenfunktion fir alle Lagen des zwei-
Beines denselben Wert, die S-Terme haben notwendigerweise
positiven Spiegelungscharakter.

Setzt man (6) in die Sc hréd ingersche Differentialgleichung
ein, so erhdlt man im algemeinen — durch Vergleich der Koeffi-
zienten gleicher Funktionen vona fy — genau 2 [, + 1 Gleichungen
fir die 2L + 1 Funktionen G_p, G_; .y, . ... Gp_,, G der
Variablen, die die Gestalt des n-Beines beschreiben. Bel dem He
gann man mit Hilfe von (19), (19a) die Anzahl der unabhangigen
Funktionen wesentlich herabsetzen und hat dann nicht nur bei S+-,
sondern auch bei P,-Termen eine, bel P_-, D--Termen zwel, bel D+-,
F,-Termen drei usw. unbekannte Funktionen 2,

Bei mehreren Elektronen ist es nicht mdoglich, die Tnversion
des n-Beines durch eine reine Drehung zu ersetzen, da das N-Bein
bei der Inversion seine Gestalt andert, in das ,,optisch isomere*
n-Bein iibergeht, das sich etwa so zum urspriinglichen verhélt, wie
die rechte Hand zur linken. Bei dem zwe-Bein tritt die Er-
scheinung der optischen Isomerie noch nicht auf.

1 Auch be dem asymmetrischen Kreisdl gilt fir | 4 1 Eigenwerte
mit der Azimutaquantenzahl [, da G_ L= Gl* und fir | Eigenwerte, daf3
G——l = _Gl ist. Hierdurch wird die Sikulargleichung 2 | 4 I-ten GCrades
in zwei Gleichungen vom Grade | -+ L und ] zerlegt. Fiir den symmetrischen
Kreisd folgt, da w,v;” und w;l in (11 a) nach (14a) durch Inversion in-
einander  Ubergehen, qaa se zum selben Eigenwert gehdren.

%) Vdl. G. Breit, phys. Rev. 85, 569, 1930.
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Bezeichnen wir die Koordinaten, die die zu g isomere Gestalt
des n-Beines beschreiben, mit g, so ist nach (6) und Abb. 10

Pro, = gwaaim x— B n— )i G2 (9)

:21(—~1)L“¢D‘”({al3?l)§.—zﬁ (Q.
Andererseits ist
Pron = v = 20D (e G1(9)-

wo flr positive Terme w — + 1, flr negative ¢ — — 1 ist.

Es folgt
(- DEF2Gi(@ =W G_;(9). (20)

Die Gleichung (20) kann zur expliziten Berechnung der Eigen-
funktionen nicht mehr benutzt werden, sie zeigt aber, wie man
mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen der
Spiegelungsgruppe gegeniber noch dber (6) hinausgehende Folge-
rungen fir die Gestalt der Eigenfunktionen ziehen kann. Es war
von vornherein klar, da3 wir hierdurch nicht mehr alzuviel ge-
winnen konnten: durch die Spiegelungsgruppe kann man die
Wellenfunktion nur an zwei Stellen vergleichen, wahrend die Dreh-
gruppe einen Vergleich einer dreiparametrig unendlichen Schar
von Stellen ermoéglicht hat. Demgema konnten durch die Dreh-
gruppe drei Variable (¢ § ) eliminiert werden, und es mufite dagegen
nur eine Erhdhung der Anzahl der unbekannten Funktionen
(G-1,...,Gy)in Kauf genommen werden. Durch die Spiegelungs-
gruppe konnte nur diese Zahl 2 I, 4+ 1 wieder etwas reduziert
werden, was eine verhdltnismalig unwesentliche Vereinfachung ist.

Es liegt nahe, zur weiteren Reduzierung der Anzahl der un-
bekannten Funktionen die Symmetrie in bezug auf Vertauschung
der Elektronen auszunutzen. Dies ist in der Tat bis zu einem
gewissen Grade moglich. Die hierzu erforderlichen Uberlegungen
sind aber, da in (6) das erste und auch das zweite Elektron vor
den ubrigen ausgezeichnet sind (¢ und g sind Azimut und
Polabstand des ersten Elektrons), nicht mehr ganz so einfach
wie die bisherigen, und es werde daher auf ihre Ausfihrung ver-
zZichtet.
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XX. Das Drehelektron

Die physikalischen Grundlagen der P a uli schen Theorie

1. In den vorangehenden Kapiteln wurden die wichtigsten
Eigenschaften der Atomspektren, die ohne Einflhrung des Dreh-
elektrons behandelt werden koénnen, besprochen. Vide feinert
Ziige — in erster Reihe die Feinstruktur — konnten jedoch noch
nicht erfaldt werden, weil sie mit einer neuen Eigenschaft der Elek-
tronen, mit ihrem magnetischen Moment aufs engste verknipft sind.

Die Hypothese, dal3 die Elektronen ein magnetisches Moment
und ein Drehmoment — kurz einen ,Spin“ — haben, stammt von
Goudsmit und Uhlen beck. Sie haben — noch vor der Entdeckung
der Quantenmechanik == bemerkt, da3 zur einfachen und miglichst
vollsténdigen Beschreibung der Spektren die Elektronell nicht als
bloRe negative Punktladungen angesehen werden dirfen, sondern daf
ihnen noch ein magnetisches und mechanisches Moment zugeschrieben
werden muf. Man kann sich bekanntlich in der Elektrodynamik eine
Magnetnadel durch eine um die Achse des magnetischen Moments
rotierende Punktladung ersetzt denken. Der Vektor des magnetischen
Moments at berechnet sich dann aus dem Drehimpulsvektor % nach

m == 29—”2)6, )
wo e die Ladung des rotierenden Teilchens und m seine Masse ist.
Fur das durch ‘den Spin bedingte magnetische Moment der Elek-
tronen soll aber nach Goudsmit und Uhlenbeck () nicht mit
der normalen Ladung und Masse des Elektrons gelten, es soll viel-
mehr angenommen werden, dal3 der Drehimpuls nur halb so grof3
ist, wie er sich aus (}) ergeben wirde: das magnetische Moment
soll ein ganzes Bohr sches Magneton

eh
= — 1
| 47 mc’ M
der Drehimpuls, das mechanische Moment aber nur vom Betrage
1 b
b =335, (la)

sein.

Die Quantenmechanik des rotierenden Elektrons zeigt, dal}
diese Begriffe nicht ganz wortlich genommen werden durfen. Schon
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die altere Paulische Theorie verlangt, da es keinen Versuch
geben soll, der die Richtung (also etwa die Richtungscosinus) des
mechanischen oder magnetischen Moments zu bestimmen gestatten
wirde.  Maoglich ist nur, zwischen einer Richtung uaund der ihr ent-
gegengesetzten zu entscheiden. Die Frage nach den Wahrschein-
lichkeiten fir die verschiedenen réumlichen Richtungen des Spins
soll demnach nicht sinnvoll, d. b. durch Versuche beantwortbar
sein, und es soll nur die Komponente des Spins in irgendeiner Rich-
tung gemessen werden ksnnen. Bei dieser Messung — man denke
an einen Stern-Gerlachsehen Versuch — stellt sich der Spin,
wenn man etwa die Z-Komponente mif3, entweder in die + %. oder
in die — Z-Richtung ein und die moglichen Versuchsresultate fUr
die Richtungen sind + Z und — Z, fir die Komponente des Dreh-
impulses + h/4n und —h/4x. Hat man das erste Resultat er-
halten, so gibt eine zweite, unmittelbar darauf ausgefihrte Messung
der Z-Komponente wieder sicher 4 Z und sicher nicht — Z, Eine
Messung der Y-Komponente gibt dagegen mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten die beiden moglichen Ergebnisse + Y und « Y. In
diesem Sinne ist es auch zu verstehen, da3 man nicht nach der
Wahrscheinlichkeit aller Richtungen gleichzeitig fragen kann : auch
wenn der Spin sicher die Z-Richtung hat (die Z-Komponente des
Drehimpulses sicher + h/4 q ist), ist die Wahrscheinlichkeit fir
die + Y-Richtung noch !/, und auch fur alle anderen Richtungen
von Null verschieden.

Einen noch mehr symbolischen Charakter erhdlt der Spin in der
Diracschen relativistischen Theorie des Elektrons und durch die
an diese Theorie geknupften Bemerkungen von N. Bohr. Nach
dieser Theorie (auf die wir nicht ndher eingehen werden) ist die
Existenz des magnetischen Moments lediglich ein relativistischer
Effekt, der in den Gleichungen bei der gleichmélligen Behandlung
von Raum und Zeit von selber auftritt.

2. In der Pau 1i schen Theorie berticksichtigt man das magne-
tische Moment durch eine neue Koordinate s, die man auf3er den
Car tesischen Koordinaten x, g, ¢ in die Wellenfunktion @ (z, g, 2, S)
einfuhrt.  'Wihrend sich der Variabilitatsbereich von x, y, ¢ von
—oo his oo erstreckt, kann s nur die beiden Werte =~ 1 und + 1
annehmen. Im Falle eines Elektrons besteht daher die Wellen-
funktion @ (xy 2 s) eigentlich aus zwei Funktionen von zy #: aus
D (v,y ¢ — 1) und @ (z,y, 2, 1). Dal im Gegensatz zu %, y, #
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die Variable s nur zwei Werte annehmen kann, beruht darauf, daf3
die Komponente des Spins etwa in der Z-Richtung nur zwei
Werte (- 1 . k/4z und + 1. h/4x) haben kann, wéhrend etwa
die X-Koordinate des Elektrons alle Werte von — oo bis oo an-
nehmen kann.

Wir missen vor allem das skalare Produkt zweier Funktionen
von gy ¢ und s definieren. Das skalare Produkt zweier Funktionen
von @ (Xy 2) und g (z y #) entstand (S. 38) durch Grenzilbergang
aus der Summe

So@ye)g(zye)
Yz
wo die Yummation Uber den ganzen Variabilitétsbereich, von — oo
bis oo erstreckt werden mufte. Ahnlich ist das skalare Produkt
von @ (zyzs)und G (xyzs):
> S D@yss)*Gizyes), (2)
g=%1zy2
wo die Summation wieder Uber den ganzen Variabilitétsbereich
aler Variablen zu erstrecken ist. Durch Grenzilbergang erhdlt man

oo

(D, G)= > ”‘ D(z, 9,28 G (x, 925 drdy de
=+1".2 %

= JJJ (@@ 42 —1)*G (29,2 — 1)
-0
4+ Oz, y 2 1)G@y 0D drdyde. (3)

3. Auch in der Paul i schen Theorie bilden die GroRen, die
nur auf die Carte sischen Koordinaten der Teilchen Bezug haben,
eine wichtige spezielle Klasse von physikalischen GréfRen. Diese
Groflen — wie etwa die X-Koordinate oder die Geschwindigkeit —
haben auch in einer Theorie, die den Spin gar nicht kennt, einen
Sinn.  Versuche zur Messung dieser Grof3en nennen wir ,,spinfreie
Versuche“. Diesen Grgfen entsprechen in der Pau lischen Theorie
Operatoren, die nur auf die Cartesischen Koordinaten zyez
einwirken, so daf man die Spinkoordinate s als einen Parameter
behandeln darf.

Es sei hier der Begriff von Operatoren, die nur auf einen
Teil der Koordinaten einwirken, etwas genauer erlautert. Jeder
Operator X, der auf eine Funktion f(£) nur einer Variablen ¢ an-
gewendet werden kann (wie etwa Differentiieren nach §), kann auch
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auf eiue Funktion zweier Variablen angewendet werden. Eine
Funktion F'(¢, 6) zweier Variablen kann namlich als eine Schar
von Funktionen der Vaiable § dlein aufgefald werden, fir jeden
speziellen Wert von ¢ ist F (£, 6) eine Funktion von ¢ alein b,
Wendet man auf ale diese Funktionen von ¢ den Operator X an,
so erhdlt man wieder eine Schar von Funktionen von £, fir jeden
6-Wert €ine Funktion. Diese Schar bildet dann die Funk-
tion XF(E 6). DaR Xnur auf § einwirkt, soll bedeuten, da man
bei seiner Anwendung ¢ in dieser Weise as enen Parameter be-
handeln  darf.

Es sei nun ¥, (x y ¢ ) eine Eigenfunktion eines Operators H,
der npur auf g, y und & einwirkt. Ist 1, der zugehdrige Eigenwert,
so mufl3 die Funktion von z,y, zund S

H®(, 4, 2 8) - LT (z, 4,2 8 =0 (4)
verschwinden, d.h. beide Funktionen der vorher erwdhnten Schar
(fur § = — 1und s == + 1)

HY, (z, Y & —~ 1)—1;‘7}7;‘(% w4 —1)=0,
H%u(z 9, 5 1) — 4P g 4 1) - 0
missen verschwinden. Gehort zu 4, nur eine Losung ¢, (¢ y 2) der

Gleichun
9 H w(@y2) = hay(@ye),
so mufl sowohl ¥, (z, y, 2, — 1) wie auch ¥ (z, y, ¢, 1) ein kon-
stantes Vielfaches von 4, (z y #) sein 2) :
Py o—1) = u_ P (2y2); P 9 4 1) = u; Y(zy2);
v, (.’l?, Y 4 8) = Uy (% 9, 2 (5)
Man kann u_, und %y in (5) noch ganz beliebig wahlen,
usPy(zy2) bleibt immer noch eine Eigenfunktion von H zum Eigen-
wert A;. Dies zeigt, da3 die Einfihrung der Spinkoordinate s den
Eigenwert 4, zu einem doppelten gemacht bat, es gehdren die beiden
linear umabhangigen, zueinander orthogonalen  Eigenfunktionen
P =0, 1 ulzye), (ba)
Uiy = 05,1 %(2y2) (5b)

1) Man deukc bei ¢ an das Koordinatentripel xyz bei ¢ an die
Spinkoordinate  s.

5) Es ist zunachst etwas stérend, daB in (5) s links als Variable,
rechts as Index auftritt, es zeigt aber nur erneut, da? mau eine Funktion
von gyz und g ds ene Zuordnung je einer Funktion VON gyz zu jedem
g8 -Wert auffassen  kann.
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dazu. Das skalare Produkt von %,_ und ¥, verschwindet ja,
weil in beiden Gliedern des Integranden von (3) der eine Faktor
Null ist.

Die Eigenfunktionen

6,, w1 Wy 63, 1%, 5.3, —1 ¥y 68, 1 ¥y 68, —1 %55 e
entsprechen den mdoglichen Resultaten der beiden gleichzeitig aus-
geflihrten Messungen: a) der Messung der GroRRe, der der Operator H
zugeordnet ist, b) der Messung der Z-Komponente des Spins.
Fur ¥, _ ist der Wert der ersten Grofe sicher 4, der Spin hat
sicher die == Z-Richtung, fur ¥, 4 ist der Wert der ersten Grofe
auch noch J,, der Spin hat aber die 4 Z-Richtung, d. h. die Wahr-
scheinlichkeit fur die Einstellung in die — Z-Richtung ist Null.
Ist die Wellenfunktion schliefflich allgemein

¢ = alw1~'+ azlpg_ + aaqr;;_ + ..
+ b]qu.{. + b,ng.l,- + bﬂzp.ﬂ-‘l- + (6)

so ist die Wahrscheinlichkeit dafir, da3 H den Wert 4, der Spin
gleichzeitig die == Z- Richtung habe, gleich | 4, |?; die Wahrschein-
lichkeit des Wertes A, fir H und einer Spinrichtung + 7 ist | b, [*

Die Invarianz der Beschreibung rdumlichen Drehungen gegeniber

4, Die soeben gegebene Beschreibung des Elektrons mit einer
von gyg und g abhangigen Wellenfunktion zeichnet nicht nur die
Koordinatenachsen X Y Z anderen, gleichberechtigten Richtungen
gegenliber aus, sondern bevorzugt auch noch die Z-Achse den
beiden anderen Achsen gegeniiber. Es ist hier also sehr wohl am
Platze, zu untersuchen, wie sich die Isotropie des Raumes in dieser
Beschreibungsweise gufert, d. h. wie die Wellenfunktion Q@ des
Zustandes @ fir einen Beobachter lautet, der die Systeme und
Grofen genau so wie der erste Beobachter beschreibt, nur
dal’ er seiner Beschreibung ein gegeniiber dem Achsenkreuz des
ersten Beobachters verdrehtes Achsenkreuz zugrunde legt, Die
Lage der beiden Achsenkreuze sei dabei so, dal3 die Koordinaten
des Punktes z, y, # im zweiten Achsenkreuz

R,z + -Rzyy + Rpe = 7,
RByxz + By + Ry,z=1y),
R,z + Rw?/ + R, 6= ¢
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sind. (R ist eine reclle orthogonale dreidimensionale Matrix mit
der Determinante 1) Man kann Qp® entweder als die Wellen-
funktion des Zustandes ¢ fur den zweiten Beobachter oder als die
Wellenfunktion des um R verdrehten Zustandes fiir den urspriing-
lichen Beobachter definieren.

Solange die Wellenfunktionen nur von den Cart esischen
Koordinaten der Teilchen abhingen, war die Operation Qj lediglich
eine Punkttransformation Pz (vgl. Kap. XI):

Pro (#'y'2) = ¢ (zy2). 0
In (7) steht, dal die Wellenfunktion des zweiten Beobachters p,, )
im Punkte z', ¥', ¢' den gleichen Wert annimmt, den die Wellen-
funktion ¢ des ersten Beobachters an der Stelle gz y, ¢ hat.
Dies muB auch so sein, weil der Punkt X, y, ¢ fur den zweiten
Beobachter X', y', 2’ heifit.

Jetzt, wo wir auBer den C artesischen auch eine Spin-
koordinate haben, konnen wir mit einer einfachen Punkttrans-
formation nicht auskommen, es hat ja gar keinen Sinn, s trans-
formieren zu wollen. Deshalb wird Qp ein allgemeinerer Operator
sein, als es P war.  Wir werden die Existenz des Operatoren-
Systems Qg (zu jeder Drehung R gehdrt ein Operator Qp) an-
nehmen und es dann mit Hilfe der besprochenen Grundannahmen
der Paulischen Theorie und der Forderung, dal}3 die mit ver-
schiedenen Achsenkreuzen arbeitenden Beobachter prinzipiell gleich-
berechtigt sind, zu bestimmen versuchen. Es wird sich zeigen,
dall im wesentlichen nur ein Operatorensystem existiert,
das diesen Bedingungen geniigt. Seine Bestimmung wird uns
Uber wichtige Eigenschaften des Paulischen Drehelektrons Auf-
schlu geben.

5. Die Beschreibungsweise des zweiten Beobachters, die die
Wellenfunktion Qg @ dem Zustand @ zuschreibt, muf? der urspring-
lichen Beschreibungsweise vollig #quivalent sein.  Inshesondere
muR sie dieselben Ubergangswahrscheinlichkeiten  zwischen
zwei beliebigen Zusténden P, @ ergeben, wie die erste:

| @, @) * = (Or¥, 0z D) |2- ®)

Es ist dabei wichtig, zu bemerken, daf3, obwohl der Zustand @,
der fUr den Beobachter mit dem verdrehten Achaenkreuz als der
Zustand Qg @ erscheint, durch Angabe seiner Wellenfunktion @
vollkommen gegeben ist, in Qg @ sicher noch ein konstanter

Wigner, Gruppentheorie 16
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Faktor ¢4 vom Absolutwert 1 willkurlich wahlbar ist, weil Jje
Wellenfunktionen Qg @ und ¢, Qg @ denselben physikalischen
Zustand ~ charakteriseren.  Das bedeutet, daR der Operator Qg
sehr vieldeutig ist, fur jede Funktion ¢ ist in Qg noch ein Faktor
frei. Es zeigt sich nun (siehe den Anhang am Ende des Kapitels),
da? man Uber diese Freiheit in OR so verfligen kann, dal fir ale ¥
und dle @
(®, ?) = (0¥, 0rD), l
OE (aqf + bQ) = aOqu + bORQI
gilt (@ und b sind Konstanten), d.h. da? Qp ein linearer unitarer
O per at o r wird. Dann unterscheiden sich die beiden Beschreibungs-
weisen: die fur den Beobachter mit dem urspringlichen, und die
andere fir den Beobachter mit dem verdrenten Achsenkreuz nur
durch eine kanonische Transformation, sind also physikalisch
vollig aquivalent. Den Zustand mit der Wellenfunktion @ nennt
der zweite Beobachter Qg @, und der GroRe, der der erste Beob-
achter den Operator H zuordnet, ordnet er QgH Qf' zu.

Umgekehrt sind durch die Forderung (8a), da3 Qp en linear-
unitdrer Operator sei, die Konstanten ¢, fir ale Wellenfunktionen
— bis auf eine einzige — eindeutig festgelegt. Ersetzt man ene
Wellenfunktion Qg ® durch ¢Qg @, so mul man gleichzeitig, wenn
man an (8a) festhalten will, alle Wellenfunktionen durch ihre
c-fachen ersetzen. Ersetzen wir namlich in (3a) Qy @ durch ¢cQL @,
wahrend wir etwa Qp ¥ ungeéndert lassen, so folgt, wenn (8 a) auch
fur dieses neue System gelten soll:

@, @) = (0¥, cOx®) = ¢ (0¥, Oz ),

was mit (8a) zusammen ¢ = | ergibt. Im folgenden wollen wir die
OR ¢ immer so annehmen, dal fir sie (8a) gelte, dann ist in alen
Qr® fir eéne gegebene Drehung R nur eine einzige Konstante frei.

6. Betrachten wir nun die beiden Zustdnde ¥_ — ¢ (xy2) 0, _,
und ¥, - Y (rye)d, 4, Fur spinfrde Versuche benehmen sich
diese beiden Zusténde so, als ob ihre Wellenfunktion ¢ (xy2)
ware. Fur den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz er-
scheinen sie daher spinfreilen Versuchen gegeniber wie ein Zustand
mit der Wellenfunktion Pz 1 (zy2). Die Waellenfunktionen Q¥ _
und Qp¥, missen daher nach (5) die Form

Ords—1 ¢ (xy2) - u,—, Pr ¢ (zy2), )
Ogd,, 19 (wy2) Ue, 1 Prv (zy2)

(Ba)

9)
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haben, wo g1 und u, ; Zwar von X, g, # unabhéngig sind, fiir ver-
schiedene 4 aber zunéchst noch verschieden sein konnten. Aus der
Linearitit des Qp folgt aber, wenn @ en von ¥ verschiedener Zu-
stand ist, fiir den
Or0u—19 (#y9) = U1 Pro(xy2)

gilt, dab
oRas.‘l ((P + 'P) = ﬁ&—l PR ((P + 'P) = is,—]. PR ¢+ ila,_l PR P

= OB Jo-19+O0p 0y ¥ =i, PR+ 5~ Pgv
ist. Hieraus folgt aber wegen der linearen Unabhéngigkeit wvon
Prg und Pyy

U, =1 = Uy - = W, —und dhnlich u, ; = u,, 4,
dall die u,, fir ale Wellenfunktionen diesdben sind ; die Matrix
1 = § (R) kann nur von der Drehung R abhangen. Ist nun

D (xyzs) eine belieige Wellenfunktion
D@y 28 =20 - 1DP@yes—1+0,Pwy ez, 10
s0 folgt wiederum aus der Linearitit von Qg und (9):
Or® (9,25 =0x0 -1 D&ys—1)+ Ordey 1P xye 1)
=, Pr@@ 9,6, —1) ¢« 14, PrO@9,2 1)
Or @ (2,929 = ;_gﬂl PR @ (z, 9, £ 1). 1)

Der Operator Qp &3 sich aso in zwel Faktoren
Or = QrP: (12)

spalten, wo Py die bekannte, auch in (7) definierte Transformation

ist, die nur auf die I.agenkoordinaten der Wellenfunktion einwirkt,
und Qg durch

Qr® (zyzs) :tZu(R)u(D(xyzt) (12a)

=71
definiert ist, und nur auf die_ Spinkoordinate s einwirkt. Da der
Variabilitétsbereich von 8 nur aus zwei Zahlen — 1 und + 1 be

steht, ist Qg nach (12 & einer zweidimensionalen Matrix
U(B)y, -1 u(B),, 1)
w(R), ., u(l),,

aq uivalent. Es gilt. fur zwei beliebige Drehungen B und S

P<Qz = QzPs insbesondere PrQr = QrPr. (14
16*

u(R) = ( (13)
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Die Mdglichkeit der Zerlegung von Op in die beiden Teile p,
und Qg beruht wesentlich auf der Annahme, daB3 es ,spinfreie
Versuche“ gibt, die man schon mit einer nur von & ¥ g abhingigen
Wellenfunktion beschreiben kann.

Zusammenhang mit der Darstellungstheorie

7. Aus der Unitaritit von Og folgt, da auch Py, also auch
Pz unitsr ist, dak auch Qz = Oz P3' unitar sein muR. Es ist
daher fir alle Funktionen @, ¥

Qz? Qr ?) = (2 V) (15)

Esfolgt hieraus, da3 auch die Matrix u (R) unitar sein muR.  Setzen
wir namlich etwa @ = 0,9 und ¥ = §,, 9, S0 ist nach (3),
wenn y normiert ist, (@, ¥) = ds- und daher nach (15) und (1 2a)
auch

0, — (QRB,.,w, Qr0,: ) = (W ¥, unw)

oo

=3 [[[wev*urvdadyds = Sulsu,..
8=*1_"% g=*1
Dies ist aber die Bedingung fur die Unitaritat von y.

Wir konnen uns weiter daran erinnern, daf3 Qp durch physi-
kalische Tatsachen und die Gleichungen (8a) nur bis auf eine von B
abhangige Konstante vom Betrag 1 festgelegt ist, und wir kdnnen
daher, ohne am physikalischen Inhalt der Theorie etwas zu #ndern,
oder (8a) zu beeintrichtigen, jedes Qg durch ¢zQp ersetzen, wo
leg| = list. Den Faktor ¢g konnen wir an Qg, d. h. an y (R)
anfligen und mit seiner Hilfe erreichen, dal} die Determinante
von u(R) gleich 1 wird.

Um schlielich die Matrix # (R) génzlich zu bestimmen, be-
achten wir noch, dal? Qzp® die Wellenfunktion des um R ver-
drehten Zustandes @ ist und Qg. Ox® die Wellenfunktion des
zuerst um R und dann um S, im Ganzen um SR verdrehten Zy-
Standes @ ist. Der Operator QgQp, ist also mit dem Operator Qg
physikalisch jedenfalls véllig #quivalent. Da er auch die Glei-
chungen (8a) befriedigt — das Produkt zweier linear - unitirer
Operatoren Qg und Qp ist auch selber linear « unitar —, kann er
sich von Qg nur um einen konstanten Faktor unterscheiden:

Osr = ¢, ROsOxg. (16)
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Mit Hilfe von (12) folgt nun wegen Pgp = Pg Py und (14)
QszPsz = ¢.2QsPsQrPr Qsr= ¢5,rQsQxr
oder mit Hilfe von (12 a)
Su(SB@@yst) =z U u®) P @yet)

t=+1 r=1

Uu(SR) =c¢5 ). u(S).u(R). (17
Da wir die Determinante aller §4 auf 1 normiert haben, folgt
aus (17), dai3 auch die Determinante | ¢g » 1| =1, ¢g g = £+ 1
ist. Es folgt nunmehr
u(SR) = tu®)u®), (17a)
daf die Matrizen u (R) bis auf das Vorzeichen eine Darstellung der
dreidimensionalen Drehgruppe bilden.
Dies legt schon den Gedanken nahe, daf} u(R) mit der im
Kapitel X V besprochenen Matrix

u(lepy)) = D ({afy))

e‘%“‘cos%ﬂe_%” - Eli“sin%ﬂe%” (18)

A% §nlpea 1% o5 1B Gl
identisch ist oder aus ihr doch mit Hilfe einer Ahnlichkeitstrans-
formation hervorgeht. Dies ist in der Tat richtig, wir werden im
nachsten Kapitel zeigen, dal3 jedes zweidimensionale Matrizen-
system, das (17 a) befriedigt, entweder aus lauter Einheitsmatrizen
besteht oder aus Dz} durch eine Ahnlichkeitstransformation hervor-
geht. Das erstere kommt aber fir uns nicht in Frage, da es z. B.
bedeuten wirde, dal3 ein Zustand, bei dem der Spin sicher in
der Z-Richtung liegt, auch nach einer beliebigen Drehung noch
diese Eigenschaft hat.

Nur fur Drehungen mit 3 — O, die die Z-Achse unverandert
lassen, darf und muld y eine Diagonalmatrix sein. Hat der Spin
namlich im ersten Koordinatensystem die -Z-Richtung, ist aso
D (2,9, 21) =0, so mu das auch im zweiten Koordinatensystem
der Fall sein. Hieraus folgt aber nach (11) w, _; == 0, und hnlich
mul3 auch u_, ; = 0 sein: u ({o 0 0)) ist eine Diagonalmatrix, und
da es D2 ({ 0 O}) &quivalent ist, kann es entweder

P-—%iu 0 e—;ia 0
u({e00}) = < 11.‘3) oder < —lm> *
0 e'" 0 ¢ 3
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sein. Der zweite Fal wirde aber bedeuten, da der Drehimpuls
des Elektrons im Zustand 8, —, ¢ die + Z und im Zustand &, | ¥
die — Z-Richtung hat, so da3 wir diesen Fall ausschlieffen kdnnen.
Er wirde zur Folge haben, dal} dem physikalischen Zustand, dem
wir die Wellenfunktion @ (z, y, ¢, S) zuordnen wollen, die Wellen-
funktion @ (x, y, 2, — S) zugeordnet ware.

Es ist aso u ( o 0 0)) = D2 ({e 0 O}), und die unitare
Matrix §, die @/ in u transformiert, mul mit D) ({« 0 0)) ver-
tauschbar, aso eine Diagonalmatrix sein.  lhre beiden Diagonal-
elemente seien aund & ((a| = & = 1). Dann kénnen wir
festlegen, dalR wir den Zustand, dessen Wellenfunktion bisher
D (x yz s) war, mit SP (v y # 5) beschreiben werden, wo

SO@ 9,6 —1)= a O, 9,2 -- 1)
B80@yal)=d®@ual
ist. Dies dirfen wir tun, da wir der komplexen Phase des Ver-
héltnisses @ (z, y, ¢, — 1)/® (¢, y, 4 1) bisher keine Bedeutung
zugeschrieben haben. In der Beschreibung, die so aus der urspriing-
lichen entstanden und mit ihr véllig aquivalent ist, it jedenfalls

u({afyl) = DU ({afy)) (18a)
und wir erhalten als Endresultat, dal jede Beschreibung des
Spins, die sich auf die in 1, 2. und 3. besprochenen Ideen
grundet, mit einer Beschreibung physikalisch vdllig
aquivalent sein muB, bei der die Wellenfunktion eines
um?') R verdrehten Zustandes ¢ durch OR(D gegeben ist.
Dabei ist Qp = PrQp der durch

0z (xY,4S)= Zs?w (R)M, Pr®(z, y, 2 t)

t=

=20 By, 1, @ @Y, & 1) (19)
=41 1% 3
definierte Operator, wo z”, y”, ¢" aus x, y, # durch die Drehung
B—' hervorgehen. In D2 missen die Indizes § s, 3t auftreten,
da die Zeilen und Spalten von D!/2) w statt mit — f, + 1 wie
in 4 — mit = 7und 4 } bezeichnet, sind.
Sei 4. B.

| (x—iy) e " 70 fiir 5 = w1,
N @—dy) e o fur 5 = I

—ri27g

D(xyzs) = (x—iy)e )

1) R ist hier immer eine reine Drehung.
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[(x — iy)e—ri2ro ist die Eigenfunktion des Wasserstoffatoms mit N = 2,
l =1 p =1, vgl. (8), Kap. XVII] ud betrachten wir den Zustand (1)
VoN eipem Koordinatensystem, dessen X-Achse die alte X-Achse und dessen
Z-Achse die dte Y-Achse ist. Die Drehung R ist dann (O, % x, O}

L = @ Yy = -z 7 =y
und die reziproke Drehung ist
Xn — X yH = 2, Z!l = y.
Die Matrix ®(/») ({ 0, § =, 0)) ist
1 —1
2 Ve
1 1
iz V2.

Die Wellenfunktion des Zustandes (t) vom neuen Koordinatensystem
ist nach (19) [ 1

— (r—iz)e” 270 —
14

1
V——E—(x—iz)e"’[“*’ fir g — —1,
Op,P(xyzs) = 1
V—.Q_(m~iz) P +——_—2.(a:— iz)e BT fur g = $1
1

= ‘)'“V—i (x—iz) e 7270,
Im neuen Koordinatensystem hat aso der Spin sicher die Richtung Z, im
dten hatte er folglich sicher die Richtung V.

8. Wir wollen nun versuchen, aus der Transformationsformel ( 19)
einige physkalische Folgerungen zu ziehen. Eine sehr wichtige
Frage, die mit ihrer Hilfe entschieden werden kann, ist die fol-
gende: Mit welchen Wahrscheinlichkeiten ergibt die Nessung der
7'-Komponente des Spins die beiden Werte + h/4 z und — h/4 ,
wenn die Z-Komponente sicher den Wert + h/4 x hat? Mit anderen
Worten: was ist der Wahrscheinlichkeitszusammenhang zwischen
den Spinkomponenten fir zwei verschiedene Richtungen Z' und Z,
die miteinander einen bestimmten Winkel R einschlieRen? Wenn
der Spin die Z-Richtung hat, hat die Wellenfunktion die Form
D(ryzs) = &, @ (v y £), und wenn war diesen Zustand von einem
um { 0 B O} verdrehten Koordinatensystem betrachten, so wird
wegen Pogoy Py 2s) = 8,1Popoy @ (8 2)

O(Oﬂo} q’(zy.?/’ & — I-)
= cos3BP4p0y P (%92, —1)—sin P op0) D (2,9, 21)
= —sing B.Popo) @ (zy2),

O{oﬂo) ‘I)(x7 Y, %, 1)
=sin§ BPopo) D@y 2 —1) + cos 3 AP (opo) @ (2,9, 2 1)
= COS%IS. P(Oﬂ()) w (xyz).

(20)
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Nun kann der zweite Beobachter die Wahrscheinlichkeit fir
die Einstellung des Spins in sei ne Z-Achse — das ist eine
Richtung, die mit der urspringlichen Z-Richtung den Winkel 3
einschliet — aus der Wellenfunktion Q q g ) ‘@ direkt berechnen.
Er erhdlt aus (20) |cos } B |? fur die Wahrscheinlichkeit der +- Z'-
Richtung und | —sin § g |* fur die Wahrscheinlichkeit der — Z'-
Richtung. Ist die Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmte
Richtung des Spins gleich 1, so ist sie fir eine gegen
diese um R geneigte Richtung gleich cos?3 B. Fir B = 0
ist dies 1, dann falen ja die beiden Richtungen zusammen, fir

= } =, wenn die beiden Richtungen senkrecht aufeinander stehen,
gleich %, fur B = =, wenn die beiden Richtungen entgegengesetzt
sind, ist diese Wahrscheinlichkeit Null.

Es ist noch die Frage von Interesse, wann eine Richtung
exigtiert, in die sich der Spin sicher nicht einstellt? Sei diese
Richtung etwa die Z-Richtung, so hat die Wellenfunktion O () @
fiir ein Koordinatensystem, dessen Z-Achse Z' ist, die Gestalt

Oapy) D (wy2s) == 8o, 1 ¢ (2y2).
Die Wellenfunktion ¢ selber ist, wenn wir zur Abkirzung
{«By} = R schreiben,

D, y, 2 8) = Op10D = Op-10,, —,9 (xy2)
= D (R- 1, . 1Pr19 (X 2).

&z, 9, 8 —1) und @ (s, 9, £ + 1) unterscheiden sich nur um
einen konstanten von xy# unabhéngigen Faktor

¢($U, y’ &y — 1)/® (w’ !/: 5, 1)
= P (R)_%_%/m(llz) (R)§L 1= e~tectglp, ()

der, wie (1) zeigt, sowohl dem Absolutwert wie der komplexen
Phase nach ganz beliebig sein kann. Daf3 sich @ (w, y, ¢, — 1) und
d (X, ¥, £ + 1) nur durch einen Faktor unterscheiden, bedeutet,
dal3 bei gleichzeitiger Messung der Z-Komponente des Sping und
einer beliebigen spinfreien GrofRe, die Wahrscheinlichkeiten fur die
letztere nach 3. von der Spinrichtung statistisch unabhéangig
sind. In diesem Fale existiert aso immer eine Richtung -
Azimut a und Polabstand R sind in (+}) gegeben —, in die sich
der Spin sicher nicht einstellt, sonst aber existiert keine solche
Richtung.
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9. Es ist vidleicht nicht Uberflissig, hervorzuheben, wie weit-
gehend konkrete Aussagen man fir das Benehmen des Drehelektrons
lediglich auf Grund der algemeinen Prinzipien der Quantenmechanik
und einiger qualitativer Vorstellungen mit Hilfe von Invarianz-
forderungen erhaten kann. Die beiden eben abgeleiteten Resultate
- Namentlich das erstere Uber den Wahrscheinlichkeitszusammen-
hang verschiedener Spinrichtungen == lieRen sich, wenigstens im
Prinzip, auch experimentell prifen.

Die Bestimmung der Operatoren Q gelang uns unter der
Voraussetzung, daf sich die verschiedenen Achsenkreuze physikalisch
nicht unterscheiden.  AuRere Felder, die die Isotropie des Raumes
stéren, konnten auch eine Modifikation der Operatoren OR nach sich
ziehen. Natiirlich wird, solange das #ufiere Feld schwach ist, der
Operator, der den Ubergang zum verdrehten Achsenkreuz bewirkt,
noch ndherungsweise durch (19) bestimmt sein. Die Giiltigkeit
von (19) wird aber auch in starken Feldern angenommen.

Es werde noch ein Gedanke, der bei der Ableitung von (19) von
entscheidender Bedeutung ist, aber im mathematischen Formalismus
etwas untergetaucht war, explizite hervorgehoben. Das ist die
Tatsache, da die Gleichheit zweier Koordinatensysteme auch die
Gleichheit der Operatoren Qp fir beide nech sich zeht, die den
Ubergang zu einem in der gleichen Weise verdrehten Koordinaten-
system vermitteln.

Die Operatoren Qp sind zwar linear-unitir, aber keine Punkt-
transformationen, wie se die P, waren. Deshab gilt fiir se (22)

Kap. X1, 00 % = Oz ® 0%
im adlgemeinen ‘keineswegs.  Aulerdem ist zu bemerken, dal
einer Drehung R nicht ein, sondern eigentlich zwei Operatoren Qp
und — Qg zugeordnet sind, weil das Pz ({a B p}), das in (19)
vorkommt, durch die Drehung nur bis auf das Vorzeichen bestimmt
ist. Es gilt auch nicht Ogr = OgOp sondern nur
OsrR = 050z (16a)

und man kann von den Operatoren 4+ Qp und — (Qp auch nicht
willkirlich je einen in der Weise weglassen, da3 fir den Rest (16a)
durchweg mit dem oberen Vorzeichen gelte.

10. Die Z-Komponente des Spins ist ene ,physkaische GroRe’, ebenso

wie der Impuls oder die Koordinate. Nach der statistischen Deutung der
Quantenmechanik muf3 ihr also ein linearer hermiteischer Operator ent-
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sprechen, den wir mit 4—h-—- s, bezeichnen wollen. Die Eigenwerte von s,
n

sind den moglichen Werten =« hf47 und 4 h/4 m der Z-Komponente des
Spins entsprechend — 1 uud 4 1. Die Eigenfunktionen zum ersten Eigen-
wert sind ale Funktionen ¥_ (xy 2 8) = d, ., ¥ (xy 2), die nur fir
8 — - 1, die Eigenfunktionen zum zweiten Eigenwert alle Funktionen
¥, (xyzs) = J,, 1 ¢ (x Y z), die nur fir g = 1 von Null verschieden
sind. Es ist aso

szss,—lw(w:‘/z) = _‘).n,—-l ¥ (xy2)
8,0,,¥ @ya) = 9,y (@y2)
und fir ein beliebiges
D(x, y» 2, 8) = ()‘,'_l D (x, 4,2, — 1)+ 53,1 S(r,y 2z, D
gilt wegen der Linearitét
8,P(wyzs) = 8,(0, _, P(xy 5 —1)+3, , P(zy 2 1))
= _aa,-1¢(x‘ y,z,—l)—{-b‘.,l(P(m,y, 2z 1)

8'¢(wy2'8) = té‘“d’(myzt): s(p(xyzg), (21)
t=11

Da 8, nur auf die Spinkoordinaten einwirkt, hat es ebenso wie QR eine
Matrixform
8, = ("_1 0>. (21a)
0 1
Bestimmen wir nun deu Operator h, der der Z-Komponente des Spins
entspricht. Fir den Beobachter mit dem Achsenkreuz, dessen Z-Achse 2’
ist, ist dieser Operator einfach S, da fir diesen Beobachter definitions-
gemdB alle Operatoren genau so wie fur den ersten Beobachter lauten, nur
dal se auf sein eigenes Achsenkreuz bezogen sind. Andererseits entsteht
aber dieser Operator durch Transformation mit O, aus h, SO daB

s, = 0,h0z";h = 0,,s5,0,
und hieraus wegen (12) und der Vertauschbarkeit von P R mit s P
h=0Qpy Pp18,PrQp =Qp5,Qp (22)

folgt. Wenn man fir ale in (22) vorkommenden Operatoren — sie wirken
adle nur af 8 ein == die Yatrixform verwendet, erhdlt man :

h=u (R s,u®
Es folgt nun aus (11), Kapitd XV, da unser h mit dem dort ver-

wendeten identisch wird, wenn man h = 8,, dso g = y =0 7 =1
setzt. Das t — (w, Y, z) in (11) ist der Vektor, der aus ¢’ (mit den
Komponenten g’ =y = 0; 2/ =—— 1) durch die Transformation R-! hervor-

geht, also der Einheitsvektor in der Z'- Richtung. Daher lautet die De-
finitionsgleichung  (10a) von h in Kapitel XV

h-as ;. q 8, + a8, (22a)
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WO @, a, a, die Ricbtungscosinus von Z' sind. Aus (22a) sehen wir, da
sich der Operator fur die Z'- Komponente des Spins ebenso aus den Opera
toren fir die X, Y, Z-Komponenten [vgl. (10), Kap. XV]

0 001 =10
8‘”_(—2' 0)'8“—(.1 0)’8‘*(0 1)

zusammensetzt, wie etwa der Operator fir die Z'-Komponente der Koordinate
(Multiplizieren mit @; ¢ + @ y -+ a3 2) aus den Operatoren fir die X, Y, Z-
Koordinate (Multiplizieren mit g, ¢, z) gebildet wird. Operatoren dieser
Art  nennt inan ,Vektoroperatoren”.

Die unmittelbare Bedeutung von (11), Kapited XV, ist die, dal der
Operator {R v, ] = [t, |}, der der Ry-Komponente des Spins entspricht,
aus dem Operator [r, ”, der der r-Komponente entspricht, durch Trans-
formation mit y(R)~1, oder wie wir es jetzt sagen wirden, mit Qg hervorgeht.

In der Theorie des Spins pflegt man ofters direkt von (22 &) auszugehen
und die ganze Theorie auf diese Gleichung zu griinden.

Anhang. Es sei zunichst @ die Wellenfunktion des Zu-
standes @ fir den zweiten Beobachter. Dann muf3 nach (8) fir
alle Funktionen ¥, @

@, D) = @0 | @)
sein. Eigentlich muR (8) nur gelten, wenn ¥ und @ physikalischen
Zustdnden entsprechen, aso normiert sind. Sonst kann man von
der ,,zweiten Beschreibungsweise” des Zustandes @ gar nicht
sprechen, weil ehen nur normierte ¢ Zustdnde darstellen. Es ist
indessen zweckmaRig, auch fur nicht normierte ' ein D zu defi-
nieren, und zwar sei @, wenn @' — a ®, und @ normiert ist,
gleich a®. Dann gilt (8) fir ale Funktionen.

Weiter andert sich an (8) nichts, wenn man die ¥ und @
mit Konstanten vom Betrag 1 multipliziert. Es soll nun gezeigt
werden, da® man diese Konstanten ¢ 4, ¢ SO w &h len kann, daR
fiir dle ¢y ¥ = O P und ¢, @ — QP nicht nur

[(O®, Or®) | = (W, D)|, (8)
sondern  auch
(ORzp" OR (p) = (qT’ ¢)y
On(a?p 4+ bP) = aOR’I’ + bOR‘D (8&)

gilt (u und p sind Konstanten). Die Schwierigkeit bei dem Uber-
gang von (8) nach (8 a) bestdlt darin, dafi (8) nur die Gleichheit
der Absolutwerte von (Qp%¥, O @) und (¥, @) besagt, wahrend
nach (8a) auch die komplexen Phasen gleich sein sollen, und dies
fir adle Funktionenpaare gleichzeitig erreicht werden muf3.
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Bilden die Funktionen ¥, ¥,, ¥, . . . ein vollstandiges
Orthogonalsystem, so gilt dies auch von den Funktionen ?_P—,,
1_172, P, .. Aus (W;, P = dy fogt nach (8) auch @, T
= 0j;, und wenn keine Funktion existiert, die zu alen ¥ ortho-
gonal ist, s0 kann es auch keine Funktion geben, die auf ale ¥,
senkrecht  steht.

Betrachten wir nun die Funktionen F,, die den F,=9+179,
fir ¥ =— 2, 3, 4, . . . zugeordnet sind. Wenn wir F, nach dem
vollsténdigen  Orthogonal system “ITI, ?32, . . . entwickeln, so sind
ale Entwicklungskoeffizienten (&, F‘x) bis auf die von ?P‘: und
Null, und diese sind vom Absolutwert 1, weil auch (¥ F,) nur
fir } = 1 und } = x nicht verschwindet und fir diese Werte
von A den Wert 1 hat. Es ist also

Fy = 5@, + 5P 13| = [2] = 1 (fur x-2, 3, . .).(A)

Wir verfugen jetzt Uber einige ¢, und zwar sei ¢y, == 1; Cy, == Ty;
Cp, = l/yx
Or¥, = ¥ Ox¥, = ¢y, Py = 1,P,, 1(B)

OR(sz +%,) - Ort, - CFy Fyy = E/yszR‘IflJrOR‘P‘z-,'
Nun s @ eine beliebige Funktion, die wir uns nach den ¥,
entwickelt  denken
O =0,¥ -0, a¥; .- ©
Entwickeln wir auch @, und zwar nach dem vollstandigen Ortho-
gonalsystem der Qr%,, O %,, - - -

. 5: C-lIORzp‘1 + &goRq‘.s + dsORap.a + .- (CI)
so ist
li = | (0p%x D) =  (@Fx D)= |Fo®)|= |al](D
und insbesondere @, | ==|a,|- Wahlen wir daher ¢; = a,/a,,
so wird

OR(D = csbé = ¢, 0%, + a:0r%, + asOrYs+ +s (E)
der Koeffizient von Ogr%, gleich a,, und es gilt auch weiter
ay |= | ay|. AuRerdem muB nach (8) und (B)
o, + a|" = [(Or®, +0:%,s 0D = |(OzF» Ox®)|?
= l(Fm q))|9 = ’a’1+axlza
oder
la,|* + a}a, + 6,0, + |0, |® = |a,|* + ala. + a, a% + | a, |}
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sein.  Man kann hieraus wegen g, q/* — a,at das g+ eliminieren
. - - . - d £
und erhalt eine Gleichung zweiten Gyades

“Ta;fﬂ-w(ara”+a1“:)a;+a,’a,|2: 0 (F)
fur a,. Aus (F) folgt entweder
@ = & oder g'— q¥q/at (G)

Im ersten Falle ist fur jedes @ = >4, g, und p = ) 0, P,
x X

OR(D :-”Ea'xoRzp-x; ORW :bexORzp‘x' (E’)

Ebenso ist auch
Or(aD@+b®) = Op 2 G+ bb)®, =) (aa,+ bb)Oxys
3 X

= aORLD + bOR'lP',
so dall Qj tatséchlich linear ist.  \Weiter ist

(Oz%, 0z®) = (Ex b Or¥,, Zazoﬂqfi)

= >} a0, = S bla,
P7] y
und es ist auch

(qry @) = (2 bx ?If,, ; a; qfi) = 21 b: aA a\x). = EXb: Gy
3 %

Qp ist auch unitiar, womit (8a) bewiesen ist.
Wir missen nur noch zeigen, dafl} die zweite Alternative in (G)
nicht auftreten kann. Zu diesem Zweck ersetzen wir flr diesen Fall

ORQ = OR)‘E a’xwx = ai%E(I’:Owa
durch
Or® = 0z aWx =22 a; 0r¥,. 0
x X

d. h. multiplizieren Qp@ mit al"‘/al. Dadurch kann sich ja der
Inhalt der Beschreibung nicht &ndern.
Nun betrachten wir zwei Eigenfunktionen des H am il t o nschen

Operators, zwei stationare Zustande g = > u, ¥y und g = > u, ¥,
x X

mit verschiedenen Energien E und E'. Es ist

eznz’Et/hx_l_eﬁm‘E’tlhx': Z(M’teem'ﬁ:tlh 4 u;e”"E'””)TIfx (“)
F
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eine Losung der zeitabhdngigen Sch r 6 dinge t schen Differential-
gleichung. In der zweiten Beschreibungsweise wurde nach (1)

ORZ = Z ’M:OR!F,
X

dem Zustand 4 und
Ory = XZu.*Or¥,
X

dem Zustand Z’ entsprechen. Die Energien sind auch in der
zweiten Beschreibungsweise E bzw. F‘, Daher muB auch

een:’EHhORZ + emz‘E’t/hORl

_ 2(“: E2miEtR | g % 2 niE' LR Qp P, (LIT)
x

eine Losung der Schrédingergleichung sein, die fir { == () den-
selben Zustand wie (11) représentiert und demnach fur alle Spéturen
Zeiten denselben Zustand darstellen sollte. Dies ist aber nicht
richtig, weill dem Zustand (11) nach (1)

2 (14 2B Ly BRI IO P,
i

entspricht, und dies ist fir { = O nur dann mit (Ill) identisch, wenn
E — E' ist. Die zweite Alternative von (G) fuhrt auf einen Wider-
spruch, bei der in (B) und (E) getroffenen Wahl der ¢ mufi in (G)
die erste Alternative zutreffen, aus der der linear-unitare
Charakter des Qp folgt.

Wir erhalten somit das wichtige Resultat, dal3 zwel physikalisch
dquivalente Beschreibungen == nach entsprechender Verinderung
der freien Konstanten der Wellenfunktionen —. durch eine kano-
nische Transformation ineinander uberfihrt werden kdnnen.

XXI. Die Gesamtquantenzahl
1. In der Transformationsformel (19) des vorangehenden Kapitels

OR(D(‘W' Y % S) - 2 m(lh)(R)l; ltPR(D(x) Y, % t)
t=1*1 279
= S 9" (R), L1 D@y e (1)
t=1*1 PR

ist R eine reine Drehung. Wollen wir die Wellenfunktion in
einem Koordinatensystem haben, das durch eine Drehspiegelung
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ass dem urspringlichen entsteht, so konnen wir zuerst zu dem
K oordinatensystem ibergehen, das durch Inversion
7 = — g, ¥ = -y = -

aus dem urspriinglichen hervorgeht und dieses dann einer reinen
Drehung unterwerfen. Die Frage ist also eigentlich nur die: wie
lautet die Wellenfunktion Q, @ des Zustandes ¢ fir einen Beobachter,
dessen Achsenkreuz dem urspriinglichen entgegengerichtete
Achsen hat.

Betrachten wir zuerst den Zustand u, ¢ (X y¢). Spinfreien
Versuchen gegeniber benimmt er sich fur den ersten Beobachter
o, as ob seine Wellenfunktion ¢ wére, und daher fir den zweiten
Beohachter so, als ob seine Wellenfunktion P; ¢ wére, wo

Pro(eye) = v(—=, -y, -8 2
ist. Daher muBQ;u, 9 (vY £) =wu; Pr ¢ (zy £) sein. Das magne-
tische Moment hat flr u,4 (x y 2) eine bestimmte Richtung, bei der
Inversion des Achsenkreuzes geht diese Richtung in die entgegen-
gesetzte Richtung Uber, weil das magnetische Moment ein axiaer
Vektor ist. Die entgegengesetzte Richtung heifdt aber im neuen
Achsenkreuz genau so, wie im alten die urspriingliche Richtung
hie3: der zweite Beobachter nennt die Richtung des Spins ebenso,
wie sie der erste nannte, der Faktor u, vor Pr ¢ in Qpu,yp (X ya)
ist gleich u,.

Man kann enen magnetischen Dipol bekanntlich immer durch einen
Stromkreis  ersetzen. Liegt dieser Stromkreis etwa in der X Y-Ebene und

lasft er von X nach Y, so liegt e auch in der X' Y'-Ebene und lauft
auch von X' nach Y’.

Es gilt demnach fir ale w, und alle ¢ (x y¢)

Oruyy (wye) = u,Prv(aye) = Pru, ¢ (vy2), ®)
bis auf eine Konstante, die noch von ¢ und ¢ abhangen ksmte.
Man kann aber genau so, wie dies in 6. des vorangehenden Kapitels
geschah, einsehen, da diese Konstante sowohl fir alle 4 wie auch
fur ale ¢ gleich gro sein muB, wenn man an der Linearitat
von Q; festhdlt. Da aber ein Faktor in Q; doch ganzlich will-
kirlich ist, kobnnen wir diese Konstante ganz weglassen. Da man
weiter jede Funktion @ (z y #s) as eine Linearkombination von
Funktionen der Gestalt u,y (zy#) schreiben kann, folgt aus (3)
und der Linearitdt von Q; und Pz, dakR Oy = P,

O/d @y 48)=Pr® @9 238)=0(—a5—7y—2s @
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ist. Der Operator Oy, der den Ubergang zum Achsenkreuz be-
wirkt, das durch Inversion aus dem urspriinglichen hervorgeht,
wirkt auf die Spinkoordinate s gar micht ein und ist durch (4)
gegeben. Es ist O} = 1; O;Q0;® = ®; der Einheitsoperator
bildet mit Q); zusammen eine Gruppe, die zur Spiegelungsgruppe
holomorph ist.

In (1) und (4) haben wir die Transformationsformeln fiir die
Wellenfunktion bei einer beliebigen Anderung des Achsenkreuzes.
Die Formeln ( 1) und (4) gelten iibrigens nicht nur fiir Elektronen,
sondern auch fiir Protonen. Das magnetische Moment der Protonen ist
aber wegen ihrer etwa 1840 mal groSeren Masse 1840 mal kleiner
und ist daher keiner so unmittelbaren Beobachtung zuginglich, wie
der Elektronenspin. Im folgenden wird dieser ,Kernspin“ immer
vernachlissigt.

Auch in der Diracschen relativistischen Theorie des Elektrons
bleiben (1) und (4) im wesentlichen ungedndert '). Bei D irac
besteht eine Wellenfunktion nicht aus zwei Funktionen @ (z, y, 2, — 1)
und @D (z, y, #, 1) von xye, sondern aus vieren. Man kann das so
beriicksichtigen, daf man aufer s noch eine fiinfte Koordinate '
einfithrt, die ebenfalls zweier Werte fahig ist. Fiir reine Drehungen
gilt dann (1) ungeindert, s’ nimmt an der Transformation gar nicht
teil. Bei der Inversion vertauschen sich dagegen die beiden
s'-Werte noch.

2. Die Formeln (1) und (4) beziehen sich auf ein System, dag
nur ein einziges Elektron enthilt. Im Falle mehrerer Elektronen
enthilt die Wellenfunktion @ (z,, 4, 21y 8}, Ty Yoy Z51 Sq1+ 1y Ty Yy &y Sw)
auber den Cartesischen Koordinaten auch die Spinkoordinaten
aller Teilchen. Das skalare Produkt zweier Funktionen @ und & wird

@6H=S 3.3 U-G-Q-J’(D(xl...sn)*G(xl...s,,)da;l...dz,,. (5)

81=11 8y=118,=11

Ebenso wie in der einfachen Theorie, die den Spin nicht bertick-
sichtigt, der Operator Py auf alle Koordinatentripel und zwar in
gleicher Weise eingewirkt hat, wird jetzt der Operator Op, der
den Ubergang in der Panlischen Theorie zu einem anderen Achsen-
kreuz vermittelt, auf alle Koordinaten gz, g, 2 und s so ein-

1) J. A. Gaun t: Proc. Roy. SoG. 124, 163, 1929.
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wirken, wie das Qg in (1) oder (4) auf zy# und s eingewirkt hat.
Es wird also

Or D (%,9,2,8, ... T,¥Yn2,8,) =
?tnm(%) (R)% it ...SD(‘lz>(R)%aw %tnPR(D(xlylz, e TpYnZaly) (6)
bzw.
O (2,9,2,8, - TnYnnSn) = PrP(@,4,2,8, ... TpYn2nSs)
=0 (— By — Yy = 20 Sy iy =Ty — Y =~ by 8) (7
gelten. Der Operator Qp ist das Produkt zweier Operatoren Pp

und Qpg, deren erster nur auf die Cartesischen Koordinaten
einwirkt:

PR(D(W{ 9; 31' L '777'1 ?/r,lz;usn) = @ (x,9, 181 - - TpYnty S,,),- (Ga)
wo die x; yi 2, aus den g, ¢, &, durch die Drehung R hervorgehen,
und deren zweiter nur die Spinkoordinaten berihrt:

QRQ(xlylz'l 8y e xnynznsn)
= >DC(R) 0w DD(R), . tn(D(xlylzl ty e BplYnentn)- (6D)

1 1
Hh=t1¢t,=*% 3 b3 8%
Da das System der Spinkoordinaten 2» verschiedene Wertesysteme
annehmen kann, ist Qp einer 27-dimensionalen Matrix aquivalent,
deren Zeilen und Spalten den Wertesystemen der Spinkoordinaten
entsprechend mit n Indizes, die alle die Werte 4 1 haben konnen,
numeriert sind. Die Matrixform von Qg ist

Qr = DD (R) X Da) (B) X - - X DU (R)
QB)eres . ops ity ty = DP(RYL, 1y o mwz)(R)%,

1
g tne

69)

Die Operatoren P sind wieder mit den Operatoren Q alle ver-
tauschbar

PsQr = Q& Py insbesondere Or = PzQr = Qz Pz, (8)
und der Operator Q; = P; ist mit allen Pr und daher auch
wegen (8) mit alen Qp vertauschbar, wenn R eine reine Drehung ist.

Die Qg sind durch die Drehung R nur bis auf das Vorzeichen
bestimmt, weil in 9@/ (R) das Vorzeichen frei ist. Bei gerader
Elektronenzahl kann man, diese Zweideutigkeit aufheben, indem
man festsetzt, daf? alle ®*2) (R) in (6) und (6¢) mit demselben
Vorzeichen zu nehmen sind. Bei ungerader Elektronenzahl ist
es nicht moglich, die Qp in dieser Weise eindeutig zu machen.

W igner, Gruppentheorie 17
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3. Geht man zuerst zu einem um R und dann zu einem in
bezug auf dieses um S verdrehten Koordinatensystem Uber, so
geht die Wellenfunktion @ zuerst in Qg @ und dann in Qg0 ®
Uber. Dasselbe Koordinatensystem erhdlt man aber auch, wenn
man sofort um SR dreht. In diesem Fal erhdlt man fir die
Wellenfunktion Qg r @, und dies kann sich von QgQp & nur durch
eine Konstante unterscheiden. Da sowohl QgOp as auch Qgp
linear-unitar sind, ist diese Konstante fir alle Wellenfunktionen
dieselbe, sie kann nur noch von den beiden Drehungen § und R
abhéngen

Osr = ¢5,20s0z. 9)

Da der Ubergang zur Beschreibung mit einem anderen
Koordinatensystem immer durch einen linear-unitiren Operator
bewirkt werden kann, enthdlt (9) noch nichts von den speziellen
Annahmen der Paulischen Theorie und ist eine notwendige Folge
der Invarianz des Gleichungssystems raumlichen Drehungen gegen-
Uber.  Wir werden diese Gleichung noch am Schlusse dieses
Kapitels genauer untersuchen und zeigen, wie man aus ihr Folge-
rungen ziehen kann, die in jeder gquantenmechanischen Theorie
gelten missen.

Man kann (9) natirlich auch rechnerisch verifizieren, es ist
zunéchst nach (8)

OSOB S PSQS PRQR == PSPRQSQR = PSRQSQR-

Bei gerader Elektronenzahl bilden die Matrizen (6¢), die die
Matrixform von Q sind, eine eindeutige Darstellung der Dreh-

gruppe, so da3 QsQxr = Qs ist, und
050z = PsrQsQr = PsrQsr = Osz (10a)

gilt, in diesem Fal ist in (9) die Konstante ¢g p == 1, und die
Operatoren Qp bilden eine zur reinen Drehgruppe holomorphe
Gruppe. Man kann daher in diesem Fall Funktionen definieren,
die in bezug auf die OperatorenQp zu einer Zeile einer irreduziblen
Darstellung oder auch zu einer irreduziblen Darstellung der Dreh-
gruppe gehéren.

Bei ungerader Elektronenzahl bilden die Matrizen (6¢)
nur eine zweideutige Darstellung der reinen Drehgruppe, es ist

QsQr = 4 Qg und daher ist
050z = PsrQsQr = * PsrQszr = +Osr, (10b)
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die Konstante in (9) ist ¢g p = + 1, die Operatoren Qp sind
zur Drehgruppe eigentlich nicht mehr holomorph. Es entsprechen
wegen der Zweideutigkeit der Qy auch je zwei Operatoren
+ Og und — Op jeder Drehung R. Da auch in der Isomorphie
der yunitiren Gruppe’) zur Drehgruppe jeder Drehung R zwel
unitdre Matrizen gy = D¢ (B) und 0 = ~— DU (R) ent-
sprechen, kann man versuchen, die Q in eindeutiger Weise den y
zuzuordnen. In der Tat gelingt dies: man mul3 dabei dem u das
Ou = Qu Pg, zuordnen und as Matrixform von Q, nach (6¢)
e oo.o X yannehmen, wahrend R, die 4 im Sinne des Iso-
morphismus zugeordnete Drehung ist. Dann ist Q, dem u jeden-
falls eindeutig zugeordnet. Da auch R, dem u eindeutig zugeordnet
ist, gilt dies auch fur die Operatoren Ppg, Es ist auch

@XuX...o Xu).@XoX ++o X9) = aopXusX . o aoo-
und aus B, Ry = R, , folgt auch Pg, Pp, = Pp,, und daher auch
0.0y = Oy

Bei ungerader Elektronenzahl gehdren also die Funktionen f_;,
f_j+1, 1y f:i__l, f“", fur dle
0.fY = = U wyuf,? (11)
p==j

gilt, zu den verschiedenen Zeilen der Darstellung 1@ der unitéren
Gruppe. Sie erflllen daher ebenfalls die Relationen, die im
Kapitel XII for Funktionen abgeleitet wurden, welche zu einer
irreduziblen Darstellung irgendeiner Gruppe gehdren.

An Stelle der Gleichung (11) wird in der Folge immer die
Gleichung

. J ;
Orf¥ =+ > 99 (B)wru FP (1la)
w=—j
auftreten, aus der (11) nur mit dem &-Zeichen
ffP =4+ 3 N9 W, (11b)
#v

zu folgen scheint. Es ist aber zu bemerken, dal3 eigentlich
immer (11) abgeleitet wird, und zweitens folgt aus (Ila) nicht
nur (11 b), sondern auch (11). Wurde namlich in (11 b) fir

1) Genauer: der Gruppe der zweidimensionalen nnitaren Matrizen mit
der Determinante 1.

17%
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irgendein y4 das untere Zeichen gelten, so kdnnte man g stetig
veréndern, bis es in die Einheit Ubergeht. Dabei #ndern sich beide
Seiten von (11 b) stetig, so dal3 man immerfort bei dem unteren
Vorzeichen bleiben mifdte. Fir u = 1 bedeutet aber (11 b) mit
dem unteren Vorzeichen

: (R )
Olf,(uj) = —%au'u #J’ - —f,(fy

was sicher nicht richtig ist, da Q, der Einheitsoperator ist, der
jede Funktion ungeandert 1i6t. Es muB daher in (11 b) fiberall
das obere Vorzeichen gelten; (11 a) ist mit (11) identisch und wird
nur deshalb an seiner Stelle benutzt, weil es an die Bedeutung der
Operationen Q as raumliche Drehungen erinnert.

Setzen wir noch in (11) 4 = — 1. Es ist dann Q_; der
negative Einheitsoperator, weil Pp_, = Pg der positive und
—1X —=1X---X =1 in (6¢) der negative Einheitsoperator
ist. Esfolgt dann aus (1 1), daB 49 (- 1) =—= — 1 ist und hieraus
nach dem XV. Kapitel, da3 § halbzahlig sein muR. Bei ungerader
Elektronenzahl kann eine Wellenfunktion in bezug auf die Q
nur zu einer ungeraden Darstellung der unitaren Gruppe,
aso zu einer zweideutigen Darstellung der Drehgruppe ge
héren. Bei gerader Elektronenzahl kommen natlrlich nur regel-
rechte eindeutige Darstellungen der Drehgruppe in Frage (oder,
wenn man will, gerade Darstellungen der unitéren Gruppe).

Die Komplikation mit den zweideutigen Darstellungen rihrt
daher, da3 die ¢g  in (9) nicht nur + 1, sondern auch — 1 sein
konnen, die Operatoren Q, die die Invarianz der Beschrei-
bung raumlichen Drehungen gegeniuber zum Ausdruck
bringen, bilden keine zur Drehgruppe, sondern eine zur
unitiren Gruppe holomorphe Gruppe.

4. Der Hamiltonsche Operator H der Schrodingerschen
Eigenwertgleichung H ¢ = E @ fir die Energie E ist bei Mit-
beriicksichtigung des Spins nicht mehr der einfache, nur auf die
Carte sischen Koordinaten einwirkende Operator, der den bisherigen
Betrachtungen zugrunde lag. Die Kréfte, die von den magnetischen
Momenten der Elektronen ausgehen, machen noch Zusatzglieder not-
wendig, auf deren Bedeutung wir noch einmal zu sprechen kommen
werden. Obwohl die genaue Gestalt dieser Glieder noch nicht fest-
steht, ist immerhin so viel sicher wahr, dal3, solange keine &ul3eren
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elektrischen oder magnetischen Felder vorhanden sind, keine Raum-
richtung ausgezeichnet sein kann, und wenn ¥, ein stationdrer
Zustand ist, so ist auch der verdrehte Zustand Qp P, oder Q, v,
stationdr, und beide haben dieselbe Energie. Daraus folgt, da0
Or @, bzw. O, ¥, durch die anderen Eigenfunktionen desselben
Eigenwertes linear ausgedriickt werden kann :

0¥, = = D(B),, %, bzw. Ou¥, = S D), P, (12)

Aus Qg Op = Qg bzw. bei ungerader Elektronenzahl aus
0,0z = + 055 oder 0,0y = Oyp kann man in bekannter
Weise schliefen, daf?

D®)D(R) = D(SR)
bzw.

13
DSDR =+DSBoder D@D@ = D(uo)}

Die Matrizen D(R) bilden bei gerader Elektronenzahl eine Dar-
stellung der Drehgruppe, bei ungerader Elektronenzahl bilden sie
eine zweideutige Darstellung der Drehgruppe und eine eindeutige
Darstellung der unitdren Gruppe.

Nan folgert weiter, ebenso wie im Kapitel XII, daf diese
Darstellungen als irreduzibel angenommen werden konnen 1): D (R)
kann bei gerader Elektronenzahl 9O, DO, @, . . | sein, bei un-
gerader Elektronenzahl kann D (R) gleich ®ti2, DG, DCR), . . .
[und D (u) gleich P&/, new, Yei, . . ] sein:

Or %l = > 99 (R)y, Tl (12a)

Den oberen Index dieser Darstellungen nennt man die Gesamt-
quant enz a h 1 und bezeichnet ihn mit dem Buchstaben j oder J,
sie ist bei gerader Elektronenzahl ganzzahlig, bei ungerader Elek-
tronenzahl haibzahlig. Die Zeile u, zu der die Eigenfunktion lp'f,
gehdrt, nennt man auch hier die magnetische Quantenzahl. Auch
p ist bei gerader Elektronenzahl ganzzahlig, ‘bei ungerader halb-
zahlig.

5. Essa § ein den Qp gegeniiber symmetrischer Operator,
also ein ,Skalar, der durch die Verdnderung des Achsenkreuzes

1) Indem man einen Eigenwert als mehrere zuféllig zusammenfallende
Eigenwerte ansieht.
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nicht berthrt wird. Wir wissen dann, dafd die sogenannten Matrix-
elemente

Syiu; wyw = W, SOLT) = 8;78uwSnjin; (14)
fur zwei Eigenfunktionen, die zu verschiedenen Darstellungen D&
und W), oder zu verschiedenen Zeilen derselben Darstellung ge-
horen, verschwindet. Ist dagegen in (14) j = j' und p = ',
so ist (14) von der magnetischen Quantenzahl unabhangig fir
ale u gleich.

Es liegt nahe, nach der analogen Formel fur Vektor- und
Tensoroperatoren zu fragen.

Der skalare Operator war dadurch definiert, da3 er unabhangig
vom Achsenkreuz war. Z. B. ist die Energie eine vom Achsenkreuz
unabhéngige GroRe. Dagegen ist es z. B. die X-Komponente des
Dipolmoments nicht. Der ersten GroRe entsprach fur alle Beob-
achter derselbe Operator. Da andererseits der erste Beobachter
der GroRe; welcher der zweite Beobachter § zuordnet, Oz' SOp
zuordnet, muid

Ox'SOr= s; SOr = OgS (18)
eein: ein symmetrischer Operator ist mit allen Transformations-
operatoren vertauschbar.

Sind dagegen V., V,, V, die X, Y, Z- Komponenten eines
Vektoroperators, so sind die X', Y’, Z'- Komponenten dieses
Operators

EIV,,OR Rzzvz + RzyVy + R,;,Vu
O:'V,0 = R,.V.+ R,,V,+ R,,V,, (16)
OEIV,OR = R:z vz + Rzyvy + Ruv:'
Die V,, V,: V, transformieren sich nicht wie § nach ®©), d.h. sie
bleiben bei dem Ubergang zu einem neuen Achsenkreuz nicht
ungeadndert, sondern erleiden eine Transformation mit der Drehungs-
matrix R. Nunist W als Darstellung der Drehgruppe der Dar-
stellung durch die Matrizen R éaquivalenf und es empfiehlt sich,
fr die spatere Rechnung nicht die X, Y, Si-Komponenten, sondern die
|

)
V&) — —V, + __Vy,
V2 V2
VO = vm (17)
) i
V(l) :—=V=-—-=V
Vet ov2!
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Komponenten zu benutzen, fir die nach (34), Kapitel XV, an Stelle
von (16)

7 V00, = 3 o (R)g V@ (168)

6= —1

gilt. Man kann auch noch etwas allgemeiner einen irreduziblen
Tensoroperator o-ten Grades betrachten, der dadurch definiert ist,
dal} sich seine 2 @ + 1 Komponenten T@ bei einer Drehung des
Achsenkreuzes  nach

Oz'T90r = > D (R)g , TV (16b)

0= —w
transformieren. Setzt man in (16 b) R—! an Stelle von R, SO erhalt
man wegen Qg-1= Oz und D@ (B~Y), ¢ = D@ (R),

0 T@Oz' = D (R)S o TO. (16¢)

O=—
Aus diesen Gleichungen missen wir die zu (14) analoge Gleichung

fir Vektor- und Tensoroperatoren ableiten.  Um (16¢) einfuhren
zu konnen, wenden wir auf beide Teile des skslaren Produkts

TGy vy = (B, TOWRT) 18)
den unitéren Operator O an und erhalten
TR wyw = (Or W, O TOOR* 0z %)
— 2 2 Zrbm (B D@ (R)oemm(R)) o N_zv wipve (188)

Die analoge Formel fur skalare Operatoren haben wir Uber
ale Drehungen integriert, die Orthogonalitétsrelationen ergaben
dann direkt (14). Um die fir (18 &) notwendigen Integrale Uber
das Produkt dreier Darstellungskoeffizienten auszuwerten, konnen
wir zuerst nach (16 b), Kap. XVII das Produkt der ersten beiden
as eine Linearkombination

+1‘)

DO (B) D@ (R)sp = 2 s“‘”’ DL (B) 4, 4 05T

schreiben.  Setzt man dies in (18a) ein, so erhdt man wegen der
Orthogonalitétsrelationen bei der Integration Uber ale Drehungen

L;;g 8iva 2]";‘*1“ Njvy N'§'v"s

L=|j—w| vov

( ) (]w) 614] av+u, 6#4—9, u (0)
T wjw = 2 - T
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wo noch mit de gekirzt ist. Dieser Ausdruck verschwindet,
wenn ' nicht zwischen den Grenzen |j — @ | und j + @ liegt, und
istfir |j = @| <j' <j+ o gleich

TN]# Njut __._SJiw) 6 +@ o TN]-;NIJ-:, (19)
WO Ty, yj»VON g, w' und g nicht mehr abhangt.

Diese Formel ist von grofRRer Allgemeinheit’). Sie gestattet
das Verhaltnis Ty} ., vy w | T3 v wijiv SOlcher , Matrixelemente”
d. h. skalarer Produkte (18) zahlenmddig anzugeben, deren erste
Faktoren (’Ifﬁ’j) verschiedene Eigenfunktionen desselben Eigenwertes,
deren Operatoren verschiedene Komponenten dessel ben irreduziblen
Tensors und deren zweite Faktoren (!P‘ﬁ g ') ebenfalls Eigenfunktionen
ein und desselben Eigenwertes sind.

Kehren wir zu den Vektoroperatoren zurlick, indem wir in
(19) @ = 1 setzen, so erhalten wir mit Hilfe der Tabelle auf S. 208
die zu (14) analogen Formeln fur Vektoroperatoren:

VN“‘,N’ j—1p—1 — VJ + u Vi +u—1 VA’VJ';N'J'-'“
Vi wimie = —VJ TuVi—uV2 Vi i (19a)
VNju Nj—1p+1 = VJ'“H—I Vi—w Vg nj—1-

Vi—u+1Vj+p Vi,

I

VN]u Niju—1

Vi¥ju; s = uV2 Vyj, wi» (19b)
VI(;}F;N'J'#'FI = —Vi+u+1Vi—pVyjw;

Viidiwiein—1 =Vi—p+1Vi—p+2 Vi w1
Vi wiern = Viept1Vita+1V2Vigmsen ((19¢)
Vi wyrurr - Vitu+1Vitu+2 Vg e

Alle hier nicht angefihrten Matrixelemente eines Vektor-
operators verschwind en.  Auch der Koeffizient mit j =—=j = 0
ist Null. Die Vy;, yy kann man natiirlich aus allgemeinen Uber-

legungen nicht mehr bestimmen. Wahrend die Matrixelemente
eines skalaren Operators Null waren, wenn die Gesamtquantenzahl

1) In dieser Allgemeinheit stammen die Formeln von C. Eck ar t ,
Rev. Mod. Phys. 2, 305, 1930.
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oder wenn die magnetische Quantenzahl von Zeile und Spalte
(4 und j" bzw. g und @) Gberhaupt verschieden war, kénnen sich
diese Zahlen bei einem Vektoroperator schon um 1 unterscheiden.

Bel der Ableitung von (19) wurde Uber die spezielle Form der Opera-
toren Qp nichts vorausgesetzt und (19) muB daher auch in der Theorie,
die den Spin nicht beriicksichtigt, gelten, wenn man die @, durch die P
und die Gesamtquantenzahl j durch die agimntale ! ersetzt. Wir haben
auch schon ofters Uber das Verschwinden von Matrixelementen eines Vektor-
operators  Aussagen  gemacht. Z. B. sind das Multipiixieren mit

st mt T, nt st e atat g,
die drei Komponenten eines Vektoroperators. In der Tat fanden wir, da3
die {Tbergangswahrscheinlichkeit durch Strahlung vom Zustand yp IN den
Zustand vy, fUr die

¥r (@ + 2+ -+ + z,) ¥g) W

maBgebend ist, verschwindet, wenn die Differenz der azimutalen Quanten-
zahlen von yp und Vg nicht O oder + 1 ist. Spéter sahen wir, da8 die
magnetische Quantenzahl unverandert bleibt, wenn das Licht in der
Z-Richtung polarisiert ist (¢ = 0) und sich mit £ 1 &ndert, wenn das
Licht in der X- oder Y-Richtung polarisiert ist.

Der durch das Magnetfeld g)' in der Z-Richtung bedingte Zusatz-
Operator in der Schradingergleiohung
eh9, [ d ? d

Tomei L %5 W Tm T,

vz — v(O) P

D d d
tagyt ey, b b
A n

ist die Z-Komponente eines Vektoroperators. Hier haben wir die Matrix-
elemente ¥y, oy N1 auch wirklich berechnet. Aus der mittleren Gleichung
von (19b) sehen Wir, daf sie proportional zur magnetischen Quanten-
zahl p sein missen.  Dies haben wir auch gefunden, die Proportionalitéts-
konstante war in diesem Fall unabhéngig von N und [ gleich ¢ $,/4 =m c.

Fir die Theorie ohne Spin ist (19) gleichsam der Ausdruck
der Formel (6) des XTX. Kapitels, worin die Abhéngigkeit der
Eigenfunktionen von der L age des Konfigurations-n-Beines explizite
bestimmt ist.

6. Es ist interessant zu bemerken’), dald schon aus der ganz
allgemeinen Gleichung (9) die Existenz einer Gesamtquantenzahl

folgt. Natdrlich kann man aus (9) nichts tber die Ganzzahligkeit
oder Halbzahligkeit von j erfahren, in (9) geht ja die Elektronen-
zahl gar nicht ein.

1) Der Rest dieser Kapitels ist fur die folgenden nicht notwendig.
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Benutzt man an Stelle von (10a) oder (10 b) die Gleichung (9)
Osr = ¢5, 2 O%U)g, S0 erhdlt man an Stelle von (13), dai die
in (12) definierten Matrizen D (R)

D(SR) =c¢sr D(S).D(R) (134)
blo8 eine Darstellung bis auf ein en F ak t o r der Drehgruppe
bilden. Der Einheit E entspricht dabei noch die Einheitsmatrix.
Es soll nun gezeigt werden, dal? man aus den Matrizen, die (13a)
erfillen, dareh Multiplikation einer jeden Maf[rix_ D(R) mit einer
zweckméRig gewshlten Zahl ¢p ein Matrizensystem D (R) = ¢ D (R)
erhalten kann, das eine Darstellung der unitéren Gruppe bildet,
und fir das o

DE) DR = @(SR) (20)

gilt. Man kann daher nach Kapitel XV dieses Matrizensystem
durch eine Ahnlichkeitstransformation in die Darstellungen D©,
e, D™, PG, . . . zerlegen. Dies bedeutet, daf die Darstellungen
bis auf einen Faktor, auf die (9) zun&chst fuhrt, bei der Dreh-
gruppe im wesentlichen die zweideutigen Darstellungen des
XV. Kapitels sind.

Eine zweidimensionale Darstellang muf demnach entweder lauter
konstante Matrizen enthalten (wenn sie ®©) zweimal enthalt) oder B/2)
#iquivalent sein, wie wir es im vorangehenden Kapitel vorausgesetzt haben.

Wir bilden aus den D(R) zuerst D(R) = ¢ D (R) und
wahlen ¢p gleich der - 1/A-ten Potenz der Determinante von I (R),
wo 4 die Dimension der D(R) ist. so da3 die Determinante
| D(R)| = 1 wird:

|IDB)| = |ezl.D®)| = |er.1]|.|D(B)|
=ch-|D@®)|=1. (21)
Hierdurch sind ¢g und D (R) noch nicht eindeutig, sondern wegen
der Mehrdeutigkeit der j-ten Wurzel nur bis auf eme A-te Einheits-
wurzel @ bestimmt, so dal3 einem Gruppenelement R nicht mehr
eine, sondern zunachst } Matrizen zugeordnet sind, namlich alle
Vielfache von D(R), deren Determinante 1 ist.

Multipliziet man ein D (8) mit einem B(R), so erhdt man
ein D (SR) : das Produkt ist wegen (13 a) jedenfalls ein Vielfaches
von D (SR), und seine Determinante ist das Produkt der Deter-
minanten von D (S) und D (R), also 1.
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Wir haben aus der Darstellung bis auf einen Faktor
D (R) eine mehrdeutige und zwar A-deutige Darstellung
gewonnen, das Produkt eines jeden I (S) mit einem jeden D (R)
gibt ein D (SR).

Man kann diese Vieldeutigkeit der Darstellung dadurch zu
verringern versuchen, da3 man von den i Matrizen D.(R) einige
herauswahlt und beibehélt, die anderen einfach weglafdt. Dies kann
natUrlich nicht ganz willkirlich geschehen, sondern nur so, dal eine
beliebige der behaltenen Matrizen D (S) mit einer beliebigen, eben-
falls behaltenen Matrix 1_);(R) multipliziert eine ebenfalls behaltene
Matrix D-(SR) gibt.

Bei kontinuierlichen Gruppen kann man nach H. Weyl?) auf
Grund der Stetigkeitseigenschaft der Darstellungen diese Auswahl
folgendermal3en treffen.

Sind Sund S zwei benachbarte Gruppenelemente, S A S, SO
waren auch

D(S) ~DE)und DE |~ |D(ES) ]|

Aus der letzteren Gleichung folgt, da die 7 Werte von ¢g mit den
A Werten von ¢g paarweise benachbart sind. Auch die 4 Matrizen
D(S) sind mit den } Matrizen D(S") paarweise benachbart, in der
Weise, daB einem P (S) ein und nur ein D (S) benachbart ist,
die anderen } — | sich dagegen davon wesentlich unterscheiden,
weil sie durch Multiplikation mit einer von 1 wesentlich verschiedenen
Zahl (einer A-ten Einheitswurzel) daraus hervorgehen.

Verbinden wir nun im Parameterraume die Einheit E == S(0)
durch eine stetige Linie S (t) mit dem Element S == S (1), so kdnnen
wir von den Matrizen @S(t)) fordern, daf3 auch sie eine stetige
Folge durchlaufen sollen. Dann entsteht l1&ngs eines bestimmten
Weges §(t) aus B(S(O)) = E(E) == 1 nur eine bestimmte
der A Matrizen (S), die wir mit D (S)g bezeichnen wollen.
Deformiert man den Weg S(t) stetig bei festgehaltenem Anfang und
Ende, so #ndert sich ,D(S)s¢ Oar nicht, da es sich bei einer
stetigen Deformation des Weges nur stetig andern konnte, der Uber-
gang zu einem anderen D(S) aber notwendig einen Sprung bedeuten
wirde.

1) H. Weyl, Mathem. Zeitschr. 28, 271; 24, 328, 377, 789, 1925;
V. Schreier, Abbandl. mathem. Sem. Hamburg 4, 15, 1926; 6, 233, 1927.
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Das Produkt D' (S)g D(R)g¢p ist eine der Matrizen D (SR),
die ebenfalls stetig aus D(E) = 1 entsteht. Der zugehdrige Weg
filhrt zuerst von E Uber S(t) nach S — dabei geht D(E) =1
stetig in D(S)S(z) iber —, dann geht der Weg tiber die Punkte S. R(t)
nach SR — dabei geht D Sswy = D(S)S(,, 1 Uber die Matrizen
D(S)S(g) .D (R(t)) Stetlg n D (S)S(l) -D(R)R(t) iiber:

D(S)s ) D(B)ro = DSR)sw, s.zw (22)
Lassen sich alle Wege von E nach S stetig ineinander deformieren,
ist der Parameterraum einfach zusammenhangend so existiert nur
ein einziges D(S) = D(S)s ), das stetig von D(E) =1=2D (E)
aus erreicht werden kann. Diese D(S) bilden dann eine ein-
deutige Darstellung der Gruppe.

Ist der Parameterraum mehrfach zusammenhangend, existieren
zwei oder mehrere Wege 8, (t), 8, (t), . . . , die man nicht stetig in-
einander deformieren kann, so kénnen die entsprechenden Matrizen
D(S)s,0, D(S)s, ;... auch voneinander verschieden sein. Die
Darstellung ist so vieldeutig, wie nicht ineinander deformierbare
Wege von E nach S fihren.

7. Die Gleichung (22) legt in diesem Fall den Gedanken nahe,
an Stelle der urspriinglichen Gruppe eine U berlagerungsgruppe
zu betrachten, die fir jedes Element S der Gruppe so viele Elemente
Ss‘ o Ss,®, ... hat, wie nicht ineinander deformierbare Wege
8, @), 8;(t),... von E nach S filhren. Die Multiplikationsregel
der Uberlagerungsgruppe ist

Ss; 0 Br, & = SBs; @, 5. Ryt (22a)
Ordnet man dem Element Sg, ¢ der U berlagerungsgruppe die Matrix
D(S)S‘ (® 2u, so bilden diese nach (22) eine regelrechte, eindeutige
Darstellung der Uberlagerungsgruppe. Die Darstellungen bis
auf einen Faktor einer kontinuierlichen Gruppe lassen
sich durch Multiplikation mit entsprechend gewahlten
Zahlen in regelrechte Darstellungen der Oberlagerungs-
gruppe verwandeln. Kennt man alle Darstellungen der Uber-
lagerungsgruppe, so kennt man auch alle Darstellungen bis auf einen
Faktor der urspriinglichen Gruppe.

Der Parameterraum (Abb. 1, S. 99) der dreidimensionalen reinen
Drehgruppe ist zweifach zusammenhangend. Man kann von E
zu einem beliebigen Punkt entweder (vgl. Abb. 11) direkt (1), oder tber
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einen Sprung zum Antipoden (11) gelangen, und diese beiden Wege
lassen sich nicht ineinander deformieren. (Ein Sprung zum Antipoden
ist nicht als eine Unterbrechung einer stetigen Linie im Parameter-
raume der dreidimensionalen Drehgruppe anzusehen, da die Antipoden
derselben Drehung entsprechen.) Ein Weg
mit zwei Spriingen zum Antipoden &3t sich
dagegen schon stetig in einen Weg ohne 7
Sprung verwandeln (vgl. Abb. 12). F

Die Uberlagerungsgruppe hat demnach
doppelt so viele Elemente wie die Dreh-
gruppe und ist folglich der Gruppe der
D2 (R) holomorph. Diese ist ja as zwei-
deutige Darstellung der Drehgruppe sicher
eine regelrechte Darstellung der Uberlage-
rungsgruppe und zwar eine treue Darstellung, da sie jeder
Drehung R zwei voneinander und von allen anderen 92 (S) ver-
schiedene Matrizen +.9/2 (R) zuordnet.

Abb. 11

N
N

Abb. 12

Die ®¢/2(R) bilden die unitdre Gruppe, diese ist aso die
Uberlagerungsgruppe der dreidimensionalen Drehgruppe. lhre Dar-
stellungen lassen sich in YO, UC>, U®, . . . zerlegen und dem-
entsprechend 1&3t sich D(R) = ¢z D (R) in +9©, + 9,
+9W, . . . zerlegen. Wenn man D (R) in der ausreduzierten Form
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annimmt — dies bedeutet ja nur einen obergang zu einem neuen
System linear unabhéngiger Eigenfunktionen —, erhélt man fiir diese

, 1 ) )
0¥ = ” %w (R o 7 (121)

und man kann j die Gesamtquantenzahl der Eigenfunktionen ip“l’j,
9 0, ), qf}j’ nennen

Obwohl (12 b) mit (12 a) nicht ganz aquivalent ist, gentigt es
schon zur Ableitung der meisten Regeln fir die Gesamtquantenzahl.

XXII. Die Feinstruktur der Spektrallinien

1. Im Kapitd XVIII haben wir die Auswahiregeln fir Azi-
mutalquantenzahl, Spiegelungscharakter und Multiplettsystem ab-
geleitet, wie sie in einer Theorie, die den Spin unberiicksichtigt laf3t,
gelten. Wenn man die Krifte, die von den magnetischen ‘ Momenten
der Elektronen herriihren, beriicksichtigt, konnen diese Regeln nicht
mehr als streng richtig angesehen werden, weil bei ihrer Ableitung
die Voraussetzung gemacht worden ist, da3 mit @ auch P, ¥ eine
Eigenfunktion des Energieoperators zum Eigenwert von @ ist, da
Pz @ mit dem Zustand ¥ - bis auf eine Drehung - identisch ist.

Nun wissen wir, daf3, wenn man auch den Spin berticksichtigt,
nicht Pg, sondern Qj die Drehung des Zustandes bewirkt, Py ver-
dreht gewissermaf3en nur die Carte sischen Koordinaten des Systems.
Demgemal3 wére Py @ nur dann eine Eigenfunktion von H, wenn
H eine ,spinfreie Grofe* ware. In Wirklichkeit treten in | auch
Glieder auf, die vom Spin herriihren, und Pp ¥ ist keine Eigen-
funktion von H zum Eigenwert von ¥ und laR’t sich daher auch
nicht als eine Linearkombination der zu diesem Eigenwert gehdrigen
Eigenfunktionen  schreiben. Die Eigenfunktionen gehtren daher in
bezug auf die Pg auch zu keiner Darstellung der Drehgruppe, und
der Begriff der azimutalen Quantenzahl ist, wenn man auch den Spin
beriicksichtigt, strenggenommen sinnlos. Nur solange die vom
Spin herruhrenden Glieder klein sind und die Schrédingergleichung
naherungsweise auch bei ihrer Vernachlassigung aufgelost werden
kann — dies ist allerdings die Regel —, hat der Begriff der azi-
mutalen Quantenzahl (und des Multiplettsystems) einen Sinn, nur
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dann gelten auch die Auswahiregeln des XVIII. Kapitels. Dies
goll im folgenden noch genauer ausgefiinrt werden.

Man kann naturlich mit Hilfe der Operatoren Qg die einel
wirklichen Drehung entsprechen, des Qperators Q; der Inversion

und der Operatoren Op, die Vertauschungen dler v ie r Koordinaten
zweier oder mehrerer Elekironen entsprechen :

OP ¥ (%o, Yo, %y Sey oo Ze, Yoy, Za, Sop)

=W (2,9, 2,8, .. TpYp2nSy) ey
[p ist die Permutation ( 12.. ”),’ genau dieselben U ber-
oy

legungen ausfihren, die wir im Kapitel XVIII mit Hilfe der Opera-
toren P ausgefilhrt haben. Die so erhatenen Saize werden nattirlich
auch bei Mitberlicksichtigung der Spinglieder gelten. Die Opera-
toren Qp, die Drehungen entsprechen, sind mit den Operatoren O py
die Vertauschungen der Elektronen entsprechen, und beide mit
Q vertauschbar, so dafl die gesamte Symmetrie, genau wie im
Kapitel XVIII, das direkte Produkt der Gruppe der Qpg, der
symmetrischen und der Spiegelungsgruppe ist.

Will man eine Vertauschung sowohl der Carte gi schen Wie auch
der Spinkoordinaten der Elektronen ausfihren, so kann man die Ver -
tauschung der Cartesischen Koordinaten und der Spinkoordinaten
gesondert vornehmen, Op |83 sich (dhnlich wie Qp) inzwei Fakt or en

0r= PrQr =Q»P» (2
zerlegen, wobei Qp nur auf die Spinkoordinaten
QrF (2,91 %,5, - TnYn2nSe) = T (0,9,8,5, . .. Taynsasn) (23)
und Pp nur auf die C artesiechen Koordinaten einwirkt:

PPQ(mal Yo, fa; Oy - - - T, Yo %ay 671)

= @ (2, £10,. .. Iy Yu 2y Op). (2b)
Setzt man namlich in (2 b) Qp¥ fir @ en, so erhdt man
PrQr% (... Loy Yoy %oy Ok . )= Q¥ (- Y6 @
und wenn man hierin noch ¢, — Sy einfihrt, so ergibt es mit Hilfe
von (2a) und (1) direkt (2).

2. Es ist eine wesentliche Vereinfachung fir das Folgende, daB
die Eigenfunktionen aler wirklich existierenden Zustande den Qp
gegeniber zur antisymmetrischen Darstellung geh &ren :

0r® =@ (Op—eA®P - O, (3)
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wo ¢&p gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem P eine gerade oder
ungerade Permutation ist. Man nennt Funktionen, die (3) befriedigen,
kurz antisymmetrische Funktionen; die Aussage, dal alle
Wellenfunktionen antisymmetrisch sind, ist der Inhalt des Pauli-
prinzips?).

Das Pauliprinzip ist natiirlich keineswegs eine Folge der bisher
eingefiihrten Prinzipien der Quantenmechanik; gegeniiber der zeit-
abhangigen Schrodingergleichung, die einer Bewegungsgleichung
entspricht, spielt es etwa die Rolle einer Anfangsbedingung, die in
jedem System erfiillt ist. Wenn aber zu irgendeiner Zeit (3) erfillt
ist, so bleibt es immer erfillt; aus

R 0D
Smior — 1O
folgt, da H ein den Qp gegeniiber symmetrischer Operator und mit
ihnen vertauschbar ist:
B0 b 0d
3mi Ot Op—ep) @ = (Op —¢p) 57 ot
= Op—ep)H® = H(Op—¢p) D. (39)

Hieraus folgt aber, dalR (Qp == &) @ immer verschwindet, wenn es
Zu irgendeiner Zeit Null war. Aus (3a) schlieft man, daR das

skalare Produkt
(Op— &p) @, (Op — £p) D) ()

zeitlich konstant ist und immer Null bleibt, wenn es einmal Null war.
Aus dem Verschwinden von (1) folgt aber auch das Verschwinden
von (Op — &p) ®. Man sieht, dal das Pauliprinzip mit der quanten-
mechanischen Bewegungsgleichung jedenfalls v e r t r & gl i ¢ h ist.
Eine wichtige Folge davon, da8 alle Wellenfunktionen zur anti-

symmetrischen Darstellung gehdren, tritt bel einer Zerteilung eines Systems
in  mehrere Teilsysteme zutage. Man denke etwa an ein System aus
zwed He- Atomen, die zundchst in Wechsdwirkung waren, und die man
nachher voneinander entfernt hat. Die Waeéllenfunktion gehére vor der
Trennung zur irreduziblen Darstellung D(P) der symmetrischen Gruppe
vierten Grades. Man kann dann die Frage *aufwerfen, zu welchen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe zweiten Grades der Zustand des
einen He-Atoms nhach der Trennung gehdren kann. Ist D(P) die anti-
symmetrische Darstellung, so ist der Zustand beider He-Atome nach der
Trennung auch sicher antisymmetrisch. Die Zugehérigkeit der Tellsysteme zu

) Vgl. W. Heisenberg, zs. f. Phys. 88. 411, 1926 und P. A. M.
Dirac, Proc. Roy. Soe. 112, 661, 1926.



XXII. Zerlegung des H amil t o n sehen Operatorsin zwei Teile 273

einer bestimmten Darstellung ist durch die Zugehorigkeit des Gesamtsystems
zur antisymmetrischen Darstellung eindeutig vorgegeben.  Ahnliches  gilt,
wenn D (P) die symmetrische (identische) Darstellung ist, aber bei keiner
weiteren Darstellung.

Warum alle Wellenfunktionen antisymmetrisch sind und nicht
etwa ale symmetrisch, 148t sich nattrlich auf Grund allgemeiner
Uberlegungen nicht sagen und muR als eine Erfahrungstatsache
angesehen  werden.

3. Im folgenden denken wir uns den Harn iltonschen Operator
in zwei Teile zerlegt:

H = H, + H, 4)
Der erste Teil ist der gewohnliche Schrodingersche Operator,
er tragt nur der Wechselwirkung der Ladungen und der kinetischen
Energie der Elektronen Rechnung

1 1 /0% 0? 0

Ho=“52§m<m+m+a—z’f>+v(wl--'311)(43')
Er ist ein spinfreier Operator. Der zweite Tell H, enthdt die
Energie der magnetischen Momente der Elektronen, wird im folgenden
im Verhdtnis zu H, als klein angenommen und als eine ,Stérung*
behandelt. Diese Stérung ist die Ursache der Feinstruktur, sie
bewirkt das Aufspalten der Eigenwerte der einfachen Schrédinger-
gleichung (4 &), der ,,Grobstrukturterme” in mehrere Feinstruktur-
komponenten.

Vor der Anwendung der Stérungstheorie muf3 man immer, wenn
mehrere Eigenfunktionen zu einem Eigenwert des ungestOrten
Problems gehoren was bei H, immer der Fall ist), die sogenannten
richtigen Linearkombinationen bestimmen. Dies wird die Haupt-
aufgabe dieses Kapitels sein. Von den richtigen Linearkombinationen
kann man annehmen, daB sie in bezug auf die Qp zu einer irre-
duzi blen Darstellung der symmetrischen Gruppe gehbren - wir
brauchen wegen des Panliprinzipes nur jene, die antisymmetrisch
sind, Wenn die Isotropie des Raumes nicht gestort ist, kann man
aulRerdem annehmen, da3 sie in bezug auf die Q, zu einer Zeile einer
irreduziblen Darstellung D) der Drehgruppe gehdren. In diesem
Fall zeigt es sich, da® man aus den Eigenfunktionen eines Eigen-
werts von H, nur eine , antisymmetrische Linearkombination
bilden kann, die zu einer bestimmten Zeile einer Darstellung %)
gehdrt, so dal die richtigen Linearkombinationen fir das Stérungs-
verfahren allgemein bestimmt werden kdnnen.

igner, Gruppentheorie 18
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Sel E ein Eigenwert von Hyund ¥ (z, %, 2, . . . 2,9, 2.) €ine
zugehdrige Eigenfunktion, eine Funktion der Cartesischen Koordi-
naten allein, wie wir sie immer betrachtet haben. Wir erhalten
eine Eigenfunktion von H, zum Eigenwert E, die Funktion aller
Koordinaten @, ¥, 2, 8, . . . ®,Ynén8s iSt, indem wir ¢ mit einer
beliebigen Funktion f(s, . . . s,) der Spinkoordinaten multi-
plizieren.  DaH, ein spinfreier Operator ist, kann man £ (s, . , . s,)
aus H, wie einen konstanten Faktor herausziehen:

H,vf = fHyv = fEy = Evyf. (3)
Nun existieren im ganzen 27 linear unabhdngige Funktionen der
S, ... 8, cwa
falag...anzaalalaazaz ac,‘d,, (61:;*'_1, ngil, coy Gp=11), (6)
durch die man alle Funktionen von's, . . . s, linear ausdriicken
kann, wie wir dies schon im XIIL. Kapitel bei der Bestimmung
irreduzibler Darstellungen der symmetrischen Gruppe gesehen haben.

Ist daher .
fp fzy ooy fon (ba')
ein vollstandiges Orthogonalsystem der Funktionen der s [etwa

die Funktionen (6) selber], so kann man aus ¢ folgende 2 Eigen-
funktionen von Ho bilden:

(780 'pfav ooy Yo )
Sind mehrere Funktionen von , y, #, . . . x,¥, #, Eigenfunktionen
von H, zum Eigenwert E, so kann man nach (7) aus jeder 27 linear
unabhangige Eigenfunktionen bilden, die auch die Spinkoordinaten
als Variable enthalten. Durch die Einfuhrung der Spinkoordinate
wird die Zshligkeit der Eigenwerte der spinfreien Operatoren
2n-mal vergrofert. Dies entspricht dem Umstand, daRH, & — E &
nur die Bewegung der Cartesischen Koordinaten vorschreibt, die
n Spinkoordinaten knnen noch ale etwa zwischen der + Z und
der = Z-Richtung wihlen.

4. Betrachten wir zuerst ein System, das auf3er der Gleichheit
der Elektronen keine weitere Symmetrie aufwelist, die réumliche Sym-
metrie sei durch suBere Felder aufgehoben. Es kann angenommen
werden, dai3 die Funktionen ¢y, ¢, . . . VON 2, 9, 2, . . . 2, Y, £,, die
Eigenfunktionen eines bestimmten Eigenwerts von H, sind, zu einer
irreduziblen Darstellung der symmetrischen Gruppe # ten Grades

gehdren
PP Y = 2' D(P)x'z Yy (8)
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Diese Gleichungen gelten auch, wenn man die 4, durch y, f; ersetzt,
weil auch bei der Anwendung der P eine Funktion der Spin-
koordinaten wie ein konstanter Faktor herausgezogen werden kann.
Die Eigenfunktionen ,f; von H, missen auch in bezug auf
die Qp zu einer Darstellung gehdren, da die Elektronen auch bei
Mitberticksichtigung des Spins gleichwertig sind. Der Zustand
Op ¥, f1, in dem im Verhdtnis zu ¢, f; die Elektronen lediglich
ihre Rollen vertauscht haben, muf3 auch eine Eigenfunktiou von
H, zum Eigenwert der v, f; sein und muB daher durch die g, fy
linear ausgedriickt werden konnen. In der Tat kann man in

Op¥fi = PrQpuufi = Pp,.Qpfi )
fr die Ppy, die Ausdricke (8) einfuhren und auch die Q, f;
kann man durch die f;, ausdriicken, wie man ja jede Funktion
der s durch die fp ausdricken kann. Um aber hierbei ein mig
lichst einfaches Koeffizientensystem zu haben, wird man von einem
solchen Orthogonalsystem (6a) der s ausgehen, dessen Funktionen
in bezug auf die Operatoren Qp zu irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe gehéren.

5. Ein solches Orthogonalsystem von Funktionen der g haben
wir im Kapitel XIII bestimmt. Wir gingen dabei an Stelle
von (6) von dem Orthogonal system

S{usiz. .. 8 (Py Ygr o+ ¥ = 0 oder 1) (6b)
aus und ordneten diese Funktionen zunéchst so, daf in eine Zeile
lauter Funktionen gleichen Grades kamen. In die k-te Zeile kamen
lauter Funktionen k-ten Grades (y, + 9, + . « + 9, == k), im

ganzen C]vn Funktionen. Es wurde dann gezeigt, dal man aus
den Funktionen k-ten Grades solche Linearkombinationen bilden

kann, die fur k < § n zu je einer Zeile der Darstellungen
DO, DO, DO .., D® )

gehdren. Da die Dimension von PD®

b= (?)“‘Cj 1) (v

ist, sind diesim ganzeneben iy + 7, + 7, + . « .+ [, = O;: Funk-

tionen. Fur k = § n traten (vgl. die Tabellen auf S. 144) an Stelle
der Darstellungen (f) die Darstellungen
DO, DO, DO ... Dn =5, (+)
18%
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Wir bezeichnen die Funktion k-ten Grades, die zur A-Zeile
von DO gehort, mit g%, dann ist

i
Qs i) = z DOPpy gih =10,1,2 ... kbaw.n—k). (11)
=1

Das Funktionensystem (6b) wurde lediglich darum an Stelle
der Funktionen (6) benutzt, weil man in den Funktionen (6b) die

Faktoren s?¢, deren y, = O ist, einfach weglassen kann, wodurch
sich die Formeln etwas vereinfacht haben. Wir wollen aber jetzt
wieder zu den Funktionen (6) zurlckkehren, Uberall sg — 1 durch
8, , —1 und s, =s, durch 6," , v d.h. s} durch 63 ,2y—1 €rsetzen, also
uberall an Stelle von

F(s,sz...s)zzchp”-y,,SPSZ?---svf" (12)

70~

die Funktion

UF(sisz sn)—'— 2 67172 Ynaan 571"1632,272—1 ree 65,",27"—1 (123)
7()— g

schreiben.  Dadurch #ndern sich die Transformationseigenschaften
der Funktionen nicht., da das Ersetzen von (12) durch (12a) mit
einer Permutation der Variablen offenbar vertauschbar ist. Es gilt
daher auch, wenn wir fur
i n—;g n—S )
Ut =0 we =0 o
und far ‘
DO(P) = AG 0 @ plan—9) (P) = A®(P)* (13 a)
schreiben *), nach (11)
Qp fin= 2 AS PYE i f (11a)

Bei geradem n sind S und m beide ganzzahlig, bei ungeradem n
beide halbzahlig.

1
Die Funktion gl?"_'s) ist vom Grade 3n + m, d. h. wenn
man sie in der Form (12) schreibt, kommen in ihr nur jene Glieder
vor, die 19 4 m Fakloren s (und 1n — m Faktoren s}) enthalten.

(s

Daher kommen in {J 9, L = flm nur solche Glieder vor, die

1) Die DY () sind eigentlich rein reell; der Ubergang zum kon-
jugiert Komplexen erfolgt in (18a) nur, damit der reelle Charakter spater
nicht benutzt werden muB.
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1 n+ m Faktoren 6‘,,0, 1 (und % — m Faktoren 6,0, - 1) enthalten :

fim kann nur fiir solche Wertesysteme der s, von Null verschieden
sein, bei denen genau 3 n 4 m unter den s gleich + 1 (und § # - m
gleich — 1) sind, so dal3 ihre SUmme % + 1 wm (4 N —-m) = 2 g Wird:

£ (3,8, . .8)=0flrs+s+...+s3F2m (14)

Nimmt man fur das vollstandige Orthogonalsystem der Punk-
tionen der s die Funktionen

n n

x.—=1,2,...< >_( )

® "\In — 8§ jn—8—1
Am g = -s ,-s+ 1, ...,s-1, s

S --in, gn—1, In—2, 1 oder 0,

so erhélt man fiir (9) mit Hilfe von (8) und (11 &)
Ortufin =3 D D (P d® Plavfiin.  (O9)
Die zp,fﬁ‘s;)n transformieren sich nach dem direkten Produkt
D (P) x A(*)(P)*.

6. Von den Eigenfunktionen erster N&herung, von den richtigen
Linearkombinationen

2 ax,S’lmwxf)(.Sn’: (15)
z 8
R'm

des Storungsverfahrens (das zur Einfihrung der Spinkrifte dient)
kann angenommen werden, dal3 sie zu irreduziblen Darstellungen
der Gruppe der Qp gehoren. Da uns wegen des Pauliprinzips
nur solche Eigenwerte beschéftigen werden deren Darstellung
die antisymmetrische ist, genlgt es, die antisymmetrischen Linear-
kombinationen ( 158) zu bestimmen: die erste Naherung der dem
Pauliprinzip gentigenden Eigenfunktionen wird eine Linearkom-
bination dieser sein.

Nehmen wir daher an, da8 (£6) antisymmetrisch ist, so folgt

aus (9a) wegen der linearen Unabhangigkeit der s fim

2 Oy amD (P » A® (P)I'Z = &Ep A’ Mm- (16)
x2
Wenn man die zu 4A®)(P) assoziierte Darstellung mit

A (P) = gp AS (P) (17)
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bezeichnet und (16) mit &p multipliziert, folgt wegen &p = 1
Sty im D Py, A (PY2 =0y 5 ', (18)
i

Summiert man dies Uber ale Permutationen P, so folgt aus den
Orthogonalititsrelationen, daR3 die linke Seite verschwindet, wenn
D(P) und A®" (P) nicht aquivalent sind. Ist D(P) keiner der
Darstellungen 4®" (P) aquivalent, so verschwinden ale a, g i'm
und man kann dann aus deny, fﬁs,;’ Uberhaupt keine antisymmetrische
Linearkom bination bilden.  Aus den Eigenfunktionen von H,,
die in bezug auf die Pp zu einer irreduziblen Darstellung gehdren,
die keiner der Darstellungen Z(%"), a6 n-1) Z(%“”), o
aquivalent ist, kann man mit Hilfe der Funktionen der s keine
antisymmetrischen Eigenfunktionen bilden. Diese Eigenfunktionen
und ihre Eigenwerte scheiden daher wegen des Pauliprinzips fir
das Folgende aus.

Wir wollen daher annehmen, daR D(P) einer der 4®) (P),
etwa A® (P) aquivalent ist und sogar, daR es damit identisch
ist, da eine Ahnlichkeitstransformation von D(P) nur eine be-
stimmte Wahl der linear unabhangigen Eigenfunktionen ¢, bedeutet.
Man nennt S das Multiplettsystem der Eigenfunktionen 4, .

Setzt man D(P) = A®(P) (19)
in (18) ein und summiert jetzt Uber alle Permutationen, so ergibt
sich, wenn man die Dimension von A® (P) fur den Augenblick
mit gg bezeichnet:

% Gxs'im :—;5.5'.5' 02 0xz = n! Gugim,

Gesam = oo dew 3 IR — Gygbextm  (20)
wo b,, von 8', ', 1’ unabhangig ist. Die antisymmetrischen Linear-
kombinationen (15) der y, £y lauten mithin:

= 855 O bn Y im = >t 2 ufem (20a)
im

Das sind den 2 S + 1 Konstanten b,, entsprechend 2 § + 1 linear
unabhéngige antisymmetrische Funktionen

By =3 v fon (20b)
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Will man aus den Eigenfunktionen ., ¥, v, . . . €ines Eigen-
werts von H,, antisymmetrische Funktionen bilden, so muf3 man ¢,,
das zur x-Zeile von A® gehért, mit einer Funktion (&) der s
tnultiplizieren, die zur x-Zeile der a sso zii er t e n Darstellung _4(S»
gehort, und diese Produkte fir alle % (fur ale Partner) addieren,
Die anderen, zu diesen orthogonalen gg . 28 — 2 S — 1 Linearkombi-
nationen der , £ gehéren in bezug auf die Qp zu Darstellungen,
die von der antisymmetrischen Darstellung verschieden sind.

7. Wenn man zu H, die Spinglieder H, as eine Storung
hinzufuigt, so bleibt er kein spinfreier Operator mehr und der Eigen-
wert E wird in mehrere Eigenwerte aufspalten, im algemeinen in
solche, zu denen irreduzible Darstellungen der Gruppe der Symmetrie-
operatoren Qp gehdren. Da in Wirklichkeit nur antisymmetrische
Wellenfunktionen existieren, werden nur jene Terme eine Realitét
haben, zu denen die antisymmetrische Darstellung gehort. Gehdrten
die Funktionen von z, y, #, - . . %, ¥, #,, die Eigenfunktionen von H,
zu E waren, zur Darstellung 4® (P), so werden an der Stelle,
wo E liegen sollte, 2 S + 1 nahe benachbarte Terme liegen. zu
jedem dieser Terme gehort in erster Néherung eine Linearkombi-
nation der j5, von (20b). Die richtige Linearkombination kann
man allerdings — da keine Symmetrie, die uns dabei helfen wiirde,
angenommen wurde, ohne Auflésung der 2 S + I-dimensionalen
Séakulargleichung von

(H)m'm = (B, Hy Bn)
nicht bestimmen.

8. Wir gehen jetzt zu einem System Uber, bei dem auRer der
Gleichheit der Elektronen die volle Drehsymmetrie vorhanden ist.
Die Funktionen von g, y, 2, - - - &, Yy 4, die Eigenfunktionen von H,
sind, haben dann aufler dem Multiplettsystem § auch eine azimutale
Quantenzahl I und kénnen so gewdhlt werden, dal3 sie den
Gleichungen

Py Yeuw = Z ;{(S)(P)x' t Uwryi Pwau = u‘E YL (R)lu',u"px,u’ @n

genligen (P ist eine Permutation, R eine Drehung). Die Funk-
tionen 4,, kann man ebenso wie vorher durch Multiplikation mit
einer beliebigen Funktion der s — wir wollen wieder die Funk-
tionen 745 verwenden ~ zu Funktionen 1, f { aller Koordinaten

ergénzen, die ebenfals Eigenfunktionen von H, sind. Die ) ,, fim
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kénnen auch an Stelle der 4, in (21) eingesetzt werden, da P
auf die Spinkoordinaten nicht einwirkt und £{ daher in (21) wie
ein konstanter Faktor behandelt werden kann.

Die w,”fﬂs,z, missen auch in bezug auf die Qg zu einer Dar-
stellung der Drehgruppe gehéren, da die blof3e Einflhrung der
Spinkoordinaten die Gleichheit der Raumrichtungen nicht stort.
In der Tat ist [vgl. die analoge Gleichung (9)]

Ok Yru fg.s;:)z =Pr ¥xu ' QR fg.’s;r);: (22)
und man kann hierin die Pr ., mit Hilfe von (21) durch die
unverénderten 4, und auch Qg fﬁs,,’, — wie jede Funktion der § ==
mit Hilfe der £ ausdriicken. Wir wollen jetzt die Koeffizienten
bestimmen.

Wenn man die Qg /i durch die fl(f,',z, ausdriicken will, braucht
man dazu nur die f§. die ebenfalls zur A-Zeile von A® gehoren,
well ja Qg ein den Vertauschungen der s gegentibersymmetrischer
Operator ist und die Transformationseigenschaften den Qp gegen-
Uber nicht gndert. Es muf} daher

s

Qrfia = SO @nfiow m==8 -5t 1,....8-1,8)

m=~S
sein, und die Matrizen D® (R) bilden wegen QrQr = + Q3 »'
eine2 S 41 -dimensionale ein- oder zweideutige Darstellung der
Drehgruppe, die — wie sogleich gezeigt werden soll -— die irre-
duzible Darstellung D® (R) ist.
Es sa namlich R eine Drehung mit « um Z, dann ist

Qefi, 80 == .. DR, 1, - fimly - b)
teﬁil 2°¢ 2%

ilsa ils, @ 508
226311,18 37, 6,ntne 3T fim (g ol ty)

te =11
1 re
) = Aot 06, )
Qzfim (G, sy==e"efim(s, ... 5), (24)

wo noch fiir 2 (s, + 8, + -+ +s,) = m gesetzt werden konnte, weil
nach (14) fﬁ%. fur andere Wertesysteme der s doch verschwindet.

Die Darstellung in (23) ist fir R = {«0 0} eine Diagonal-
matrix mit den Diagonalelementen e- iSe ¢—i $—Ne . el(§=De
etSe, woraus tatsichlich ihre Aquivalenz mit der irreduziblen Dar-
stellung D® (R) folgt. Zudem zeigt (24), dal £ zur m-Zeile von
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D® (R) gehort, so daB in (23) D (R) zu Recht besteht. Die
Funktionen von s;s, . . . s, die in bezug auf Vertauschung
der Variablen zur Darstellung A4®% = Cn—=58 gehoren,
gehoren in bezug auf die DrehungenQp zur Darstellung D®
der Drehgruppe. Sie gehdren eigentlich zur Darstellung 48¥ x §)(8)
des direkten Produktes beider Gruppen: aus (23) folgt, wenn man
darauf Qp anwendet, mit Hilfe von (11 a)

Q:Qx 7 = S0 Bm nQef(3
= > D (R m A (P)F2 fi s (249)
ml A-.'

dal} fia zur A, m-Zeile von A® (Py* x D® (R) gehort,

Man kann diesen Tatbestand an Hand der Schemata auf §, 144 sehr
schén erlautern. Man kann sich namlieh rechts an die Stellen, wo die
Symbole D® stehen, digjenigen Funktionen eingetragen denken, die zu
diesem D® gehdren. Dann stehen etwa in der i-ten Spalte lauter Funk-
tionen, die in bezug auf Vertauschungen der Varisblen zu pi — 4®fn—=19
gehtren, an der Stelle des D der k-ten Zeile steht ¢, o}, ¢, . . .

Ersetzt man noch die g} durch die ff/,ﬂj/;‘)n: u g der S 276, 0

stehen in der k = (I, n + m)-ten Zeile laliter Funktionen, die in bezug
auf Drehungen um Z zu (¢'™ ) gehoren. Daraus, dal3 jedes D® = 4%k =4
in jeder Zeile hochstens einmal vorkommt, sieht man, daf3 hochstens eine
Funktion der s exitiert, die zu einer bestimmten Zeile von 4z # =9 und
in bezug auf Drehungen zu (¢!™%) gehort. Da 4%z * = 9 in den Zeilen
6i+1, ...y n—<—1, o —jvorkommt, kann m = k = 1}, » die Werte
—Yonti, —Yynti+1, .. ,Yyn—i~1 1 =—iamnohmen. In
bezug auf dreidimensionale Drehungen gehtren die Funktionen, die in der
i-ten Spalte an den entsprechenden Stellen verschiedener Zeilen stehen, zu
den verschiedenen Zeilen von @®*/2#—% und sind Partner voneinander.

Bétten wir an Stelle der Funktionen f = U g direkt die Funk-
tionen g des Kap. XIII benutzt, so mifiten wir anstatt ,,Drehungen um Z*
immer ,,Drehungen um Y sagen, sonst hétte sich nichts geéndert.

Eine antisymmetrische Funktion der a; y, 2, 8; - - - @, Y, %, 8, » diein
bezug auf die Vertauschung P, der Carte sischen Koordinaten allein zur

Dastellung 4% gehit, das Multiplettsystem§ hat, gehdrt nach (20b) und (lla)
in bezug auf die Vertauschung Q,, der Spinkoordinaten zu der Darstellung
AW* und in bezug auf Drehungen der Spinkoordinaten nach (24a) zu

95). Das Multiplettsystem ist daher nicht bloR eine Symmetrie
in bezug auf die Permutationen der Variablen (entweder der
Cartesischen oder der Spinkoordinaten), sondern wegen der besonderen
Struktur der Funktionen der g auch eine Symmetrie in bezug auf
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die Drehung der Spinkoordinate n ; ebenso wie die azimutale Quantenzahl
der Ausdruck fUr eine Symmetrie in bezug auf Drehung der Cartesischen
Koordinaten ist. Ein wichtiger Unterschied gegenlber der azimutalen Quanten-
zahl besteht darin, dal} die wichtigsten Groen, wie auch H,, spinfreie
GroRen sind, die alen Q gegeniber, auch wenn die Isotropie des Raumes
durch gufiere Felder aufgehoben ist, invariant sind.

DaR aus der Zugehorigkeit der Funktionen fﬁsn); 2u einer irreduziblen Dar-
stellung _4%) der symmetrischen Gruppe ihre Zugehtrigkeit zu der irreduziblen
Darstellung ) der Drehgruppe und umgekehrt folgt, ist eine Eigenschaft
der Funktionen der Variablen s, die nur zweier Werte fahig sind. Wirden
die § mehrere Werte annehmen konnen, so wirde eine Funktion, die zu
einer bestimmten Darstellung der symmetrischen Gruppe gehort, noch zu
verschiedenen Darstellungen der Drehgruppe gehdren kénnen, und auch um-
gekehrt, eine Funktion, die zu einer bestimmten Darstellung der Drehgruppe

gehdrt, kénnte noch zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen  Gruppe
gehdren. Die Transformationseigenschaften gegeniiber Drehungen und Per-
mutationen wirden sich nicht gegenseitig bestimmen.

9. Bilden wir jetzt nach (20 b) antisymmetrische Linear-
kombinationen der ¥, f 1), so gibt es deren 2 S+ 1) (2 L + 1),
weil man fir jedes u die Ausdriicke (20b) bilden kann:

H,,.,‘——Ew f‘SnZ w=—L,....Lim=—8§,...,5). (29
Unterwirft man die Zusténde E,‘SL einer Drehung

OR :Szﬁ - EPR 'pxpz QR f(S)
= 2 DD (R ¥ D (Rl m Frme

x u. m
== EQ(I)(-R)U',u m(b) (-R)m’m Eslﬁt',
w' m

so transformieren sie sich nach dem direkten Produkt D) x ),
Die Gesamtquantenzahlen J der entstehenden antisymmetrischen
Eigenwerte erhalten wir daher durch Ausreduktion von ®W) x ),
Diese Ausreduktion haben wir aber schon in Kap. XVII aus
gefihrt; die irreduziblen Bestandteile haben die oberen Indizes

J=|L—-8|,|L—-8|+1,..., L+8—1,L48,(26)
wahrend die zugehdrigen Linearkombinationen der £3% nach (18 a)

Hmu
S. 206
m == 2 szLu‘?n)s—u H'r:’tl—uu (27)

sind. Die Koeffizienten sff;ﬁ,{ . Wurden ebenfallsim XVIL. Kapitel
berechnet [Gl. (27), (27 b)].
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Aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl I und dem
Multiplettsystem S entstehen durch die Einfhrung des Spins2.L 41
bzw. 2 S 4 1 (je nachdem, welche Zahl kleiner ist) sog. Feinstruktur-
komponenten mit den Gesamtquantenzahlen (26). Die zugehérigen
Eigenfunktionen erster Naherung sind durch (27) gegeben.

Obwohl aso bei voller raumlicher Symmetrie mehr Eigen-
funktionen zu einem Eigenwert gehdren, als ohne diese, kann man
die richtigen Linearkombinationen fir das Stérungsverfahren doch
viel leichter, eben schon auf Grund der raumlichen Symmetrie be-
stimmen.

Aus (26) ersieht man, dal} die Gesamtquantenzahlen J der
Terme, die aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem
Multiplettsystem S durch Einflhrung des Spins entstehen, mit Hilfe
des Vektoradditionsmodells erhalten werden konnen, Man muR
dabei nach der Abb. 8 die beiden Vektoren L, und S addieren’) und
erhdlt als Resultante die Vektoren J. Es wird L as der Dreh-
impuls, der von der Bahnbewegung herrtihrt, und S als der Dreh-
impuls, der vom Spin der Elektronen stammt, aufgefadt; J ist der
gesamte Drehimpuls.

10. Bestimmen wir noch den Spiegelungscharakter der Funk-
tionen (27) ! Ist der Spiegelungscharakter der Funktionen g,
gleich « (er it fur dle y,, derselbe)

Pl w;:“ = wwxur
so gilt dies auch fur die Funktionen (27), weil sie ja, as Funktionen
der Carte si schen Koordinaten betrachtet, Linearkombinationen der
¥xu Sind, und Oy = P; ist. Der Spiegelungscharakter #ndert
sich also durch Einfihrung der Spinkoordinate nicht, er ist fur ale
Feinstrukturkomponenten eines Terms derselbe, wie vor Einfihrung
des Spins fur den entsprechenden Grobstrukturterm.

11. Es sei hier noch die GroRenordnung des Abstandes der
Feinstrukturkomponenten voneinander, die sogenannte Multiplett-
aufspaltung, roh abgeschétzt.

Es handelt sich dabei, klassisch gesprochen, um die Wechsel-
wirkungsenergie von Magnetnadeln (den Spins) und von Strom-
kreisen, die von den Elektronen, die den Kern umkreisen, gebildet
werden. Die Feldstarke, die durch die Stromkreise erzeugt wird,
ist ~ ev/r?c, wo e Ladung, » Geschwindigkeit des Elektrons und r

1) Auf Abb. 8 (8.202) steht | fur L; { fir §und Z, for J.
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sein Abstand vom Aufpunkt ist. Man kann fir y den Radius der
ersten Bo hrschen Bahn einsetzen, der auch in der Quantenmechanik
eine mittlere Entfernung der Atombestandteile voneinander ist, »
kann man aus m v r ~ k/2 g dbschatzen. Man erhélt so Fir die Feld-
starke 2 mdmt ¢

— e

und die Energie eines magnetischen Dipols von der Starke eh/4x me
ist 8t m e®/ht¢’. Die genaue Rechnung mit Hilfe der D ir acschen
relativistischen Theorie gibt fir die Energiedifferenz der beiden
TemeN =2, I =1, j = Y, und j = 3/, bei dem Wasserstoff-
atom den Wert z*m e®/2 p4¢2.  Die Feinstrukturaufspaltung ist also

nur der etwa 236“_ ,__( 1 2te
"“(h(:)““‘ 137,3)

Teil der Grobstruktur, der gesamten Energie des Wasserstoffatoms.
Man nennt: ¢ die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

Man gelangt zu einer Unterscheidung verschiedener physi-
kalischer Effekte nach ihrer Gréfenordnung, indem man die Energie
nach Potenzen der Feinstrukturkonstante entwickelt.. Fast jede Potenz
trégt einem neuen physikalischen Effekt Rechnnng. Die nullte Potenz
enthalt nur die Ruhenergie m¢® des Elektrons. Die erste Potenz
hat den Koeffizienten Null, die zweite Potenz ist das, was die ge-
wohnliche S ¢ h r6 ding er sche Theorie liefert, sie ist proportional
mca® = 47 m e4/h? und ist das einzige Glied, in dem die Licht-
geschwindigkeit nicht vorkommt. Der Koeffizient des dritten Gliedes
ist wieder Null; das vierte Glied tragt, wie wir eben gesehen haben,
der Energie der magnetischen Momente der Elektronen Rechnung,
und zwar gibt es die erste Naherung des Storungsverfahrens. Die
funfte Potenz enthélt die durch die Dipolstrahlung bedingte Ver-
breiterung der Terme'). Das sechste Glied ist die zweite Naherung

1) Die Summe der Verbreiterungen zweier Terme ergibt die natirliche
Breite der sie verbindenden Linie. Die Breite eines Terms ist die h-fache Summe
der Ubergangswahrscheinlichkeiten der von diesem Term ausgehenden Linien.

Wenn man in (1 a) des Kap. XVIII fir ho ~ med a? und fur die
Matrixelemente von X den Radius der ersten Bohrschen Bahn einsetzt,

sieht man, dag die Ubergangswahrscheinlichkeiten
647’462”’1’366“6 hi _ 1 4mc3ha6 me?
3hcdhl Gmmie h  5e& TR
mit der flnften Potenx der Feinstrukturkonstante gehen.
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der Spinwechselwirkung, das siebente die Verbreiterung der Terme
durch Quadrupolstrahlung. Das achte Glied ist die dritte N&herung
bei der Berechnung der Energie des Spins, die neunte Potenz die
Verbreiterung der Terme durch Linien, die das Interkombinations-
verbot verletzen usw.

Naturlich kann ein Glied, das eine hohere Potenz der Fein-
strukturkonstante enthalt, auch grofRer sein as ein Glied mit einer
niedrigeren Potenz, ndmlich, wenn sein Koeffizient grof3 genug ist.
Die Regel ist aber doch die, daf3 das Glied mit der hsheren Potenz
von « da8 kleinere ist. Immerhin steigt der Koeffizient mancher
Glieder (z. B. der Feinstrukturaufspaltung) hauptséchlich mit
steigender Ordnungszahl regelméfiig an, bel anderen Gliedern (Ver-
breiterung der Terme durch Strahlung) ist das nicht, oder nicht in
dem Mal%e der Fall. Daher ist z. B. die zweite Néherung in der
Feinstrukturaufspaltung -~ abgesehen von den allerersten Elementen
— wesentlich groRer als die Verbreiterung durch Strahlung; die
Linien, die das Interkombinationsverbot verletzen, sind fast immer
stérker als die Quadrupollinien, so dal3 die Entwicklung der Effekte
nach Potenzen von « oft nicht mehr als ein Einteilungsprinzip ist.
Wenn das Glied, das friher in der Reihe vorkommt, groRer als
das spater vorkommende ist, sgt man, da die Koppelung
normal ist.

12. Wenn die Eigenfunktionen von H genau durch (27) ge-
geben wéren, wirden sie in bezug auf die Pp bzw. Px zu den irre-
duziblen Darstellungen 4 (P) bzw. D) (R) gehoren, und die Aus-
wahiregeln fir das Multiplettsystem und die azimutale Quantenzahl
waren genau richtig. In Wirklichkeit ist (27) nur die erste Naherung
fur die Eigenfunktion. Wenn sich die zweite Naherung

N NJ
wi ', H, wh)
NJ NJ 2 ( m' 1 5m
O = ¥u” + " Ey—Ey
1\“':#1\’ J/ml YN Nt

(28)

nicht wesentlich von der ersten unterscheidet, so kann man annehmen,
daR? die erste Naherung schon nahezu richtig ist'). In diesem Fall
durfen auch Linien, die gegen das Auswahlverbot fir S oder L
verstolien, nicht mit merklicher Intensitat auftreten.

1y Eys durchlaft in (28) dle Eigenwerte der enfachen Schridinger-
gleichung; die Indizes § und [, die das Multiplettsystem und die Azimutal-
quantenzahl angeben, sind in das N' mit einbezogen.
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Nun geniigt es, in (28) Uber N' zu summieren; da H, den
Op gegeniiber symmetrisch ist, verschwindet (®3 ", H, @2 )
doch fur J'== J oder m' 5= m. Weiter ist (Wn”’, H, ¥a ’) die
erste Naherung fir die Energiestérung durch den Spin, also die
Multiplettaufspaltung, und (@5 ’, H, @ ) hat dieselbe GroRen-
ordnung. Dagegen ist Ey — Ey der Abstand des nachsten Grob-
strukturterms, der einen Eigenwert mit der Gesamtquantenzahl J
liefert. Wenn die erste Grofe wesentlich kleiner as die zweite ist,
ist die Naherung (27) eine gute, sonst aber nicht. Es kommt also
dabel wesentlich auf die zuféllige Nahe eines Terms mit demselben J,
aber anderem S oder L an. [Wenn S und L von %Y/ gleich dem
Sbzw. L von ¥ 7 sind, stért das entsprechende Zusatzglied in (28)
die Transformationseigenschaft von ¥ ¥ den P gegeniiber nicht.]

XXI11. Auswahl: und Intensitatsregeln

bei Mitbertcksichtigung des Spins

Die Auswahl-, Intensitéts- und Aufspaltungsregeln kdnnen bei
Mitbertcksichtigung des Spins in zwei Klassen eingeteilt werden.
Die Regeln der ersten Klasse (1 bis 4) folgen aus reinen Symmetrie-
iberlegungen, ohne irgendwelche Annahmen iiber die GréRBe der Spin-
krifte. Diese Regeln haben sowohl ihrem Inhalt wie ihrer Begriin-
dung nach groRe Ahnlichkeit mit den Regeln der einfachen Theorie
(Kap. XVIII), welche auch auf der Invarianz des Energieoperators
raumlichen Drehungen und Spiegelungen gegentiber beruhen. Die
Regeln der zweiten Klasse (5 bis 7) beruhen nicht auf der Isotropie
des Raumes allein, sondern enthalten noch wesentlich die Voraus-
setzung, da die Spinkrafte klein sind im Verhéltnis zu den elektro-
statischen Kréften der einfachen Theorie, und da3 sie daher die
Eigenfunktionen und Eigenwerte der einfachen Theorie nicht
wesentlich veréndern kénnen.

1. Das Auswahlverbot fir die Gesamtquantenzahl lautet genau
so, wie das Auswahlverbot fir die Azimutalquantenzahl in der ein-
fachen Theorie. Bei einem durch Dipolstrahlung bedingten Uber-
gang #ndert sich jum + 1 oder 0, mit dem Zusatz, daf3 auch der
Ubergang zwischen zwei Termen mit j = O verboten ist. Fir die
Dipolstrahlung sind die Matrixelemente eines Vektoroperators (des



XXIIl. Die streng gultigen Auswahiregeln 287

Multiplizierens mit x, + Ty + ...+ g, usw.) charakteristisch, und
diese verschwinden, wenn die obengenannten Bedingungen nicht
erfillt sind.

Auch das Auswahlverbot fir den Spiegelungscharakter (La-
portesche Regel) bleibt erhalten: der Operator Q, ist ja identisch
mit dem Operator Py der einfachen Sch1 6 di n ge r schen Theorie.  Es
verschwinden sogar ale Matrixelemente

(ZpF’ vz sz)l (qur vp sz): (lpF' Vz ?P‘F) (1)
eines polaren Vektoroperators, wenn der Spiegelungscharakter von
Tr und ¥E nicht entgegengesetzt ist. Fiihrt man namlich eine
Inversion des Achsenkreuzes aus, so behadlt ein polarer Vektor seine
Richtung bei, seine Komponenten wechseln also das Vorzeichen, es ist

0;V.0;' = —V..

1st daher O ¥r = wp ¥y und Of ¥y = wy W, « folgt aus dem
unitéren Charakter von Q;:

T, Vx Ty) = (O[qu, olvz();I 'OI qu)

= — Wpwg (wl‘r V:c 2I‘.lz.‘)’

so dal? (1) verschwinden muf3, wenn ¥ und ¥y gleichen Spiegelungs
charakter haben. (Genau entsprechend zeigt man, da3 die Matrix-
elemente eines axialen Vektoroperators Null sind, wenn ¥ p und
Yeverschiedenen Spiegelungscharakter  haben.)

Da sich der Spiegelungscharakter eines Grobstrukturterms auf
alle seine Feinstrukturkomponenten Ubertragt, gilt dieLap o rte =
sche Regel auch bel Mitberiicksichtigung des Spins fir ale Fein-
strukturkomponenten  eines  Grobstrukturterms  in  gleicher Weise.

In einem Termschema, das aus lauter ungestrichenen w = (- 1)]‘
[oder aus lauter gestrichenen ¢ == « (- 1)[‘] Dublettermen besteht, wie
z. B. in jedem wasserstofféhnlichen Spektrum, haben die Auswahliregeln tiir J
und ¢ auch die strenge Gultigkeit der Auswahlregel fur L zur Folge.
Wegen der Laporteschen Regel kann sich [ nur um eine ungerade Zahl
indern: ene Anderung um 1 ist erlaubt, bei einer Anderung um 3 oder
mehr miRte sich aber wegen j = L 1 %auch j um 2 oder mehr &ndern,
was nicht mdglich ist.

Die Regel, da® sich die Transformationseigenschaft gegentber
der Vertauschung der Elektronen nicht #ndert, ist schon darin ent-
halten, da die Wdlenfunktionen, die ale antisymmetrisch sind,
auch be ener beliebigen Storung (nicht nur bel der Einwirkung
von Licht) antisymmetrisch bleiben.
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2. In enem zu Z parallelen magnetischen Feld spaltet der
Term mit der Gesamtquantenzahl jin 24 + 1 Zeemankomponenten
auf. Die ,richtigen Linearkombinationen* bei der Einfihrung der
magnetischen Zusatzenergie als Stérung sind, ebenso wie in der

einfachen Theorie, die ?I",Jl selber.  Wenn man auf ein 711‘{, den
Operator Qg anwendet, wo R eine Drehung um Z mit ¢ ist, multi-
pliziert sich !Iff, lediglich mit ¢f«e,  Das Magnetfeld hebt die Ent-
artung vollkommen auf, im Magnetfeld gehdrt nur je eine Eigen-
funktion zu jedem Eigenwert.

Wenn man den durch das Magnetfeld bedingten Zusatzoperator He
nach den Komponenten §,, $,, §, der Feldstirke in eine Reihe
entwickelt,

He :@zvz“i"byvy+®zvz+'@:vzz+"" (2)
so missen die Koeffizienten V,, V,, V, der ersten Potenz einen
axialen Vektoroperator bilden, da ja § auch ein axiaer Vektor
ist und das ganze H, ein Skalar sein mu. Die Energiestorung
erster Naherung in einem Magnetfeld, das die %-Richtung hat,

9, (Wi, V= F1),

ist nach der Formel fur die Matrixelemente von Vektoroperatoren
[vgl. die mittlere Formel (19 b), Kap. XXI] proportional zu u. Die
Aufspaltung im Magnetfeld ist daher bei kleiner Feldstéarke pro-
portional zur ersten Potenz der Feldstérke und erfolgt in 25 4 1
aquidistante  Komponenten. Sie ist jedoch im Gegensatz zum Auf-
spaltungshild der einfachen Theorie nicht mehr fiir alle Terme gleich
gro® und 183t sich nicht mehr algemein berechnen. Nur im Falle
;normaler Kopplung ¢, wenn (27) des vorangehenden Kapitels eine
gute Naherung fir die Eigenfunktion ist, kann man sie zahlen-
maldig angeben.

Anders die Intensitatsverhdltnisse der Zeemankomponenten !
Die Stérke der Linie, die von der u-Komponente des oberen Terms
zur u'-Komponente des unteren Terms fiihrt, ist, abgesehen von einem
konstanten universellen Faktor, je nachdem das Licht in der Z-
Richtung oder rechts oder links um Z zirkular polarisiert ist, das
Quadrat des Absolutwertes von

- .o 1 Ni . et
(@, Ekzk w7, ‘,—-2»(‘1';’, %(@wﬁ— v Ta '),

1 7 . 1 4t
@(wf’, LZ(mk—yk)*PiiY’).
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Das sind aber die Matrixelemente der drei verschiedenen (g, — 1, +1)
Komponenten eines Vektoroperators. lhre Verhdltnisse fir ver-
schiedene g, ¢’ und Polarisation kann man direkt aus (19), Kap. XXI,
entnehmen.  Aus diesen Formeln ersieht man auch, daR sich die
magnetische Quantenzahl g nur um O (n-Komponente) oder um + 1
(o-Komponente) andern kann.  Die Intensititsverhaltnisse sind bei
einem j— j — 1-Ubergang z. B.

Adpsyar = G+wG+ p—1) I
A;t—).u - 2(.7']"!‘)(.7_#)! (3)
Ausutl = (—p— DH({i—p. ‘

Die Summe der drei Ausdriicke in (3), der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten vom oberen Zustand mit der magnetischen Quanten-
zahl p in ale Zeemanterme des unteren Niveaus, ist unabhangig
von y fur ale Zeemanterme des oberen Niveaus gleich. Dasselbe
gilt auch fur die Summe der obergangswahrscheinlichkeiten aller
Linien, die den unteren Zeemanterm gemeinsam haben.

Beindherem Zusehenist dieser Summensatz der Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten auch nicht so iiberraschend. Die Summe
der drei Ausdriicke in (3) ist ja die gesamte Wahrscheinlichkeit fiir
den obergang des Zustandes qf,f’j in einen Zustand mit der Energie
des unteren Niveaus. Daaber die Zusténde g,/ mit verschiedenen u
bei einer Drehung des Achsenkreuzes in Linearkombinationen von-
einander Ubergehen und sich so im wesentlichen nur durch eine
Drehung unterscheiden, die gesamte I bergangswahrscheinlichkeit
andererseits von einer Drehung unabhangig sein muf3, darf sie auch
von p nicht abhéngen.

Man verifiziert diese Regeln am einfachsten, indem man von (18a),
Kap. XXI, ausgeht und

» . (
TGy = S S 0B, D), B (R, D (B
e var! poi’
1 i . 0 (1) .
DYV (R), o D BV TN}y, arjry Tiija; A1yae
bildet. Wean man jetzt iiber # und ¢ summiert, so erhilt man rechts wegen
der Unitaritat von D@ und DO an Stelle der ersten vier Faktoren 4,,9,,.

Wenn mau dann noch Uber ale Drehungen integriert, ergibt sich wegen
der Orthogonalititsrelationen nach Kirzung mit § d RB:

‘ T =t g 3 .
( 2 . YTV} 3

2 ‘\?j,u; Ntj'u! ! 25 +1 g]l Njv; N'j'¥ ! *

wo

also direkt die Unabhéngigkeit der Summe (*) von '

W igner, Gruppentheorie 19
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3. BEin zu Z paraleles elektrisches Feld spaltet bei gerader
Elektronenzahl einen Term mit der Gesamtquantenzahl. j - #bnlich
wie in der im Kap. XVIII behandelten einfachen Theorie « in
J + 1 Komponenten auf, die zu den Darstellungen

3(1), 3(}—1), ce 8(2), 3(2), 3(0) oder 3(0’)
der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe gehéren. Der letzte
Term gehdrt zu 3@ oder zu 3, je nachdem w (- 1)J gleich
+ 1 oder — 1 ist. Auch die Auswahiregeln des Kap. XVIII lassen
sich genau so, wie es dort geschah, ableiten, mit dem einzigen
Unterschied, dal3 Uberall j an Stelle von L zu setzen ist.

Bel ungerader Elektronenzahl sollen die Verhdltnisse etwas
genauer untersucht werden. Nicht wegen des Resultates, das man
fast sofort hinschreiben konnte, sondern weil in ghnlichen Félen
Zweifel Uber die richtige Anwendung der Theorie entstehen kdnnten.

Die Schwierigkeit besteht darin, dal? den Drehungen R bei
ungerader Elektronenzahl eine Matrix + ®(® (R) mit unbestimmtem
Vorzeichen zugeordnet ist. Dasselbe gilt im allgemeinen auch fir
Drehspiegelungen D% w(R I) = + w DP(R), nur der Inversion.
kann eindeutig 4 @ 1 zugeordnet werden. Nun hebt das elek-
trische Feld die Inversionssymmetrie auf, und obwohl noch viele
Drehspiegelungen tbrigbleiben, ist es fur die zugeordneten Matrizen
eben wegen ihrer Zweideutigkeit gleichgiltig, ob w = + 1 oder
w = — 1 ist. Man hat daher das Empfinden, daf3 durch die Zwei-
deutigkeit der Darstellungen etwas Wesentliches verlorengegangen
ist. Bei gewissen Symmetrien ist dies auch der Fall, nicht aber,
wie wir sehen werden, bei der hier vorliegenden Symmetrie.

Um zu eindeutigen Darstellungen zu gelangen, kann man von
der Tatsache ausgehen, da die Drehsymmetrie bei ungerader Elek-
tronenzahl durch die Operatoren O, , die eine zu der zweidimensionalen
unitéren Gruppe holomorphe Gruppe bilden, in Evidenz gesetzt wird.
Um auch die Invarianz Drehspiegelungen gegeniiber zum Ausdruck
zu bringen, braucht man noch die OperatorenQ;Q,. Die Gesamtheit
der Operatoren Qu = 10y; O;0, ist das direkte Produkt der
Spiegelungsgruppe Qg == 1, O; und der Gruppe der Q,. Bezeichnet
man das allgemeine Element der Gruppe des direkten Produktes der
Spiegelungsgruppe und der unitéren Gruppe mit?) 3, so kann die ganze

1) Die 3 snd also Elemente ener abstrakten Gruppe, keine Matrizen,

sondern Paare Ju, wo J entweder F oder T und y en Element der unitiren
Gruppe ist. Das Multiplikationsgesetz ist (vgl. Kap. XVI) Ju. Jy #y = JJ, u uy.
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Drehspiegelungssymmetrie durch die O,, die eine zu der Gruppe
der j holomorphe Gruppe bilden, in Evidenz gesetzt werden. Die
3 und Oa entsprechen entweder einer reinen Drehung — in diesem
Fall hat 3 die Gestalt Ey — oder einer Drehspiegelung, dann hat
die Gestalt Ty. Umgekehrt entsprechen aber zwei ; bzw. 0‘ jeder
Drehung und Drehspiegelung.

Wenn man nun en &auleres Feld einfihrt, bleiben nur jene3
bestehen’), die solchen Drehungen bzw. Drehspiegelungen entsprechen,
die auch bei Vorhandensein des &uRBeren Feldes zur Symmetriegruppe
des Systems gehdren. Die diesen entsprechenden Matrizen ) (3)

03 ?P'“ = %} D(&),u',u 111‘“ (4

bilden eine (eindeutige!) Darstellung der Gruppe der entsprechenden 3,
und die verschiedenen Terme des Systems mit Feld gehtren zu den
verschiedenen Darstellungen dieser Gruppe. Zu dieser Gruppe ist
die Symmetriegruppe des Systems nicht mehr holomorph, sondern
(zweistufig) isomorph, weil je zwei 3 derselben Drehung oder Dreh-
spiegelung  entsprechen.

Im Fale eines homogenen, zu 7 padlelen eektrischen Feldes
gehdren die Drehungen um Z und die Spiegelungen an den Ebenen
durch 7 zur Symmetriegruppe. Der Drehung um Z mit a ent-
sprechen die 3 [die Gestalt der Matrizen 4 = D/» entnehme man
(16), Kap. XV]

—-Eiu _ ——E‘W- 0
3a=F € 0 i 3a=FE ¢ . | (=a<a<a). (b)
0 " 0 e’
e —e

Die Spiegelung an der Z Y-Ebene ist das Produkt einer Inversion
und einer Drehung um X mit . Die entsprechenden j sind daher

et e () e

Den Spiegelungen an anderen Ebenen entsprechen Produkte von (5)
und (5a). Den Gruppenelementen (5) bzw. (ba) entsprechen in der
Darstellung des direkten Produkts der Spiegelungsgruppe und der

1y Das heift nur diese tithren Eigenfunktionen in Eigenfunktionen tiber.
19*
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unitéren Gruppe, die zu einem Term mit dem Spiegelungscharakter w
und der Gesamtquantenzahl j gehort:

e—tie... 0 e—tie...0
DGo=|: "-.: ;D(s;)—————(i e ) (6)
Ocvevens giije O cevenne glie

bzw. [man setze in (21), Kap. XV, a = 0, b = = 1 fir 3, und
a=0,b= 1fir 3 und multipliziere mit w]

0O 0...0 —w
0 0.---w 0
DG)y=|: = : ;| =—D G (6a)
0—w---0 0
w 0...0 0

Die Matrizen (6), (6a)und ihre Produkte bilden eine Darstellung
jener Untergruppe des direkten Produkts der Spiegelungsgruppe
und der unitiren Gruppe, deren Elemente den durch das elek-
trische Feld nicht aufgehobenen Symmetrieelementen des Systems
entsprechen. Wir konnen diese Darstellung ausreduzieren, indem
wir die Zeilen und Spalten vertauschen, so dal3 ihre Reihenfolge
—h 4 —3i+t1j1 ..., =% janstatt —j, —5j+ 1 .. .
j— 1, j wird. Dann zerfédlt sie in lauter zweireihige irreduxible
Darstellungen:
—e—tme ()

G =("" ) mma@=("o " ima) @
und
2wy = 1i=m (7 0) 20 gy = om0 V) (79

wobei m die Werte

m=jj—1,j—2¢ :ﬂ%,% ®)

durchl&uft, so daR ein Term mit der Gesamtquantenzahl § in j + 3
Starkeffektkomponenten aufspaltet, deren elektrische Quantenzahlen
in (8) stehen.

Nun ist es in diesem Falle so, daB die Darstellungen Z®™ fur
w=— +1und w= = 1 &quivalent sind, weil sie durch Trans-
formation mit der Matrix

(-——- 1 0
o 1)
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ineinander  (bergehen. Die Terme mit denselben elektrischen Quanten-
zahlen, die aus positiven bzw. negativen Termen entstehen, sind in
starken elektrischen Feldern bezuglich ihrer Transformations-
eigenschaften und daher auch bezlglich ihrer Auswahlregeln nicht
mehr zu unterscheiden. Dieses Resultat war auch zu erwarten, da
auch bei gerader Elektronenzahl die Glltigkeit der Laportesohen
Regel im allgemeinen aufgehoben wurde, es blieb nur ein Unterschied
zwischen 0 und O’-Termen erhalten. Bei ungerader Elektronenzahl
falt auch dieser Unterschied weg, weil Uberhaupt keine O oder ('-
Terme vorkommen.

4. Wenn man den durch das elektrische Feld erzeugten Storungs-
operator in eine Reihe, wie (2), entwickelt, so folgt aus dem polaren
Charakter des elektrischen Feldvektors, dald die Koeffizienten V,,
Vy, V. polaren Charakter haben missen. Daher verschwinden die

Matrixelemente . .
(., v.w),

die einen mit der ersten Potenz der Feldstarke proportionalen Effekt
geben konnten, weil ¥, und P, gleich en Spiegelungscharakter
haben.

Die Aufspaltung erfolgt erst in der zweiten Naherung, die zu &
proportional ist, und es |&6t sich zeigen, dafl sie sich in dieser Naherung
in einer Verschiebung und in einer zu u2 proportionalen Aufspaltung
aufert.

5. Den groften Teil der bisher abgeleiteten Regelméafigkeiten,
soweit sie sich auf den isotropen Fall beziehen, kann man vom
mathematischen Standpunkt aus in der Formel (19) des Kap. XXI

TS wyw = Shia Opt o wIn: vy ©)
zusammenfassen, die das Verhiltnis von Matrixelementen

TI(V%?,“; Nj'w (wgfvjv T(g) qy.‘{\,"f')

TI(VUJ) v; N'j'v' o (-,p-‘{\"j’ T(a) '—'P‘f'\’r’j’)
Zu bestimmen gestattet, wenn die cntsprecbenden Eigenfunktionen
w2 und @ bzw. w7 und ¥)'7 zu demselben Eigenwert E;
bzw. Eﬁ' gehoren, also Partner voneinander sind, und wenn die

Operatoren T®@ und T® Komponenten desselben irreduziblen
Tensoroperators

0z'T90r= = 9 (RB)ps TV (9b)
/]

(9a)
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sind. Ein irreduzibler Tensor ist unter anderem ein Skalar (die
zugehorige Darstellung ist D©) oder auch ein Vektor, dessen Dar-
stellung W &aquivalent ist, usw. Die Ty, 5 sind dabei Zahlen,
die man mit allgemeinen Methoden nicht mehr bestimmen kann,
und die auch von der speziellen Gestalt des Operatorensystems T
und des zugrunde gelegten H amil ton schen Operators abhingen.

Wir hatten bisher nur eine einzige Formel, die sich nicht auf
die Form (9) bringen 183, das ist die Formel (8) fur den normalen
Zeemaneffekt im Kap. XVIII. Bei ihrer Ableitung mufdte bemerkt
werden, daid der fragliche Vektoroperator |, durch

L-—-—l—a—P firg =0 (10)
t =75 P {poo) 9 =

gegeben ist. Sonst ist aber die Ableitung von Regelmaligkeiten,
die itber (9) hinausgehen, nur mit Hilfe weiterer Annahmen mdglich.

Ein Fal, in welchem eine solche Annahme zuldssig ist, ist
der sogenannte normale Kopplungsfall von Spin und Bahnimpuls,
das ist der schon im vorangehenden Kapitel behandelte Fall, dal3
die Feinstrukturaufspaltung der Terme klein gegen den Abstand des
jewells néachstgelegenen Grobstrukturterms ist. Dann 1813t sich nicht
nur eine Gesamtquantenzahl definieren, auch die Begriffe des
Multiplettsystems und der Azimutalquantenzahl werden sinnvoll.
Es empfiehlt sich, dies auch #uBerlich zum Ausdruck zu bringen,
indem man die einfache Laufzahl N der Terme mit derselben Gesamt-
quantenzahl durch ein dreifaches Symbol NS L ersetzt, wo wie
gewohnlich S das Multiplettsystem, L die azimutale Quantenzahl ist,
und N nur noch zur Unterscheidung der Terme mit gleichen S, L
und J dient*). Im Rest dieses Kapitels wollen wir uns mit dem
»hormalen Kopplungsfall* beschaftigen.

Die Eigenfunktionen haben nach (27) des vorangehenden Kapitels
die Gestalt

NSLJ (LS) 4 «NSL
T, == > Simeu Bm e, (11)

»
Die Yy, BYS5 1 0 oo #YSE sind Partner in bezug auf

die Qg und gehdren zu den verschiedenen Zeilen von ®, fur die
NSL mNSL wNSL i ; :
B B Ly .- BT Qilt dasselbe in bezug auf die Opera-

‘) Wir benutzen hier wieder — wie immer im normaen Kopplungs-
fal ~ das Zeichen J fiir die Gesamtquantenzahl.
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toren Py und die Darstellung ™. \wenn (11) gilt, kann man noch
das Verhéltnis von Matrixelementen

(wal*¥, T @587 = 1R (12)

NSLJim; N'S'L'J'm's
mit verschiedenen J, J', m, m', 6, ¢, aber gleichen NSz und ¥ §'Z,
berechnen, wenn die T Komponenten eines Tensors sind, der

in bezug auf die Q; vom Grade ¢, in bezug auf die P vom
Grade p und in bezug auf beide irreduzibel ist:

Qz'T'Qe = S0 (B0 T, (138)

PRI TP, = S0P B TV, (13b)
v
In Wirklichkeit, d. h. in bezug auf die Qz, muR dagegen T nicht
irreduzibel sein, es gehort
07'T°?0; = Qz' PE' T“? P2Qx
= S0 D By T Qe = Z 0V (R 9 (Bpe 7Y
o N .
zu einem direkten Produkt zweier irreduzibler Darstellungen.
Dadie gN°L fir v =~ S, .. ., Sin bezug auf die Qp zu
P® gehoren und Partner voneinander sind, gilt fir sie wegen (13a)
die (9) analoge Gleichung
(ExLSL:T(og) Ey;f’y) = 5v+ o,V Sgs'%tﬁs)SJ;y;A"S'L’w" (14a)
Ahnlich gilt wegen (13 b) und weil die F) " firg=-L,....L
in bezug auf die Pg zu D& gehdren
(ENSETOO BT Y) = Bt o STletWspy; wsrw. (14D)
Durch Vereinigung von (14a) und (14 b) erhdlt man
(Eﬁ‘SL, T(UQ) E‘Ij;:?IL’) - 6v+ ov! 6#+ on sg?g)asfyf;ﬁ)q tNSL.' NSL" (14)
Es ist daher wegen (11)
(q,ﬁsz,.r’ T q,g;s'ym)
= 2 s%usi::—y sflj’l;.:?f)n'-ﬂﬁ m-u+0, m’-y’6y+g,y’ stzs'%-w 3(1{711}:)9 tvsL N L
PP

rQr . S L
== 23.(1'22—4; 3%#‘39) m-u+0 6m+0+9,m'sfs’gt)—yas(lz'ﬁ)etﬁ'sh N'SL (18)
[0
Durch diese Formel kann man im Prinzip das Verhéltnis von Matrix-
elementen (12) mit gleichen NS Z und N S’ immer bestimmen.
Dabei sind, wie auch in (9), dle sf{ﬁ, deren erster unterer
Index groRer as die Summe der beiden oberen Indizes oder kleiner
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als der Absolutwert ihrer Differenz ist (J>> L + S oder J<| L - 8§ |),
gleich Null zu setzen. Dasselbe gilt fur | |> I, fur v | > S oder
lo+v|>J

6. Zunachst mag es einem so scheinen, als ob die durch (13)
definierte Operatorenklasse eine sehr gekiinstelte wére. Bei ndherem
Zusehen zeigt es sich aber, daB fast alle wichtigen Operatoren
Tensorkomponenten oder Summen von Tensorkomponenten der-
artiger Operatoren sind. Vor alem sind die spinfreien Operatoren
den Qp gegenuber alle symmetrische Operatoren, also Skalare, so
daR fur diese (13a) mit ¢ = O gilt. Sie transformieren sich daher
unter der Wirkung der P ebenso wie unter der Wirkung der Qp,
und sind auch in bezug auf die ersteren Skalare, Vektoren usw.,
wenn sie es in Wirklichkeit sind.

Bei spinfreien Operatoren, wie immer, wenn ¢ = 0 gilt, zeigt
(16) unmittelbar == was wir auch schon von friher her wissen -,
daf? die skalaren Produkte (15) verschwinden, wenn S’ == S ist. Ist
auch p =0, d. h. der Operator auch in bezug auf die Pg, also auch
in bezug auf die Qp ein Skalar, so mul auch L' = L sein, und da
auch ¢ = ¢ = 0 gilt (ein Skalar hat nur eine O-Komponente),

kann man die Summation in (15) wegen s = s§0_ =1

mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation der s (28), Kap. XVII,
28.(],,2;?71—-;4 {sfl;?,m_” = 6'1'71 (16)
I

ausfuhren. Man erhdt fur die Matrixelemente eines Operators,
der beiderseits ein Skalar (p = ¢ = 0) ist, daB sie

NSLJ 'y L ’ -
(wn™Y, wh ot J) = 035002075 Omm tnszin s L (17)

erstens fiir J' = J oder m’ 3= m verschwinden und fir J' = J und

m = m von m unabhéngig sind — das ist nur die Regel fir
Operatoren, die den Qg gegeniiber symmetrisch sind —, und zweitens,
dald sie auch von J unabhéngig fir alle Feinstrukturkomponenten
eines Grobstrukturterms gleich sind. Hierzu genuigt es nicht. mehr,
dal T in bezug auf die Or = Pz Qp €in Skalar sei, es muf? sowohl

in bezug auf die P wie auch in bezug auf die Qy ein Skaar
sein, und auch der ,,normale Kopplungsfal” vorliegen.

Ein Operator, der beiderseits ein Skalar ist, ist z. B. der H ami 1.
tonsche Operator H, der einfachen Schrodingerschen Theorie. Es ist
in diesem Fdle

NSLJ NS L NSL
(q’m yHy T ) = EV " 8y w055 022/ 055 O -
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wo EMSL ein Eigenwert der eisfachen Schridingergleichung ist, der . da

diese ja keine Feinstrnkturaufspaltung gibt — fiir alle Feinstrukturkompo-
nenten  gleich ist.

Die Hénl- Kronigschen Intensitétsformeln
Ist T€@ = V@ in bezug auf die Qp en Skaar, in bezug
auf die Py ein Vektor, wie z. B. der Operator des Multiplizierens mit
V%;(yk +iay), ;ﬁ: V—% ; (— o +im),
der fur die Ubergangswahrscheinlichkeiten maBgebend ist, so ist
p =1, ¢ =0, und man kann fitr (16)

)
Vggsum; NS LT
. LS s (L1
= Ogg 6m-H),m'Z SIum—u S ut om—p sL',lllo')NSL; nsp (168)
u
schreiben.  es muR diesmal, damit die Matrixelemente (15a)
nicht verschwinden sollen, ' = Sund I/ = L oder ' ==L + 1

(und J' == J oder J = J+ 1) sein. Dawir die Verhéltnisse der
Matrixelemente

VESLom; vsprm = SimeOmiom Vysps, yspw  (18)
fur verschiedene m, m’, g schon kennen, knnen wir fur diese spe-
zielle Werte einsetzen und nur fur diese speziellen Werte die Ver-
haltnisse fur verschiedene J, J berechnen. Die Formeln fiir die s
werden am einfachsten, wenn wir m =J;m' =J' und g == m' —m
— J —Jeinsetzen. Esistdannz. B.fur L'=L =1, =J+ 1
wegen (27 b), Kap. XVII, und der Tabelle auf S. 208

(L) (LD
SJud-u SL—1a1

(- 1)L—n VL+8-0)! (2 T+ D! ﬁL+p)!(S+J*y)! V(L-u-1)(L-g)
= YT+ L+8+1)1(J+8-L) | (J-S+L)[ ¥ L-w!(S-J+m)! Y2 L2 L+1)
(=R e I 18- -DIR I8 4/ (Lrw)! (S+T—w)!
YU+ L 148+ D) (J+1+8-L+ ) (J+1-S+L-1) | (L-p=2)(S-T+p)!

NL+8—J—1)(L+S—=T)(J+8—L+1)(J+S-L+2)

V (2J+2) (2J+3)2 L (2 L+1)

L—15) (L+5—J—1)(L+S-7J) (J+5-L+1) J+8—L+2)
= SJ+W+1J—#V 2J+2)(2J+3) 2L (2 L+1) '
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und daher erhdlt man fir die Summe (15 a) mit Hilfe von (16)

1)
Visios wsL—17+17+1

— 2 (LS (L1) (L—-18) ,
= ZiSjud = uSL-1p187 410 +17—u UNSL; N'SL—1
p

_ V @Cr5-T—1) (L5 (r8-L ) FT+8-1+3)

- (2J+2)(2J+3)2L (2 L+1y NSL; N'SL=1

und so wegen s§?, ;=1 fir das Vyszs, asz'o in (18)
VNsoo, ¥s1—17+1
_1/@+S=I-D@+S-NT*S-L+D(I+8-L+®) 9
= @I 2+ 2L BL+1) Nsg ¥ s (

Ganz entsprechend kann man die anderen Formeln

VNSLJ: N'SL—1]
_ V(L+S——J) (J+8-L+1) (J-8+L) (J+L+8+1)
= 2T (2J+2)L 2 L+T) NSL NSL-1
VNSLJ; N’SL-1J-1
(J—8+L—1)(J—8+L) (J+L+8) (J+L+8+1)
= V 2JQJ-1)2L 2 L+1) PNSLi N'SL—1
ableiten, wodurch fir L' = L = 1 die miteinander vergleichbaren

Matrixelemente auf eine gemeinsame Grofe vy gy, . 3 § 1 » 1 ZUrlick-
gefuhrt sind. Ahnlich erhalt man fir L' = L

(19)

VNSLJ;N‘SLJ+ 1

(L+8-~-J)(J-8+L+1)(J+S—L+1) (J+L+S+2)U

‘ (27+2) (2 J+3)2 L (L+1) CNSLiN'SL

Vuszrinsrr—

____V(L+S-—J+1) (J=8+L) (J+8-L) (J+L+8+1)

- 2J2J-1)2 L (L+1) NSLi NSt
nur da s, . zum Tell mit dem ersten, zum Tell mit dem

zweiten Faktor in (1 ba) zu vereinigen ist. Nur die Ableitung der

entsprechenden Formel fur L' = L, J' == J mul} etwas anders

geschehen : man muR s in die beiden Teile

@ L - VL”FM
VLZ+D=VIZ + 1) VL @ +1)

(19a)

(L) _,
sto —
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zerlegen. Die Summation (iber das erste Glied laf}t sich in (15a)
mit Hilfe der Orthogonalitatsrelation (16) direkt ausfiihren und gibt

eyspons. LIVI (T + D).
Auch Uber das zweite Glied 1&3t sich die Summation mit Hilfe von

L
s-(fys} B VL—H

CD YT S-NIRITD! 4/ (Tep) T+S—p)]
= Y(J+L+8+ N (J+8-I)! (J-5+L)! ¥ T—p- DT (E-J+p)!

S(L——,s) (L+8—J) (J+S—L+1)

RS WS AT T2Jv2

durch Anwendung der Orthogonalititsrelation (16) ausfiihren. Man
erhdlt so fur (1 Sa)

(1, 8) ) ([1) L (L+S J)(J+S""L+l)
E(SM‘ YT @D - @ VI T D
_J(J+1)+L(L+1)-S§:9+1)

T 2(U+DVLL+ )

und hieraus schliefdlich

J(J+1)+L(L t1)-5(S+1)
OWITT+DVL(L+ D)

Das Verhdltnis der Matrixelemente fir ' — L + 1 erhdt man

entweder in derselben Weise durch direkte Rechnung oder durch
die Bemerkung, da3 wegen des hermiteischen Charakters von Y®©

VNSLJ; N'SLT = UNSL; N'SL* (19 b)

) —_ (0) »
VN'SL*)J’m’;NSLJm — VNSLJm;N'SL—"lJ'm'
diese Verhdtnisse aus den Verhaltnissen (19) zu berechnen sind.
Diese Formeln (19) enthalten die berihmten H¥nl-Kronig-
schen Intensitdtsformeln fir das Verhdltnis der Intensititen der
Feinstrukturkomponenten einer Linie. 'm die gesamte Intensitit
einer Feinstrukturkomponente NS L J —» iV’ S L'J’ zu erhalten,
muR man die Intensitaten | Vi¥szsm; & s1'9'm' [* der einzelnen
Zeemankomponenten Uber alle m, m" und ¢ summieren
:2", S VSpim wspoml - > \VNSLI Nspa S mm—ml?
m

——IVNSLJ,N'SLJI 21"“(2:/ + 1) {Vuszosn s

Die Gesamtintensitdt der Linie J - J ist daher im wesentlichen
durch die VysrJ; av sy y bestimmt.
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Die -Landesche g-Formel

7. Eine andere Anwendung der Formel (19 b) bezieht sich auf
den Zeemaneffekt. Die Wechselwirkung des Magnetfeldes mit dem
Atom gibt zu zwei Zusatzgliedern fur den H amilt o n schen Operator

AnlaR. Das erste Glied ist V=90 § L,, wo =

eh d
4 won e Hnd Mo
die Masse des Elektrons ist. Dieses Glied rihrt von der Wechsel-
wirkung des Magnetfeldes mit den durch die Bewegung der Elek-
tronen erzeugten Strémen her und hatte auch in der einfachen
Theorie (Kap. XVIII) dieselbe Gestalt. Es war [vgl. (7) und (7b),

Kap. XVIII :
) Lo 950 = wySt (20)

einfach die Multiplikation mit der Z-Komponente des Drehimpulses.
Daher ist nach (26) des vorangehenden Kapitels

— NSL p(8) NSL (8 _ 2
LENY = S Ll r = Spelf = pEls,
x L3
so daf vysz; nsL IN diesem Falle, wie der Vergleich mit (14) zeigt,
('3"'1.XzSLv L:;EJZSL) = W = UNSL;NSL

vnspinst =V L@
wird. Es ergibt sich so schliefflich nach (19 b)
JJ+ D +LEL+1) -85S+ D
2YJ(J+1)
Die Matrixelemente von |, sind daher nach (18)
(WIS L, o) = m Jx D + 112(5(;;-) 1)3 S+ (21
Das zweite Glied V im magnetischen Zusatzoperator fiir den
Harn il ton schen Operator rihrt von der Wechselwirkung des
Magnetfeldes mit den magnetischen Momenten der Elektronen her:
es ist gleich dem skalaren Produkt ges magnetischen Momentes
mit der Feldstérke, also (y =€ hj4 x m, C)

n (Sa; 'ba: + Sy ‘@y +s. ‘@x) (22)
bzw. bei mehreren Elektronen gleich der entsprechenden Summe von
Gliedern (22). Hat das Magnetfeld die Z-Richtung, so.ist V= 7 §S,,
wobei §, die Z-Komponente des Gesamtspins, das Multiplizieren mit

8, S .. Sn (22a)

e
VZ@+D)

Vyszr, nsny = . (20a)
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bedeutet, weil s, nach (21), Kap. XX, das Multiplizieren mit g jgt.
Es war

1 0
LY =~ 57 Plao®  (fiir ¢ = 0), (23a)

und #hnlich soll gezeigt werden, da

1 9
- %—Q(aoo)w (ir o« = 0) (23b)

¢

1
Eszq"—

gilt. Der Faktor !/, in (28 b) rihrt daher, daf der Spin nur einen
Drehimpuls h/4 m hat. B ist wegen 92 (ot 00})_;_ ol _— “g%‘"‘
nach der Definitionsgleichung von Qp (6 b), Kap. XX

Q{aoo)?(- vy Tus Yky £y Spy -+ 0)
= DD ({2 00) W B Yy By by - )
1

i, 1
s g =t 3% 3%

1, 1
Si8 =iy + e g)a
froay E .-.Bektken k ...W(.,.,xk,yk,zk,tk,...):eﬂ'(l + w,
bty

und hieraus folgt unmittelbar (23 b).
Es gilt daher auch

(&0 38, EL) = (228)

Nun ist §, in bezug auf die Py ein Skalar und in bezug auf

die Qp ein Vektor, wéhrend L, in bezug auf die Pz ein Vektor
und in bezug auf die Qz ein Skalar war. Bei der Berechnung der
Ausdricke (WY 527, g, w517) aus den Gréfien (22b) muB daher

die Rolle von I und S vertauscht werden, und man erhilt an Stelle
von (21)

NSLJ NSLJ
(?pm ’%Szzp'm ):m

JI+1)+ 88+ 1) = L(L+1)

— 2J@+ T T @4
Die Matrixelemente des ganzen magnetischen Zusatzoperators
V+ V= q&j[_ﬁﬂgs,lassensich aus (2 1) und (‘ 24) berechnen.

Die Verschiebung der Zeemankomponente mit der magnetischen
Quantenzahl m ergibt sich zu

ehd B3JJ+D+SE+H—-LEA+
Tampe 2 0+ 1) —- (26)

Dies ist die bekannte T, an d ¢ sche g - Formel.  Sie besagt, dab
wegen der doppelten Gréfie des mit dem Spin verbundenen magne-

AE!ll:-
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tischen Moments die verschiedenen Terme im Magnetfeld verschieden
aufspalten.  Man erhiilt die richtige Aufspaltung, wenn man die
Aufspaltung & m des normalen Zeemaneffekts mit

y=1 IO DB+ L@+
2J( + 1)
multipliziert.

Die Ableitung der Formeln (19) und anderer analoger Formeln
kann oft einfacher, als es im Text geschah, von der Bemerkung
ausgehend erfolgen, dald die zu berechnenden Verhéltnisse von
Matrixelementen nach (15) vom speziellen mechanischen Problem wie
auch von der Gestalt der Operatoren T%9 unabhéngig sind und
nur von ihren Transformationseigenschaften abhéngen. In der Tat
sind die zu berechnenden Verhaltnisse lediglich aus den 5§ usw.
zusammengesetzte Ausdriicke. Die s sind aber reine, t (27),
Kap. XVII, gegebene Zahlen, so dal3 diese Verhéltnisse fur alle
Operatoren mit gleichen Transformationseigenschaften dieselben sind,
Man kann sie fiir irgendeinen Tensor der verlangten Transformations-
eigenschaft (13) berechnen und das Resultat auf alle Tensoren mit
gleichem p und ¢ Ubertragen.

(23a)

Die intervallrege

8. Als ein Beispiel hierzu sei noch die Lan d é sche Intervall-
regel abgeleitet, d. h. das Verhdltnis der Termverschiebungen

(qf,{SLJ, H]‘qfﬁSLJ) — AE}VSL )

der verschiedenen Feinstrukturkomponenten desselben Grobstruktur-
terms berechnet, wo H, der durch die magnetischen Momente der
Elektronen bedingte Zusatzoperator zum einfachen Schrsdinger-
schen Energieoperator ist.

Der Zusatzoperator H1 bestent aus zwei Teilen. Der erste
Teil tragt der Wechselwirkung der magnetischen Momente der
Elektronen mit den durch ihre Bewegung erzeugten Stromen, der
zweite Teil der Wechselwirkung der magnetischen Momente unter-
einander  Rechnung.

Der erste und fast immer wesentlichere Teil besteht aus einer
Summe von n Ausdriicken B = By + By + - - . + By, Wo By der
Wechselwirkung des magnetischen Moments des f-ten Elektrons
mit den Stromen entspricht ; B, wirkt, abgesehen von den Car t ésj-
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schen Koordinaten, nur auf die Spinkoordinate des k-tem Elek-
tronsein 1y:

Bx = Sk Via + Sky ka ~+ Sk2Via (26)
WO die Vi @ Vi y: Vi: spinireie Operatoren sind. Da B, in bezug
auf die Qp ein Skalar sein muB, und iy, sy, s5, die Kompo-

nenten eines V ektoroperators sind, muf3 dies auch fur V,, .., Vi, Vi s
gelten.

An Stelle der Verhaltnisse der Matrixelemente von B

(q‘.}:su, ngsu): (qf,f‘,'s“', B‘F,‘Z’S“'),

die wir zu berechnen haben, kénnen wir auch diese Verhaltnisse
fiir €in B, berechnen, diese Verhdltnisse sind ja fir alle k gleich.
Weiter sind Ske Ve Sky Viy, Skz Vi die zg, yy, #e-Kompo-
nenten €Nes Tensors, der (13) erfullt und ein beiderseitiger Vektor
(p=¢q = 1) ist. Die Ausdriicke

(B2, s Viea®a *H)5 (B2, 1y Vi 20
(a8 Vi Wa ™) 27)

stehen daher sowohl untereinander, wie auch mit den entsprechenden
Ausdriicken, in denen J' an Stelle von J steht, in einem konstanten,
fir alle gleichgearteten Tensoren gemeinsamen Verhaltnis. Dasselbe
gilt von der Summe der drei Ausdriicke in (27), so dal3 es geniigt,
das Verhédltnis der Matrixelemente

(ng SLJ, (T(’ z) + T(y )] + Te z)) 2If';’:’SL J) (28)

fur verschiedene J zu berechnen, wenn T ein beliebiger beider-
Seitiger Vektoroperator ist. Diesen Operator werden wir natirlich

so wahlen, da3 die Berechnung von (28) mdglichst leicht aus-
zuftihren ist. Es sei

Te® = Lo Sq; TV = LSy Te) = L,S,; . - . (29)

1) Jeder Operator, der nur auf die k-te Spinkoordinate einwirkt, 148t
sichin d%r Gestalt § + 85 4 Vi + % # Viey + 84, Vi, schreiben, wo
Sy Voo ' * ¥ Vg, Spinfreie Operatoren sind. In (26) fehlt das Glied 8,
das aber in B, €N beiderseitiger Skalar sein mifte und nach (17) mar

eine fur alle Feinstrukturkomponenten gleiche Verschiebung und keine Auf-
spaltung geben wirde.
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Zunachst ist

d d d
'5;0{«:00} = Q(z00) Ja Pzooy + Plaoo) a‘;Q{aoo) i (30)

und Fir o = O ergibt das nach (23 a), (23 b):

L, + ‘;"Sz = ;1- %O(aoo) (fir ¢ = 0). (30a)
Hieraus folgt dann, da Q(,q9p ¥ == €™y it
" Ls + 5S)%¥p = m¥, (31)
L, + §8)' %, =m W, (31a)
woraus man

J
(@A L+ s rEt)
- J

J
JWJ+ DT +1

m= - J 3

gewinnt. Man kann hierin auch % und y fir ¢ einsetzen, da nach

der Summation Uber s keine Achse mehr ausgezeichnet ist. Ist

némlich O €ine Drehung, die Z in X Uberfuhrt, so ist (32) gleich

> (0p- a5, Or-1 (L. + £ S.* Oz. Op-1 ’F,,IYSLJ)

m

= > SODEB Y DD (B Ve (T, (Lot Sa) T )

m meN
= 3w (B L+ SP R
=3 (WY, (Ly 418, BYSLY),
Daher wird

%(’P‘gsﬂ' [(L“”+%sw)2+(L,,+%S,)’+(L,+%S,)2] qrﬂl:rsw)
= J(J+1)(23t 1). (33)

Da nun (L. + ';‘ Sw)2 + (Ly + % S'y)2 + (Lz + ’;‘ Sz)sl ein Skalar,
d. b. enin bezug auf die Qp symmetrischer Operator ist, sind die
2 J + 1 Glieder der Summe links in (33) alle gleich

(FR™, [(Le #3180t (Lyt 180)°t (L, +1S)wL5)
= J(J+ 1). (33a)
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Ebenso zeigt man, dafd wegen

wmNSL NS
L. v = ME‘,‘“’ L (34)

(ECh LG+ LEMNY =@ty @)
und nach (17) und (14) auch
(@, (Le + Ly + L)) ?P',ﬁlsr“') = L(L*1), (35a)

gilt, da L, + Ly + L* eln beiderseitiger Skalar ist. Entsprechend
folgt aus

auch

1 0 .
NSL - ~NSL .
18BN = 755 Queon B = vl @ - 0), (36)

(T 1S, t 1S +i8H W) =g (S+1).(36a)
Durch Abziehen von (35a) und (3&)aus (38 a) ergibt sich schlieRlich

(W5, (LeSe + Ly Sy + L. SZ) w51
=JJ+1)—L@Z+ 1)- $(S+ 1). (37)
Nach dem Vorangehenden stehen auch die Verschiebungen

AEY5L der Feinstrukturkomponenten desselben Grobstrukturterms
in dem durch (37) angegebenen Verhdtnis:

AEYSE = ey JU+ D —L(L + 1)—S(S+ ) (378)
Die Differenzen der Termverschiebungen zweier aufeinanderfol gender
Feinstrukturkomponenten

AEYSY — 4ETY = 26y (V4 1) (37 b)

verhalten sich demnach so wie die gréseren der entsprechenden
Gesamtquantenzahlen. Das ist die Landésche Intervallregel,

Die Landesche Intervallregel kann nur im normalen Kopp
lungsfall Gliltigkeit beanspruchen, d. h. wenn die Feinstruktur-
aufspaltung klein ist im Verhdtnis zu den Absténden der Grob-
strukturterme voneinander.  Sie enthdlt zudem noch die Annahme,
da’ man die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Spins
untereinander vernachldssigen kann, eine Annahme, die — wie
Heisenberg gezeigt hat!) — bei den ganz leichten Elementen,
insbesondere bei He, versagt. Die Intervallregel gilt daher am
besten bei Elementen mittlerer Ordnungszahl.

1) vgl. Zeitschr. f. Phys, 39, 499, 1926.
Wigner, Gruppentheorie 20
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Die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Spins
besteht ihrerseits aus zwei Teilen. Der erste Teil ist ein beider-
Seitiger Skalar, er beeinfluf®t daher die Feinstruktur gar nicht. Der
zweite Teil gehort beiderseits zu @, Man erhdt im ganzen eine
Termverschiebung, die, abgesehen von einem von J unabhéngigen
Glied, zu [J(J +1) — L (L + 1) = S (S + 1)}* proportional ist’).
Das Verhdtnis der Proportionalitétskonstante dieses Gliedes zu ey g5,
158t sich aus allgemeinen Uberlegungen nicht mehr bestimmen, so
da’ man, wenn man die Wirkung dieses Gliedes nicht vernachl&assigen
will, auf eine zweikonstantige Formel angewiesen ist.

XXIV. Das Aufbauprinzip

1. Das Aufbauprinzip soll eine Abschitzung der Lage der
Energieniveaus der Atome ermdglichen. Durch ihre Auswahlregeln,
Aufspaltungsbilder usw. kann man zwar die Charakteristika der
einzdnen Terme, wie z. B. die Azimutaquantenzahl, im Prinzip
bestimmen, doch ist auch hierbei eine Abschdtzung der Termwerte,
d. h. der Stellen, wo man einen Term vorgegebener Art zu suchen
hat, von grolRer Bedeutung.

Die eigentliche Bedeutung des Aufbauprinzips liegt aber nicht
in seiner Verwendbarkeit bei der Analyse verwickelter Spektren,
sondern in der Tatsache, da3 die Lage der Energieniveaus die
wichtigsten physikalischen und chemischen Eigenschaften des Atoms
bestimmt. So z. B. beruht der stark elektropositive Charakter der
Alkalien auf i hrer Fahigkeit, unter verhatnismai3ig geringer Energie-
aufnahme ein Elektron abspalten zu konnen, also darauf, dai der
Grundzustand nicht sehr tief unter dem tiefsten ionisierten Zustand
liegt. Umgekehrt erklért sich die Reaktionstrégheit der Edelgase
durch die besonders hohe Lage der angeregten und ionisierten Zu-
stinde Uber dem Kormalzustand. Der Ausgangspunkt fur diese, die
moderne Physik geradezu beherrschenden Gedankengénge — deren
Wiedergabe leider auf3erhalb des Rahmens dieses Buches liegt - war
N. Boh rs Erklarung der Grundzige des periodischen Systems der
Elemente. Die wichtigsten Schritte bei der Aufdeckung des Aufbau-
prinzips. waren u. a die Landé . Sommerfeldsche Entdeckung

1y Der Beweis soll dem Leser iiberlassen werden.
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des Vektormodells, die Russell-Saundersche Formulierung des
normalen Kopplungsfalles, und das Paulische Verbot #quivalenter
Bahnen. Die endglltige Fassung des Aufbauprinzips verdanken
wir den Untersuchungen von F. Hund.

Bei der Abschétzung der Lage der Energieniveaus, der Eigen-
werte der Schrédingergleichung

h? ¢ 0 Ze? )

Sl e A LA 2%“’”"“" )
geht man zunéchst von einer vereinfachten Glei chung aus

Hod’ = (H1+ Hg"l""' t Hn)w =

hﬂ u 02 02 02
H = —g_ﬂ_t—’—mb?f T dyk T dz
(Z ist die Kernladungszahl) in der die Wechselwirkungsenergie der
Elektronen

/e‘J

"k

(1a)

W= (1b)
k=2i=1"ik
zunéchst vernachléssigt ist und sucht diese dann durch ein Stérungs-
verfahren zu berlicksichtigen (vgl. Kap. XVII).

Dieses Vorgehen ist nur dann berechtigt, wenn die vom Kern
herrihrende potentielle Energie der Wechselwirkungsenergie W
gegeniber grolRist. Am besten ist diese Voraussetzung bei hoher
Kernladungszahl Z und kleiner Elektronenzahl, also bei stark ioni-
sierten Atomen, erfillt. Das Néherungsverfahren, das hier verwendet
wird, unterscheidet sich also ganz wesentlich von den bisher be-
nutzten Naherungsverfahren : e€s bat nichts mit der Kleinheit der
Feinstrukturkonstante

5 2
@ = 2B 795 103
he

zu tun, die fiir die Berechtigung der bisher gemachten Vernach-
lassigurigen maRgebend war. In die Eigenwerte von (1) gehen die
Naturkonstanten e, h, m, schon aus Dimensionsgriinden nur in der

Kombination
met
47t -h'.‘r (*)
ein [c kommt in (1) gar nicht vor], und so &3t sich sowohl aus den
Eigenwerten von (la) wie auch aus jedem weiteren Naherungswert
20*
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des Storungsverfahrens der Faktor (¥) herausziehen. Es handelt
sichasoni ¢ htum eine Potenzreihenentwicklung der Energie nach

der Feinstrukturkonstante. Die Voraussetzung dafir, daf3 (1 @) eine
gute Naherung geben soll, ist sogar gewissermallen entgegengesetzt
der Voraussetzung, die fur die Gite der Naherung mal3gebend war,
die bel der Feinstrukturaufspaltung verwendet wurde. Die Naherung
ist hier um so besser, je weniger die Stérung W ausmacht, je ndher

im Endresultat jene Eigenwerte von (1) liegen, die aus demselben
Eigenwert von (1 a) durch die Stérung entstanden sind. Bei der
Peinstrukturaufspaltung ist die Néherung dagegen um so besser, je
weiter im dortigen Ausgangsproblem (1) die Eigenwerte von-
einander liegen.

Ein Umstand, der der Termberechnung mit Hilfe des Aufbau-
prinzips sehr zustatten kommt, ist der, daf3 man einem grofen Teil
der Elektronenwechselwirkung durch eine Modifizierung des Kern-
Potentials Rechnung tragen kann.  Wenn z. B. in einem Li-Atom
zwel sogenannte K-Elektronen (N = 1) und ein héher angeregtes
Elektron vorhanden sind, wird das letztere fast im Laufe seiner
ganzen Bewegung unter der Wirkung eines Kernpotentials 1 efr
stehen, weil das vom Kern eigentlich herriihrende Potential 3 e/r
durch die beiden K-Elektronen, die fast sicher in der Nahe des Kerns
sind, zu %, ,abgeschirmt“ wird. Man wird also an Stelle des
Coulombschen Potentials— Z¢*/r in (1 &) — besser ein anderes,
modifiziertes Potential setzen. Dabei mul natirlich auch (1 b) ent-
sprechend veréndert werden, damit es zusammen mit (1 a) wieder (1)
ergibt. Die Theorie der Abschirmung wurde in erster Linie von
Hart ree in die Quantenmechanik eingebaut, sie gibt oft Uber-
raschend gute Werte fir die Terme und andere atomare Eigen-
schaften *).

Die nun folgende Ableitung des Aufbauprinzipes rihrt von
Slater®) her. Obwohl weder das ungestorte Problem (1 a), noch die
Storung (1 bj die Spinkoordinaten irgendwie enthélt, fihrt Sl at er
— im Gegensatz zu alen anderen Entwicklungen des Aufbau-
prinzips == die Spinkoordinate von vornherein ein. Durch diese
scheinbare Komplikation erhdlt man in Wirklichkeit eine sehr grof3e

1) D. R. Hartree: Proc. Cambr. Phii. Soc. 24, 89, 1928; vgl. auch
J. C. Slater, Phys. Rev. 86, 210, 1930; V. Fock, Zeitschr. f. Phys. 61,
126, 1930.

2) J. C. Slater: Phys. Rev. 84, 1293, 1929.
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Vereinfachung, weil man sich s von vornherein auf die antisymme-
trischen Eigenfunktionen beschrinken kann. Man erhdlt so as
Eigenfunktionen nicht die spinfreien Eigenfunktionen wf,{‘, die in
bezug auf Vertauschung der Cartesischen Koordinaten der Elek-
tronen zu einer bestimmten Zeile einer Darstellung A der
symmetrischen Gruppe gehdren, sondern direkt die im XXII. Kapitel
abgeleiteten ,‘5’,5,,1‘, die auch die Spinkoordinaten als Variable ent-
halten und die in bezug auf Vertausghung aller Koordinaten der

Elektronen antisymmetrisch sind. Das Multiplettsystem der Sk

aufert sich bei den Drehungen Q der Spinkoordinaten : &%, gehort
in bezug auf die Qg zur v-Zeile von 9©,

2. Die Eigenfunktionen (vgl. Kap. XVII, 2) der Operatoren H,
seien alle durchnumeriert

He y (e 9 &) = Ey o (2, Yk 2h (2)
die ,Bahn“d bedeutet dann die Zusammenfassung der Hauptquanten-
zahl N, der Azimutalquantenzahl | und der magnetischen Quanten-
zahl u. Es'wird dabei angenommen, da3 die zuféllige Entartung,
das Zusammenfallen der Eigenwerte mit gleichen N, aber ver-
schiedenen 7, die bei dem Wasserstoffatom im rein Coulombschen
Zentralfeld auftritt, durch die Abschirmungskrafte aufgehoben wird.
Dann liegen die Terme mit verschiedenen 1 auch bei gleichem N ge-
trennt, und zwar lehrt die detailliertere Theorie, wie auch die
Erfahrung, dal bei gleichem N die Terme mit kleineren | tiefer,
mit grofleren [ hoher liegen, Da sich die H,, H,, ..., H, nur da-
durch unterscheiden, dal? sie auf verschiedene Variable einwirken,
sind die Eigenwerte aller H, dieselben Zahlen, und auch ihre
Eigenfunktionen sind dieselben Funktionen, nur jeweils anderer
Variablen.

Durch Einfuhrung der Spinkoordinate s, entstehen je zwei
Eigenfunktionen

Voo @ litise) = U @) 050 (6 == £ 1) (8)
aus jeder Eigenfunktion 4, (z, %, #;). Die Eigenfunktionen von He
sind dann als Funktionen aller Koordinaten &, 4,2, s, - - - £, ¥n<n Sy
die Produkte
d’blol babg ... b,non

=0 (xl Y14, 31) wbz 0y (xz Yy %4 52) e %n Oy (&n Yn 2 80) (D)
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der Eigenfunktionen der H,. Je zwei Eigenfunktionen 9,0, .. . by,
und L A sind orthogonal, wenn sie Uberhaupt verschieden
sind: ist b; &= b;, so verschwindet ihr skalares Produkt schon bei
der Integration Uber m;, y;; #;, ist 6; & 6;, SO verschwindet es bei
der Summation Uber s; Die Eigenfunktionen (4) gehtren bei allen
2m Wertesystemen der ¢,, 6y, - . , , 6, zZum Eigenwert

E=E, E, . . B, (4a)

AuRerdem gehdren wegen der Invarianz des Hamiltonoperators gegen-
tiber den Vertauschungen Qp der Elektronen noch alle jene Eigen-
funktionen zum Eigenwert (4a), die aus den ¥, .. durch
Anwendung der Operatoren Qp hervorgehen :

OwaI(’l .o bn(Tn(lli 2'7 ) n’) = 11’0101 (1) R d)bnﬂn(n)’ (5)

by O

wo P die Permutation (1 2, L "

12 5:m
riablen @, yy £, 8, steht.  Durch Umordnung der Faktoren geht die
rechte Seite von (5) in 9, 4, (L) - . . llfb,,:a,,r(”') tber. Wenn man
dann noch fur 1', 2, . . ., #" wieder 1, 2, . . ., n einsetzt, erhdlt man

oPd’btal... bna”(l, 2, ..y n) = wb,:alr...bna(rﬂ:(lﬁ 2,...,n). (Ba)

,) ist und k an Stelle der vier Va

Der Eigenwert von (Ba)
‘Ebll + -Eb21 + e Ebnl

ist ja identisch mit dem Eigenwert (4a).
Man kann jene Eigenfunktionen des Eigenwerts (4a), die durch
Vertauschung der Elektronen auseinander hervorgehen,

beal...bnvan: OPL 'Pbl 01 . by Oy on d’bl Oy . byoyt o (6)

zusammenfassen.  Wir nennen ihre Gesamtheit eine ‘Konfiguration.
Eine Konfiguration ist dann durch # Symbole (b, 65)

(b1 61) (bs 62) v (bn Gn) = (Nl Il #q 61) (N2 ’n Uq 6:) e (Nn In [ Gn) (T)

ohne Ruicksicht auf die Reihenfolge derselben charakterisiert.
Es ist ja klar, dal3 man, von der Eigenfunktion (5a) ausgehend, in
der schon eine Vertauschung ausgefihrt ist, genau dieselben Eigen-
funktionen durch Vertauschung der Variablen erhalten kann, die
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man aus Py, o, , . . b,0,3uf diese W ei se erhalt. Man kann daber

im Symbol (f) fiir die Konfiguration irgendeineé Rejhenfolge der b
vorschreiben, z. B. die, die durch

N = Nigys
Ii§]i+1fur Ni:Nt+l; } (7)

; Wi <efiyq fir Ny = N, und ’4=li+1J
un

OGS G Bir Ny = Noy oy, i =1,y = iy (72)

gegeben ist. Jede Eigenfunktion gehsrt in €ne ypd NUr gjne Kon-
figuration, uud Eigenfunktionen verschiedener Konfieurationen Sind
zueinander orthogonal, weil ale voneinander verschiedenen Funk-
tionen der Gestalt (4) orthogonal sind.

Wenn man auf die Funktionen einer Konfiguration einen
Operator Qp anwendet, kann man die entstandenen Funktionen
durch die unveranderten Funktionen der Konfiguration linear aus-
driicken: sie sind ja noch immer Funktionen der Konfiguration.
Zu den Funktionen (6) gehort daher eine Darstellung der Gruppe
der Qp, der symmetrischen Gruppe n-ten Grades. Mit Hilfe der
Matrix, die diese Darstellung ausreduziert, kann man aus den Funk-
tionen (6) solche Linearkombinationen bilden, die zu irreduziblen
Darstellungen der Gruppe der Qp gehoren, Umgekehrt kann mau
mit Hilfe dieser , irreduziblen ¢ Funktionen die Funktionen (6)
ansdriicken, sie erscheinen dann zerlegt in lauter Funktionen, die
zn irreduziblen Darstellungen gehdren.  Wir kdnnen daher an Stelle
der Funktionen (6) ihre irreduziblen Bestandteile, die Linearkombi-
nationen von ihnen sind, benutzen. Wegen des Pauliprinzips
brauchen wir von diesen irreduziblen Linearkombiuationen nur die
antisymmetrischen, d.h. die antisymmetrischen Bestandteile der
Opx Voo . by oy die sich nach (6), Kapitel X1, zu

>ep0pO0p, 5,0, ... 0,0, = % epOpp, Yoy 0, ... by0, 3
P

berechnen, wo ¢, fUr gerade Permutationen gleich + 1, fur un-
gerade Permutationen gleich -- 1 ist.

Zunéchst ist es nun allgemein wahr, dal} die antisymmetrischen
Bestandteils (8) aller Funktionen derselben Konfiguration bis auf
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das Vorzeichen identisch sind: fur P, —= E ist ja (8) nichts anderes
als die Determinante )

wblol(l) 'Pblol(z) LI wbldl(’n)
v;‘]‘ . xb‘t}l . bnan — wbg.az(l) wbgaz(z) e wbz' 2(”) (8&)

%; a”(l) wb; an(g) ce 'pb,:on ("’)

und Op, ¥b,0,...0,0, UNterscheidet sich von wyq, ., . b,0, NUI
dadurch, dal3 die Variablen vertauscht sind, so dald sich auch die
entsprechende antisymmetrische Linearkombination nur darin von
(8 a) unterscheidet, daf3 die Funktionen der Variablen a, %, #, s, nicht
in der k-ten, sondern in einer anderen Spalte stehen. Das kann aber
durch Umordnung der Spalten, was hochstens eine Vorzeichen-
anderung bedeutet, ausgeglichen werden.

Es folgt nun umgekehrt, dal3 man aus den Funktionen (6) nur
die eine antisymmetrische Linearkombination (8a) bilden kann: ist
F antisymmetrisch, so folgt durch Gleichsetzen der antisymmetrischen
Bestandteile der beiden Gleichungsseiten von

F=2cpOp W0 ..0,0,
7

dal3 es bis auf eine Konstante gleich gy, ¢, - - - 5,6, IS, Weil der
antisymmetrische Bestandteil aller Glieder auf der rechten Seite
Xbroy... 0,0, ist.

Man kann aso aus den Funktionen einer Konfiguration
hochstens eine antisymmetrische Linearkombination bilden, und
man kann nicht einmal eine bilden, wenn in dem zugrunde ge-
legten System der ¢ fur irgendein Paar 4, k, fir das b, — by
(dh. Ny = Ny; l; = &; ws == w) Qilt, auch ¢; == @ ist. ~ Dann
sind namlich zwei Zeilen der Determinante (8a) gleich und sie
verschwindet.

Es geben also jene Konfigurationen, in denen flr
kein Paar 4, k gleichzeitig b, = b; 6; = & ist, genau
einen im Sinne des Pauliprinzips erlaubten Zustand, die
anderen Uberhaupt keinen. Dies ist die urspringliche
Formulierung des P a u 1 i schen Aquivalenzprinzips, das vor der
Quantenmechanik nur fur den hier als erste Naherung zugrunde

1) Der Faktor ! wird hinzugefiigt, damit Xo, oy . normiert  bleibe.

bpop
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gelegten Grenzfall formuliert werden konnte, da3 die Wechsel-
wirkung der Elektronen vernachléssigt und jedem Elektron eine
,Bahn ¥ zugeschrieben werden kann. In der Quantenmechanik ist
das Pauliprinzip in seiner urspriinglichen Gestalt ein Speziafall
der algemeinen, fur alle Systeme bei beliebiger Wechselwirkung
gultigen Forderung der Antisymmetrie der Wellenfunktionen 1),

Insbesondere folgt hieraus, daf3 jene Kombinationend, b, . . . by,
in denen drei Bahnen b, = b; = b, identisch sind, tUberhaupt zu
keiner  erlaubten* Konfiguration Anlald geben. In einer erlaubten
Konfiguration mikte dann namlich @; = ¢;; 6; F 6, und 6; 3= 6
gein, was — dadie ¢ nur zwei Werte — 1 und + | haben kOnnen -
nicht méglich ist. Eine Bahn darf hdchstens zweimal be-
setzt sein.

3. Jetzt waren wir in der Lage, die Anzahl der erlaubten Zu-
stande zu bestimmen, deren Energie bei verschwindender Wechsel-
wirkung der Elektronen (4a) ist. Wenn die Eigenwerte Ey, der H,
als Funktionen der z; y; #, allein betrachtet alle einfach wiren, so
miiBte man nur die erlaubten unter den 2» Konfigurationen abzihlen,
die durch die verschiedenen Wertesysteme der 6 gegeben sind. Ge
héren zu einigen Eigenwerten E, mehrere Eigenfunktionen, so muf3
man mit jeder moglichen Kombination der b, deren Energiesumme
Ey, + Eyp, + 1+ B = E ist, diese Abzahlung ausfuhren?).

Nun interessieren wir uns aber nicht nur fur die Zah 1
der Zustande, die aus den Zustanden mit der Energie (4a) be der
Wechselwirkung der Elektronen entstehen, sondern auch fir ihre
Art, d. h. far ihr Multiplettsystem und, wenn — wie bei den
Atomen, die uns in erster Linie interessieren «- die Drehsymmetrie
nicht gestért ist, auch fir die azimutalen Quantenzahlen. Ihre Be-
stimmung geschieht wieder durch die Betrachtung der Symmetrie-
verhiiltnisse.

1) Diese Bemerkung, die geschichtlich der Ausgangspunkt der gruppen-
theoretischen Behandlung der Spektraltheorie war, verdankt man W. Heisen-
berg und P. A. M. Dirac.

’) Gewshnlich wird angenommen, daR nur solche Kombinationen der }
gleiche  Energiesumme

By, +Eb2+"'+Ebn,=Eb'+Ebé+"'+Ebln (4)

get_Jen, in denen schon die einzelnen Energien [auf der linken und rechten
Seite von ()] paarweise gleich sind.
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Es wird im folgenden — auRer der Symmetrie in bezug auf
Vertauschungen der Elektronen — nur noch die Symmetrie in bezug
auf Drehungen Qp und Py der Spinkoordinaten und der Cart esi .
schen Koordinaten ausgenutzt. Die Drehung der Cartesischen
Koordinaten ist nur im kugelsymmetrischen Fall moglich, die der
Spinkoordinaten dagegen immer, weil weder das Ausgangsproblem
(1 &) noch die Stérung (1 b) die Spinkoordinaten enthalten und das
ganze Problem demnach ganz unabhéngig von der Kugelsymmetrie
sogar in bezug auf jeden Operator invariant ist, der nur auf die Spin-
koordinaten einwirkt. Doch kann man sich auf die Drehungen Q.
beschrinken, weil schon diese gentigen, um das Multiplettsystem
der einzelnen gestérten Terme zu bestimmen. Die ganze Sym-
metrie, die betrachtet werden soll, ist das direkte Produkt der Qp
mit den Qp und — im isotropen Fal — noch mit den Ppg.

4. Betrachten wir zuerst den anisotropen Fall. Wendet man
auf die antisymmetrischen Linearkombinationen yy, ¢, 5, a5 - - - b 0n eines
ungestorten Terms E den Operator Qp an, so entsteht wieder eine
antisymmetrische Eigenfunktion zu demselben Eigenwert, die man
daher durch die unverdnderten antisymmetrischen Linearkombi-
nationen ausdriicken kann. Die Koeffizienten bilden eine Darstellung
der Drehgruppe und die Zahl Ag, die angibt, wie oft in dieser Dar-
stellung die irreduzible $® enthalten ist, gibt gleichzeitig die Zahl
der antisymmetrischen, in bezug auf die Q zu D® gehdrenden Terme
an, dieaus E - E + Ep,. ...+ E, durch die Storung ent-
stehen. Die irreduziblen Bestandteile einer Darstellung der Dreh-
gruppe kann man aber schon bestimmen, wenn man die Matrizen
kennt, die Drehungen um Z entsprechen: kommt in diesen Matrizen
die Darstellung (e?™ ¢) der zweidimensionalen Drehgruppe @,,-mal
Vor, so ist in der ganzen Darstellung die irreduzible Darstellung
genau dg = ag — ag 4+ ,-ma enthalten (vgl. Kap. XV, 1).

Ist aber E eine reine Drehung um Z mit @, so bedeutet
Qr fir jede Funktion der Konfiguration (6) — wie wir schon
ofters nachgerechnet haben — lediglich eine Multiplikation mit

1
e7*@ U o9 und dies gilt dann auch fiir die antisymmetrische

Linearkorn bination g5 o, . . . by, 1 SO daB diese zur Darstellung der
Drehungen um Z mitm =— % (6,+ ...+ d,) gehort. Hat der Eigen-
wert E im ganzen g,, erlaubte Konfigurationen mit der Summe
6,+6,+ -+ 6, = 2m, so entstehen aus ihm bei der Stérung
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g — ag 4 1 in bezug auf Drehungen der Spinkoordinaten zu
gehorende Terme.

Da sich diese Betrachtung zunéchst auf den anisotropen Fall bezieht
sei bier ein Beispiel betrachtet, bei dem die Eigenwerte E, der H, dle
einfach sind. Hat man etwa vier Elektronen in einer doppelt besetzten und
zwei einfach besetzten Bahnen

by = by F by F b by F by,

so geben folgende Kombinationen der ¢ je eine antisymmetrische Eigen-
funktion 1),

Tabelle 1
gy [} 73 [ %(al + ot 0y + 0)
—1 +1 -1 -1 -1
- 1 +1 +1 tl 8
-1 +1 +1 +1 | +1
Esist also
g =2 =1, gg=a3 =+ =0,

es entsteht g, — a3 = 1 Term mit der Darstellung DY und a0 — &
= 1 Term mit der Darstellung D®.

Einen Term, zu dem 2 S + 1 in bezug auf die Qg zu ¥ ge-
horende antisymmetrische Eigenfunktionen gehéren, hat das Multi-
plettsystem S. Wenn man die Spinwechselwirkung einfiihrt, spaltet
er namlich im allgemeinen (im anisotropen Fale!) in 2.5 + 1 Fein-
strukturkomponenten auf. Man kann aber auch leicht verifizieren,
daR diese Definition des Multiplettsystems mit der friher benutzten
abereinstimmt. Nach Kap. XXII gehort jede Funktion der 8,
die in bezug auf die Qz zu D gehdrt, in bezug auf die Qp
21 A®* und jede antisymmetrische Funktion F, die in bezug auf
die Qp zu 4®* gehort,

S S AP Qe F = ;%' F ®
P 4 K

Y Da b, = by ist, kann nach (7a) bei der Abzshlung der Kon-
figurationen o, = ¢, angenommen werden, o, = ¢, ist aber nach dem
Pauliprinzip verboten, so dal? nur o, < g, Ubrighbleibt.
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gehdrt in bezug auf die P, zu 4%, und dies war die Definition
des Multiplettsystems. Das letztere folgt aus (9) mit Hilfe der

Antisymmetrie Qp F = ¢p F und Qp = P»-1 Qp
; ; A® (P)ix Pp-1 OP F === SP“ Z AW (P- Y, Ppo1 & F
=2 Ex] A9 (P-yPpaF,  (93)

weil gp = gp-1 und A ypitir ist.
Dierichtigen Linearkombinationen ,der gy, - - - by On gehen bei

Einfithrung der Stérung W direkt in die Funktionen &3 des

Kap. XXII ither, die wir dort aus den fertigen spinfreien Eigen-
funktionen der Schrodingergleichung (1) gebildet haben.

Die Bedeutung der S la terschen Yethode liegt darin, da® man mit ihrer
Hilfe die Betrachtung der Symmetrie der Schrodingergleichung (1)
gegeniiber Vertauschungen der Cartesischen Koordinaten allein
ganzlich vermeiden bzw. sie durch Betrachtung der Invarianz gegeniiber
Drehungen Q g der Spinkoordinaten ersetzen kann.  So kénnte man z. B. das
Interkombinationsverbot darauf zurtickfuhren, daf3 Eigenfunktionen verschie-
dener Multiplettsysteme in bezug auf die Q » 2u verschiedenen Darstellungen
gehdren, und das Muitiplizieren mit x, 4 2 4 . . . + =, in bezug auf die
Q. symmetrisch ist, weil es auf die Spinkoordinaten gar nicht einwirkt.
(\)(e/ir haben das Interkombinationsverbot daraus gefolgert, dald die Eigen-
funktionen verschiedener Multiplettsysteme in bezug auf VertauschungenP ,
der ¢ arte si gchen Koordinaten zu verschiedenen Darstellungen gehdren.)
Wir baben die Slater sche Methode nicht in der angedeuteten extremen
Form verwendet, well wir uns mit alen Symmetriesigenschaften be-
schéftigen und sie nach Méglichkeit alle ausnutzen wollten.

Obwohl es natlirlich Félle geben muf, in denen man bei Mitbertick-
sichtigung der Vertauschbarkeit P, der Cartesischen Koordinaten weiter-
gehende Schlusse als mit Hilfe der Q, allein erhalten kann, ist es doch
sehr interessant zu sehen, wie weitgehend man diePP durch dieQR er-
setzen kann.

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Verwendbarkeit der 8] a t e rschen
Methode ist die, dal? die betrachteten Teilchen nur zwei Einstellungsméglich-
keiten haben. Hatte man es mit Teilchen zu tun, die mehr als zwei, etwa
drei Einstellungsmoglichkeiten haben (Drehimpuls gleich ;/2 = an Stelle von
% h/2 =, wie das etwa bei Stickstoffkernen der Fall ist), so wirde zwar in

der Defilnitionsgleichung der Operatoren Qp [(6 b), Kap. XXI)] W an Stelle

von D 3) stehen, die ganze Betrachtung lieBe sich aber noch genau 0 aus
fuhren, wie es hier geschah, mit dem einzigen Unterschied, daR die Aqui-
valenz der Qg mit den P, nicht mehr gezeigt werden konnte, weil sie auch
nicht vorhanden wére. In der Tat falen in diesem Fale mehrere Terme
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der Schrodingergteickung (1) zusammen, deren Zusammenfallen man dureh
Betrachtung der Qp, dlein nicht voraussehen kann. Man miiRte dann ent
weder weitere Operatoren einfuhren, wodurch die Theorie dann ihre gjn.
fachheit verlieren wirde, oder aber man mite die Symmetrie den Operatoren P
gegenuber zugrunde legen, wie das in den ersten Ableitungen des Aufbau.
prinzips 1) geschah.  Auch aus diesem Grunde wurde in diesem Buch guf die
Einfuhrung der Vertauschung der C art e si schen Koordinaten der Teilchen
und eine Betrachtung der Darstellungen der symmetrischen Gruppe nicht
verzichtet und die Aquivalenz der Q mit den P, bei Elektronen explizite
bewiesen.

5. Der Unterschied des kugelsymmetrischen Falles vom
asymmetrischen besteht darin, da? die Eigenwerte Ef,‘"k der H,, auch
als Funktionen der =z, y,#, alein betrachtet, nicht mehr einfach,
sondern 2 I, 4 |-fach sind %), und dal? man auch bei den gestorten
Termen nicht nur das Multiplettsystem, sondern auch die Azimutal-
guantenzahl bestimmen muB. Die ungestorten Terme sind demnach
durch die Angabe der Haupt- und Azimutalquantenzahlen

N, Nyl ..y Naly )]
der Bahnen gegeben. Um alle Konfigurationen des ungestorten
Terms (j-t) zu erhalten, mul? man in den Symbolen der Konfigura~
tionen

Ny 1y 1y 6) (N3 1y 13.65) . (N, Ty i 6) == (B, 6)) (b 65) .+ Bw ) ()
die g un d die 6 alle moglichen Werte (| u,| < I ; 6, = £ 1) durch-
laufen lassen. Dabei kann indessen fir die Ny, &, gy (7), und wenn
man nur die erlaubten Konfigurationen mitrechnen will, fir die 6
sogar (7 @) mit dem oberen Zeichen

6 <6Giq1f Ut Ny=Nyp,li= ligr, i = i1 (7h)
angenommen  werden. Jede erlaubte Konfiguration gibt eine anti-
symmetrische Eigenfunktion (8a).

Wenn man auf alle diese antisymmetrischen Linearkombina~
tionen der Eigenfunktionen von (+}) die Operatoren Qg Pg

1y Vgl. E. Wigner, Zeitschr. f. Phys. 48, 624, 1927; §§ 21 bis 25.
M. Delbrick, ebenda 61, 181, 1928.
2) Wenn H,, wirklich diein (1 b) angegebene Form hétte, wiirden sogar

ale Eigenwerte Eé:k (4, =0,12..., N,— 1) mit gleichem ¥, zusammen-
fdlen.  Doch wird angenommen, dal3 das Conlombsche Feld durch die
Abschirmung soweit modifiziert wird, dald die Eigenwerte E,l:* dle ge-
trennt sind.
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anwendet und die entstehenden Funktionen durch die unveranderten
ausdriickt
QRPR‘ ZN], lipmGy. . . Nylptinon

'
= MEE"}'A('R’R)‘H.;G' ,,,y;a;‘;plal...y"anxlvlll,u'lo;...an,,,uf,.a,',.v (10)

so bilden die Matritzen 4 (R, R') eine Darstellung des direkten
Produktes der Gruppen der Qz und der Pg. Die Zahl Agg,
die angibt, wie oft in 4 (R, R) die irreduzible Darstellung
D® (R) X DD (R) enthalten ist, ist gleichzeitig die Zahl der aus
dem Term (4+) durch die Stérung W entstehenden Terme mit dem
Multiplettsystem S und der Azimutalquantenzahl L. Die ent-
sprechenden Linearkombinationen der ¢ bilden dann wiederum die
erste Naherung fiir die Berechnung der im Kap. XXII mit &3k
bezeichneten Funktionen.

Zur Bestimmung der Zahlen Agz genligt es wiederum - wie
sich zeigen wird —, jene Matrizen 4 (R, R’) zu bestimmen, bei
denen R und R" Drehungenum Z sind. Ist R eine Drehung um Z
mit a, so wissen wir, daid

Q {z00} lellylal NGl o,
Liog+-4ope

= el ' " xN]_lhulﬂl annl‘n”n (l 1)

gilt. Bei der Berechnung von P (a1 g0} %'t (1) - . - wf::: (®) kann
man Py, auf die einzelnen Faktoren getrennt anwenden,
der Faktor wf::: mit der magnetischen Quantenzahl g, reproduziert

sich dabei bis auf einen Faktor ¢*¥*  Es gilt daher
P

(a’oo)lel”qai « o Nplgpgo,

Ayt e ) e
=" o I¥ipyor . Ny tpugopn (l1a)

weil dies fiir ale Eigenfunktionen der Konfiguration

(Nl ll “161) (N2 12 {"‘2 62) v (Nﬂ ln y‘n 6»)1
also auch fir alle ihre Linearkombinationen gilt. Die Gleichung (11 a)
bringt zum Ausdruck, dal} sich die Z-Komponenten der Dreh-
impulse der einzelnen Elektronen einfach addieren. Aus (11) und
(11 a) folgt
{a00) P(a’oo)lellmal...Nn Tn 4n0n

1 .
_3i6 ot dode d(uytpuat o tuy)a’
.21 n e L
Nylpror... Nplptiyape (12)
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Die Matrizen 4 (H, R’), die Drehungen der Spinkoordinaten
um Z mit ¢ und der Cartesischen Koordinaten mit ¢ ent-
sprechen, sind Diagonal matrizen, und das Diagonalelement, das der

Eigenfunktion g 4, 0,.. N 1y tin entspricht, st eftre + ) \wo

v = %(61+ "'+6n) und “:“1+ +F»

ist. Die Diagonalsumme dieser Matrizen erh@t man daher durch
Addition der ¢f¢e + &) aller erlaubten Konfigurationen. Man kann
den so erhaltenen Charakter von A (R, R’),wo Rund R'  Drehungen
um Z sind, in einer Tabelle (s. Tabelle 3), dhnlich der auf S. 200,
zusammenfassen, indem man fiir jedes v eine Zeile und jedesy eine
Spalte bestimmt und in das Kreuzungsguadrat so viele Kreuzchen
eintrégt, wie erlaubte Konfigurationen mit § (6, +06, + +* + 6,) == Vv
und g, + g, + - - - + g, = p vorhanden sind.

Nehmen wir as Beispiel zwei Elektronen, deren ungestyrte
Energie E? gleich sei und einem p-Zustand (I == 1) entspreche.
Die erlaubten Konfigurationen sind dann ) :

Tabelle 2

_l oy " Ug gy J; u 4 ; 1y gy Ha Uiy < 18 l v
| i

1] (-1--1) -11) -2 0| 9i(~1 L) (L1
2i(~1-1)(0 -1) - 1 —M0 (0=~ 1) (01)

3| (=1-n¢o =1l o |1t)co L
4f(=1—=1) (L =1 0 —if12f(C0~—1) (L 1)11(
5 0 111

6 0

7 1

8

(—1—=1)( 1 L)| 0 0 [13](
(-<-1 1)y o -1)|—1; 0 |14](
1 1Yy( 0 tyf-1]1 (
[(=t1y(1-1)l o' o

15

Die letzten beiden Spalten enthalten u, 4+ p, == p bzw.
% (0, + 6) == v. Jn der nun folgenden Tabelle ist fir jede Zeile
der Tabelle 2 ein Kreuzchen in das entsprechende Quadrat ein-
getragen.

1y In der Tabelle 2 sind in den Zeichen der Konfigurationen die Haupt-
und Azimotalquantenzahlen weggelassen, weil sie fir beide Elekironen
2 bew. 1sind. Essteht daher (g, a,) fur (Nl py 0)) 22 (21 & a;).
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Tabelle 3
N -2 -1 0 1 2
-1 + + +
0 t + o+ +++ ++ +
! + + +

In dieser Tabelle sind die Charaktere der Gruppenelemente
Q (a0 o) P (« 00) IN der Darstellung 4 (B, R') zusammengefadt. Der
Charakter dieses Elementsin der irreduziblen Darstellung D) x D

ist andererseits
\L S

S 9({a00}) X DD({a’ 00w, vu —_—"2 > eivatua)  (13)

u =] v=— 8
und dem wiirde in der Tab. 3 ein mit Kreuzchen einfach angefuilltes
Rechteck entsprechen, das sich von v = — S bisv = § und von

= =~ L bis y = [ erstreckt. Wenn man den in der Tabelle 3
dargestellten Charakter als Summe lauter irreduzibler Charaktere,
d. h. rechteckiger Kreuzchenfelder schreibt, wird die Anzahl a,, der
Kreuzchen im v p-Quadrat gleich der Summe der Anzahlen Agy, der
in 4 (R, R') enthaltenen Darstellungen ®® X ®L mit § => v |;
LZ|p|sen:

Gy = Agr + Asy1r + Asyor + -

+ Asprr+ Aspir+r + oo FAsnia + Aspipge + o0 (14)
Dabel ist 4gy gleichzeitig die Anzahl der bei der Ausfiihrung des
Storungsverfahrens aus dem Term (+ ) entstehenden Terme mit dem
Multiplettsystem S und der Azimutalquantenzahl Z. Nach (14) ist

Ag, = Ggp— 03411 —GsL+1+ @sy10+1-  (14a)

Es zeigt sich also tatséchlich, daid die irreduziblen Bestandteile

der Darstellung 4 (B, R) schon durch die Charaktere derjenigen

Elemente bestimmt sind, bei denen R und R’ Drehungen um Z

sind; schon ‘diese Charaktere kann man nur in einer Weise in
irreduzible Charaktere (13) zerlegen ).

1) Dies beruht darauf, dal jede Klasse der Gruppe des direkten Produktes
der Qp und P,, en Element enthdlt, bei dem B und R' beide Drehungen
um Z sind. Da aber dle Elemente derselben Klasse in jeder Darstellnng
denselben Charakter haben, bestimmen eigentlich di€ Charaktere dieser
Elemente den ganzen Charakter.
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Fir den Term der Tabelle 3 ergibt (14 @) 4, ,=1; 4,= 1,
A, = 1 dle anderen 4gz sind Null. Zwei &quivalente p-Elek-
tronen®) geben daher einen ®P-, einen !D- und !S-Term. An Stelle
der Kreuzchen der Tabelle 3 ist in der nun folgenden Tabelle das
Symbol des Terms eingetragen, fir den das entsprechende XKreuzchen
verwendet wurde (d. h. zu dessen Darstellungscharakter das durch
das Kreuzchen reprasentierte Glied ¢f(*# + #¢) gebraucht wurde).

Tabelle 4
NG -1 0 1 2
v
—1 8p 8p sp
0 1D 1psp 131p38p 1psp 1D
1 3p ip sp

6. AuBer dem Multiplettsystem und der Azimutalquantenzahl
mufl noch der Spiegelungscharakter der entstehenden Terme bestimmt
werden.  Fir die Eigenfunktionen des Einelektronenproblems ist
nach (17), Kap. XIX, der Spiegelungscharakter durch die Azimutal-
quantenzahl ] gegeben, es ist w == (— 1), Daher gilt unabhangig

von den w, und ¢;, wenn Q; = P; die Inversion bedeutet:

O vitan (1) - wym () = Prwwlai (1) .. Prayynm (n)

= (= Dbt gt (D9 (2) - ¥R (). (16)

Der Spiegelungscharakter aller Eigenfunktionen des Eigenwerts (++)
ist gleich (- I)h+i+ 41y und dies wird auch der Spiegelungs-
charakter aller daraus entstehenden gestorten Terme sein. Der
Spiegelungscharakter der aus (1) entstehenden Terme ist positiv,
wenn die Summe der Azimutalquantenzahlen der einzelnen Bahnen
L+ 1+« + 1, gerade ist, negativ, wenn sie ungerade ist. Es
folgt hieraus u. a, daf’ optische Uberginge zwischen Termen, die
aus demselben ungestorten Term (++) entstehen, durch die Lap orte «
sche Regel verboten sind.

7. Zum SchMif sei die Berechnung der ersten Naherung fiir
die Energiestorung skizziert.

Bezeichnen wir die Funktionen - tir die
le Iy u 0y ‘vnlnﬁ‘””n’

b+ g+ o pp =pund 6,40, + ... +0, = 2v ist, deren

1) Das hei}t Bahnen mit gleicher Energie und mit der Azimutalquanten-
zahl 1 = 1.

Wigner, Gruppentheorie 21
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Kreuzchen aso im vpu-Quadrat der Tabelle 3 stehen, mit Lour
Touy Touy ' Die richtigen Linearkombinationen f,, ;, f, 9
fous) 1oy die zur v p-Zeile irgendeiner Darstellung D X D) ge-
horen; konnen alle als Linearkombinationen der g, |, %, , 51 - - - Al€&in
geschrieben werden :

fi'y.x = Eluwlxv,ul' (16)

Dabei ist die Transformationsmatrix u unitér, weil sowohl die g .
wie auch die f,,, aufeinander paarweise orthogonal sind :
Opr == (fmuw fv,ux’) == 2(“,,1%,“;_7 u“'zlx””")l
¥y

= Suhuer by = S UG U J
" 7

(17)

Die Storungsenergie erster Naherung des Eigenwerts von f, . ist
(Fouxs W/ ux)- Die Summe der Stérungsenergien fir alle %, d. h.
fir dle Taeme mit S > v |; I = | u |, 18t sich auch ohne Kenntnis

von u berechnen

E(fv,um wfvuw) il 2 %u:i.u’xl'(xvyly mez')l
* x (18)
= ;611’ (Zvy}.:wxwd’) = ; (xvui.y va,ul)- J

Hieraus folgt fur die Summe der Stérungsenergien der aus (+1)
entstehenden Terme mit dem Multiplettsystem S und der Azimutal-
quantenzahl L [ghnlich wie in (14a)]

;AESL:: = g[(lswwxsm) — Wsr 100 Ws 122

- (xSL+ 14! waL+1z) + (xs+1 L41d W,%s.l.l L+11)]' (183)

Entsteht aus dem Term (1) des ungestorten Problems nur
ein einziger Term mit dem, Multiplettsystem S und der Azimutal-
quantenzahl L, so ist seine Energie direkt durch (18 a) gegeben
und mithin auf Quadraturen zurlckgefuhrt.

Bei der’ Berechnung der skalaren Produkte fir (18 a)

(lell,ulal...Nn lnin O’ walll,umt,.._Nn l,,,u”a")

1 ‘ Nyl
= 5 2 Ep0plit (O - o (1), WepOp w1 (1) - Yo, @) (19)
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kann man den unitdren Operator ¢»Qp auf den anderen Faktor
as &5 ! O;‘ hintiberziehen, und da er mit W vertauschbar ist, mit
'EP'OP' U &py p OP_1 p vereinigen. Nun kann man die Summa-
tion anstatt tUber P', Gber P—1 P — T fihren, die Summation Uber
P ergibt dann einfach »!. Es wird so aus (19)
Nyl Nyl Ny by N i

(widlol (- 9ongn (W) 25 Wor, = er O bt (1) - 9,72 (),
wo W in eine Summe von Gliedern W,, zerlegt ist, die den
Wechselwirkungen der einzelnen Elektronenpaare entsprechen.

Betrachten wir das Glied mit einem bestimmten W,;,. Es lautet,
mehr im einzelnen hingeschrieben :

I AN S DL L YL

IRt aer

'wiksTOTWy:all (1)"'11’#:0:(”)‘1”1"'(13”‘ (20)
Wenn T hierin nicht nur das i-te und k-te Elektron berihrt [also
weder die Einheit, noch die Transposition (i%) ist], sondern noch
etwa j in j' Uberflihrt, so verschwindet (20) bei der Integration
Uber T;9; 2; und Summation Uber s; wegen der Orthogonalitat der
Eigenfunktionen zpﬁrﬂl und wz’g’. In einer erlaubten Konfiguration
darf ja nicht gleichzeitig N; = Ny 1; = Iy; ; = pyr und a; = g
sein. Bei dem Glied W;; genuigt es also, T' gleich der Einheit und
gleich der Transposition (¢ k) zu setzen. In beiden Féllen gibt die
Integration tiber die Cart esi schen Koordinaten und Summation Gber

die Spinkoordinaten aller von ¢ und k verschiedenen Elektronen
Lediglich den Faktor I, und (20) geht Uber in

= J_f VG gl (k) Wz'k[d’ﬁ;i‘f:(i)lplvk % (k)

P My 9 Mg %% “k %
i .
— Uk @) Yt (8) | daidys de; d v dyde,. (208)

Wenn man hierin noch 11;‘510? (i) = d’ﬁ? i (x) 0y, o; USW. einsetzt, wo

fur die Car t esi schen Koordinaten z; ; ¢; des i-ten Elektrons steht,
kann man die Summation Gber s;, s, ausfihren und erhalt

foo fodite o wk e (o) W [ ) w2k ()

#g

— 80, 0, 11’5,2‘ % () 1!’2,[ l‘ (fk)] dw; dy;dz; dm dydey (21)

21*
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Indem man die Integrale (2 1) fur alleog Paare 7% und alle erlaubten

Konfigurationen (N, I, u; 6,) (Ng 7, py 6) - - (N, 7, y, 6,), fur die
@+t + + pa=pund 6 46 + .o+ 6, =2 v ist, addiert,
erhdlt man die Summe (18) der Stérungsenergien aller aus (1) ent-
stehenden Terme, deren§ =|»| und L > |u|ist. Aus diesen Summen
kann man nach ( 18a) auch die Summe der Energiestérungen erster
Naherung der Terme mit einem bestimmten S und L berechnen.

Bezluglich weiterer Einzelheiten der Rechnung, insbesondere
des Vergleichs der Integrale in (ZI), den man in gewissen Féllen
ohne sie explizite zu berechnen ausfilhren kann, muf3 der Leser auf
die Slatersche Originaarbeit verwiesen werden. Er wird dort
auch zahlreiche interessante Beispiele durchgerechnet finden.



Formelsammlung

Stérungstheorie.

Vi = @, V) v, 8)
Y T L AT
Fx By — E
. Vi
Qr = Pr + lzgk mwz- (v, 11)

Gruppentheorie. >, bedeutet bei endlichen Gruppen

Summation Uber ale Gruppenelemente, bel kontinuierlichen Gruppen
dasH urw i tzsche Integral.

> Jp = ERJ Js e (VII, 1; x, B)

Orthogonalitétsrelationen der unitéren, irreduziblen Darstellungen
einer Gruppe von der Ordnung %

S DD (B DO Ry = 1 85,00 80wy (1%, 32)
R i
l; ist die Dimension von DWW, Fur die Charaktere y@(R)
= > D? (R),, gilt
u
49 (BYF 49 (B) = b Oy (IX, 33)
R

Bei kontinuierlichen Gruppen ist h = >, 1 durch f d «. ersetzen
R
(X, 11, 12).
Darstellungen und Eigenfunktionen. Aus

Prf (@, By oo B) = (@, By, oon 3,), (X1, 19)
wo

o = 2 R v z = ; Rf: g (X1, 18)
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ist, folgt
PSR = PS P.R' (X|, 20)
Aus
PR % = ED(R)M ‘de (XI: 23)
und PSB = P,g PR fOlgt
D@SR) = D(S)D(R). (X1, 25)
Aus

Pz £ =3 DY B P Pr 0’ = 2] DO R » o’
folgt
y 1 ,
(f’(‘ﬁ, g’(‘-z )) == E-‘S”" 6;“:' ?(fl(j)’ yﬁ’ ))' (XH: 8)
Irreduzible Darstellungen der dreidimensionalen
Drehgruppe.
DD (& B Pl = &'« A B eim7,  (XV, 8)
DD ({ee B 7))
e—2tecos fe 2ty —e—Yatagin L fetlaty
= (e‘lz“‘ sin fe—taty etlatmcos L Betlaiv ]! (XV, 16)

V(e fy)) = ( 24 )e‘f”‘cosﬁ‘#%ﬁsinf—f‘%ﬂe‘“, XV, 274a)

J—
i
x(])((p) - Eef.“¢, (XV, 28)
m=—j
In der Darstellung 9@ X D@ sind die Darstellungen D
mit
L=[1=1}, 1=+ 1, ....14+1—1, 141 (XVII 14)

je einmal: enthalten.

-~y

_ 1+ -
D (B D0 By = 2 8L DD Bl 445 1ar
L (XVII, 18b)

=11

o JC D-eY@L + 1! ¢ +1-L)! Gl L-p)!
PEER S Y@ 1aTe 1) @ =D (L7 41 () (-Lsp)!
(XVII, 27 b)

2 sgim——y S(If’i,)um—,y = Orr (XVII, 28)
w
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Faulische Spintheorie.

Qr@ @, 9,25 ... Ty Yu 20 Sn)
- Pll2) (R)‘/z s Usty L9 (R)”:lsnv 1Ypty D@, 4,2, t; .- Zn YnZnta)
bty (XXI, 6 b)
Or = PzQr = QrPx- (XXI, 8)
Irreduzibler Tensor.
w
0z T@OOr =90 (R)y, TO. (XXI, 16 b)
0=-—u
ng)j.«; Nt = ('Fﬁj’ TO q,.“zlv'j)
= Sg?ﬁ’)g 6ﬂ+01 w TNj;N'?'" (XXI, 19\
Dabei ist fur s%. Null zu setzen, wenn
lj —w0|<<j oder j>j+o
ist.
Infinitesimale Drehungen. Infinitesmale Drehung der
Cartesischen Koordinaten:

L.¥ = %Laa—a Poy® (fir « = 0), (XVIIL 7)

der Spinkoordinaten :
1 —lew=22Quwm?T (ira=0
E(sl+s,,+—--~|~sn)?P‘——— 2 =75 W(aoo) (tiir v = 0)

2
des ganzen Zustandes : (XXIII, 23 b)
1 19 .
L. + 532 = '{'a;o(aoo} (fiir &« = 0). (XXIII, 30a)
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« der Spektrallinien 213, 288, 290,
300.

Augreduzieren 93.

Auswahiregeln 197, 210, 928, 233, 285,
286.

— in auleren Feldern 215, 289, 293.

Axiaer Vektor 213, 255, 287.

Azimutale Quantenzehl 192, 194, 211,
230, 270.

Bahp 309, 313, Bohrsche — 192.
Beiderseitiger Skalar 296.

Bein, n-Bein 227.

B o hrsche Frequenzbedingung 60.

Cayley-Kleinsehe Parameter 170,

Charakter der Darstellungen 91, 126.
= der symmetrischen Gruppe

148.

- der dreidimensionden  Dreh-
gruppe 166, 181.

Charakter der Darstellungen der uni.
téren Gruppe 179.

Darstellung 79, 110, 120.
bi-s auf einen Faktor 266.

—, mehrdeutiee 267.

— des direkten Produktes 185,

— der dreidimensionalen Drehgruppe
164, 179.

— — — Drehspiegelungsgruppe 189,
196.

- == symmetrischen Gruppe 139, 275.

— — zweidimensionalen Drehgruppe
156.

— = = Drehspiegelungsgruppe
221, 290.

~ = — Uunitéren Gruppe 173.

— eines Eigenwerts 128.

- kontinuierlicher Gruppen 103, 109.

Diagonaform von Matrizen 24.

Diagonamatrix 9.

Diagonasumme  10.

Diedergruppe 70.

Dimension von Matrizen 3.

~ — Darstellungen 80.

Dipolstrahlung  209.

Di racsches Elektron 256.

Direktes Produkt von Matrizen 24, 185.

— = == Gruppen 184, 196, 290, 314.

Diskretes Spektrum 41.

Drehachse 160.

Drehelektron  236.

Drehgruppe 98, 152, 160.

Drehimpuls 195, 236, 283.

Drehspiegelung 152, 290.

Drehung, Begriff der 98, 152.

— des Koordinatensystems 115, 194,
240.

- — ZUstandes 241.

158,
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Drehung der Cartesischen Koordi-
naten 244, 270, 314.

- - Spinkoordinaten 244, 270, 281,
316.

Drehwinkel  24.

Eigendifferentiad 4 1.

Eigenfunktionen 37, 41, 54.

~— und Darstellungen 110.

Eigenvektor  23.

Eigenwerte der Schrédinger-
gleichung 37.

- einer Matrix 22.

=~ €ines Operators 40.

-, verschiedene Arten von 119, 133,
187.

Einfache Gruppe 74.

Einfachkontinuierliche ~ Gruppe  98.

Einheit der Gruppe 64.

Einheitsmatrix 6.

Einsteinsche Ubergangswahrschein-
lichkeiten 204.

Elektrische  Quantenzahl  221.

Elementarteiler 24,
Elemente der Gruppe 63.
Energiewerte  34.

Entatung 42, normale und zuféllige
129, 309.

Erlaubte  Konfiguration  312.

Eulersche Winkel 99, 163.

Faktorgruppe 75, 78.

Feinstruktur 197, 270, 279.

Feinstrukturkonstante 284,  307.

Funktionen einer Matrix 11, 25.
Funktionenvektor 38.

g-Formel  301.
Gemischtkontinuierliche Gruppe 98,
102, 109.

Gerade Darstellung der  unitéren
Gruppe 174.

--  Elektronenzahl  258.

— Permutation 136.

Gesamtquantenzahl 197, 261, 286.

Gestrichene  Terme 195, 233.
Grobstruktur 273,
GroRe, physikaische 52.
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Grundgebiet ~ 226.

Gruppt: 63, endliche ~= 64, kontinuier-
liche == 97.

Gruppenelement  63.

Gruppenparameter 97.

Gruppenmultiplikation 64.

Gruppentafel ~ 63.

Halbzéhlige Darstellung  174.

Hamiltonscher Operator 37, 52.

— = des Magnetfeldes 218, 300.

Hauptachsentransformation 22.

ww vVONn unitaren und hermiteischen
Matrizen  29.

Hauptquantenzahl 191

He-Atom 233, 305.

Heisenbergsche Matrizen 34.

Hermiteische Matrix 26.

Hermiteischer Operator 39.

Holomorphie 69, 76.

Hurwitzsches  Integra 10\4, 156, 162.

Identische Darstellung 137, 167.

Index der Untergruppe 67.

Infinitesmalgruppe 100.

Innere  Quantenzahl ist Gesamtquanten-
zahl 197, 261, 286.

Integra  Uber  kontinuierliche  Gruppen
104, 156, 162.

Intensitétsregeln 289, 297.

Interkomhinationsverbot 211, 316.

Intervallregel 302.

Invariante  Operatoren  116.

Invarianten gegeniiber Ahnlichkeits-
transformationen 22.

Invarianzforderungen 249,  258.

Inversion 189, 194, 255.

Irreduzible  Bestandteile  95.

~ Dasellung 80, 120, 128.

~ Sdkulargleichung 132.

— Tensoren 182, 263, 293.

Isomere, optische 234.

Jaco bi sche Polynome 232.

Kanonische
254.
Kernspin

Transformation 56, 242,

256.
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Klasse 72, 135, 154, 156, 161, 179,
320.

Koeffizient der Matrix 3.

Kommutativgesetz 5, 64.

Komplex von Elementen 75.

Komplexorthogonale ~ Matrix  26.

Komponente des Drehimpulses  105.

— - Vektors 1.

Konfiguration ~ 310.

Konfigurationsraum 35, 114

Konjugierte Elemente 72.

Kontinuierliche Gruppe 97.

Kontinuierliches Spektrum 42, 191.

Kreisel 230.

Kristall 223.

Kugelfunktionen 164, 229.

Kugelsymmetrie der S-Zustdnde 228.

Land Asche g-Formel 301.

Laportesche Regel 212, 220, 287,
293, 321

Lineare Abhingigkeit und Unabhéngig-
keit von Funktionen 38.

- - - = = Vektoren 11.

Linearkombinatioo, richtige 51, 131,
188, 203, 218, 277, 283.

Linienbreite 62, 284,

Longitndinaleffekt  216.

Magnetische Quantenzahl 192, 215,
261.

Magnetisches Moment  236.

Matrix 1.

Matrixelemente 57, 209, 264, 293.

Messung einer Grofe 53.

Mitbewegung des Kerns 190.

Multiplett 197.

Multiplettaufspaltung 283.

Multiplettsystem 194, 270, 278, 315.

Multiplizitat 196.

n-Bein 227, 265.

Nebengruppe  66.

— des Normalteilers 74.
Negative Terme 195, 321.
Nichtquadratische Matrix 15.
Normae Kopplung 285, 294.
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Normaler  Zeemaneffekt  220.
Normalteiler 73.

Normierung  27.
Nullmatrix 8.

0, Definition 243, 257, 271.

Operator, hermiteischer 39, 52.

—, linearer 3, 38, 242, 253.

—, unitirer 56, 242, 253.

Ordnung der Gruppe 64.

— eines Gruppenelements 65.

Orthogonal e Funktionen 38.

— Matrix 26.

— Vektoren 27, 31.

Orthogonalisierungsverfahren,
Schmidtsches  31.

Orthogonalitétsrelationen der Charak-
tere 92.

— — Darstellungskoeffizienten 87.

== - « bel kontinuierlichen Gruppen
110.

— — Eigenfunktionen 42.

— fur Funktionen 123.

Orthogonalsystem 42

« der Funktionen der s 275.

P, Definition und Eigenschaften 114.
Parameter fur Gruppen 97.
Parameterraum 97, 153.

Partitio numerorum 135, 151.

Partner 120.

Pauliprinzip 138, 195, 272, 311, 313.
Paulische Matrizen 169, 251.

Periode eines  Gruppenelements  65,100.
Permutationsgruppe 70,  133.
Physikalische Grof3e 52.

Polarer Vektor 220, 287, 293.
Positive Terme 195.

Potenzen von Matrizen 9.

Produkt, direktes von Matrizen 19,
—, skalares von Funktionen 38.

- Vektoren 27.

- von Komplexen 77.

- == Matrizen 5.

-~ = Permutationen 71, 133.

-- = Zahl und Matrix 9.

- Vektor 1.

Protonenspin ~ 256.
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Q, Definition 243, 257, 271.

Quadratintegrierharkeit 36, 41
Quadratische Matrix  15.

- - im weiteren Sinne 17.
Quadrupolstrahlung 210,  285.
Quantenzahlen 192-197, 221.

Reduzible Darstellung  89.

Reell orthogonale Matrix 26, 33, 152.

Reine Drehung 152

Relativistische Theorie des  Elektrons
256.

Reziproke Matrix 7.

Rhombische Symmetrie 224.

Richtige Linearkombinationen 51, 131,
188, 203, 218, 277, 203.

Rotator 229.

Rydbergkonstante 191.

8, die Variable 139, 237, 274, 281.

Sékulargleichung 22, 50, 129.

Schiefe Matrix  26.

Schmidtsches Verfahren 31.

Schrédingergleichung  37.

Schursches Lemma 83.

Schwerpunktskoordinaten 190.

Skalar 261, 295.

Skalares Produkt von Funktionon 38,
139, 238, 256.

- Vektoren 27.

Spektrum  40.

Spiegelungscharakter 194, 233, 283,
321

Spiegelungsgruppe 68,  189.

Spin 197, 236.

Spinfreie Versuche und spinfreie  Grole
238, 2i0.

Spinkrafte 273, 283, 302

Spinoperatoren  250.

Spinvariable  237.

Spur  10.

Starkeffekt 213, 222, 290.

Statistische Deutung  51.

Stetigkeit 97, 103, 267.

Stérungstheorie 44, 129, 188.

Summensatz  289.

Symmetriegruppe  69.

w= des Konfigurationsraumes 114.
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Symmetrische  Eigenwerte  und
funktionen  112.

— Gruppe 71, 133.

— Matrix 26, 33,

«  Operatoren llé, 124, 261, 304.

Symmetrieverhdltnisse 194, 314

w= iN auBeren Feldern 214, 224.

Eigen-

Tensoren  182.

Tensoroperator 262, 293.

Term 34, 191.

-,positiver und negativer bzw. ge-
strichener ungl ungestrichener  195.

-, Singulett-, Dublett- usw. 196.

Transformation,  eigentliche 2.

—, lineare 2.

— von Vektoren und Tensoren 182.

Transformationstheorie 51.

Transponierte  Matrix  25.

Transposition  136.

Transversaleffekt 216.

Uberlagerungsgruppe 268.

Ubergang zu einem neuen Koordinaten-
system 55.

Ubergangswahrscheinlichkeit
Strahlung 35, 57, 209.

- - Messung 54, 241.

Ubermatrizen  20.

Unabhangigkeit, lineare 11, 38.

Unendliche Gruppe 97.

Ungerade Darstellung der
Gruppe 174,

~ Elektronenzahl 259.

- Permutationen  136.

Ungestrichene  Terme 195, 233.

Unitdre Gruppe 168, 260.

- -, Darstellungen 173.

~— Matrix 26.

Unitarisierbarkeit

Untergruppe  65.

Untermatrizen  20.

durch

unitéren

der Darstellungen  83.

Vektor 1, axialer und polarer 213.
220, physikalischer 182.
Vektoradditionsmodell 198, 283, 307.
Vektoroperator 251, 262, 297, 301.
Verbreiterung der Terme und Linien

284,
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Vereinigung von Symmetrien 184.

— = Systemen 199.

Vergleich von Matrixelementen 264,
293.

Vertauschbarkeit 5, 124.

Vertauschung der  Elektronen 115, 194,
271, 281, 310, 316.

Vertauschungsrelationen 3.

Vierergruppe  69.

Vollstandiges ~ Orthogonalsystem  43.

— Vektorensystem 13,

Wahrscheinlichkeiten, quantenmecha-
nische 53.

Wahrscheinlichkeitszusammenhang ver-
schiedener Spinrichtungen 247.

Wasserstoffatom 191, 230.

Wechselwirkung der Elektronen 307.

= von Licht und Atom 58.

— des Magnetfeldes mit dem Atom
218, 300.

— der Spin mit den Bahnen 283,302.

- der Spin antereinander 304.
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Wege
268.
Wellenfunktion 37, 51.

Zeemaneffekt 213, 288, 300.

Zerlegung von n in Summanden 135,
149.

Zerteilung eines Systems 272.

Zuféllige Entartung 129, 309.

Zugehorigkeit zu einer irrsduziblen
Darstellung  126.

- - - Zeleeiner irrednziblen Dar-
stellung 120.

Zusammenhéngend, einfach oder  mehr-
fach 99, 268.

Zusammensetzung  von  Transformationen
4.

Zustand  51.

Zweideutige Darstellung 174, 207, 258.
Zweidimensionale  Drehgruppe 153
— Drehspiegelungsgruppe 155, 220.
~= Unitére Gruppe 168.

Zyklische Gruppe 67.

im Parameterraum 98, 102, Q
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