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Vorwort
Dieses Buch ist aus dem Wunsche entstanden, die An-

wendung gruppentheoretischer Methoden in der Quantenmechanik
einem weiteren Leserkreis zugänglich zu machen. Die wirk-
liche Lösung der quantenmechanischen Differentialgleichungen
stößt im allgemeinen auf so große Schwierigkeiten, daß man
durch direkte Rechnung zumeist nur eine grobe Annäherung
zu erreichen vermag. Um so erfreulicher ist es, daß ein so
großer Teil der quantenmechanischen Resultate schon durch
reine Symmetrieüberlegungen erhalten werden kann.

1Man hat gegen die gruppentheoretische Behandlung der
Schrödingergleichung oft den Einwand erhoben, daß sie ,,nicht
physikalisch“ sei. Es scheint mir aber, da0 die bewußte Aus-
nutzung elementarer Symmetrieeigenschaften dem physikalischen
Gefühl eher entsprechen muß, als die mehr rechnerische Be-
handlung. Der erwähnte Einwand dürfte darauf zurückzuführen
sein, daß die Gruppentheorie einen wesentlich anderen Charakter
hat, als die dem Physiker hauptsächlich geläufigen Teile der
Mathematik, so daß es immerhin einige Zeit erfordert, bis man
sich mit ihr befreundet hat. Sie besteht nämlich aus einer
großen Zahl unscheinbarer Schlüsse, die zwar einzeln betrachtet
trivial, in ihrer Gesamtheit aber doch nicht so leicht zu über-
blicken sind.

Deshalb hielt ich es schon im Interesse des ungeübten
Lesers für ratsam, alle Zwischenüberlegungen nach Möglich-
keit explizite auszuführen. Um das richtige ,,sich zu Hause
fühlen“ im Gegenstand zu erleichtern, wurde vom mathema-
tischen Teil wesentlich mehr gebracht, als für die physikalischen



V I Vorwort

Anwendungen notwendig  gewesen wäre.  In den  physikalischen
AnwendungeI  wollte ich mich auf e i ne n Gegenstand beschränken
und hnbe  als  di(Jsen  die Theorie  der Atollispektren  gewählt.
so  wurde  der  Inh;ilt  ZweieI Arbeiten des  Verfassers (Zeitsehr.
f. phys,  40, 883, 1926  und  43,, 624,  1927)  a u f g e n o m m e n ,  d i e
im An~c]~lu[J  an die Hel6enberg-nlrncscllen  Untersuchungen
ül)f-jl*  Keson:tnx  entstanden. Die Methode wurde bald von
F. 11  und (Zeitsehr.  f. PllY8.  43, 588, 1927), W.  Heitler (ebenda
46,  47. 1927), F. I,ond(tn  (ebenda 46,  455,  1927) und  H. Weg1
(Vo~*lesnnget~  i n  Zürich,Wintersemester 1927/2$)  aufgegrj&en
und angewandt. Weiterhin wurde nur noch die genleinsame
Arbeit  von  ,l.  v.  Ne um %nn  d  (hm Verfasser  und tlie neuere
S 1 ater  eche  Arbeit nusführlich  behandelt. Dagegen konnten
wegen Tees  Umfange8  die  physik:zlisch  besonders wichtigen Unter-
sudmnpm von H und, London und Heitler iiber Moleküle
nicht  nnfgeuommen  werden, obwohl sie die Anwendbarkeit dei
gnllJp'"tlleo~etiSchen  Methoden auch auf andere Gebif!tc  lebhaft
bezeugen. Es schien mir aber wichtiger, ein Gebiet möglichst
vollständig ZII behandeln, als der verlockenden Idee nachzugeben,
QUB  :tllen  Gebieten die schönsten Resultrtte  xusammenzustellen.

Zum  Schln13  ist es  mir ein Bediirfnis, den Herren R. Becker,
W.  Bloch, E. Brody,  H. I~nllmnnn  um1  W. Westphal herz-
liehst  NI  danken für viele wertvolle Ratschlage, Durchsicht
vtbn  Teilen cles  Mxmskripts  und  der Korrektur.

B e r l i n ,  iin  Febrrlar  1931

Eugen Wigner
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aur Wirkung, daß such  der Operator des linearen Impulses - It-- a

a&att  --!?- - wird.
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1. Vektoren und Matrizen
Den Inbegriff von 12 Zahlen u,,  b,, . . ., b, nennt man bekannt-

lich einen n-dimensionalen Vektor b, oder einen Vektor im n-di-
mensionalen Raum, die n Zahlen selber b, , b,, . . . , b, sind die
Komponenten dieses Vektors. Man kann auch die Koordinaten
eines Punktes im rz-dimensionalen  Raum als einen Vektor auffassen,
denjenigen, der den Nullpunkt des Achsenkreuzes mit dem be-
trachteten Punkte verbindet. Die Vektoren als solche werden nach
Möglichkeit mit gotischen Buchstaben bezeichnet. Zur Kennzeich-
nung der Komponenten des Vektors fügt man einen (lateinischen)
Index an, den Namen der betreffenden Koordinatenachse. So ist
bk  eine Zahl, b ein Vektor, eine Gesamtheit von rc Zahlen.

Zwei Vektoren sind gleich bzw. benachbart (nahezu gleich),
wenn ihre entsprechenden (d. h. sich auf dieselbe Koordinatenachse
beziehenden) Komponenten gleich bzw. benachbart sind.

b = tu IJ-W (9
ist mit den n Gleichungen

b1 = iu,;  b, = rD,; . . ., b, = Iu,

äquivalent. Ein Vektor ist Null, wenn alle seine Komponenten
verschwinden. Das Produkt c b einer Zahl c mit einem Vektor b

ist ein Vektor, dessen Kcmponenten  die c-fachen der Komponenten
von u  sind: (cu)~  = c bk.

Man definiert eine Addition für Vektoren, indem man fest-
setzt, daW  die Komponenten der Summe gleich der Summe der ent-
sprechenden Komponenten seien, in Formel

 +  b)k =  bk +  m k - ( 2 )

In sehr vielen mathematischen Problemen ist es zweckmäßig,
an Stelle der zuerst verwendeten Variablen neue Variable ein-

W i g n er, Grnppenthe«rie 1



2 1 . Lineare Transformationen

zuführen. Im einfachsten Falle sind die neuen Variablen xi, rc;,  . . , ,
3~;  lineare Funktionen der alten zl,  z%, . . . , x,, etwa

4 =  q,x, +  c$sx*  + .-*  +  qnxn  ’
4 =  ap*x*  + Qg2Xq  +  ***  + a,,xn (3)
. . . . . ..* . . . . l .,.., *

7

Sn = an& +  QnaX9  -k - +  a,,x,
oder

Diese Art von Einführung neuer Variablen bezeichnet man als
eine lineare Transformation. Sie ist vollkommen durch die
Koeffizienten et,  1, . . , , u,,, bestimmt, den Inbegriff dieser n2  Zahlen
- in ein quadratisches Schema angeordnet - nennt man die
Matrix der linearen Transformation (3):

woftir  wir auch kurzer (aik) oder auch a  schreiben wollen. Damit
(3) wirklich eine Einftihrung  neuer Variablen sei, ist es noch not-
wendig, daß man nicht nur die x’ durch die x, sondern auch um-
gekehrt die 5 durch die 3;’  ausdrücken kann. Mit anderen Worten,
wenn wir (3) als die rz Gleichungen zur Bestimmung der PZ Un-
bekannten q,  . . .  , x, auffassen, wobei jetzt die x’ als bekannt an-
zusehen sind, so müssen diese Gleichungen eindeutig auflösbar
sein.  Hierzu ist es notwendig und hinreichend, daß die aus den
Koeffizienten qk  gebildete Determinante

t

nicht verschwinden soll. In diesem Falle spricht man von einer
eigentlichen Transformation. Bei dem Begriff der Matrix wollen
wir diese Bedingung jedoch nicht hinzunehmen und das Koeffi-
zientenschema (4) immer als  eine Matrix bezeichnen, ganz unab-
hängig davon,  ob seine Determinante verschwindet oder nicht. Eine
eigen t li c h e Transformation wird aber dann nur von einer Matrix a



1. Die Matrix als linearer Operator 3

mit nicht verschwindender Determinante 1 a  { + 0 induziert. Für
Matrizen wollen wir fette Buchstaben verwenden, zur Kennzeich-
nung der Koeffizienten $k fügen wir noch die entsprechenden
Achsen (nicht mehr fettgedruckt) als Indizes zu. So ist a  eine
Matrix,  eine Gesamtheit von na Zahlen, aik eine Zahl.

Zwei Matrizen sind gleich, wenn ihre entsprechenden Koeffi-
zienten gleich sind.

a=ß (W
ist mit den ~9 Gleichungen

aik = ßik (i = 1, 2, . . ., ?Z;  lc  = 1, 2, . . ., 12)
äquivalent .

Nan kann der Gleichung
n

& =  aik Fk x

k=l

noch eine andere Bedeutung geben, indem man die y;  nicht als die
Komponenten desselben Vektors in einem anderen Achsenkreuz
auffaßt, sondern als die Komponenten eines neuen Vektors in
demselben Achsenkreuz. Man sagt, die Matrix a führt den
Vektor .r  in den Vektor r’ über, oder auch a angewendet auf F
gibt r’:

.’& = aF 71 z oa,x w
gleichbedeutend mit (3 a).  (Eigentlich ist dieser Sprachgebrauch
vom Standpunkt der Bezeichnung der logischere.)

Die N-dimensionale Matrix ist ein linearer Operator für
+dimensionale  Vektoren. Ein Operator deshalb, weil sie einen
Vektor in einen anderen Vektor überführt; linear, weil für be-
liebige Zahlen a und b

a(a(+b;)=aahfbag (6)
gilt. Die beiden Vektoren auf der linken und auf der rechten
Seite von (6) sind nämlich einander gleich; die kKomponente  von
a r + b 9 ist a & + b g,, die i-Komponente des Vektors der linken
Seite von (6) ist also

Die i-Komponente der rechten Seite ist ebenfalls
n 12 n

axatkrk $- bxatkt)k = ‘531aiktark t bh)q
k=l k=i k=l

1*



4 1. Multiplikation von Matrizen

Die *dimensionale  Matrix ist sogar der a 11 ge m e i ns t e lineare Operator
im n-dimensionalen  Vektorraum, d. h.  jeder lineare Operator in diesem Raum
ist  einer Matrix &quivalent. In der Tat: führt der beliebige lineare Operator 0
den Vektor e, = (1, 0, 0, . . ., 0) in den Vektor EffI,  den Vektor
ea = (0, 1, 0, . . ., 0) in &. 4 usw., schließlich den Vektor e, = (0, 0, 0,
. . ., 1) in kn aber, wobei die Komponenten von <Ft  der Reihe nach
blf9  bSl>  m-s’ gfl f Beien, so ist 0 der Matrix (8 ) äquivalent. Die Matrix (Eir)

qz.führt  nämlich zonächst  jeden der n Vektoren el, es, . . ., e, in dieselben
Vektmm  g+ t.s,  . . ., E.~ über, in die sie 0 überführt. Ein beliebiger
Vektor gaist  aber eine Linearkombination der Vektoren e,, es, . . ., en,
nämlich u = a,e,+a2es+  ... +a,e,.  Da 0 und (x~J linear sind,
wird also u durch beide in  u, E. r + us 8. s -/- l - - + U,  .r.  n überführt, die
Matrix (arJ  ist 0 äquivalent.

Die  linearen Transformationen haben eine sehr wichtige Eigen-
schaft , ,  der sie ihre Bedeutung verdanken :  ihre Zusammensetzbarkeit .
Wenn wir nach (3) an Stelle der ursprünglichen Variablen x durch
eine lineare Transformation die x’ eingeführt haben und an Stelle
dieser dann durch eine weitere lineare Transformation

xl =ß,,2;tßl,x;+~*~+ßlnx~~
4 = ßs1 4 t ß☺S 4 + l ** +ßa?A

(7)
. . . . * . . . . . . . . . . . . . . .

11;:  = ßn14 t ßns 6 + *** +ßn?& 1

die Variablen x”  einführen, so. können wir diese beiden Schritte
zu einem einzigen vereinigen und an Stelle der x sofort durch
eine lineare Transformation die 3~” einführen. Es ist wegen (7)
lmi (3)
~f=ß~~(ul*~l+“‘tal,xn)t**~tß,n(CC,lxlt.**t~,x,)
x~=ß~~(~,~x~+*~~t~1,2,)+o’o+ß~~(~~~~,t~*~t~~~~,)  (8)
l ***..*.*.*.......*...,.....~~=ßnl(~ll~l+~~~~~ln~n)f~o~tß~,(~l~lt  l +a,:i,ji

&KI sind  die 2”  lineare Funktionen der 5. Wir können (8) etwas
einfacher schreiben, indem wir ftir  (3),  (7) und  (8)

x; = = 1, 2, . . . . n)
k=l

n

xy=Cß$jXj  (i=1,2,...,?%)
j=1

xf= 5 5ßijOjkXk
j=r  k=1

(W



1. Das Kommutativgesetz  gilt nicht Ei

schreiben und weiter
yik  = gßij"jk

j= 1
setze%  Wir erhalten so

x; = r] Yik  xk.
Die Zusammensetzung der beiden Transformationen (7) und (3)

mit den Matrizen (ß$) und ($+k) ergibt wieder eine lineare Trans-
formation. Man sagt,  die Matrix (yik)  is t  das  Produkt  der
Matrizen (ß$ und ($). Führt a  den Vektor F  in F’ = UJ und
ß den Vektor J’  in F”  = ß$  über, so führt das Produkt ß CL
definitionsgemäß  y  direkt in (/Ia)  7 = F”  über. Unter dem Pro-
dukt (yik)  der Matrizen (ßik) und (uik)  verstehen wir also die-
jenige Matrix, deren Koeffizientenschema nach (9) aus den Koeffi-
zientenschemata der beiden Matrizen ß und a hervorgeht. Es ist
zu beachten, daß der Koeffizient in der i-Zeile und k-Kolonne, das
(i, 7e)-Element  des Produkts, nur von den Koeffizienten der i-Zeile
des ersten und k-Spalte des zweiten Faktors abhängt. Die soeben
definierte Zusammensetzung von Transformationen, die sogenannte
Matrizenmultiplikation, hat eine Reihe einfacher Eigenschaften,
die wir nun betrachten wollen.

1. Vor allem bemerken wir, aaß die Matrizenmultiplikations-
rege1  formal dieselbe ist, wie eine Determinantenmultiplikations-
regel. Die Determinante des Produkts zweier Matrizen
i s t  a l s o g l e i c h  d e m  P r o d u k t  d e r  D e t e r m i n a n t e n  d e r
beiden Faktoren.

2. Es gilt sodann nicht notwendig
aß = ßu. (*)

Ein Beispiel, wo (*)  nicht gilt, bilden die Matrizen

(0 :> und c Y)
Es ist nämlich

Das Produkt zweier Matrizen hängt sogar in der Regel
von der Reihenfolge ab, und es müssen schon ganz bestimmte Be-
ziehungen vorhanden sein, damit (*)  gelten soll. In diesem Falle
nennen wir die Matrizen u und ß vertauschbar.



6 1. Das Assoziativgesetz

3. Im Gegensatz zum kommutativen Gesetz gilt für Matrizen
das assoziat ive Gesetz der  Mult ipl ikat ion. Es ist

Y VW = (y ß) 6 (10)

d. b.  es ist gleichgtiltig,  ob man y mit dem Produkt von ß und a
oder das Produkt von y und ß mit a multipliziert, Bezeichnet
man den (2’, Q-Koeffizienten der Matrix auf der linken Seite von (10)
mit eik,  80 ist

&‘k  =  gy<j@a)jk  =  ~yij~ßjz%k.
j=l j=l 1=1

(104

Das  (i, @-Element & der rechten Seite von (7) ist

1=1 Z=lj=l

Da  man die Summenzeichen an der rechten Seite von (10a)  beide
herauazisben  kann, ist &ik  = &;k,  womit (10) bewiesen ist. Nan
darf  ftir beide Seiten von (10) einfacher y ß a schreiben. Dall  man
dies tun darf, wird auch unmittelbar klar, wenn man die Matrizen
81~  lineare Operatoren auffaßt. Es führe nämlich Q den Vektor F
i n  a$  = r’, ß den Vektor r’ in Br’ = r” und y den Vektor J”
in y r” = J”’ ffber. Dann bedeutet das Zusammenfassen zweier
Matrizen  zu einer einzigen, die Xatrizenmultiplikation, nur das
Zusammenfassen von zwei Operationen: ßa  führt JY  direkt in ,$’
und y  ß den Vektor r’  in 1””  über.
auch (yß) a den Vektor F  in l”’

SQ  führt sowohl y (ß a) wie

&quivalent.
über: die beiden Operationen sind

Whrend also  die Reihenfolge der Faktoren in (10) nicht ge-
Wert  werden  darf, kommt es auf die Klammern nicht an, sie
kUnaen  einfach weggelassen werden.

4.  So wie  die Zahl  1 in der gewöhnlichen Zahlenmultiplikation,
80 spielt hier die Matrix

eine besondere Rolle. .Es  gilt für alle Matrizen 01

Ia-a1  =a.



1. Reziproke Matrizen 7

1 ist mit allen Matrizen vertauschbar, und das Produkt ist die ur-
sprüngliche Matrix. Die Koeffizienten der Matrix 1 bezeichnet
man mit dem Symbol 6ik,  wobei also

(3ik  = 0 für i zf=  IG, 1
&k = 1 für i = i?.  j (12)

Das so definierte aik nennt man das Weierstrasssche Delta-
sym b 01. Die Matrix (&J  I 1 induziert auch eine Transforma-
tion,  die identische, wobei die neuen Variablen gleich den
alten sind.

Gibt es zur Matrix cc  eine Matrix ß derart, daß

ßu=  1, (13)
so nennen wir /Y  die Reziproke der Matrix a. Gleichung (13)
bedeutet, daß eine Transformation mit der Matrix p  existiert, die
mit & zusammengesetzt die identische Transformation ergibt. Ist
die Determinante von a nicht gleich Null, 1 aik 1 z#=  0, so existiert,
wie wir schon S. 2 besprochen haben, immer eine solche Trans-
formation. Um dies noch im einzelnen auszuführen, schreiben wir
die 7a2  Gleichungen von (13) etwas mehr explizite hin. Sie lauten

n

Eßij ajk = if$k (i = 1, 2, . . ., 1%;  k = 1,  2, . . ., n). (14)
" f l

Betrachten wir unter diesen etwa diejenigen ‘~1  Gleichungen,
bei denen i denselben Wert, etwa den Wert 7 hat. Diese bilden’
n lineare Gleichungen für die n Unbekannten ßI  1, ßl 2, . . . , ßr,,,
sie haben also eine und nur eine Auflösung, wenn die Determinante
1 &k  1 nicht verschwindet. Dasselbe gilt für die anderen n - 1
Gleichungssysteme.

Ei. Ist  also die Determinante j’qk) I#=  0, so existiert
eine und nur eine Matrix ß, so daß ßa = 1. Der Wert der
Determinante dieser Matrix /I ist der reziproke der von a, da die
Determinante von 1 gleich 1 ist, und nach Satz 1

1 ßik 1 - ( &Yc 1 = 1 (15)
sein muß. sieraus  folgt auch sofort, daß a keine Reziproke haben
kann, wenn 1 $k 1 = 0, und daß ß, die Reziproke von a, selber
auch eine Reziproke haben muß.

Wir wollen nun zeigen, daß, wenn (L 3) gilt, auch

uß = 1 (W
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ist, d. h, die Reziproke von /?  wieder a ist. Am einfachsten sehen
wir dies ein, indem wir (13) von rechts mit b multiplizieren:

ßaß  = ß (1’)
und dies von links mit der Reziproken von ß, die wir mit y be-
zeichnen. Es folgt

rßaß  =  Y ß
und, da y j3 = 1 ist, ist dies mit (16) identisch. Umgekehrt folgt
natffrlich  auch (13) aus (16).

6. Die Reziproke von a bezeichnet man mit a-1.  Ist a-1
die Reziproke von a, so ist auch a die von a-l.  Reziproke
Matrizen sind miteinander vertauschbar.

Regel: Die Reziproke eines Produkts aßr 6 . . . erhält man,
wenn man die Reziproken der einzelnen Faktoren in umge k ehrte r
Reibenfolge miteinander multipliziert, d. h. . , . 6-l y-1  B-1  a-1
bi lde t . In der Tat ist (wegen des Assoziativgesetzes)

..* b-ly-lß-la-laßyd .-+  = 1.

7.  Eine weitere sehr wichtige Matrix ist noch die Nullmatrix

/o  o . . . o \

0 0 o...o= . . .
L )

7. . .
Q 0...8

(18)

deren Koeffizienten alle 0 sind. Es gilt offenbar
ao-Oa=& UW

Sie spielt bei einer anderen Verknüpfung der Matrizen, bei
der Addition, eine wichtige Rolle. Die Summe y der Matrizen
u und ß ist diejenige Matrix, deren Koeffizienten

 = qk+ßik (i=1,2,*..,n; k=l,2,...,?%) (19)

sind: die rra  Gleichungen (19) sind mit der Gleichung

Y=
Elquivalent.

atß oder y-a-ß=0

Es gilt offenbar

(194

und auch
a+ß=ß+a

r@+B>  = ya+  yß,  )
ca  + ß>Y =ar+ßy  I

(20)

(204
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Weiter versteht man unter dem Produkt einer Zahl CG  mit einer
Matrix a diejenige Matrix y,  für die gilt

Yik = a ajk. (21)
Die Formeln

(ab).a  = a.(ba); saß=  a a ß ;  a ( a +  /3)  =  a a +  a ß  (Zla)

folgen dann leicht.
Da die ganzzahligen Potenzen einer Matrix a durch sukzessive

Multiplikation leicht definiert werden können

aa z a.a;  a3  = a.a.a; .  .  .
' (22),-z = a-l-a-1;  a-8 = a-l.a-l.a-i;  . ..j\

so kann man auch jedes Polynom
zahligen Exponenten etwa

mit positiven und negativen ganz-

. . . + a-3 a-8+a_,dC-e+a_,~-i+a,1 +a,a

+  us-a2  +  a3a8  +  ...
(23)

definieren. Die Koeffizienten a sollen dabei keine Matrizen, sondern
Zahlen sein. Jede solche Funktion (23) von a ist dann mit
jeder anderen Funktion von a (also unter anderem auch
mit a selber) vertauschbar.

8. Eine sehr häufig vorkommende Art von Matrizen bilden
die sogenannten Diagonalmatrizen, deren Koeffizienten außerhalb
der Hauptdiagonalen alle 0 sind.

‘D* 0 0 . . . 0 ’
0 D, 0 . . . 0
0 0 ?, *.. 0 (24). . .* . .

,6 Q Q . ..D.,
Das allgemeine Element dieser Diagonalmatrix kann

Ir)jk 2 Diaik
geschrieben qlerden.

(25)

A l l e  D i a g o n a l m a t r i z e n  s i n d  m i t e i n a n d e r  v e r t a u s c h -
bar, und das Produkt ist wieder eine Diagonalmatrix.

Es ist nämlich
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Ist  umgekehrt eine Matrix a mit einer Diagonalmatrix D vertausch-
bar, deren Diagonalelemente alle voneinander verschieden sind,
80 ist a selber eine Diagonalmatrix. Es ist nämlich

folgt. Da aber für i # li auch .Z)i  # Dk ist, muß dann aik = 0
sein, d. h. a ist  eine Diagonalmatrix.

Die Summe der Diagonalelemente einer Matrix, die Diagonal-
summe, in der mathematischen Literatur zumeist Spur genannt, ist
durch die Gleichung

Spur U  = Caii  = $1  $  Us,  +  *** +  arm (28)

definiert.
9. Die Spur des  Produkt8 von zwei Matrizen is t  un-

abhtingig von der Reihenfolge der Faktoren.
Spur u/3 = Spur /Y c4. WV

In der Tat, es ist

‘pur  &ig = C (“B>ii = C x Qijßji  = Spur Fa. (30)
i i f

Ihre wichtigste Anwendung findet diese Regel bei der sogenannten
Ähnlichkeitstransformation von Matrizen. Diese bedeutet
eine Multiplikation der zu transformierenden Matrix a mit der
transformierenden Matrix ß von hinten und ihrer Reziproken von
vorne. Sie führt also u in p-1  aß über.

Bei einer Ähnlichkeitstransformation bleibt die Spur
ungelndert. Ee hat nämlich ß-1 a. /3 nach Satz 9 dieselbe Spur
wie ß.ß-*a  = a.

10. Die Wichtigkeit der Ähnlichkeitstransformationen beruht
a u f  d e r  T a t s a c h e ,  d a ß  a l l e  J l a t r i z e n g l e i c h u n g e n  g ü l t i g
bleiben, wenn man jede darin vorkommende Matrix ein
u n d  d e r s e l b e n  Ä h n l i c h k e i t s t r a n s f o r m a t i o n  u n t e r w i r f t .
1st  z. B. aß = y,
mit aß =

so ist  auch crrua.a-rßa = ~-lyo und
1 auch ~l.~~.tT1ß~  = ~11g = 1.

Auch auf die allgemeineren Matrizenoperationen, die auf S. 9
eingefuhrt  sind, bezieht sich dieses. In der Tat folgt aus y = a + B
a u c h  6ry  = c-r(a+ß) = a-ra+a-1/3 u n d u-ly u
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= (a-l a + o-1/3)  6 = 6-la 0 + a-1/36.  Ebenso folgt  aus

ß = aa auch crlßo  = cr1aat.s  = acrlacr.
Hieraus folgt, daß Satz 10 für jede Matrizengleichung gilt, die

nur die Operationen : Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl
oder anderen Matrix, Potenzierung einer Matrix mit positiven oder
negativen, ganzzahligen Exponenten, Addition von Matrizen enthält.

Diese zehn einfachen Sätze des Matrizenkalküls werden zum
großen Teil schon vielen Lesern bekannt sein. Ich wollte sie hier
doch noch einmal wiederholen, da wir später öfters gezwungen sein
werden, sie sogar ,,zwischen den Zeilen” zu benutzen l), und es ist
für das Spätere - wie überhaupt für jede quantenmechanische
Rechnung - die sichere Beherrschung dieser Grundregeln un-
erläßlich. Sie kommen schon in der ersten Publikation über
Quantenmechanik von M. Born und P. Jordans)  vor.

Lineare Abhängigkeit von Vektoren
Man nennt die Vektoren u,, u,, . , . , Um voneinander linear un-

abhängig, wenn unter ihnen keine Beziehung
a, b, + a9  ba  + . . . + ak  bf  = 0 (31)

besteht, in der nie  h t alle a, , a,,  . . . , ak Null wären. Mit anderen
Worten bedeutet dies, daß keiner der Vektoren b,, b,, . . . , bt durch
die übrigen linear ausgedrückt werden kann. Im Falle, daß ein
Vektor, etwa n, = 0 (alle seine Komponenten Null) ist, sind die
Vektoren nicht mehr linear unabhängig, da die Beziehuug

1 b1  + 0 . b, + 0 . b, + l l - + 0 . bt = 0

unter ihnen dann sicher besteht, obwohl a, = 1 j= 0 ist.
Z. B. sind die vierdimensionalen Vektoren bl  (1, 2, - 1, 3); bz (0,

- 2, 1, - 1); b3  (2,  2, - 1, 5) voneinander linear abhängig, da

2 bi  + bs - b3  = 0, b1  = - ‘la  ba + ‘1s  b3

ist. Dagegen sind bl  und ba noch linear unabhängig.

Sind k Vektoren b, , bz,  . . . , ukvoneinander nicht l inear un-
abhängig, so kaun man unter ihnen k’ < k *Vektoren finden, die

1) So ist z. B. Satz 3, das Assoziativgesetz der Multiplikation, bei
der Ableitung von Satz 6 (die Vertauschbarkeit von Reziproken) implizite
bereits dreimai  benutzt. (Man überzeuge sich hiervon durch Ausschreiben
aller Klammern !)

s) Zeitsehr.  f. Phys. 34, 858, 1925.
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yf? i- 37”

linear unabhängig sind und durch die man alle k&neär  ausdrücken
kann. Um diese 7c’  Vektoren herauszufinden, lassen wir zunächst
alle Vektoren bt  = 0, deren Komponenten alle verschwinden, weg,
diese kann man ja schon ohne die anderen ausdrücken, wie die
Gleichung bi  = 0 zeigt. Dann geht man die übriggebliebenen
Vektoren der Reihe nach durch, nimmt aber nur jene auf, die durch
die vorangehenden nicht linear ausgedrückt werden können. Die
so erhaltenen k’ Vektoren sind voneinander linear unabhängig und
alle anderen lassen sich durch diese ausdrücken. Wurde ein Vektor
nicht  aufgenommen, so konnte er schon durch die vorangehenden
linear ausgedrückt werden. Unter den aufgenommenen kann da-
gegen keine lineare Beziehung bestehen. Ist nämlich etwa ~1  der
zuletzt aufgenommene Vektor, der in der linearen Beziehung vor-
kommt (mit dem Koeffizienten aj  #  0), so kann man bj  durch die
vorangehenden linear ausdrücken und er hätte nicht aufgenommen
werden dürfen.

Sind f Vektoren u,,  b,,  . , . , uf linear unabhängig oder nicht,
so gilt dies auch für die Vektoren u b,, et  b,, . . , , zt  bt, wenn GC  eine
eigentliche Transformation ist. Wäre nämlich

a, ab, + a, a  b, + . . l + at  a  bt  =  0, (32)

SO folgte, wenn man auf beide Seiten a-1 anwendet, wegen der
Linearitat  von a-l

a, u, -/-  a,  b, +  . l . +  af  bt  =  0,
.

(32  4

und umgekehrt folgt aus (32a) auch (32). Besteht also zwischen
den a  bt eine lineare Abhangigkeit  (32), so besteht diese auch
zwischen den bi  und umgekehrt.

Mehr als n  n - dimensionale Vektoren b,,  o,,  . . . , un,  bn  + 1
können nicht linear unabhängig sein.

Die Gleichung

%Qi-asb2i-~~~  +anh+antlh+,  = 0 (33)

ist nämlich den u  linearen homogenen Gleichungen für die Kom-
ponenten

QA +"ob,, + "' + wh1+ %+1htt1,1  = 0,

%bls  + asb22  ++*** + anha -I- %ttlbn+l,z  = 0,

Q,b1a+as~ss+...+anbns+an+1bn+1,~=0,
(33a)

..**-..*....... . . . . * . . . . . .
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äquivalent. In diesen kann man die a,,  Q%,  . . . , a,, a, + 1 als Un-
bekannte auffassen : n homogene lineare Gleichungen für n + 1
Unbekannte haben aber immer von Null verschiedene Lösungen,
die in (33) eingesetzt die lineare Abhängigkeit ergeben. Hieraus
folgt, daß durch TI linear unabhängige n  - dimensionale Vektoren
b,,  b,,  - -  -7 b,, jeder tt- dimensionale Vektor Um  linear ausgedrückt
werden kann. Es muß nämlich eine Beziehung

a, b, + Qq  b,  + + l - + an b, + a rn  = 0
unter ihnen mit a z#z  0 existieren (wäre a = 0, so wären schon die
b,,  b,, -- -7 bn nicht linear unabhängig), woraus man b berechnen
kann. Die Vektoren b,, b, ; . . . , b, bilden ein vollständiges
Vektorensystem.

Man kann eine Spalte oder auch eine Zeile einer ti-dimensio-
nalen  Matrix (cQ~)  als einen Vektor auffassen. Die Komponenten
des Vektors a. f, der die f-Spalte bildet, sind aI r, ua  C,  . . . , %t,
die Komponenten des Vektors at, der die i-Zeile bildet, sind at 1,
%2r "', at,* Die Existenz einer Iinearen Abhängigkeit zwischen
den Vektoren a.,, CL. 2,  . . ., a. ,%

a,a.l +  a,c,  +  - +  a,a..  =  0

ist gleichbedeutend mit der Lösbarkeit der linearen homogenen
Gleichungeu  für die ocl,  u8, . . . , a,

%%l + "*Ul, + -** + %aa,,  = 0,

Qla21 + aaasB + - + ana2,  = 0,
, . . . . . . . . . . . . . . . . .

aianl + a,%s, + -** + %%, = 0,

ihre notwendige und hinreichende Bedingung ist das Verschwinden
der Determirmnte  1 ~21.

Ist die Determinante 1 q  1 IfI 0, so sind die Vektoren u. 1,
cg,  . . . . a.n linear unabhangig,  sie bilden ein vollständiges Vektor-
sys tem. Sind umgekehrt die Vektoren b. 1,  b. 2,  . . ., b.n  linear
unabhängig, so ist die Determinante der Matrix,  deqen  Spalten diese
Vektoren bilden, ungleich Null. Dasselbe gilt von den Zeilen.

11. Verallgemeinerungen
1. Wir wollen jetzt die Resultate des vorangehenden Kapitels

- zunächst formal, dann aber auch dem Inhalte nach - verall-
gemeinern. Zur Kennzeichnung der Komponenten eines Vektors
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bzw. der Koeffizienten einer Matrix haben wir die Nummer der
Koordinatenachse, auf welche sie sich bezieht, als Index hinzu-
gefügt . Die Koordinatenachsen waren mit den Zahlen 1, 2, . . . . , n
numeriert. Hiervon wollen wir jetzt abgehen und die Koordinaten-
achsen nach den Elementen einer beliebigen Gesamtheit benennen.
Ist G eine Gesamtheit der Dinge g, b,  i, , . ., so ist ein Vektor t,
im Raume der Gesamtheit G der Inbegriff der Zahlen b,, bh, bi,  .  .  .
Man kann dann natürlich nur Vektoren, die in demselben Raume
definiert sind, miteinander vergleichen (oder auch addieren usw.),
da nur diese entsprechende, d.  h.  gleichbenannte Komponenten haben.

Dasselbe wollen wir auch bei Matrizen einführen. Damit eine
Matrix a auf den Vektor b mit den Komponenten b,,  bh, bi, . . . an-
wendbar sein soll, müssen die Spalten von c1  nach den Elementen
derselben Gesamtheit G benannt sein, nach denen die Komponenten
von b benannt sind. Im einfachsten, Falle sind dann auch die
2 eilen nach den Elementen g, 16, i, . . . dieser Gesamtheit benannt
und a führt den Vektor ti  im Raume der Gesamtheit G in den
Vektor a b in demselben Raume über. ES ist

(1)

wo j ein Element der Gesamtheit G ist und 2 alle Elemente dieser
Gesamtheit durchlaufen muß.

2. B. kann man die Koorditiatenachsen  nach drei Buchstaben 2, y, z
benennen.
b, =

Dann ist 2. 3. b mit den Komponenten bz = 1, bi = 0,
- 2 ein Vektor, U

eine Matrix (die Zeichen der entsprechenden Zeilen und Spalten sind an-
gefügt). Es ist z.  B. %,  = 1, %y  = 2, c+,  = - 2. Die z-Kompo-
nente von b’ = Ub  berechnet sich nach (1)

tJ;  = %zbz+  Gyby + %,ba

= 1 . 1  +  2 . 0  +  3.-2 = - 5  u s w ,

Die Verallgemeinerung, die wir jetzt vorgenommen haben, ist
offenbar rein formaler Natur, sie bezieht sich auf eine andere Be-
nennung der Koordinatenachsen und der Komponenten der Vek-
toren und Matrizen. Man kann zwei Matrizen, die auf Vektoren
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im gleichen Raume einwirken, miteinander ebenso multiplizieren,
wie die Matrizen des vorangehenden Kapitels.

r=ßa (2)
ist gleichbedeutend mit

yjk  = lsGßjl  alkr

wo j und k zwei Elemente der Gesamtheit G sind und Z alle Ele-
mente dieser Gesamtheit durchläuft.

2. Eine weitere, weniger formale Verallgemeinerung ist die,
daß man die Zeilen und Spalten der Matrizen nach den Elementen
verschiedener Gesamtheiten Fund G benennt. Dann wird aus (1)

(14

wo j ein Element der Gesamtheit F und Z  alle Elemente der Ge-
samtheit C;  durchläuft. Eine solche Matrix, deren Zeilen und
Spalten in verschiedener Weise benannt sind, nennt man eine
nichtquadratische Matrix (im Gegensatz zu den quadratischen
Matrizen des vorangehenden Kapitels), sie führt einen Vektor b im
Raume des G in einen Vektor Um  im Raume des F über. Im all-
gemeinen muß die Gesamtheit F gar nicht genau so viel Elemente
umfassen, wie die Gesamtheit G. Umfassen sie gleich viele Ele-
mente, so hat die Matrix gleich viel Zeilen und Spalten, wir nennen
sie ,,quadratisch im weiteren Sinne u.

Die Gesamtheit G bestehe aus den Zeichen Y,  A, 0,  die Gesamt-
heit F aus den Zahlen 1, 2. Dann ist

* n Cl

eine nichtquadratische Matrix (die Namen der Zeilen und Spalten sind
wieder angefügt). Sie führt den Vektor b* = 1, \ia = 0, b.  = -2 in
den Vektor bJ = ab
über. Die Komponenten mtll  und 1~~ berechnen sich

kU1  =  &l*b*+alaba+alObO  = 5.1+7.0+3*-2  = - 1 ,
ltl2  = C$,*b*+a23.ba+%nba  = O.l+-1.0+-2.-2 = 4.

Zwei nichtquadratische Matrizen B und a kann man mit-
einander nur dann multiplizieren, wenn die Spalten des ersten
Faktors und die Zeilen des zweiten Faktors nach der-



XXTV. Die erste Näherung für die Wechselwirkungsenergie 323

kann man den unitären Operator sPOy  auf den anderen Faktor
als s;  1 Op1 hinüberziehen, und da er mit W  vertauschbar ist, mit
ep,Op, zu &p-l  p, OP-,  P, vereinigen. Nun kann man die Summa-
tion  anstatt über P’, über P-1  P’ = 5!’  führen, die Summation über
P ergibt dann einfach r2!. Es wird so aus (19)

wo W  in eine Summe von Gliedern Wik  zerlegt ist, die den
Wechselwirkungen der einzelnen Elektronenpaare entsprechen.

Betrachten wir das Glied mit einem bestimmten Wik.  Es lautet,
mehr im einzelnen hingeschrieben :

Wenn T hierin nicht nur das i-te und k-te Elektron berührt [also
weder die Einheit, noch die Transposition (ik) ist], sondern noch
etwa j in j’ überführt, so verschwindet (20) bei der Integration
über xjyj xj und Summation über Sj wegen der Orthogonalität der
Eigenfunktionen +z: und +z’j;. In einer erlaubten Konfiguration

‘3 3
darf ja nicht gleichzeitig 1Nj  = Ny;  7j  = 7j,; pj = pj’  und aj = 65”
se in . Bei dem Glied Wik  genügt es also, T gleich der Einheit und
gleich der Transposition (i Ic)  zu setzen. In beiden Fällen gibt die
Integration über die Ca r  t  es i  sehen  Koordinaten und Summation über
die Spinkoordinaten aller von i und 7 c verschiedenen Elektronen
Lediglich den Faktor 1,  und (20) geht über in

Wenn man hierin noch qUI  aiNd  zi (i) = *z ‘$ (ri) 6,, Ui  USW. einsetzt, WO 1’2

für die Car t esi sehen  Koordinaten X~  yi  q des i-ten Elektrons steht,
kann man die Summation über sir  sk  ausführen und erhält
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muß die Zeilenbenennung der drei Matrizen a, p, y dieselbe sein,
ebenso ihre Spaltenbenennung. Ganz anders ist es bei der Multipli-
kation, wo die Spalten des ersten Faktors auf die Zeilen des anderen
Faktors passen mußten und das Produkt nur in diesem Falle und
in diesem Falle immer gebildet werden konnte: es hatte die Zeilen-
beneunurig  des ersten und Spaltenbenennung des zweiten Faktors.

1.  Von einer Determinante nichtquadratischer Matrizen kann
noch gesprochen werden, wenn sie gleich viele Zeilen und Spalten
haben, wenn diese auch verschieden benannt sind. Für diese
,,quadratischen Matrizen im weiteren Sinneu  gilt die Regel, daß
die Determinante des Produkts gleich dem Produkte der Deter-
minanten ist.

2. 3. Für die Multiplikation von nichtquadratischen Matrizen
gilt ebenfalls das Assoziativgesetz:

(4~ = QW (3)

und zwar lassen sich alle Multiplikationen auf der rechten Seite
wirklich ausführen, wenn dies auf der linken Seite der Fall ist,
und umgekehrt.

4. 0. 6. Die Matrix 1 soll immer als eine quadratische Matrix
mit gleicher Zeilen- und Spaltenbenennung angesehen werden. Die
Multiplikation mit ihr kann immer weggelassen werden.

Die quadratischen Matrizen im weiteren Sinne mit nicht-
verschwindender Determinante haben eine Reziproke. Für eigent-
liche nichtquadratische Matrizen wird keine Reziproke definiert.
Ist a  eine quadratische Matrix im weiteren Sinne, so müssen, damit
die Gleichung /2

sinnvoll sei, die Spalten von /? auf die Zeilen von a  passen. Weiter
muß auch 1 die Zeilenbenennung von @  haben, und da es im engeren
Sinne quadratisch ist, auch die Spaltenbenennung. Folglich muß
auch die Spaltenbenennung von @ dieselbe sein.

Die Zeilen der Reziproken ß einer Matrix a  s ind nach
denElementen  derselben Gesamtheit benannt, nach dessen
Elementen die Spalten von a benannt sind,  ihre Spalten
nach denselben Elementen,  nach denen die Zeilen von a
benannt  s ind . Es existiert zu jeder quadratischen Matrix im

W i g n er, Ckuppentheorie 2
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weiteren Sinne a  mit nichtverschwindender Determinante eine
Reziproke /3,  so daß

es ist dann auch

wobei aber zu bemerken ist, daß die Zeilen und Spalten der 1 in
(4) anders benannt sind als die der 1 von (4a).

7. Für die Nullmatrix und die Addition von nichtquadratischen
Matrizen gilt dasselbe, was für quadratische Matrizen gilt, ebenso
von der Multiplikation mit einer Zahl. Dagegen kann  man die
Potenzen, z.  B. von nichtquadratischen Matrizen, nicht
bilden, weil die Multiplikation von a mit a voraussetzt, daß die
Spalten von a  auf die Zeilen von a passen, d. h. daß a quadra-
t i sch  i s t .

8. 9. 10. Diagonalmatrizen und Spur sind keine für nicht-
quadratische Matrizen sinnvolle Begriffe, auch wird keine Ähn-
lichkeitstransformation für diese definiert. Betrachten wir nämlich
die Gleichung c-&  &$-+

Qt%u-l=ß, 0 v  r?,  - p
h‘,Y

so ist die Zeilenbenennung von ß und 6, gleich. Diese ist aber
auch die Spaltenbenennung von cf 1, a lso auch von ß.
ist im engeren Sinne quadratisch,

Die Matrix ß
ebenso ct,  dessen Zeilen auf die

Spalten von cr und Spalten auf die Zeilen von o-1  passen müssen.
Dagegen kann u eine im weiteren Sinne quadratische

Matrix sein: dann ist  die Zeilen- und Spaltenbenennung
von a  und p verschieden. Solche Ähnlichkeitstransformationen,
die die Benennung der Zeilen und Spalten andern,  haben sogar
eine wesentliche Bedeutung. Zum Beispiel in der sogenannten
Transformationstheorie der Quantenmechanik.

Die Einführung der nichtquadratischen Matrizen ist trotz der
scheinbar mit ihnen verbundenen Komplikation sehr vorteilhaft, da
man mit,  ihrer Hilfe die Ausdrucksweise wesentlich vereinfachen
kann. Das soeben Beschriebene soll aber nicht etwa als ein starres
Schema verwendet werden, sondern eher an das Denken mit diesen
Größen gewöhnen. Wo später solche komplizierteren Matrizen
gebraucht werden, werden sie immer separat erläutert. Zumeist
ist die Benennung der Zeilen und Spalten so sehr durch die Gestalt
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und Definition der Koeffizienten nahegelegt, daß man sie kaum
weiter anzugeben braucht.

4. Am häufigsten kommt es vor, daß man die Zeilen nicht
mit einer Zahl, sondern mit zwei oder mehreren Zahlen benennt, z. B.

Die erste Zeile wird man ,, 1, l-Zeile”,  die zweite ,, 1,2-Zeile  “,  die
dritte ,, 2, I-Zeile”, die vierte ,, 2, 2-Zeile” nennen und entsprechend
die Spalten. Die Koeffizienten von (t)  sind

Yij;kl  --  aibjckdl,

wobei der besseren Übersicht halber den Namen der Zeile (i, j) vom
Karnen  der Spalte (F;,  7) ein Semikolon (;)  trennt.

Eine wichtige Rolle  unter diesen Matrizen spielt das direkte
Produkt y zweier Matrizen  (aik) und (pjl)>  wir bezeichnen sie nach
H. Weyll)

(5) ist gleichbedeutend mit

Die Zeilenzahl von a sei nn,,  die Spaltenzahl fin,;  die entsprechenden
Zahlen für /9 seien ~1  und CU;, dann hat y genau rt,  12; Zeilen und
ns 72;  Spalten. Ist insbesondere sowohl a wie /3  eine quadratische
Matrix, so ist es auch a X B.

Satz 1. Ist aä = f und ßs  = E und ist +a X ß = y
und  äXp=jY,  soistauchyY=zXB

(a X ß)(ä  x j?) = aü X ß$
r' F =-g.-fl

1) Die Faktoren a und Ü  der Matrizenmultiplikation schreiben wir
einfach nebeneinander Q  Ü. Die Matrix (j-) ist das direkte Produkt der
beiden Matrizen :
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Das Matrizenprodukt zweier direkter Produkte ist das
direkte Produkt der beiden Matrizenprodukte. In der
Tat ist

(a  x ß)ik;  i’k’  = aiif ßkk’;  (ä x jf)ifkt:  iffk” = &,p  pkfkff
und

(a x ß) . (ä  x rß)ik;  i”k”  = ‘-51  a#  ßkk’  &ff ;Bk’k”.
i’ k’

Ebenso ist - -
(a  ä)iiff = ‘531  qit  äififf;  (ßß)kkff = ‘5;1  ßkk,ßk,k’P”

i’ k’
und

(8)

(a ä x ßf&; i”k”  = x ai$ airiff  . x ßkk’  JBk’k”,
i’

aus (8) und (9) folgt aber

(9)

(a x ß) (ä x j?) = aä x ßj?. (7)
Satz 2. Das direkte Produkt zweier Diagonalmatrizen ist

wieder eine Diagonalmatrix, das direkte Produkt zweier Einheits-
matrizen ist wieder eine Einheitsmatrix. Mau überzeugt sich hier-
von leicht an Hand der Definition des direkten Produkts.

Bei formalem Rechnen mit Matrizen muß man sich stets über-
zeugen, ob die angedeutete Multiplikation auch ausführbar ist. Im
ersten Kapitel, wo wir durchwegs quadratische Matrizen mit
n Zeilen und Spalten hatten, war dieses natürlich immer der Fall,
im allgemeinen ist aber darauf zu achten, daß die Spalten des ersten
Faktors der Matrizenmultiplikation auf die Zeilen des zweiten
Faktors passen, d. h. dl gleichen Namen bzw.
Symbol  benannt  se ien.
siX  nac-bilden.

Eine etwas allgemeinere Art von Matrizen mit mehreren In-
dizes bezeichnen 116.  Born und P. Jordan als ubermatrizen.
Sie fassen nämlich etwa die Matrix (aij  i kl) als eine Matrix (Atk)
auf, deren Koeffizienten Alk  selber Matrizen sind: &k
ist diejenige Matrix, bei der in der Zeile j und Spalte Z die Zahl
aij, kl steht.

(aij;  k l )  = a = (& k), wem  (AS k)j 2  =aij;  kl* (10)

Satz 3. Is t  a = (&) und ß = (&it,),  so ist aß = ‘y
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wobei rechts in (11) eine Summe von Produkten nach der
Matrizenmultiplikation steht. Es ist

(a  ßh  k ; i” k”  =  *q,  %  k ; $’  k’ ßir  k’;  i”  k”  7
>

andererseits

u n d

a l s o
ta  ß),,;  2”’  k” =  Yik;  i”  k’(,

womit Satz 3 bewiesen ist. Natürlich muß man in der rechten
Seite von (11) auf die Reihenfolge der Faktoren achten, was in
der entsprechenden Gleichung bei der Multiplikation von einfachen
Matrizen nicht notwendig war. Mit dieser Einschränkung kann
man Übermatrizen nach d e r für einfache Matrizen gültigen Regel
multiplizieren.

Im einfachsten Fall haben wir zwei quadratische Matrizen, etwa
/
all a12 ; c$s %4 %b  ’ ‘ß11 812 ßlS  ; ßl4 &b ’

a21 %22 i a28 a24 %b ß91  ß22  ß28  j ß24  ßab
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..-......... ,.._...................,..........................

u n d
%l %2 ; %3 ‘34 ‘80 ßS1  ßS2  ßSS : ß34  ß3b ’

%l cc4a i’ a4, cx44 a4b ß41  ß42  843 j ß44  ß4b

labl ccb!a i ab3 ab4 abb / fßbl ßb2  ßEdI : ßb4  ß6b  /

wir können sie Iangs  der punktierten Linien in Untermatrizen ein-
teilen, aber so, daß die Spalteneinteilung der ersten (2 : 3) mit der
Zeileneinteilung der zweiten übereinstimmt. Wir setzen dann für
die beiden Matrizen 0 die Schemata

(iz:

Das Produkt der beiden Matrizen 8 läßt  sich

schreiben.
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Dagegen is t  das Schema

(2: &:>  (2 8::>= (
Bdn+Bdei  Bdle+~xeAee
&rAl1+&e41 -&dle  +Bwfse >

sinnlos, weil die Zeilen von z. B. BI1 nicht auf die Spalten von
All passen.

III.  Hauptachsentransformation
Im ersten Kapitel haben wir eine wichtige Eigenschaft der

Ähnlichkeitstransformation kennengelernt : sie läßt die Spur einer
Matrix ‘)  ungeändert, Q  hat dieselbe Spur wie o-1  01  CL Ist die
Spur einer Matrix ihre einzige Invariante gegenüber Ähnlichkeits-
transformationen 3 Offenbar nicht, denn z. B. die Determinante
von { cr-lau  1 ist ja  auch gleich der Determinante von ( a 1. Um
weitere Invarianten zu erhalten, betrachten wir die Determinanten-
gleichurig  rt-ten  Grades für A.:

all-A.  a,, l o. a,,

%l %a -A. --- a2%. . .. . ..
hl 42 --• c&,-a

oder anders geschrieben,
Ja-All= 0,

wir nennen sie d i e Säkulargleichung von a.
gleichurig  von /? = rlciu  ist

Die

(2)
SakTular-

Iß-ktl= /rlaa-ll(  ~0. (3)
Man kann hierfür offenbar auch 1 u (u - jl 1) ~-11  = 0 oder

Ia-l{ Ia-A.11 IuI = 0 (4)
schreiben. Gleichung (4) zeigt, daß die n Wurzeln der Säkular-
gleichung 1 #J  - 3, t 1= 0 mit den T Z  Wurzeln der Säkulargleichung
1 a - it 11=  0 tibereinstimmens).  Die Wurzeln der Säkulargleichung,
die Eigenwerte einer Matrix, s ind Invarianten gegenüber
Ähnlichkeitstransformationen. Wir werden später sehen,-- -_’ ---+<  - __ , ___ _ I y . .___

‘) Die Matrix, die einer Ähnlichkeitstransformation unterworfen wird,
md immer eine quadratische sein. Da kein anderer Grund vorliegt,  be-
nennen wir ihre Zeilen und Spalten wieder mit den Zahlen 1, 2, . . ., n.

‘) Ir’ ( und j d  1 sind Zahlen !
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daß,-  eigq  ~&$~i~~  _ .im a!.jgemeinen  keine w&~~&~~~~&&,. . ..%/,...“--~~.~- L
jetzt_,  bee-erken  wir nur,. daß-p.  die Summe u~d&eJ.I.I~_ __.  . r----n- ,“-“- --*.  _...-.”  ..,&--s*  , . C (
mmante das Produkt der E~q~q~~~&&&  und ihre Trivarianz  in
de;  &&b%  &6$&$&~e&&9  Satz enthalten ist.

Betrachten wir einen Eigenwert il,. Die Determinante der
Matrix (a  - il, 1) ist Null, so daß die linearen homogenen Glei-
chungen

a,,f,  +  a,,r, +  .‘. +  al.Fn = &&T

a,, Fl + a42  $2 +  l  * ’ +  a2n Fn  =  A* TZ!
(5)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 $1 +  %2F2  +  “*  +  UnnF’n  = &Fn

lösbar sind. Es läßt sich zu allen n Eigenwerten $sein  lineares
homogenes Gleichungssystem nach (5) aufstellen, die  Lösungen
dieses  Sys tems, die nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt
sind, bezeichnen wir mit ki’f,  $5:; 1.  . i ynhr,  so daß

c aij rjt  = at  42 Ga)
j rjk ;  r)  ;‘I  /.(

gilt. Die Gesamtheit der n Zahlen :1 t, r2 c,  . . . , ~~  t nennen wir
einen Eigenvektor r.r  der Matrix u, “’ &I!  T&gen$l%or K.  r gehört
zum Eigenwert At. &&chung  (5a)  läßt sich auch J*k

i’ . = ilfF.r
q-L  3,)Q Pb)

schreiben: die Matrix führt &e  Eigenvektoren in Vektoren über,
die sich vom Eigenvektor nur durch einen konstanten Faktor, den
Eigenwert unterscheiden.

Man kann die Eigenvektoren g::;  i:\ ,’ . .-.  ,‘i ?n zu einer
Matrix x zusammenfassen, so daß F  .t die k-Spalte dieser Matrix
bildet : k#R

-ijir,%  &r]i.=  fit-
Dann steht in (5a) links der (i )-koeffiiient  von u JE.f Auch die
rechte Seite kann man als den (i f)-Koeffizienten einer Matrix auf-
fassen, nämlich als den (i Q-  Koeffizienten von r d, wo d eine
Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen A,,  it,, . . . , 1,

d jk = sjk ak
ist. Dann lautet (5a)

und man kann die ti2  Gleichungen (5a)  in
UlE -ssd (6)
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oder, wenn t eine Reziproke hat, in

z-la3E  = d (6a)
znsammenfassen.

Eine Ahnlichkei  tstransformation mit einer Matrix,
deren Spalten die Eigenvektoren sind, bringt die Matrix
auf die Diagonalform, die Diagonalelemente sind die
Eigenwerte der Matrix. Zwei Matrizen, die dieselben Eigen-
werte haben, lassen sich ineinander transformieren, es lassen sich
nämlich beide in dieselbe Matrix d  überführen. Die Eigenwerte
sind die einzigen Invarianten gegenüber Ähnlichkeitstransforma-
tionen.

Dies gilt allerdings nur, wenn x eine Reziproke hat, d. h. wenn
die n Vektoren ~.r, F. 2,  . . ., F. ,, linear unabhängig sind. Das ist
zwar der allgemeine Fall und tritt z. B. immer ein, wenn die Eigen-
werte alle verschieden sind, doch kommen auch Ausnahmen vor,
wie z. B. die Matrizen

zeigen, die sich durch eine Ähnlichkeitstransformation überhaupt
nicht  auf die Diagonalform bringen lassen. Von solchen Matrizen
handelt die Elementarteilertheorie. Wir brauchen indessen
auf diese nicht einzugehen, weil wir immer mit solchen Matrizen
zu tun haben werden (unitären  bzw. hermiteischen  Matrizen), die
sich nach (6s) auf Diagonalform bringen lassen.

Die Vertauechbarkeit~sverhältnisse  zweier Matrizen lassen sich
von dem soeben gewonnenen Standpunkt aus sehr gut übersehen.
Lassen  sich zwei Matrizen mit derselben Transformation auf die
Diagonalform  bringen, haben sie dieselben Eigenvektoren, so sind
sie vertauschbar l). Sie sind es namlich  als Diagonalmatrizen sicher
nach  der Ähnlichkeitstransformation, also waren sie es auch schon
vorher.

Im ersten  Kapitel wurden die rationalen Funktionen

f(a) = . . . a
-Ba

- 8 +a~,u-~+.-lu-l+uol  +a,a
+ a2  ae -/-  a,  a* + - l e

‘)  Dagegen können die Eigenwerte beliebig verschieden sein.
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einer Matrix a definiert. Um f(a) auf die Diagonalform zu
bringen, genügt es, a auf die Diagonalform d = g-1 & Q zu trans-
formieren. Dann ist nach Satz 10, Kapitel 1

a-y-(a)  6 = u-1 (.  . . a-2  a-e+a-.la-r +a,l +a,a+a,a2+~~-)  6,

= . . . a-,A-2+a-,A-1+a,1+a,dta,det~~~=f(d)

und diese ist selber eine Diagonalmatrix. Ist jlk das k-te Diagonal-
element in d = (dik)  = (6ik&J,  so ist es nf in ne und

. . . a-,Aka + ael;l;l + ao + a,&+  a,Ai  + l -- = f(A,)

in f(d).
Eine rationale Funktion f(a) einer Matrix a kann durch die-

selbe Transformation auf Diagonalform gebracht werden, durch die
a selber auf Diagonalform gebracht wird. Die Diagonalelemente,
die Eigenwerte von f(a) sind die entsprechenden Funktionen f(&),
f (Q7 f @,h  * - * der Diagonalelemente il,, il,,  il,, . . . von a. M a n
nimmt an, daß dieses Gesetz nicht nur für rationale, sondern für
beliebige Funktionen 3(a) von u gilt, und betrachtet dies als die
D e f i n i t i o n der allgemeinen 3latrixfunktionen.

Spezielle Matrizen
Es liegt nahe, aus einer quadratischen Matrix a dadurch

eine neue a’ zu bilden, daß man die Rolle der Zeilen und Spalten
vertauscht. Die so entstandene Matrix a’ nennt man die Trans-
ponier t e zu a, die Transposition deutet man mit einem Strich an.
Es gilt also ,aik  = UL+ (7)

Regel. Die Transponiert e eines Produkts a /3 y 6 . . . ist
das Produkt der Transponierten in umgekehrter Reihenfolge ge-
nommen, also

(a ß y . . . c)' = 6' . . . y' ß' a'.
Es ist nämlich

w

@Br *** &&i = (aßy  . . . &)ik ,LU  $ix  ßxl  YA,u  * * * &; k*
. . . b

Andererseits ist

(0’ . . .

womit (7a) verifiziert ist.
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Die Matrix, die entsteht, wenn  mau an Stelle eines jeden der
na  Koeffizienten von a  die konjugiert komplexe Zahl setzt, nennt
man a*,  die konjugiert Komplexe zu a. Ist CII = a*,  so sind alle
Koeffizienten reell.

Vertauscht man Zeilen mit Spalten, und geht man außerdem
zur konjugiert Komplexen über, bildet mau  also aus u die Matrix
&’ = d*, so erhält man die Adjungierte  ut zu U:

&*’  = (Zt  = cg’“. (8)
Die konjugiert Komplexe eines Produkts ist offenbar das

Produkt der konjugiert Komplexen:
(a/Yy  . ..c)* = &/Fy*...E*;

beim Ubergang  zur Adjungierten muß man die Reihenfolge um-
kehren :

(aßy  . . . ey = (ußy  . . . &)*’  = @z*B”y*  . . . EJE)’
f E*’  . . . y*‘p’a*’  = et  . . . ytßtat.

(8a)

Man  kann verschiedene Beziehungen zwischen einer Matrix a, ihrer
Adjungierten, Transpouierten  und Reziproken annehmen und erhält
dadurch spezielle Arten von Matrizen. Da ihre Namen in der
Literatur haufig  vorkommen, wollen wir sie der Vollständigkeit
halber alle anführen, im folgenden werden außer den unit ären
und  hermiteischen  nur die reell  orthogonalen gebraucht
werden.

Ist a = a”,  also aik = u?~,  so heißt die Matrix reell, alle
ns Koeffizienten qk  sind reell. Ist a  = - a*,  also &k  = - at*k,
eo ist die Matrix rein imaginär.

1st 8 = s’, al8o  sik  = Ski, so ist die Matrix symmetrisch.
Ist  Sfk = - Ski, d80 S = - s’, so nennt man sie schief.

1st  w = Hf,  also  -&k Z= xti, so heißt die Matrix her-
mifeisch.  I s t  a  = -at, so nennt man sie hermiteisch  schief.

Ist (r. sowohl reell als auch symmetrisch, so ist  a natür---r--.-~,r-,..-  _ __---  / . . ____ ,,’
lieh arm-w-

.

1st  0’ = O-r,  s o  i s t  0  k o m p l e x  o r t h o g o n a l .  D i e
Matrix U, für die ,Ut = ‘IT-1 gilt,v  heißt unitär.  Ist Rt = R-1- .d ---v--ew_.
und R = R* reell, so &t’ auch R’ = m’ = Rt = R-1,
also auch Z$’  = R-1. Man  nennt B reell orthogonal, oder
schlechtweg o r t h o g  o n  al.
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Unitäre Matrizen und das skalare Produkt
ßevor wir zu den Unitaren  Matrizen übergehen, müssen wir

eine letzte Art von Begriffsbildung vornehmen.
Schon im ersten Kapitel haben wir die Summe zweier Vek-

toren und konstante Vielfache eines Vektors definiert. Bereits
in der elementaren Vektorrechnung gebraucht man daneben das
skalare Produkt zweier Vektoren. Das skalare Produkt des
Vektors a mit dem Vektor b  ist eine Zahl, und zwar unterscheiden
wir das hermiteisehe skalare Produkt

ar b, + aB 6, + . l - + az b,  = (a, 6)
vom einfachen skalaren Produkt

Cl-)

Q,  6, + *2  b, + . -0  + *, b,  = ((Q, Q). CH)
Wenn wir nichts anderes bemerken, denken wir stets arr das her-
miteisehe  skalare Produkt und nicht an das einfache.

Sind die Vektorkomponenten a,,  as,  l l ., a, reell, so fallen
beide Produkte zusammen.

Ist (a, 6) = 0 = (6, a), so sagt man, daQ  a und b  senkrecht
aufeinander stehen, oder auch, daß sie orthogonal sind. 1s t
(*,  *>  = 1, so sagt man, daß a ein Einheitsvektor ist, oder daß
er normiert ist. Sonst ist (a, a) immer reell und positiv und nur
dann 0, wenn alle Komponenten von a verschwinden. Dies gilt
nur für das hermiteisehe skalare Produkt, dagegen nicht für das
einfache: ist a z. l3. der zweidimensionale Vektor 1, i, so ist
(h *>) = 0, aber (a, a) = 2. Aus (Q,  a) = 0 folgt Q  -L 0, aus
((Q)  9) = 0 dagegen nicht.

Einfache Regeln. 1. Vertauschen der Vektoren

(*, b) = (4 4”)
dagegen  ((*, b))  = ((4 a)).

2. Ist c eine Zahl, so gilt

(a, c b) = c (*,  4; ((a,  c 6)) = c (Ca,  b)).
Dagegen ist

(c  *,  6) = c*  (a, 6); ((c a, 6)) = c (a, 6).

(9)

(94

cw

3. Das skalare Produkt ist linear, da noch

i s t .
(a,  b + c>  = (*, b) + (*, c) (9  c)
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4. Es gilt weiter die wichtige Regel
(a,  ab) = (at  a, b) oder (Iß a, b) = (a, /9+  b) (94

für beliebige Vektoren a und b und jede Matrix a.  Es ist nämlich
n

(a, ab) = ‘51  a; (a  b)k  =  ak $k . akR  bi

u n d k=l k=l 1~1 ’

(da, b )  = g(ata)ibl  = 5 &&ak)*bn=  5 gakla$b,.
A=l it=1 k=l R=lk=l

Statt einer Matrix a  auf den einen Faktor kann man auch
ihre Adjungierte u+  auf  den anderen Faktor des skalaren
Produkts  anwenden.

Bei dem einfachen skalaren  Produkt gilt dasselbe von der
transponierten Matrix: es ist

((a,  a b))  = (Ca’ a,  b)).
8. Schreiben wir jetzt die Bedingung U+ = U- 1 für die Uni-

tarität der Matrix U etwas mehr explizit hin ! Es ist U+ u  = 1,  also

5 P+>ij  Ujk =  ZN~Jjk = d‘&  (U. t, 2l.f)  =  lsif.
j=l

(10)
j = 1

~$.~~iX  a l s-.. /--
Vektoren auf, so bilden sie n zueinander~~j.yeOchte  Ein-

k*--,  ./ ..

W  1 folgt

B2r 2lij  zj= 6ik;  (Uf., Ut.)  = 6if. w-9

Auch die  ‘%  Zeilen einer Unitaren  Matrix sind n zu-
einander senkrechte Einheitsvektoren.

6. Die unitäre  Transformation läßt das hermiteisehe  innere
Produkt unverändert, d. h. es gilt ftir beliebige Vektoren a und b

(8 0, U b) = (a,  U+U  b) = (a, 6). (11)
Gilt umgekehrt (11) für die Matrix U in Verbindung mit

jedem beliebigen Vektor a und 6, so ist U unitär. Dann gilt
nämlich (11) auch für a = et und b = er  (mit et2  = atl) und
aus (11) wird 4c - l$,P
d‘ir = et, d = (wt, W)  = c  (Uei)jvwj

j

also (10): (11) ist hinreichend und notwendig für die Unitarität  von a.
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Dasselbe gilt für komplexorthogonale Matrizen in Ver-
bindung mit dem einfachen skalaren Produkt .

7. Das Produkt 2l Y vo.n  zwei unitären Matrizen u und V
ist unitar.

(21 v)+  = y+u+  = v-‘U-1 = (UV)-‘. (12)
Dasselbe gilt von der Reziproken U-1  einer Unitaren  Matrix:

(U-l)+  = (u+)+  = u = (U- ‘)- 1 . w-9

Hauptachsentransformation unitärer und hermiteisther  Matrizen
Man kann jede unitäre und jede hermiteisehe  Matr ix

durch eine Ähnlichkeitstransformation mit einer unitären
M a t r i x  a u f  d i e  D i a g o h a l f o r m  b r i n g e n .  D i e  a u f  S . 2 4  e r -
wähnten Ausnahmefälle können bei diesen Matrizen nicht vor-
kommen. Zunächst bemerken wir, daß eine Matrix unitär bzw.
hermiteisch bleibt, wenn man sie unitär transformiert. Als Produkt
von drei unitären Matrizen ist 2f- 1 V21 selber unitär. Aber auch
U-1  HU bleibt 1lermiteisch, wenn N- hermiteisch war. In der
Tat ist wegen (13)

(2l-‘Ezx)+  = U+HU---‘+  = 2l++f2l. (14)
Um  V bzw. HT  auf die Diagonalform zu bringen, bestimmen

wir einen Eigenwert von V bzw. N- Dieser sei il,, der zugehörige
Eigenvektor, der nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist,
~.d~,,,  &1,  “‘7 U,,).  Wir nehmen den konstanten Faktor nun
so groß an, daß

(U.,,  U.,)  = 1
sei, was immer möglich ist, da (U. r, U. 1) ja nicht verschwinden
kann. Jetzt bilden wir eine unitäre Matrix N,  deren erste Spalte
u.1 ist’). Mit dieser unitären Matrix 2l transformieren wir nun V
bzw. 2%  zu U-1  VU bzw. 2l-lEI2.L In die erste Spalte kommt
dabei im ersten Falle

da U. 1 ja ein Eigenvektor von V ist.
In die erste Zeile der ersten Spalte kommt it , ,  sonst

ist die erste Spalte leer.

lh  Siehe Hilfssatz  am Ende des Beweises.
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Dies gilt offenbar nicht nur für U-1  YU,  sondern entsprechend
auch f@  U-IR  8. In diesem ist sogar - da 2c--lATU hermiteisch
ist - auch die erste Zeile bis auf die erste Stelle leer, U-‘HU
hat die Gestalt

A,  0 0 . . . o\

Genau so muß aber U-1 7%  = X aussehen! Da X eine
unitäre Matrix ist, ist seine erste Spalte X. 1 ein Einheitsvektor,
und daraus folgt, daß

I&,I”+lx,*l”+ +  IZJ  =  p,la  = 1 (*l
ist. Dasselbe muß aber von der ersten Zeile X. von X gelten,

I&Ila+  IU” + + l&Ja
r 141a+  lx~aIa  + l&*la + + IZnla = l?

so daß die Summe der Absolutwertquadrate von XI *, X, J, . . ., XI,
verschwindet, woraus auch das Verschwinden von XI St  X13, . . .,
Xrn  folgt.

Jede unitäre bzw. hermiteisehe Matrix läßt sich unitär auf
die Gestalt @  transformieren!

Nun ist CB  noch keine Diagonalmatrix, was sie ja auch nicht
sein kann, da wir ja nur die Existenz eines Eigenwertes benutzt
haben. Sie ist aber einer Diagonalmatrix schon ähnlicher als die
ursptingliche  Matrix V oder H. Es liegt nahe, B als iibermatrix
zu schreiben, etwa

(;l  ;-  b z w .  (;l If,>, a @

wo die Matrix rl bzw. nl  nur noch rt  - 1 Zeilen und Spalten
hat. Dann können wir @  @  durch eine weitere unitäre Matrix U(1)
von der Gestalt

transformieren, wobei Ul nur 12 - 1 Zeilen und Spalten hat. Dabei
geht $ CB  in
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über. Darin kann man aber nach dem Vorangehenden Ui  so
wählen, daß 77: VI  771  bzw. 77: Hl ;Cr,  die Gestalt

hat, wo Vs  bzw. X&  nur noch n - 2-dimensional ist. Jetzt hat
KJ&  Ut  V U ITr  die Gestalt

4 0( > A 0

0 VI?
m i t  Al = o1  A.

( )
.

2
Durch Fortsetzen dieses Verfahrens gelingt es offenbar, V oder R:
auch ganz auf die Diagonalform zu bringen.

Dieser Satz gilt nicht für symmetrische bzw. komplex ortho-
gonale Matrizen, wie schon das zweite Beispiel auf S. 24 zeigt
(die zweite Matrix ist symmetrisch und komplex orthogonal).
Dagegen gilt er für reelle symmetrische oder reelle orthogonale
Matrizen, die ja nur einen Spezialfall der hermiteischen  bzw.
Unitaren  bilden.

H i l f s s a t z .  Ist (u.*, lt. I) = 1, so Iaßt  sich (auf mannigfach
verschiedene Weise) eine unitäre Matrix bilden, deren erste Spalte
u.,(u,,,  na,,  u81J  . - -)  hl) ist.

Bilden wir nämlich zuerst überhaupt eine Matrix, deren erste
Spalte u. 1 ist und deren Determinante nicht verschwindet. Die
zweite Spalte dieser Matrix sei b. p (b, 2, bS2, . . ., bn2),  die dritte
b ,3  usw. /

Ul1 %2 b 13 --* bl,
\

U21 22b b,,  .  .  . b2n

'81 b32 b88  *-' b3n
. . . .. . .

,hl kg k3 * * * L,

Die Vektoren Lt.  1,  u  . 2,  u  . 3,  . . . sind dann voneinander linear
unabhängig. Wollen wir noch, daß sie gemäß (9) zueinander senk-
recht stehen so 11 en, so müssen wir sie ,,ortbogonalisieren”.
Wir ersetzen zunächst b . 2 durch u  . 2 = aB1  u  . 1 + b . 2. Dann setzen
wir (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)

(u * 19 u.2)  =  0 =  ~;c,~(lf.~,  u.,)  +  (u.d.p)  =  a,,  +  (G,  b.2)

und best immen daraus u2  *. Dann setzen wir u  . 3 an Stelle von 0 . 3 mit
u.3 = ugllt.l + a,,u. 2 + b . 3 und bestimmen a,,  und a32 so, daß

0 =1 (U.lU.3) = aQ1 (kJ h) + (u.lJ b .3)(

0 = (u.2u.J = a32(u-21  u-2)  + (Us2~  b-3),
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so gehen wir weiter und setzen schließlich U.  n  an Stelle von u. 72
mit u .n  = a,, tkl f a,,2u.2  +  a,,,tt., +  aas  + u., und b e -
stimmen aal, a,%,  afi3,  . , ., an,,-,, so daß

0 -, (u * 1, u.,) =  anl(qU.d  +  (Ud, bh
0 =  (u.~,  an)  =  an&.2u.2)  -f--  (u.2, b.d,
..,,.....*...........*.---**‘*
0 = (u.~+,  u . , )  - a,,-,(lt.,-,,~..-l)  +  h-1,  bJ.

So haben wir mit Hilfe der + n (n  - 1) Zahlen q erreicht, daß
an Stelle der Vektoren b Vektoren u  treten, die aufeinander senk-
recht stehen und dabei wegen der linearen Unabhängigkeit der u
nicht verschwinden können. In der Tat würde Z. B. aus u ,72  = 0

ad., -l-a,~u.~  i- -0. + a,,,-lu.,-l + b.,, = 0

folgen, und da die u  . r .  .  . u,,-  r Linearkombinationen der u  . 1,  u  . 2 j . . . ,
bnwl  sind, könnte man b., durch diese ausdrücken, was natürlich
uicht  sein kann.

Wir können noch die u . 2,  u  . 3,  . . . I u  . n  normieren, dann bilden
sie eine unitäre Matrix, deren erste Spalte u. 1 ist.

Dieses  sogenannte Schmidt sehe  Orthogonalisierungsverfahren
lehrt also, aus einer Schar linear unabhängiger Vektoren normierte,
zueinander senkrechte, zu bilden, wobei der Einheitsvektor eine
Linearkombination nur der ersten k Vektoren ist.

Geht man von n n-dimensionalen Vektoren aus einem voll-
ständigen Vektorensystem aus, so erhält man ein vollständiges
Orthogonalsystem.

Ist;  ‘v  bzw. N auf diese Weise auf Diagonalform gebracht, so
ist die entstandene Matrix d, bzw. Ah  auch weiter unitär  bzw.
hermiteisch.  Es folgt

A,d&l,  dh=d;. (15)
D e r  A b s o l u t w e r t  d e r  E i g e n w e r t e  e i n e r  u n i t ä r e n

Matrix’) ist 1, die Eigenwerte einer hermiteischen Matrix
sind reell. In der Tat steht in (15), daß für die Eigenwerte A,
der unitären Matrix iE,  Lz = 1, für die einer hermiteischen
Jh = Ah  gilt.

l) Dies zeigt schon (*).
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Reelle orthogonale und symmetrische Matrizen
Zuletzt untersuchen wir noch, was es bedeuten würde, wenn V

bzw. N nicht nur unitär bzw. hermiteisch,  sondern außerdem noch
komplex orthogonal bzw. symmetrisch, also beide rein reell wären.

AusU+VU=d, erhalten wir durch Übergang zum konjugiert
komplexen U*+  Y*  M*  = (u*)+  TT$.$*  = &; die Diagonalform d,
kann auch d: geschrieben werden, die Zahlen jlzI L,, . . . , &, sind
dieselben wie die Zahlen LT,  AZ,  . . . , An, weil die Eigenwerte als
Wurzeln der Säkulargleic$ung  unabhängig davon sind, wie (durch
U oder U*)  man die Ma.trix  auf Diagonalform bringt.

Die k o mp 1 exe n Eigenwerte einer reellen o-rthogonalen  Matrix
sind paarweise konjugiert komplex. Außerdem haben. alle
den _ Absolut6ert  1,. die L reellen sind -also & 1. Bei urigerader
Dimensionszahl muß wenigstens ein Eigenwert reell sein.’ -

Ist b der Eigenvektor zum Eigenwert X,  so ist-tiyzder Eigen-
vektor des konjugiert komplexen Eigenwerts A*. Es sei nämlich
vb = Ab  s o  i s t  a u c h  r*b*  = vb*  = k*b*.

verschieden: so ist (b*, b) = 0
I s t  L v o n  iz*

= ((u, b) ) .  Das einfache skalare
Produkt eines Eigenvektors mit sich selber verschwindet, wenn der
zugehörige Eigenwert nicht reell (also + 1) ist. Zu den Eigen-
werten + 1 gehören dagegen reelle Eigenvektoren. Weiter sei b

der Eigenvektor zu ;1,, b* zu J,: und 8 zu Ln.  Ist dann A-T  t  il,,
so ist 0 = e*C,  a>  = ((b 8)).

D a s  e i n f a c h e  s k a l a r e  P r o d u k t  v o n  z w e i  E i g e n -
v e k t o r e n  e i n e r  r e e l l e n  o r t h o g o n a l e n  M a t r i x  i s t  i m m e r
Null, wenn die zugehörigen Eigenwerte nicht konjugiert
komplex sind, in diesem Falle sind sie auch selber kon-
jugiert komplex zueinander.

Die JZe&erminnnte e.iner  o~thogo.na_en.““M?trix,~~~-.~~~~.L.-Y-XI-
Aus V TJ’  = 1 folgt, daß die Determinante von V mit der von V’
multipliziert 1 ergeben muß, die Determinante von V’ ist aber
gleich der von V und beide müssen & 1 sein.

Ist H reell, so ist die Gleichung (5) rein reell, da auch die A.
reell sind : d i e  E i g e n v e k t o r e n  e i n e r  r e e l l e n  hermiteischen
Matrix können reell angenommen werden (sie können, da
sie nur bis auf eine Konstante bestimmt sind, mit einem komplexen
Faktor multipliziert werden) ; die unitäre  Matrix 2 %  in U-l  +i u = &
kann reell angenommen werden.

W i g XI  e r , Qruppenthoorie 3
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IV. Grundlagen der Quantenmechanik
1. Die Entwicklung der Quantentheorie in den letzten Jahren,

die man unter dem Namen ,Quantenmechanik” zusammenzufassen
pflegt, war zuerst auf die Bestimmung der Energie der stationären
Zustände, die Berechnung der Energieniveaus, gerichtet. In
der älterenTheorievon  Epstein-Schwarzschild, der sogenannten
Separationstheorie, war nur eine Vorschrift für die Bestimmung der
Energieniveaus der Terme solcher Systeme gegeben, deren klassisch-
mechanische Bewegungen gewisse sehr spezielle Eigenschaf ten
hatten, streng periodisch oder doch quasiperiodisch waren.

Diesem ffbel half eine Idee von W. Heisenberg ab, die eine
Präzisierung des Bohr sehen  Korrespondenzprinzips zum Ziele
hatte.
P. A. M. Dirac andererseits ausgebaut.

Sie wurde von M. Born und P. Jordan einerseits, von
Den Gedanken kann man

kurz dahin zusammenfassen, daß man von vornherein nur solche
Bewegungen betrachtet und nur mit solchen rechnet, die später
dann als quantentheoretisch er 1 au b t e Bewegungen angesehen
werden. Die Durchführung dieser Idee führte dann die erwähnten
Verfasser auf die Einführung von Matrizen mit unendlich vielen
Zeilen und Spalten, durch die man formal Lagen und Impuls-
koordinaten  repräsentieren konnte, bzw. auf das formale Rechnen
mit ,,q-Zahlenu,  die nur dem Assoziativgesetz, nicht aber dem
Kommutativgesetz gehorchen. So lautet z. B. die Gleichung für
die Energie H des linearen Oszillators’)

man erhält sie, indem man im klassischen Ausdruck fiir die Energie,
in der sogenannten Ramiltonschen  Funktion, p und Q  - die
I m p u l s -  u n d  L a g e n k o o r d i n a t e n  - f o r m a l  d u r c h  d i e
Matrizen p und  Q  ersetzt . Es wird verlangt, daß H eine
Diagonalmatrix sei. Die Diagonalglieder U,,&  bedeuten dann die
möglichen Energiewerte, die Terme des Systems. Das Matrix-
element qak  von g bedeutet dagegen (bis auf eine Proportionalitäts-
konstante), zum Quadrat erhoben, dem Absolutwert nach die spon-

1) m  ist die Masse des oszillierenden Teilchens, xa die Propor-
tionalitätskonstante der elastischen Kraft, q und p  sind Lagen- und Impuls-
koordinaten.
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tane Übergangswahrscheinlichkeit vom Zustand mit der Energie .ZTn,
zum Zustand mit der Energie Ijckk, also die Intensität der Linie

em - -&kmit der Frequenz --
h

. Alles dies folgte aus denselben

Überlegungen, die die Einführung von Matrizen für p und 4 nahe-
gelegt haben.

Um das Problem bestimmt zu machen, mußte noch eine ,Ver-
tauschungsrelation” zwischen p und Q  eingeführt werden, diese
wurde zu

h 1P!z---qp=-2ni (2)

angenommen, wobei gleichzeitig die Planck  sehe  Konstante h ein-
geführt werden konnte.

Das, oft recht mühselige, Rechnen mit diesen Größen führte
sehr bald zu überraschend schönen und wichtigen Resultaten. So
konnten die sogenannten Auswahlregeln für die Drehimpulse und
gewisse nSummensätze”, die die relative Intensität von Zeeman-
komponenten einer Linie bestimmten, übereinstimmend mit der
Erfahrung berechnet werden, während die Separationstheorie für
diese Regeln keine hinreichende Erklärung geben konnte.

Ganz unabhängig von der He is en berg sehen  Richtung kam
E. S c h rö d i ng e r zu mathematisch vollkommen äquivalenten Resul-
taten, seine Gedankengänge zeigen eher mit denen von L. d e Broglie
weitgehende Ähnlichkeit.

Betrachten wir einen mehrdimensionalen Raum mit so viel
Koordinaten, wie das ins Auge gefaßte System Lagenkoordinaten
hat! Jeder Lage, jeder momentanen Konfiguration des Systems
entspricht ein Punkt in diesem mehrdimensionalen ,,Konfigurations-
raume K. Dieser Punkt wird sich im Laufe der Zeit bewegen, eine
Bahn beschreiben, durch die die Bewegung des Systems klassisch
vollkommen beschrieben werden kann. Es besteht nun eine weit-
gehende Analogie zwischen der klassischen Bewegung dieses Punktes,
des Systempunktes im Konfigurationsraum und der Bewegung einer
ebenfalls in den Konfigurationsraum hineingedachten Wellengruppe,

wenn man den Brechungsindex für diese Wellen zu Pm(E-Tl
E

annimmt ‘). Diese Analogie besteht darin, daß die Bahn des

‘) E ist die Gesamtenergie des Systems, V die potentielle Energie
als Funktion der Konfiguration.

3*
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Systempunktes im Konfigurationsraum durch die Wellengruppe um
so genauer wiedergegeben werden kann, je kleiner die Wellenlänge
im Verhältnis zur Bahnkrümmung ist. Wenn dagegen die Wellen-
länge der die Wellengruppe bildenden Wellen vergleichbar mit der
Krümmung der klassischen Bahn des Konfigurationspunktes wird,
so kommen - durch Interferenzerscheinungen der Wellen -
wesentliche Abweichungen der beiden Bewegungen zum Vorschein.

Schrödinger nimmt nun an, daß die wirkliche Bewegung der
der Konfigurationswellen und nicht der klassisch berechneten Be-
wegung des Konfigurationspunktes entspricht.

Die Wellengleichung für diese Wellen lautet zunäohst, wenn
man di3 skalare Amplitude mit @  bezeichnet,

E -  v  d21C, 1 da@--=--
P dt” 29  dx; +

1 da*  + + 1 d2*- -
2m,  ~3x2

.  .  .  - -
2 mf  d x;  ’ (3)

wo 2,)  x2,  . . . , xr die Lagenkoordinaten der im System vorhandenen
Teilchen, m,, m,, . . . , mr die zugehörigen Massen und V(x,,  x2,  . . ., IC/)
die potentielle Energie der Lage bedeutet, in der die Koordinaten
der einzelnen Teilchen rl, x2, . . . , xf sind. In (3) kommt noch
die Gesamtenergie des Systems explizite vor. Über die Frequenz,
die zeitliche Periode der Wellen, kann dagegen noch frei verfügt
werden. Schrödinger nimmt nun an, daß die Frequenz v der
Wellen, die mit einer Bewegung des Systems, mit der Gesamt-
energie E, verknüpft sind, durch hu = E gegeben ist. Er führt
daher in (3)

2wiEt
+ = ‘/‘Et?  h (4)

ein, wo +E unabhängig von t ist. So erhält er die Eigenwert-
gleichung

 d’$E
d+E=2mw+,m dz2

1 1

s!c!+...,lal!

2 2978, dxf

=r -F tE- V)$E,
i

(5)

wo @g  eine  Funktion der Variablen xl, x2, . . ., sf,  der Lagen-
koordinaten der das System bildenden Teilchen ist. Es wird ver-
langt, daß +B quadratintegrierbar sei, d. h. daß das Integral

fDE(X,, x2, . . ., x,) 1”  dz, dx, --* dxf,
-00 -00
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erstreckt über den ganzen Konfigurationsraum, konvergiere. (Ins-
besondere muI3 also $J im Unendlichen verschwinden.) Die Werte E,
bei denen eine solche Bestimmung der Funktion +E möglich ist,
nennt man die Eigenwerte von (5), sie ergeben die möglichen
Energiewerte des Systems. Die dazugehörige quadratintegrier-
bare Lösung von (5) nennt man die zu 23  gehörige Eigenfunktion.

Man pflegt (5) auch in der Gestalt

zu schreiben, wo H ein linearer Operator (der Hamiltonsche
oder Energieoperator) :

ist. Er führt eine Funktion von xl, xe, . . . , xf in eine andere
Funktion über.

Die Funktion $ von (4) erfüllt die Relation

in der die Gesamtenergie des Systems nicht mehr explizite auftritt
und die daher für alle Bewegungen - gleichgültig, welche Energie
das System dabei hat - allgemein gilt. Man nennt (6) die z eit -
abhängige Schrödingergleichung.

Die beiden Gleichungen (5) [bzw. (5a), (5 b)]  und (6) sind die
Grundgleichungen der Quantenmechanik. Die letztere gibt an, wie
sich eine Konfigurationswelle - der man, wie wir sehen werden,
eine weitgehende physikalische Realität zuschreibt - im Laufe der
Zeit verändert, (5) bzw. (5a), (5 b) ist die Gleichung für die
Frequenz v = E/h, die Energie E und die Wellenfunktion $J~  der
zeitlich periodischen Vorgänge. In der Tat erhält man (Eis), (5 b),
wenn man für +!J in (6) den Ansatz

macht .
Wir wollen hier noch die wichtigsten Eigenschaften der

Eigenfunktionen und Eigenwerte von (5 b) zusammenfassen.
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2. Zu diesem Zwecke definieren wir zuerst das skalare Pro-
dukt zweier Funktionen. Es sei

m
(TP,  g) = . . . c.J.l(XI...  Xf)“9(X, . . . Xf)dX*  . . . dx, =J J J cJJ*g.  ( 7 )

-00
Dann gelten für dieses skalare Produkt alle einfachen Rechen-
regeln des dritten Kapitels, also (a, b Konstanten-)

(rp,  a, 9, + a2 99) = *, (rpl  91) + Q2  (CP!  Sa)7

(TP,  9) = (9, yp>*-

(($3  $4 = (sp,  TP)* reell positiv verschwindet nur für cp  = 0. Ist

(TP,  CP>  = 1, so sagt man, daß cp  normiert ist. Ist das Integral

(TP,SP)  =J.--JM+ . xr)l”  dx, . . . dx/  = c*
-P

endlich, so läßt sich ‘p  iinmer  durch Multiplikation mit einer Kon-
stanten (im vorliegenden Falle l/c)  normieren. In der  Tat  is t
(‘p/C,  CP/4 = 1. Zwei Funktionen sind orthogonal, wenn ihr
skalares  Produkt Null ist.

Man wird auf die in (7) gegebene Definition des skalaren  Produkts
geführt, wenn man die Funktionen p (q . . . Zu), g (q . . . zcr)  von x1 . . , Zu
als Vektoren auffaßt, deren Komponenten nach den f kontinuierlich ver-
änderlichen Indizes q . . . z,+  benannt sind. Der Funktionenvektor
P (21 * * *Z& ist in einem f-fach unendlich vieldimensionalen Raum definiert:
Jedem Wertsystem von s1 . , . x!, ) jeder Konfiguration entspricht eine
Dimension. Das skalare Produkt von y,  und g ist dann in der Vektor-
sprache

das durch das Integral (7) ersetzt worden ist.
Im Einklang hiermit steht auch die Definition der linearen Abhängig-

keit bzw.  Unabhängigkeit von Funktionen.
Es besteht zwischen q+,  (F~, . . .> yk eine lineare Beziehung

4 9h  + a2 IPJ  + . - - + ak  qk  = 0,

wenn diese Gleichung bei konstantem al,  us, . .*> uk für alle Komponenten;

alle Wertesysteme der xl,  x4, *.  .) x! gilt. Weiter heiße ein Operator H
linear, wenn für alle Funktionen y uad g die Gleichungen

H(acz’+bg)  = aHP+bHg (8)
gelten. Wir werden uns überhaupt nur mit, lineaçen  Operatoren beschäftigen.
Die linearen Operatoren der Funktionenvektoren entsprechen den Matrizen
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der gewöhnlichen Vektoren. Beide führen Vektoren, auf die sie angewendet
werden köhnen, in andere Vektoren über. Die Linearitätsbedingung (8) gilt
für alle Matrizen. Jeder Operator, der auf endlich-vieldimensionale Vektoren
angewendet werden kann, ist einer Alatrix äquivalent. Die unendlich viel-
dimensionalen Operatoren haben auch eine Matrizenform, diese ist aber
vielfach stark singulär.

Zum Beispiel sind die Koeffizienten der Matrix qr, die dem Operator
,,Nultiplizieren  mit ziy  entspricht,

(Q1L122...z/;  iz;z;  ..*z;  = dT,.;  %& . . . %f z;

Er führt den Vektor y in den Vektor qr y mit der z1  xa . . . X~
Komponente

= Ex8 1s ’ . . .
,l 5121 222%

6
x;...x/

x,,;y(x; . . . Xi) = x1y (q.  . . Xf)

über. Dieser Vektor entspricht in der Tat der Funktion x1 y,  in die y
durch den Operator ,,Multiplizieren mit xi” übergeführt wird.

Die Matrix, die dem Operator ,Different$eren nach xi“ entspricht,

bezeichnen wir mit F p#  :

er führt den Vektor y in

c lim

“3  d=O
$(sxl+.Lf  x;-%l-‘L# Z;)~~22~...~x,2;Y(x;>  x;, ***,  x;)2 > 2 ’

über, und das ist tatsächlich der Differentialquotient von y nach zl.
Wir nannten eine bfatrix  H hermiteisch, wenn H = Ht, also wenn

für beliebige Vektoren D,  10
(D,  Hm)  =  (H+  D,  ID) =  ( H o ,  ID)

galt, d. h. wenn sie im skalaren  Produkt vom einen auf den anderen Faktor
abwälzbar war. Entsprechend definieren wir auch die hermiteischen  Ope-
ratoren.

Ein Operator H ist hermiteisch, wenn für jede (entsprecherr-
den Nebedbedingungen  genügende, im vorliegenden Fall quadrat-
integrierbare, also im Unendlichen verschwindende) Funktion 9, g

Op,  H 9) = W rpl  9) (9)
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durch begriff&&  -~be~l~~un~~~-_rset2e_  es ist ja klar, daß .dte
sp%ie&- Gestalt des - H a mil t o n sehen  Operators in ( 1) und (13)
unwesentlich ist und es das erstemal nur auf die Äquivalenz der
beiden Teilchen, das zweitemal nur auf die der beiden Richtungen X
und - X ankam. Wir werden Gleichungen erhalten, die (12)
bzw. (16) analog sind und ebenso wie diese Alternativen
enthalten, so daß für verschiedene Gruppen von Eigenfunktionen
zum Teil verschiedene Beziehungen resultieren. Die Eigenfunktionen
der verschiedenen Gruppen gehören zu Termen verschiedener Eigen-
schaften, deren Unterschiede die Grundlage der sogenannten ,,Term-

K  bilden.
Die Betrachtung, die uns zu (12) geführt hat, beruht darauf,

daß (1) der Transformation
x’cy;  y’cx (17)

gegenaber  invariant  i s t . Dies soll bedeuten, daß die Funktion l)
P ex,  die durch d ie in & und b  identische Gleichung

P ex M,  b>  = *x (4  4
definiert ist, eine Lösung der Gleichung H Q  = h’@  für $J  ist,
wenn dies für IJ+  gilt.

Sei allgemeiner R eine reelle orthogonale Transformation

4 = R,,Xl  +  -q,  2, +  ***.+  &.  5,
x;  = n,,x, +  R,,  $2 +  -+ -SI XT8 1 (184. ..,...........r....

,
 -- ☺G,+, + -☺�ha⌧~ + l -* + -&,.⌧,,

J

Wir verstehen unter PRf diejenige Funktion, für die

PRf(4,4, “‘> 41 = f@&r  ‘.‘9 4 (19)
entweder identisch in x,, xs,  . . . , x,, gilt, wobei für die x;, x;, . . ., xi
die Ausdriicke aus ( lba) eingesetzt gedacht werden mtissen,  oder
identisch in xi, x;,  . . ., xk gilt und f6ir  die xi: fpz  fgy

p=1
FRfr y  x”  .,,$!8b)  y”;B

vg .' *- 2' ( .jy  ,1:

eingesetzt ged-acht  werden muß: PR ist ein Operator, der gewisser-
maßen die 4, xi, . . . , xi durch die xl, 2%) . . . , x, ersetzt. Wir

1) P y ist dss  Zeichen fiir  eine Funktion ebenso, wie etwa f oder 9
soltihe Zeichen zu  sein pflegen, P y  (CE,  y) ist der Wert dieser Funktion an
der Stelle x,  y. So bedeutet P.  B.  (tQ),  daß P,  f an der Stelle x;,  . . ., xd
denselben Wert hat, dun  die Funktion f sr2 der Stelle  q,  . . . , x,,  anfnimrnt.

8
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Nun  ist in  (11) sowohl  (@JE,  H @E) = (H I/JE~  $JE) = ($E,  H $E)*,
wie auch (ectE,  $E) reell, so daß auch E reell sein muß.

Ein hermiteisther  Operator hat im allgemeinen ein diskret es
und ein kontinuierliches Spektrum.

Die Eigenwerte des diskreten Spektrums sind diskrete (end-
lich oder unendlich, aber jedenfalls abzählbar unendlich viele)
Zahlen, die zugehörigen Eigenfunktionen lassen sich normieren
[in unserem Falle bedeutet das, daß das Quadratintegral (ee, elrE)
konvergiert], und wir wollen sie fortan immer normiert annehmen.
LMan  unterscheidet sie voneinander durch angehängte Indizes :

$E, 1ctF  *** Die diskreten Eigenwerte bilden gewöhnlich den
interessanteren Teil des Spektrums und wo bisher einfach über
,Eigenwert” gesprochen wurde, war ein diskreter Eigenwert ge-
meint.

Die zu einem Eigenwert E des kontinuierlichen Spektrums
gehörige Lösung der Eigenwertgleichung 1~, (xl, xB, . . . , scf;  E) hat
kein endliches Quadratintegral. Man könnte daher meinen, daß
er gar nicht zum Spektrum gehört. Bildet man aber ein sogenanntes
Eigendifferential :

E+A

5
+(x,r x2, .  .  .  .  xf;  E)dE =  +(x,,  x,,  --.j  xf;  E, E+4 (*)

E

so sieht man, daß dieses nunmehr quadratintegrierbar ist, so daß
man es normieren kann. Dies wäre nicht der Fall, wenn E gar
nicht zum Spektrum gehören würde. Das Eigendifferential (*)  gehört
zum Gebiet zwischen E und E + d. Hierdurch ist es schon ge-
geben, daß das kontinuierliche Spektrum nicht aus Punkten, sondern
aus stetigen Bereichen besteht. Die Lösungen 1~) (xl, r2,  . . . , xf; E)
der Eigenwertgleichung nennt man - obwohl sie nicht normiert
werden können - die Eigenfunktionen des kontinuierlichen
Spektrums. Sie hängen vom Eigenwert E in stetiger Weise ah,
man pflegt E als Variable an Stelle eines Index zur Unterscheidung
der verschiedenen kontinuierlichen Eigenfunktionen einzuführen.
Teilt man das kontinuierliche Spektrum in lauter kleine Gebiete
(von der Länge d) ein, so kann man zu jedem ein Eigen-
differential definieren, die - nachdem man sie normiert hat -
den Eigenfunktionen des diskreten Spektrums um so genauer ent-
sprechen, je kleiner d ist.
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Die zu verschiedenen Eigenwerten des diskreten
gehörigen Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal.

Spektrums

In der Tat folgt aus H +E = E’ @JE  durch skalare Produkt-
bildung mit +F

(dm  H hd = ($‘F,  =#‘I& CH @FT  $‘E) = ~!3  (@p, $JX)

und ahnlieh  aus H  $p  = Fv,!JF

CH ‘d’F, #‘E)  =  (F@F> @id = F*WF, $-JE)  =  F($p, $Q),

also muß für E $z F das (@Ft SE)  = 0 sein.
Ebenso sind die diskreten Eigenfunktionen orthogonal auf alle

Eigendifferentiale. Auch die Eigendifferentiale sind orthogonal
zueinander, wenn die zugehörigen Gebiete sich nicht überdecken.

Es können zu einem Eigenwert - etwa des diskreten Spek-
trums - auch mehrere voneinander linear unabhängige Eigen-
funktionen gehören ( ,,Entartung u ). Dann ist auch jede ihrer
Linearkom binationen Eigenfunktion zu diesem Eigenwert. Aus
dieser linearen Schar von Eigenfunktionen kann man zuerst von-
einander linear unabhängige herauswählen, durch die man alle
Eigenfunktionen dieses Eigenwertes linear ausdrücken kann. Aus
diesen kann man dann - etwa nach dem Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren  - zueinander orthogonale bilden. Natür-
lich kann  diese Auswahl nicht ohne Willkür geschehen - bei dem
Schmidtschen Verfahren äußert sich dies z. B. darin, daß man
ein.  anderes Orthogonalsystem erhält ,  wenn man die Eigenfunktionen
in anderer Reihenfolge durchläuft --, dies braucht uns aber im
folgenden nicht zu stören. Wir wollen fortan immer annehmen,
daß die Eigenfunktionen bei Entartungen schon in dieser Weise
gewählt sind, Die Eigenfunktionen und die vorher definierten
Eigendifferentiale bilden dann ein 0 r t h o g o n a 1 s  y s t e m : sind +
und Q’ zwei beliebige,  voneinander verschiedene Funktionen dieses
Systems,  so  i s t

Außerdem so13

gel ten.

(Qt @‘)  = 0. (12)

($3 @)  = 1 (12a)

Dieses Orthogonalsystem ist auch - bei genügend feiner
Untertei lung des kontinuierl ichen Spektrums,  bei  genügend kleinem d
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- vollstmdig,  d. b. man  kann jede Fmktion  cp (xl,  . . ., Tf)  für
die das Integral (sp,  cp)  konvergiert, in eine Reihe

sp  = ~Yxlbc+  ~s@Ld)$(BE+d) (13),

entwickeln, wo der Index x über alle diskreten Eigenfunktionen,
E über  die unteren Grenzen aller Eigendifferentiale lauft. Die
Reihenentwicklung gilt eigentlich nur bei unendlich kleinem d,
und die  zweite Summe geht dann in ein Integral  über:

sp  = +& + f9(Qli,(E)dE, VW

wo  die Integration über das ganze Gebiet des kontinuierlichen
Spektrums zu erstrecken ist. Gehören mehrere linear unabhängige
Eigenfunktionen zu den Eigenwerten des kontinuierlichen Spektrums,-
so müssen  in (13 a) auch entsprechend mehrere Integrale, oder auch
- wenn die Anzahl der Eigenfunktionen unendlich ist - e i n
oder mehrere Doppel- oder Mehrfachintegrale stehen. Hat das be-
trachtete Problem dagegen kein kontinuierliches Spektrum, so
fallt das zweite Glied in (13) und das Integral in (13 a) natür-
lieh ganz weg. Durch skalare Produktbildung mit ex erhält man
etwa aus (13) für g,

Mm  yp>  = 9x- (14)
TJnd  ähnlich  f ü r

(+ w, 23  +  4 CP) =  $9 w 4. (144
In formalen Rechnungen unterdrückt man häufig das konti-

nuierliche Spektrum und rechnet, als wenn nur ein diskretes
existierte. Man kann sich jedoch gewöhnlich leicht überzeugen,
was für Änderungen die Existenz des kontinuierlichen Spektrums
nach sich zieht: zumeist treten zu den Summen noch Glieder mit
Integralen hinzu,

Die Entwicklungen dieses &pikels - naxnen$lich  soferrr,sie
sich aut“dä~k’o”nt~Ü~e~~i~~~~~~u.~  heziehen  - sind keineswegs
als  streui.  a&rsehen..  C-LI,_- -akme  &IIage,  Ji&&&~&&&iö&~~iger
bermiteischer  Operatoren wurde erst in jüngster  Zeit erledigt r),
&d hier wurde nur ein Teil *der  Re&&ate  -zusä~~rnen~~~a~~:an
wird aber auch ohne Kenntnis der allgemeinen Theorie Fehler
vermeiden können, namentlich wenn man sich auf das Rechnen mit
Eigendifferentialen beschränkt.

‘) J. v. N  eum arm,  Mathem. Am.  102,  49, 1929.
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V. Störungstheorie
1. Es kommt häufig vor, daß man die Eigenwerte und Eigen-

funktionen eines bestimmten Problems kennt und sich für die
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines benachbarten Problems inter-
essiert, dessen Energieoperator aus dem Energieoperator dieses
Problems durch eine verh5tltnismäßig  geringe Änderung, durch eine
,Störung”, hervorgeht. Mit Lösungsmethoden derartiger Aufgaben
befaßt  sich die Störungstheorie. Eine Störungstheorie haben schon
M. Born, W. Beisenberg  und P. Jordan mit Hilfe der Matrizen-
theorie gegeben, im folgenden schließen wir uns der R ay 1 e i g h -
Schrödingerschen Methode an.

Wir rechnen so, wie wenn das Ausgangssystem kein kon£i-
nuierl iches Spektrum hätte,  und setzen voraus,  daß auch das gestörte
System ein reines Punktspektrum besitzt. Die durch das Vor-
handensein bzw. das Entstehen des kontinuierlichen Spektrums he-
dingten Komplikationen sollen erst am Schlusse erörtert werden,
zuerst sei die Theorie in ihrer einfachsten Form erläutert.

Wir haben einen hermiteischen  Operator H mit den Eigen-
werten El, .Ea,  . . . und Eigenfunktionen +, , eg, . . .

Mk  = E’i&c- (1)
Gesucht sind Eigenwerte F und Eigenfunktionen ‘p  des Operators
H + 1 V, wo V ebenfalls hermiteisch  und il eine kleine Zahl ist:

 t  a v>  qk =  Fk (pk- (2)

Wir setzen zunächst für F und sp  eine Potenzreihe nach Potenzen
von A,  an, die wir bei dem zweiten Gliede abbrechen:

6 = Ek+A.E;f A”E;‘... (34

vk = +kta&tf*a+;... =~k+lZ:ak,~l+aa~~kl~l..*  @b)

In (Sa) und (3b) ist angenommen, daß Fk bzw. (pk  für
a = 0 in Ek bzw. $k übergehen, außerdem ist I&  und +g  nach
den Resultaten des vorangehenden Kapitels in eine Reihe nach
den Q  entwickelt, die Entwicklungskoeffizienten sind mit akz bzw.
bk 1 bezeichnet.

Wir setzen (3a) und (3b) in (2) ein und erhalten:
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Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von A. müssen einander
gleich sein. Die von A. freien Glieder heben sich wegen (1) weg,
der Vergleich der Koeffizienten von A  bzw. L2  ergibt

‘T31a,Gw, +  Wk =  Ei@k  +  Ekr.skdh w
1

x bkl-&tiIf 22 aklw1=E~‘~,+EkCa,,~2+Ek~bkl7L1. VW
1 1 1 1

(5a)  gestattet die Bestimmung von Ei und ak 1 für I I# k: man
erhält, indem man das skalare Produkt mit $k bzw.  $Q  bildet ,
wegen der Orthogonalitätsrelationen

akk Ek + (+k! v ?bk)  = Ei $- akk Ek7 (6)

ak I EI + (‘$‘I,  v +k) -= -Ek akl  (für 1 =/= k). (7)

Wenn man hier zur Abkürzung

VUP  -- h2z~  v d$ = w +u, d-J/??)  = ($Jß t v &.J*  = q!3% (8)
einführt, lautet dies

Ei =  (+k, v +k) =  vkk, (6 4

akl =
hhr v+k) = Ek(für l -f- k)

Ek----El Ek---El
. (7 0)

Ähnlich erhält man aus (5 b), indem man mit @ multipliziert und
über den ganzen Konfigurationsraum integriert,

bkkEk +  xakl(@k, bt) = E;’ +  Eiakk +  Ekbkk. (9)
1

Auf der linken Seite zerlegen wir die Summe über 1 in zwei Teile,
indem wir das Glied mit Z  = IG  separat hinschreiben. Außerdem
setzen wir fiir  EL den Wert aus (Ga)  und für akI  aus (Ta)  ein.
Wir erhalten so

Ei' = -v (@Zt v ‘lllk)  (*kp v h) = x 1 % 1’P.
l=kk Bk---El l*kEk-El

Dies ergibt den neuen Eigenwert 1-‘k bis zu Gliedern von der Ord-
nung i12

Fk --  Ek +  A. vkk + i12  2 -!%& *
l&%c -El

(10)

Die neue Eigenfunktion qk ist bis zu Gliedern von der Ordnung 1
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Aus den bisherigen Gleichungen fiel akk immer heraus, was dem
&&%ngsfaktÖr frei ist.

ist bis auf Glieder mit ils normiert.
Ober  die Konvergenz dieses Störungsverfahrens ist folgendes

zu sagen : In den Summen in (10) und (11) können - wenn die
Eigenwerte E’r und & zweier Eigenfunktionen Q~ und Q~  des
Ausgangsproblems zufällig einander gleich sind - unendlich große
Glieder auftreten. Diese kann man aber leicht eliminieren, und ihr
Vorkommen bildet - wie wir sogleich sehen werden
ernsten Konvergenzschwierigkeiten. Nachdem man sie

- keine
eliminiert

hat, lassen sich die Summationen in den meisten praktisch vor-
kommenden Fällen ausführen. Damit ist aber über die Konvergenz
des ganzen Verfahrens - über die der Reihe (3a), (3 b) - noch
nichts  ausgesagt . Diese kann noch sehr wohl divergieren, in
vielen Beispielen ist schon das dritte Glied in (3a) allein unendlich
groß ! Außerdem ist es bekannt, daß ein diskreter Eigenwert
- namentlich, wenn er schon im Ausgangsproblem vom konti-
nuierlichen Spektrum überdeckt war - sich bei der Störung ,auf-
lösen U, d. h. gänzlioh im kontinuierlichen Spektrum untergehen kann.

Aber selbst in diesen Fällen hat (11) einen wohlbestimmten
Sinn: er gibt einen Zustand wieder, der - bei kleinem A.  -
während sehr langer Zeiten, wenn auch nicht absolut, so doch fast
stationär ist. Das Fk in (10) gibt die ungefähre Energie und
durch h . dividiert die ungefähre Frequenz dieser Bewegung an.
Wenn man mit Hilfe von (10) und (11) a = (H + A  V - Fk) yk
bildet, so findet man, dafi  es vom zweiten Grade in A.  ist. Nimmt
man also an, daß die Wellenfunktion cp  (t)  des Systems zur Zeit
t = 0 mit Q)k  abereinstimmt: ‘p  (0) = yk, so kann man allenfalls

2*tFk

‘p  (0
-1

=qke  h + x (t) (1%
ansetzen.  Setzt  man dies in die zeitabhängige Schrödingergleichung ein:

h  &P
2ZiFk

- - -  - - h dx
2aß dt - S<pxe”‘+mz

2FZtFk
-t

2znfFA:

= Fk@e  h + a e  h-‘t(H+Wp
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so erhält man
h  dx

27ZiFk

i&gydt=ae --++tH+Wxh (1%

und daraus, indem man
d
z (8 29 berechnet,

2?ZiFk----t
tx, 4 - e h

Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzsehen  Ungleichung
l (x7 ai 19 S (5 x>@,  4 2 (f,y~~  15 b’ q+vYst~ a IG /(rejfL ”

(1‘9

oder ‘)
(3 fcxt  XI
dt-

Da für t = 0 auch x = 0 ist, ist C = 0 und

27ZiFk
d.h. die Abweichung von q(t)  von ‘pke

- t
A ist für Zeiten,

die klein gegen h/$w.  l(,lJsind,  sicher sehr klein. Da
aber (a, a) proportional A4  ist, ändert  sich bei kleinem A. das qk
während verhältnismäßig langer Zeiten so, als wenn es eine wirk-
liehe Eigenfunktion wäre.

2. Einer Korrektion bedürfen, wie schon erw*&hnt,  diese Ent-
wicklungen in dem Falle, wenn die Eigenwerte zweier oder mehrerer
Eigenfunktionen des Ausgangsproblems gleich sind, d. h. wenn
mehrere linear unabhängige Eigenfunktionen zum selben Eigenwert
des Ausgangsproblems gehören. Da die Summation in (10) und
(11) über alle Eigenfunktionen zu erstrecken ist und in den
Summen (10) und (11) auch der Index Z  jener Eigenfunktionen
vorkommt, deren Eigenwert El gleich Ek ist, kann man diese
Summen nur bilden, wenn für jene 7, für welche Ek - El mit Z  Z#Z  7 e
verschwindet, auch (er,  V T&I  Null ist.

Stellen wir uns vor, es seien die Eigenfunktionen @kl, . . . , qksr
die zum Eigenwert Ek gehören. Wir nehmen an (was auch
bisher geschah), daß auch diese orthogonal aufeinander sind. Es

1) a ist unabhängig von t.
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besteht dann eine gewisse Willkür in der Wahl der Eigenfunktionen
für unser Näherungsverfahren, indem man als Ausgangsfunktionen
an Stelle der @kl, . . ., eke  andere, etwa

dJ;1  = a,,+kl+  al2+k2 + '*' + al,#h

$42 -= a21'IClkl + a22+k2 + l '* + a2, 

i

w
, . . l . . . . . . . . . . . . & . . . .

& = a81@kl + a82+k2 + "' + ae8 +kg .

nehmen konnte,  und man ist nicht mehr berechtigt, anzunehmen,
daß die erste Näherung für (pk  eben @k ist. I s t (a,,,)  e i n e
unitäre Matrix,  S O  sind auch die @iV  aufeinander ortho-
gonal (natürlich auch orthogonal auf die übrigen Eigenfunktionen,
die nicht zum Eigenwert Bk gehören),

(6’7 dkr) = (531 %v’ #kV’, c u,,’ @kp’)
P’

und sind als Ausgangssystem für das Näherungsverfahren
ebenso geeignet  wie das ursprüngliche System der @kv.

Es erhebt sich die Frage, ob man durch zweckmäßige Be-
stimmung der Matrix a nicht alle (@kV,  V &,)  mit u + p zum
Verschwinden bringen könnte. In der Tat gelingt dies, es ist l-4

8

OhV? v &J = cI
t$vf  ap,l ($+b,&$).~  6.%$(l'l)

&hf,:f&J

;
po

Bezeichnet man also die aL’?lL’  Größen ($kv?~$‘$k,,j  = Ykv,;  kP)
1.' , p ; f:/,;\i

: \j

= -Vopo  gebildete hermiteieche  Matrix mit s Zeilen und Spalten .I/T’&‘?)!
mit 21, so muß die Matrix a so bestimmt werden, daß &*  q~  u’ eine
Diagonalmatrix sei. Ist a  in dieser Weise gewählt, so verschwinden
ftlr  2r + p nach (17) die (r&,  V @iJ, und in den Formeln (10) und
(11) treten - w e n n  m a n  d i e  m i t  d e n  $k,,’  v o l l k o m m e n
gleichberechtigten &* a l s  Ausgangssys tem für das
Störungsverfahren b e n u t z t  - k e i n e  G l i e d e r  m i t  v e r -
schwindendem Nenner auf.

Nun ist a, also auch a*  eine unitäre Matrix, a*  = a’-l, und
die Aufgabe besteht nach dem Vorangehenden darin, diese ,ao  zu
wählen, daß sie v auf Diagonalform transformiere. Die Gleichung
zur Bestimmung der a,,t  lautet dann

c 9 VCI’  =w = apv$, .J (18)
PL’

W O die v;  die Eigenwerte der Matrix v sind.
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Wir wollen auch in diesem Falle den Eigenwert bis zu
Gliedern mit Aa und die Eigenfunktion bis zu Gliedern mit der
ersten Potenz von A. berechnen. Die Eigenfunktionen I,!Q~,  &e, . . .,
erk8 des Eigenwertes Ek, dessen Verschic  bung wir berechnen wollen,
nehmen wir - was wir ja tun dürfen und was nach dem Voran-
gehenden zweckmäßig erscheint - von vornherein so an, daß

hkv,  v @kp)  =  vkvj  kp = vkv; k v  &p .= v: &J, c-1  9)

sei, d. h. wir gehen sofort von den T,!J’  aus. Die übrigen Eigen-
funktionen können wir durchnumerieren: +!Q  gehöre zu El.  Den
Eigenwert des Operators H + il V, der zur Eigenfunktion ipku ge-
hört, bezeichnen wir mit Fk,,, es wird sich nämlich zeigen, daß det~
s-fache Eigenwert ‘) Ek aufspalten wird und im allgemeinen s neue
Eigenwerte ergibt.

_ -_- ____,-_  “._..-  ./.-  ..__...  .----N-1  “‘-’  ------4’s-cl.

Es sei .
&cv = Ek + AE;,,  + n"E;:  . . . (20)

und
8

Setzt man (20), (20a) in die Gleichung (H + a V) vk,,  = pky  (Pkv
ein und vergleicht wiederum die Koeffizienten gleich hoher Po-
tenzen von 1, so sieht man, daß die Glieder mit der O-ten Potenz
sich gegenseitig wegheben, während der Vergleich der ersten und
zweiten Potenz die beiden Gleichungen

+C ‘kV;lV@l  = ~.Flcykv;k+1Clk,U + ‘T;1  Ekbkv;l@l
l=f=k ‘P l*k

(Zla)

+ c E~v  ßkv; k# @kp  +lzkEiv akv; 1 $‘z  + Ei’v  $kv
P

1) Man nennt ihn so, weil zu ihm s linear unabhängige Eigenfunk-
tionen gehören.

W i g ne r  , Gruppentheorie 4
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ergibt. Aus diesen Gleichungen kann man, ebenso wie vorher, die
Unbekannten &, EL\, ak,,;  Ir @kV;  k,,, bestimmen. Für die Energie
FkV ergibt sich

F 6 kv 1*
kv =  Ek +  k rkv; k v  +  A2 2 - - 2 - - -

~&%--Er
cm

und die zugehörige Eigenfunktion ist

(pkv  = @kv  + “2 V

+

22 v vZ;kvkp;2

ItX(Ek-E2)(vkv;kv-Vkl<;~~liC

t:: /L i :- v, /’ : .3
,

Dabei ist vorausgesetzt, daß die &r,  +ka7 . . ., $ks  schon so ge-
w&hlt  sind, dall  vk,,;  kFc  = 0 für v I#Z j,& ist.

Sind die vk,,;  kV = UL  für v = 1, 2, , . . , s  alle verschieden
voneinander, so spaltet der Eigenwert Ek  schon in erster Näherung
in s neue Eigenwerte auf. Dann läßt sich auch Q)k,,  nach (23)
ohne weiteres bilden, da in (23) keine verschwindenden Nenner
vorkommen.

Sind aber unter den vi  = vky;  kV  gleiche vorhanden, so sind
die zugehörigen Eigenfunktionen wieder nur bis auf eine unitäre
Transformation bestimmt (weil die zum gleichen Eigenwert von v
gehörigen Eigenvektoren nur bis auf eine solche festgelegt sind).
Wir müssen sie dann so wählen, daß die hermiteisehe  Matrix w

x v
wpv =

kp; 1 6; kv

l=f=k  Ek-.El
wo

die D$gonalform haben soll. Dann kann man auch (23) bilden.
All dies tritt automatisch ein, wenn man die richtigen Eigen-
funktionen erster Näherung (15) aus anderen Überlegungen  kennt
und von vornherein mit diesen rechnet.

Mit diesen Modifikationen ist also das Störungsverfahren, auch
wenn mehrere, allerdings nur endlich viele Eigenfunktionen
zum selben Punkteigenwert gehören, noch ausführbar. Dieser
Fall wird uns im folgenden viel beschäftigen, und
d-die  Grundlage der meisten guante%r~/.--..-.~  .-Y.d-~--  -  ̂ “.^..,

Meistens beschränkt man sich dabei , ,
it der ersten Potenz von A,  d. h. auf

Vku; k v  = da Dieses kann man schon durch Auflösen der Säkular-
gleichung von (18) berechnen oder auch auf eine einfache Quadratur
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zurückführen, wenn man die sogenannten ,,richtigen Lineark.om-
binationenK  (15),  für die

Vvu = oh, v $+cJ = 0 für v # y
u n d

WV, = 0 für v rfz 1~  und  wu,,  = vpr

ist, kennt. Diese kann man häufig, ohne die Säkulargleichung von
(18) aufzulösen, aus gruppentheoretischen ifberlegungen bestimmen.
Dies ergibt eine wichtige Anwendung der Gruppentheorie auf
quantenmechanische Probleme.

VI. Transformationstheorie
und Grundlinien der statistischen Deutung

der Quantenmechanik
1. Während anfangs das Bestreben der Quantenmechanik sich

nur auf die Bestimmung der Energiewerte, spontanen Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten usw. richtete, ging man später immer mehr
zu prinzipiellen Fragen über und versuchte, sich unter den Matrizen,
Operatoren und Eigenfunktionen auch etwas vorzustellen. So ent-
stand die statistische Deutung der Quantenmechanik, bei deren
Entwicklung M. Born, P. A. M. Dirac, P. Jordan, W. Pauli jr.
und W. Hei s en b erg in erster Reihe beteiligt waren.

Während man in der klassischen Mechanik zur Beschreibung
eines Systems mit f Freiheitsgraden 2 f Zahlen: f Lagenkoordinaten
und f Geschwindigkeiten, notwendig hatte, beschreibt die Quanten-
mechanik einen Zustand durch eine normierte Wellenfunktion
9 ($,  xg>  - ’ ‘9 xf)  [es  ist (gp,  VP)  = 11, dessen Argumente die Lagen-
koordinaten sind. Ebenso wie in der klassischen Theorie zu
beliebigen 2 f Zahlen ein Zustand zugeordnet war, ist jetzt zu jeder
Wellenfunktion, die der Bedingung

 ‘..,  x&[adsc,  .-.  dz, = 1
-00

genügt (nicht etwa nur den Eigenfunktionen der Schrödinger-
gleichurig,  sondern z. B. auch Linearkombinationen v o n diesen), ein
Zustand zugeordnet . &~~i&a&~der  Zustände ist
also in der Quantenmechanik vrel größer als rnXrR‘I;Tass7scs3enTheo;;-“  .--._ --.-./..~,  . _ .__ .__ *.___  . _,-  /I -_ -1-1-A---  ----.~---.-*.  -....‘----2”,-I-cv/‘
. X-I ,-%  .-.

4’
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Die zeitliche Fortentwicklung des  Systems ist, in der klassischen
Mechanik  durch die New t onschen  Bewegungsgleichungen bestimmt,
h der  Quantenmechanik durch  d i e  zeitabhängige  Schrödinger-

gleichurig

k av-H- -
2wi at w

wo H der Hamiltonsche  Operator ist: im einfachsten Falle

H=--C--y-s+V(x,,x,,  . . . . q).
kx12mk  4~ dxk (2)

Seine genaue Bestimmung ist  wohl die wichtigste Aufgabe der
Quantenmechanik.

In der klassischen Mechanik gaben die 2 f Zahlen, die zur
Beschreibungdes  Zustandes dienen,  die Koordinaten und Geschwindig-
keiten der einzelnen Teilchen direkt an und man konnte aus ihnen
auch mühelos beliebige Funktionen dieser Größen berechnen. In
der Quantenmechanik hat die Frage nach der Lage eines Teilchens
im allgemeinen gar keinen Sinn: sinnvoll ist nur die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein Teilchen an einer
bestimmten Stelle befindet. Dasselbe gilt von Impulsen und von
Funktionen dieser Größen, wie z. B. Energie usw.

Den einzelnen physikalischen Größen ordnet die
Quantenmethan ik hermiteisehe  Operatoren zu. So z. B.
ist der Operator, d e r der 5Ck-Koordinate  zugeordnet ist: n Multi-

plizieren mit $kK,
h a

dem entsprechenden Impuls: 23ti  dz,  der Energie
k

das H aus (2) usw. Dieser letztere Operator ist iibrigens der
einzige, der eine besondere Rolle spielt: er tritt in der zeit-
abhängigen Schrödingergleichung auf.

Im allgemeinen erhält man diesen Operator, wenn man die fragliche
Größe klassisch mit Hilfe von Lagen- und Impulskoordinaten ausdrückt und
dann die Lagenkoordinate zk durch den Operator ,,Multiplizieren mit xku,

die Impulskoordinate p, durch den Operator &i & ersetzt. Z. B. ist
k

.-bei einem harmonischen Oszillator  die Energie
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Sie wird durch den Operator

ersetzt .  Das is t genau
xa (Zl. 21’ +  Xa’ + cC3’ X3’)

das, was in (2) angegeben ist.

Die Messung einer Größe (Koordinate, Energie) kann über-
haupt nur jene Werte ergeben, die als Eigenwerte des zugeordneten
Operators vorkommen. So z. B. sind die möglichen Energiestufen
die Eigenwerte von H. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,
wenn sich das System im Zustand 9 (sI . . . LC~)  befindet, daß die
Größe mit dem Operator G den Wert jlk  hat? Diese Wahrschein-
lichkeit ist sicher Null, wenn ;Ik  kein Eigenwert von G ist, ist er
dagegen ein Eigenwert und +zLk die zugehörige normierte Eigen-
funktion, so gibt

1 (q, @k)  1” = 1 (+k, 9) 1” (3)

die gefragte Wahrscheinlichkeit an.
Im Sinne der statistischen Deutung sollen nur diese Wahr-

scheinlichkeiten einen physikalischen Sinn haben, nur diese Folge-
rung aus der Theorie ist durch Experimente prüfbar.

Entwickelt man sp  nach dem vollständigen Orthogonalsystem
der Eigenfunktionen von 0

sp = “&1+a,7C1,+a3~3+-9 (4)

so ist die Wahrscheinlichkeit für jlk, wenn

G +k = Ak+k W

ist, nach (3) das Absolutwertquadrat 1 ak Ia von

(+k, TP>  = akd (5)

Natürlich muß die Summe der Wahrscheinlichkeiten, daß der Wert
der betrachteten Größe irgendeinen der Werte il,, il,,  il, . . . annimmt,

1 at (* + ( a, Ia + 1 a3 Ia + l . . = 1

sein. In der Tat folgt aus

Die Wellenfunktion c q (mit 1 c 1 = 1) entspricht demselben Zu-
stand, dem die Wellenfunktion sp  entspricht, die Wellenfunktion
ist nur bis auf einen Faktor vom Absolutwert Eins durch
den physikalischen Zustand bestimmt. JR der Tat sind alle
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Wahrscheinlichkeiten, die man mit Hilfe der Wellenfunktion cp
einerseits, mit der Wellenfunktion c ‘p  andererseits berechnet, ein-
ander gleich:

 (+k,  c ip)  1”  =  1 c (@kp (p> 1’ = 1 c 1”  1 @k, ‘p) 1”  =  1 (.311k, @ Ia,

und diese Wahrscheinlichkeiten sind das einzige physikalisch Reale
am Zustand.

Gehören zu einem Eigenwert & mehrere linear unabhängige
Eigenfunktionen ekl,  +k s,  & 3,  . . . (die wir zueinander orthogonal
annehmen wollen), so ist die Wahrscheinlichkeit für ilk  gleich der
Summe der Quadrate der Entwicklungskoeffizienten

Dies alles gilt zunächst natürlich nur für die Wahrscheinlich-
keiten der diskreten Eigenwerte. Die Wahrscheinlichkeit für einen
ganz bestimmten Wert des kontinuierlichen Spektrums ist ja immer
Null, weil im kontinuierlichen Spektrum nur endliche Bereiche eine
endliche Wahrscheinlichkeit haben können. Diese ist - wenn das
Bereich hinreichend klein ist - gleich dem Absolutwertquadrat
des Entwicklungskoeffizienten des zu diesem Bereich gehörigen
normierten Eigendifferentials.

2. Nur in einem Fall arten die Wahrscheinlichkeitsaussagen
der Quantenmechanik in bestimmte Voraussagen aus: wenn die
Zustandsfunkt ion 9p  eine Eigenfunktion des zu messenden Operators G,
also G q = & cp  ist.  Dann ist nämlich ‘p  auf alle nicht zu A-k
gehörigen Eigenfunktionen von G orthogonal und die Wahrschein-
lichkeit für diese Eigenwerte ist Null, für Ak  also 1. In diesem
Fall ergibt die Messung mit Sicherheit den Wert &.

Wenn wir eine Größe gemessen und dabei einen bestimmten
Wert gefunden haben, so müssen wir, wenn wir diese Messung nur
gentigend rasch wiederholen, denselben Wert finden. Sonst wäre
die durch die Messung gewonnene Aussage, daß die betreffende
Größe diesen oder jenen Wert hat, sinnlos. Die Wahrscheinlich-
keiten für eine nochmalige Messung, also auch die W e 11 en -
f un  ktion,  die ja nur zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
dienen soll, ändern  sich’) durch eine Messung. Und zwar

‘1 uenfunktion  ändert sich also auf zwei sehr verschiedene
im Lzfe  der-h, nach d&-6i’TF%&$b

d 7rELti.i den Messungen, die man am EJj%&%-vor-
ierlich nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen (s. weiter unten).**.--S.---



VI. Übergangswahrscheinlichkeiten EiEi

sehen wir, daß die Wellenfunktion nach der Messung, die für 0
den Wert ilk ergehen hat, eine zu jlk gehörige Eigenfunktion
von G sein muß. Nur so ist es nämlich gewährleistet, daß eine
nochmalige Messung von G wiederum den Wert jik ergibt. D u r c h
die Messung von G ist die Wellenfunktion gezwungen worden, in
eine der Eigenfunktionen von G überzugehen. Und zwar ist sie
in ek übergegangen, wenn die Messung das Resultat Lk  ergab. In
w e 1 c h e d e r Eigenfunktionen von G die Zustandsfunktion des
Systems übergehen wird, kann man im allgemeinen nicht mit
Sicherheit voraussagen, die Quantenmechanik gibt nur die Wahr-
scheinlichkeiten

für die einzelnen (Werte Ak,  also) Eigenfunktionen & an. Da man
den Ausdruck 1 ($$t  9) 12, die Häufigkeit des Überganges der Wellen-
funktion q in Q k bei der Ausführung der Messung G schon aus
den beiden Funktionen cp  und & berechnen kann, nennt man ihn
einfacher die (durch einen Versuch bedingte) U b er g an g s wahr -
scheinlichkeit vom Zustand cp  in den Zustand &. Kennt man
die abergangswahrscheinlichkeiten einer Wellenfunktion in jede
Funktion, so kann man die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Resultate aller denkbaren Versuche berechnen.

Nach dem Vorangehenden ist es kaum noch nötig zu be-
merken, daß die Übergangswahrscheinlichkeiten einen physikalischen
Sinn haben und daß sie daher in zwei Beschreibungen desselben
Systems, die miteinander äquivalent sein sollen, denselben Wert
haben müssen.

3. obergang  zu einem anderen ,,Koordinatensystem”.
Sind U, G’,  G”, . . . Operatoren, die verschiedenen physikalischen
Größen, wie Energie, Koordinate, Impuls usw. zugeordnet sind,
und  ~pl> qar  4pgr  . - - Wellenfunktionen verschiedener Zustande, so
erhalt  man dieselbe+  Resultate wie mit diesem System von Ope-
ratoren und Wellenfunktionen, wenn man die ersteren durch

u - UGi-‘;  @= (JG’U-1;  @‘= “G”“+;  .‘.,
die Wellenfunktionen dagegen durch
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ersetzt, w*beiU ein beliebiger  uuitärer*)  Operator ist. Zunächst
sind die Eigenwerte, die überhaupt  m@ichen  Versuchsresultate
der @ und der G = u Q U- 1 dieselben, da sich die Eigenwerte
durch eine Ähnlichkeitstransformation  nicht ändern:  ist Ak  Eigen-
wert von G und I/J~  die zugehöhge  Eigenfunktion, SO ist Ak  auch
Eigenwert von u = u G u-1 und die zugehörige Eigenfunktion
ist U h aus G & = ~~ &k folgt

uclJdJk= uGu-lU+k = UGek  = t,hA~t~k  = &&!‘Ic-
Aber auch die Wahrscheinlichkeiten dieser Eigenwerte -

etwa des  Resultats jlk der Große, der im n ersten Koordinaten-
system” G,  im zweiten 6 zugeordnet ist - ergeben sich beidemal
gleich  gr*ß-  Im ersten Falle haben wir

 (+k, ip)  1”.

Im zweiten Falle  ist 93  durch 0 Tp  und & durch die zu & gehörige
Eigenfunktion von G,  also durch u  qk  zu  ersetzen. Wir erhalten
SO  für die Wahrscheinlichkeit  im ,,zweiten  Koordinatensystem“

I W-Jkr UY-e
also wegen der Unitaritäit  von fJ  dasselbe, was wir vorher erhalten
haben. NatMch  sind auch die Übergangswahrscheinlichkeiten
z~&ben zwei  einander entsprechenden Zuständen spl, qa bzw.
U (PI?  U QD~  in beiden Koordinatensystemen dieselben: wegen

(U (Pl, u rg,)  = (yp,,  f-p,) ist  t (U cp*, u 941”  = I (cpl~ 9%) 1”.

Einen  solchen Ubergang  zu einem anderen Koordinatensystem
durch eine Abnlichkeitstransformation  der Operatoren und gleich-
zeitiges Ersetzen der Wellenfunktion cp durch U cp bezeichnet man
vielfach &I eine kanonische Transformation. Zwei Be-
schreibungsweisen, die durch eine kanonische Trans-
formation auseinander hervorgehen,  s ind einander äqui-
valent.  umgekehrt  Iäßt  sich zeigen, daß zwei quantenmechanische
Beschreibungsweisen, die einander äquivalent sind, durch eine
kanonische Transformation ineinander überführt werden können.

*) Die  bitarität  eines Operators U wird analog zur Bermitizität
definiex’t:  es wird verlangt,  daß  fär  beliebige ewei  Funktionen f und g

cf, $7)  = w fi  U$)
Falte* Sind f und g Vektoren, U also eine Matrix, so ist dies die not-
wendige  und  hinreichende Bedingung für ihre Unitarittit.
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4. Wir wollen ein Beispiel für die Anwendung der Trans-
formationstheorie und der statistischen Deutung durchrechnen und
wählen hierzu die von Sehröd  inger  gegebene Begründung für die
Bedeutung der Absolutwertquadrate der Matrixelemente (iV = $ f
= Anzahl der Elektronen, xl, xp,  . . ., ZN ihre X-Koordinaten). -
($1 +xa  + +XidFE= (+F, cxl + xg + + xN)  +E) = XFi9 @)

Diese soll nach der Matrizentheorie für die durch in. der X:Achsr
polarisiertes Licht bedingteübergangswahrscheinlichkeit vom
stationaren  Zustand eE (mit der Energie E) in den stationären
Zustand qp  (mit der Energie 3’)

H'~C~E=E+E;  H+F=F+F

verantwortlich sein.
(7)

Dieser Begriff der durch Strahlung bedingten Obergangs-
wahr&ei&chkeit  hat- mit‘ ~~~~-sqehen-~~~~~~~~~~~f  der durch
Versuche bedingten fi berga~~~,ahr~c~~~~~~~~~~~t  nichts zu tun.
Der letztere ist aus der Gedankenbildung der st’ät&hen  Deutung
entstanden und gibt die etwas paradox klingende Wahrscheinlich-
keit für das Vorhandensein des Zustandes cp’  an, wenn der Zustand v
ist. Sie ist eine dimensionslose Größe. Der jetzt wichtige Bc-_ . .
griff gibt die Wahrschein&=  an, daß in der nächsten Sekunde
das Atom vom Zustand $E unter Absorption des Lichtquantes
hu = F - E in den Zustand eF  übergeht. Sie hat die”  D-imension
Sec- l...I--I-  __-_ Sie ist nur für Übergänge zwischen zwei stationären Zu:
ständen (Eigenfunktionen des Hamil t onschen Operators H)  sinn-
voll, während die erstere für beliebige Zustände q, QD’  definiert
war. Da sie sich auf einen im Laufe der Zeit abspielenden Vor-
gang bezieht, muß sie durch die zeitabhängige Schrödingergleichung
erfaßt werden können.

In allen Einzelheiten ist dies zwar nicht der Fall, weil  die
zeitabhängige Schrödingergleichung die spontane Emission nicht zu
erklären vermag: nach ihr sind die Atome auch in angeregten Zu-

27ZfF-t
ständen (wie etwa $F) beliebig lange Zeit stabil, q  = $F.  e h
ist eine Lösung der Gleichung (1). Doch enthalt  die Schrödinger-
gleichurig  die Absorption (wie auch die Einst ein sehe  negative
Einstrahlung), so daß wir jedenfalls zu richtigen Resultaten kommen
müssen, solange die spontane Emission keine wesentliche Rolle
spielt, solange sich das Atom fast im Normalzustand +E befindet.
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Diese Armohme  wird sich  später  auch au8  rechnerischen Gründen
notwendig erweisen, sie ist gerechtfertigt, wenn das Atom anfangs
im untersten Zustande @x war, mau sich  auf verhältnismäßig kurze
Zeiten beschränkt und die Intensität der auffallenden Lichtwelle
nicht extrem groß ist (was  auch praktisch kaum erreicht werden
konnte).

Unser Weg zur Behandlung des  Absorptionsprozesses ist nun-
mehr vorgezeichnet: Wir nehmen an, daß zur Zeit t = 0 der Zu-
stand des Systems ‘p  (0) = #JE  war und sich dann nach der Gleichung

h &P--=
2ai dt Hcp= Horp  + MP

andert,  wo H, der Hamiltonsche  Operator wäre, wenn kein Licht
auf das Atom fallen würde, und H, der durch da8 Licht bedingte
Zusatzoperator ist. Das Licht bedeutet nämlich ein elektrische8
Wechselfeld

@ 2 = Psin2nvt;  C&  = 0 ;  B, = 0 (9)
(die Abhangigkeit  der Feldstarke von der Koordinate können wir
wegen der Kleinheit der Atome vernachlässigen), wodurch die
potentielle Energie V in (2) durch

VS-  H, =V+Pe(x,~x,+oo~+5N)8in21t2rt (W

ersetzt wird. Durch diese8 Zusatzpotential, das als Störung
behandelt wird, wird der Zeitablauf der Wellenfunktion, der bei
P-0

27ciE
htv = ‘@Ee (10)

w&re,  modifiziert und wir haben die Gleichung

h d9--=
2ni  dt H,cp+Pesin2nvt(l;,+a,+.**+~~)TP..  (11)

Um diese Gleichung zu lösen, entwickeln wir q~  nach dem
vollsl%ndigen  System von Eigenfunktionen von H,

‘p  (9 = %d+bE  + aF(t)h’+ fiG@‘tC>G  + l **I (12)

wo die a&  ap, ao  nicht mehr von den Tcoordinaten  x,, x2, . . ., die
+E, ‘tLP, eG, *** dagegen nicht von der Zeit t abhängen. Dann
können wir einen  Zustand ‘anstatt  mit seiner Wellenfunktion CJI
mit den EntwickTung8,koeffizienten  aE’,  ap,  66, . . . dieser charak-
terisieren.
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Die Absolutwertquadrate 1 UE  1*, 1 nFla,  ( aG Ia, . . . dieser Größen
geben dann die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Anregungsstufen des Atoms an. Wird das Atom durch 1;eine
Lichtwelle getroffen, so bleiben diese Wahrscheinlichkeiten zeitlich
konstant, und da anfangs nur 1 aE12 = 1 von Null verschieden
war, wird dies für alle Zeiten gelten. Fällt dagegen eine Licht-
welle auf das Atom, so müssen nach einer bestimmten Zeit auch
die höheren Zustände angeregt erscheinen. Diese Anregungsstärken
wollen wir jetzt berechnen.

Dabei nehmen wir an, daß zur Zeit t = 0

aE  (0)  = 1, tlF  (0)  = 0, aG  (0)  = 0, . , .

ist und daß die Frequenz v des Lichtes näherungsweise mit der
Sprungfrequenz

;  (3’  - E) s  v t*>
übereinstimmt.

Setzen wir den Ausdruck (12)  für ‘p  in (11) ein, so erhalten wir
eine Differentialgleichung für die Zeitabhängigkeit der UD  cF7  eG, . . .
Da uns in erster Linie ap(t) interessiert, bilden wir das skalare
Produkt dieser Gleichung mit $F7 es bleibt, dann links wegen der
Orthogonalitätsrelationen der Eigenfunktionen von H,,  [( 12) Kap. IV]
nur das Glied mit ap  stehen und man erhält

71 da&)
- -=FaF+Pesin2nVt(XFEQEfXFFap+xFQaGf  “‘), (13)
2zti  dt

wo nach (6) für das Integral

(+F,  ($1 +  $2 + l  l  ’ +  %‘d  +E)  = XFE

usw. eingesetzt ist.

(6)

Die Glieder rechts in (13) sind sehr verschiedener Größen-
ordnung. Die Energie E hat die Größenordnung einiger Volt.
Dagegen ist es schon ein sehr intensiver monochromatischer Licht-
strahl, bei dem P die Amplitude des elektrischen Vektors 1 O-2Volt/cm
i s t . Die Matrixelemente von X sind etwa 10-8 cm, so daß
PeX  m lO--l” Volt ist. Wir können daher im zweiten Glied
rechts in (13), das schon ohnehin klein ist,

E

aE = e
2ni h t

; aF= 0; aG  = 0; .  .  .
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also die Näherungswerte (10) einsetzen, die diese Größen haben
würden, lvenn  wir das zweite Glied rechts in (13) überhaupt ver-
nachlässigen würden. Wir erhalten so

h daF 0)
E

--=
27ztp

2Ri  dt
FaF(t)  + PeXEIE  sin.2nvt  e - (14)

Um diese Gleichung zu integrieren, setzen wir

dann ist

2si{t  12 db(t) P e
e

2ni d t  =2i

,,(;7zi(f+v)t-!2ni(f-r)?

-2721
F

und daraus ergibt sich mit e 2 erweitert und integriert

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung
b  (0) = 0, wir können sie in zwei Teile zerlegen und nach Multipli-
kation mit 2 nilh

b  (0
= ~xP~~2*~V---;~~-l  ~ e2Zf~;~F~l~-~)  (15)

schreiben. Dieser Ausdruck verschwindet ja für t = 0 und wir
sehen, daß b (t) eine Summe von zwei periodischen Funktionen ist.

Wenn wir die Intensität Pa des Lichtes konstant lassen und
seine Frequenz v ändern,  so sehen wir, daß das erste Glied von (15)
sehr stark ansteigt, wenn hv nahezu F-E wird. Nur in diesem
Falle gelingt es überhaupt, eine einigermaßen merkliche Anregung
zu bekommen und wir haben hiermit eine Erklarung  für die Bohr -
sehe  Frequenzbedingung gefunden : die Frequenz des Lichtes, das
einen beträchtlichen Obergang vom Zustand mit der Energie E: in
den Zustand F erzwingen soll, muß der Bedingung (*) genügen.

Wenn wir dies fortan annehmen, können wir in (16) das
zweite Glied neben dem, ersten vernachlässigen. Für die Wahr-
scheinlichkeit 1 aP  (t) Ia = 1 b (t)  1 ” des Zustandes F erhalten wir dann
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5. Wir haben bisher vorausgesetzt, daß die Lichtwelle, die
das Atom zur Zeit t = 0 trifft, die Gestalt einer reinen Sinus-
schwingung hat. Gewöhnlich ist dies nicht der Fall und das Licht
besteht aus einer Superposition von vielen Sinusschwingungen,
deren Frequenzen ein ganzes Intervall um v = (F-  E)/h  un-
gewahr  gleichmäßig bedecken und deren IJh-ase-n--  stati&isch+u~
h.&.@g verteilt sind. Wegen dieses letzteren Umstandes kann man
annehmen,-  daß  sich die Wirkungen dieser Schwingungen ad!&.&
zusyunensetzen und die Gesamtwahrscheinlichkeit, daß das Atom
zu;  Z6X  t -i.ni-  Zi&snd  F sei,

ist,  wo v die Frequenzen aller im Licht auftretenden Sinus-
achwiugungen  durchläuft und P, die Amplitude der Schwingung
mit der Frequenz v ist.

Sind die Frequenzen der einzelnen Sinusschwingungen sehr
nahe zueinander und bedecken sie ein gewisses um (F - E)/h  ge-
legenes Gebiet - deren untere und obere Grenze v, bzw. ua  sei -
gleichmäßig und sehr dicht, so kann man für Pf  = 8 n Jd v
schreiben, wo J die Intensität (Energiedichte) des Lichtes pro
Frequenzeinheit und d v der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Frequenzen ist. Aus (16) wird dann in bekannter Weise das
Integral

I 6 (9 1”  = y21 - cos 2 z t [V  - (F- E)/h] d  v4ne2  Jl xFE12  -s (h,,  -Jjl+  E)2 (1 6  a)

v 1

dder wenn man an Stelle von v als Integrationsvariable

einführt:
x = 2st[v-(F--E)/h]

1 b (t)  1” = y  e2 Jt 1 XFE  12 i;  -xrsx  dz, Pb)

wo die Integrationsgrenzen

*1 = 2zt[v1-(F-E),%], x2 = 2+,-(F-E)/hj (t)

sein sollten. Da aber der Integrand von (16b) nur in einem
schmalen Gebiet um x = 0 wesentliche Werte annimmt, kann man
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die  Integration von - CO  bis 80 erstrecken und erhält für die
Wahrscheinlichkeit des Zustandes mit der Energie F

Ib(t)I” = 8GJtIJ$E,2. (17)

Diese Versc.hiebung  der Integrationsgrenzen ist eigentlich nur erlaubt
wenn x, und - x, groß sind, was nach (j-) darauf hinausläuft, da&
die eingestrahlte Linie sich nach beiden Seiten von (F-E)Ih  über
ein Frequenzgebiet erstrecken muß, das groß gegen 1/2 z t ist.
Da unsere Rechnungen andererseits nur für Zeiten, die kurz sind
gegen die Lebensdauer z des Zustandes F, Gültigkeit beanspruchen
können, besagt dies, daß die Breite der eingestrahlten Linie allenfalls
sehr groß gegen die ,,na  türliehe Linienbreite K 1 /z angenommen
werden muß.

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Atom im Zustande mit der
Energie F sei, ist nach (17) proportional zur Intensität J des
eingestrahlten Lichtes, zum Quadrat des Matrixelements 1 XFx )‘,
womit wir die matrizentheoretische Aussage tatsächlich bestä.tigen
konnten - und zur Einwirkungsdauer t der Lichtwelle - wie
erwartet werden m Allerdings gilt (17) nur für Zeiten, die
kurz gegen die Lebensdauer des angeregten Zustandes und lang
gegen die reziproke Breite der eingestrahlten Linie sind.

Trotz dieses Umstandes und ihrer nur näherungsweisen Gültig-
keit liefert (17) eine sehr schöne Bestätigung der Annahme, daß
1 aF  1 ”  die Anregungsstärke des Zustandes mit der Energie F ist,
sie ist - zusammen mit der Vorstellung des. Wahrscheinlichkeits-
paketes im Konfigurationsraum - eine der stärksten Stützen der
statistischen Deutung der Quantenmechanik.

Wir haben (17) aber auch noch aus einem anderen Grunde
abgeleitet, sie zeigt uns nämlich, daß

IXFEI’ = 1 ($99 (XI +  $2 +  � l  - +  XIV) h) 1�

proportional der durch zur X-Achse parallel polarisiertes Licht
erzwungenen Ubergangswahrscheinlichkeit vom stationären Zu-
stand @,JE  in den stationären Zustand erF  ist. Diese Tatsache -
sie wurde verschiedentlich weit exakter begründet, als. wir es hier
taten - wird in der Folge die Grundlage der Berechnung der
Intensitäten bzw. Intensitätsverhältnisse der Spektrallinien bilden.
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VII. Abstrakte Gruppentheorie

D ‘l? /
und bilden wir nach den Regeln der Matrizenmultiplikation die
36 Produkte, welc,he  entstehen, wenn man jede der sechs Matrizen (-i->
mit jeder Matrix (+) multipliziert! Wir sehen, daß alle 36 so
entstehenden Matrizen mit einer schon in (t) vorkommenden Matrix
identisch sind. Ein solches System bezeichnet man als eine
Gruppe. Wir können diese Eigenschaft dieser Matrizen in einer
Tabelle, der Gruppentafel, zusammenfassen:

I E A B c D. F

In der ersten Spalte yteht  der erste Faktor, in der ersten
Zeile der zweite Faktor, und in der Tabelle selbst steht das Pro-
dukt. In dieser Tabelle sind alle Multiplikationsregeln der
Matrizen (t)  vereinigt.

Die &renge  Definition der G rup p e ist folgende :
Unter Gruppe versteht man eine Gesamtheit von Objekten,

den Element en der Gruppe, zwischen denen eine Art Verknüpfung,
Multiplikation genannt, eindeutig definiert ist. Diese Multipli-
kation definiert zu ie zwei Elementen der Gruppe (Faktoren)
ein drittes Element der Gruppe, das Produkt r).  Diese Gruppen-

l) Man denke im folgenden an ein System von n-zeiligen  Matrizen.



6 4 VII.  1,efinition  der Gruppe

multiplikation, die als eine den Gruppenelementen innewohnende
Eigenschaft angesehen werden soll, muß ferner folgende Merkmale
aufweisen.

1. Das Assoziativgesetz muß gelten, d. h. wenn A B = F und
B C = G ist, so ist FC = A G. Sind die Gruppenelemente
Matrizen und verstehen wir unter Gruppenmultiplikation Matrizen-
multiplikation, SO ist das Assoziativgesetz immer erfüllt. (Nach
Satz 3 des 1.  Kapitels.) Gruppen, in denen auch das kommutative
Gesetz der Multiplikation gilt, d. h. AB = B A ist, nennt man
Abel sehe  Gruppen.

2. Unter den Elementen ist eines (und nur eines) vorhanden,
Einheit E genannt, das die Eigenschaft hat, daß sein Produkt mit
einem beliebigen anderen Element das andere Element ergibt, d. h.
AE E E A s A gilt.

3. Jedes Element hat eine Reziproke, d. h. zu jedem A gibt
es ein B, so daß B A = 213 . Dann können wir, wie in Kapitel 1,
Satz 6, zeigen, daß auch AB = E ist. Aus BA = E folgt
B A B  = B; ist C die Reziproke von B, so folgt weiter CB A B
= CB, d. h. A B  = E. Die Reziproke von A bezeichnet man
mit A-1.  .

Diese drei Eigenschaften der Gruppenelemente und der Gruppen-
multiplikation dienen zur Definition der Gruppe, man nennt sie
auch - so, oder etwas anders formuliert - Axiome der Gruppe
oder Gruppenpostulate.

Regel. Die Reziproke eines Produkts A B CD . . . bildet
man - ebenso, wie bei Matrizen -, indem man die Reziproken
der einzelnen Faktoren in umgekehrter Reihenfolge miteinander
multipliziert. Es ist also

(ABCD ..,)-’ = . . . D-‘C-‘B-IA-‘,
in der Tat ist

. . . D - ‘ C - ‘ B - I A - - ‘ A B C D . . .  = E .

Es ist zu beachten, daß etwa aus AX  = B und A  Y z B
auch X = Y folgt. In der Tat sind beide X = Y = A-1  B.
Auch aus X A = B und Y A = B folgt X = Y = B A-‘.

Hat die Gruppe nur eine endlich9 Anzahl h  von Elementen,
so nennt man die Gruppe eine endliche und bezeichnet h als die
Ordnung der Gruppe.
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Sätze über endliche Gruppen l)
Fassen wir ein Element X ins Auge. Dann können wir daraus

der Reihe nach die Elemente

E= XO,  x = X’,  xa, x3, . . . wi-1
usw. bilden. Da die Elemente von (+t)  alle Gruppenelemente sind,
die Anzahl aller Elemente aber endlich ist, so muß nach einer
gewissen Anzahl von Potenzen eine schon in der Reihe (pt)  vor-
gekommene wieder vorkommen. Sei das erste solche Element
Xn = Xk (mit k < n), so muß Ic = 0 und Xn = E sein, denn
sonst wäre schon Xn -1 = Xk  - 1 in der Reihe vorgekommen und
Xn wäre nicht das erste Element, das in der Reihe (ft) zum
z weite n Nale vorkommt. Ist rc die kleinste Zahl, für die Xn = E
gilt, so nennt man n die Ordnung von X. Die Reihe

E ,  x ,  xa,x3,  .“) Xn-1 (ttt)
nennt man die Periode von X. Die Periode von D in der
Gruppe (t)  ist z. B. E, D, D* = F (DB  = FD = E), die Ordnung
von D ist also 3. Die Periode von F ist E, F, Fa  = D,
(F3=DF=E),  dieOdr nung von F ist also ebenfalls 3. Die
Ordnung von A dagegen ist 2, da bereits Aa = E gilt.

Die Periode von X (-/-ft) bildet selber eine Gruppe (und zwar
eine Ab el sehe Gruppe). Eine Gesamtheit von Elementen einer
Gruppe, die selber eine Gruppe bildet,  nennt man eine Unter-
gruppe. (tT-/-)  ist eine Abel sehe Untergruppe.

Satz 1. IstJ$eineGruppe  vonderordnungh mitdenEle-
menten E,  A,, A,, . . ., &,und is t  4% ein beliebiges Element
dieser Gruppe, so kommt in der Reihe E Ak  = Akt  A, Akt
b&c,  s--j Ah&  jedes Element einmal und nur einmal vor.
In der Tat sei X ein Element und X ,4;’  = A,,  so ist 4,. Ak = X,
d. h. X kommt in der Reihe vor. Zweimal kann X dagegen nicht vor-
kommen, da aus A, Bk = X und A, Ak = X auch A, = A, folgt.

Dasselbe gilt natürlich von der Reihe Ak E, Ak  A,, Ak  A,, . . . ,
Ak  Bh. Satz 1 bringt zum Ausdruck, daß in der Gruppentafel in
jeder Spalte (und ebenso in jeder Zeile) jedes Element einmal und
nur einmal vorkommt. Die einfachste und wichtigste Anwendung
dieses Satzes ist die folgende: Sind JE,  JA2,  JAS,  . . . , JAh  Zahlen,

l) Nan verifiziere alle Sätze an der Gruppe (t).  Man bediene sich
hierzu der Gruppentafel !

W i g n er , Gruppeutheorie 5
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so daß jedem Gruppenelement X eine Zahl Jx zugeordnet ist,
dann ist

h h

CJA, = ‘T31JA,X= r: =?iA,* (1)
v=* v=* v=1

In den Summen rechts kommen nämlich genau dieselben Zahlen wie
links vor, und Jede einmal, nur in anderer Reihenfolge.

9 sei eine Untergruppe der Gruppe @i-fmit  den Elementen
E, B,, B,, . . . . B,. Man nennt die Gesamtheit der g Elemente
EX, B,X, B,X, . . . . B,X eine rechtsseitige Nebengruppe
%3  X, wenn X nicht in der Untergruppe 8 vorkommt l). (In
diesem Falle wären nämlich die Elemente von .8  X nach Satz 1
angewandt auf 8 genau diejenigen von 8.)  eNebenx.we. --x/--.r-
‘st sicher keine Gru .
C.D&Peie-EAheit  & sicher
n&h$  und auch kein anderes Element von %. Wäre nämlich etwa
B,X = Bl, so wilre  X = Bk' BI, d. h. X in der Untergruppe B
enthalten und T3  X wäre 8 selber. Entsprechend bilden die Ele-
mente XE = X, XB,, XB,, . . . . X B,  eine linksseitige Neben-
gruppe von 8.

Satz 2. Zwei rechtsseitige Nebengruppen einer Unter-
gruppe B enthalten entweder beide dieselben Elemente,
oder sie haben kein gemeinsames Element. Die eine Neben-
gruppe sei 8 X, die andere B Y. Ist etwa Bk X = BI Y, so ist
YX-1 = Br’  Bk, d. h. YX-1 wäre in B enthalten.  Dann
würde nach Satz 1, angewandt auf die Untergruppe 93, die
Reihe EYX-1, B, YX-1, B,  YX-1, . . . . B,  YX-1 bis auf die
Reihenfolge mit E, B,, B,,  . . ., B,  identisch. Also wäre auch
EYX-IX, BsYX-';lf,  B,YX-IX, . . . . B,YX-1X  bis auf
die Reihenfolge mit EX, B, X, B, X, . . ., BS  X identisch. Die
erstere Reihe ist aber nichts anderes als 23 Y, B, Y, B, Y, . . .,
BgY= B Y. Die Elemente von 93 Y stimmen also mit den Ele-
menten von 8 X überein, falls nur ein einziges Element überein-
stimmt. Das Kriterium hierfür ist, daß YX-1 in 8 en t -
halten sei.

Eine Untergruppe von (f) bildet z. B. die Periode  von A.,  d. h. die
beiden EIereente  E und A.  Eine rechtsseit ige Nebengruppe dieser Gruppe
erhalten wir, wenn wir jedes Element rechts mit einem anderen Element,
etwa B multiplizieren. Wir erhalten so die Nebengruppe EB = B,

1) Dagegen natürlich ein Element von jj ist.
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A B =  D. Die anderen Nebengruppen erhalten wir, wenn. wir die Ele-
mente E,  A  mit den anderen Elementen C, D,, F multiplizieren.

Die Nebengruppe mit  B is t  B, D,
C  ,, C,  Ft
D ,, D, B,
F ,,  F, C.

In diesem Falle also sind die Nebengruppen, die wir durch bfultipli-
kation mit B und,  D (bzw. C und F)  erhalten, identisch. In der Tat ist
B  D-l =  B F =  A (bzw. C Ip-l  =  CD =  A) in der Untergruppe E,  A
enthalten.

Betrachten wir nun alle voneinander verschiedenen Neben-
gruppen von 23 ! Diese seien 23  X9, 8 X,, ,8  X,, . . ., 23  X,.  Jedes
Element von @  kommt entweder in .@ oder in einer dieser 1 - 1
Nebengruppen vor. So erhalten wir im ganzen i g Elemente. Da
aber kein Element auf diese Weise doppelt gezählt ist, muß
lg = h sein.

Satz 3. Die Ordnung g einer Untergruppe ist Teiler

der Ordnung h der ganzen Gruppe. Den Quotienten + = Z

bezeichnet man als den Index der Untergruppe 23 unter der
Gruppe @.

Da die Periode eines jeden Elements eine Untergruppe mit
so viel Elementen, als seine Ordnung beträgt, ist, folgt, daß die
Ordnung eines jeden Elements Teiler der Ordnung der
Gruppe ist .

Kriterium für Untergruppen. Enthält ein Komplex von
Gruppenelementen alle Produkte B B der in ihm enthaltenen Ele- h ‘=  l-1
mente A und B, so bildet es schon eine Gruppe, ist also eine
Untergruppe der ursprünglichen Gruppe. Das Assoziativgesetz
der Multiplikation gilt für alle Elemente der Gruppe, also auch für
die Elemente des betrachteten Systems. Da mit jedem Element B
alle seine Potenzen im System vorkommen, kommt auch die
Einheit E vor. Ist n, die Ordnung von A,  so ist An  = E. Da
An-1 = A-l  ist, kommt auch die Reziproke eines jeden Ele-
ments im betrachteten System vor. Hiermit sind aber alle drei
Gruppenpostulate erfüllt.

Beispiele von Gruppen
1. Die  Gruppe, die nur ein Element enthält, besteht aus der

Einheit E allein.
5”
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2. Die Gruppe von der Ordnung zwei hat die Gruppentafel:
E A

E E A

A A E

Sie ist eine Ab e 1 sehe  Gruppe. Wir nennen sie Spiegelungsgruppe,
weil die Einheit zusammen mit der Transformation der Spiegelung
X' = -x diese Gruppe bildet.

3. Die Gruppe von der Ordnung drei kann außer der Einheit
nur Elemente enthalten, deren Ordnung 3 ist, da dies der einzige
Teiler von 3 (außer 1) ist. Sie besteht aus einer einzigen Periode.
Ihre Elemente sind:

E, 8, AB  (Aa  = E),
sie ist also abelsch.

Genau dasselbe gilt für jede Gruppe, deren Ordnung eine
Primzahl p ist. Ihre Elemente sind

E, A, Aa,  . . . . AP-~.

Gruppen von dieser Form, auch wenn p keine Primzahl ist, heißen
zyklische Gruppen. Wenn a,  eine n-te  primitive Einheits-

wurzel ist also GJ~ die niedrigste Potenz von Q, die gleich 1 ist,

2n
etwa w = cos -

n +
so bilden die Zahlen

1, w, oa,  . . . . @-l (“)

eine zyklische Gruppe von der Ordnung n, wenn man unter Gruppen-
multiplikation gewöhnliche Zahlenmultiplikation versteht. Die
zyklischen Gruppen sind alle abelsch. Die ,gleiche Gruppe u
wie (*) bilden auch die Zahlen

0, 1, 2, . . ., rc - 1, c**>

wenn man unter Gruppenmultiplikation Addition und Rest-
nehmen nach ?z  versteht. (Ist z. B. rt  = 7, so ist 5.4 = 2,
da  6+4=9=7+2=%+2  ist.) Die Elemente der
Gruppe (**)  lassen sich den Elementen von (*) ein- eindeutig zu-
ordnen, indem man k zu GJ~ zuordnet. Diese Zuordnung hat die
Eigenschaft, daß dabei ,,Produkt in Produkt” tibergeht,  d. h. mit
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k,. ks = k, ist auch c& . ~$2 = ~$3. Solche zwei Gruppen be-
zeichnet man als holomorphe Gruppen ‘).

Zwei Gruppen sind holomorph, wenn die Elemente A  der
einen Gruppe sich so zu  den Elementen Ä der anderen Gruppe
eindeutig umkehrbar zuordnen lassen, daß aus B B = C auch
AB = c gefolgert werden kann, d. h. 8. BZ=  AB gilt. Eolo-
morphe Gruppen sind wesensgleich, die einzelnen Elemente sind
nur verschieden benannt.

4. Es existieren zwei Gruppen von der Ordnung vier, d. h.
zwei Gruppen, von denen keine mit der anderen holomorph wäre.
Alle anderen Gruppen dagegen sind mit einer dieser Gruppen holo-
morph. Die erste Gruppe ist die zyklische Gruppe: etwa 1, i, - 1,
- i mit Gruppenmultiplikation = Zahlenmultiplikation. Die zweite
Gruppe ist die sogenannte Vierergruppe. Ihre Gruppentafel ist:

l E A B C

E\E  A B C

B B C E A

CiC  B A E

alle ihre Elemente (außer E) sind von der Ordntmg  2, sie ist noch
abelsch.

5. Die Vierergruppe ist die erste Repräsentantin einer umfassenden
Art von Gruppen, der Symmetriegruppen.

Betrachten wir ein reguläres n-Eck in der X Y-Ebene. Die Koordi-
2nknateo der n Eckpunkte seien s = T cos - = r sin -

n ’ %
2 wk (k = 0,

1,  2, 3, . . ., n - 1). Betrachten wir alle linearen Snbstitntioten,
2’= WC+&/; y’=  yz+8y,

1) Um zu zeigen, daß die bisher abgeleiteten Sätze keineswegs mehr
trivial sind, sei folgendes angeführt: Ist 7t + 1 eine Primzahl, so bilden
die Zahlen 1, 2, 3, . . ., n noch auf eine andere Weise eine Gruppe, wenn
wir nämlich unter Gruppenmultiplikation: Zahlenmultiplikation und Reet
nehmen nach ti +  1 verstehen. Ist etwa n +  1 =  7, so ist 3.5 =  1, da
3 . 5 = 15  - 2.7  + 1  is t . Die  Einhei t  i s t  dann die  1 .  Die  Periode
eines jeden Elements ist dann Teiler von der Ordnung der Gruppe, von n.
Es ist  also sicher An =  1, wenn d  ein Element der Gruppe ist, Dies
bedeutet aber so viel, daß an G 1 (mod n +  1) ist, wenn a  eine der
Zahlen 1, 2, 3, . . ., n ist. Dies ist ein - wie man zugeben wird -
keineswegs trivialer Spezialfall des  F er m at sehen  Satzes.
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die das  reguläre n-Eck  ,,in sich selbst überführen”, d. h. für die die neuen
Koordinaten der Ecken x:, yx ebenfalls in der Gestalt

2nx
x; =

. 2nx
r cos - ran -

n 7 9; = n

(% = 0, 1, 2,  3, . . ., 1y1- 1) geschrieben werden können. Die Matrizen
dieser linearen  Substitutionen werden eine Gruppe bilden, da mit
zwei Substitutionen auch ihr Produkt, die Reziproke einer jeden, sowie

1 0
offenbar die Einheit E = o 1 diese Eigenschaften haben.

( >
Dieee  Substitutionen, die das n-Eck in sich selbst überführen, sind:

27zr
1. Drehungen der Ebene mit dem Winkel -n (

r- 0, 1, 2, 3, . . . . n-l);

die entsprechenden Matrizen sind

/ 2nr

i

cos - , sin Bnr
n n

*in Zn  r cos2 =
1

Dt-
- -9n n

Diese bilden eine zyklische Gruppe. 2. Umklappung der Ebene und dsrauf-
2nrfolgende Drehung um einen der Winkel 12. Die entsprechenden

Matrizen sind

i

2nr- c o s  -, sin  ET
n n

1
=sjn  2Z cos  !!!!L

ur

n ’ n ,

Diese 2 12 Matrizen bilden eine Gruppe von der Ordnung 2 rt, man nennt
sie Diedergruppe. Die Matrizen von 1. bilden eine Untergruppe dieser
Gruppe, die von 2. eine Nebengruppe hierzu. Die Vierergruppe ist das
einfachste Beispiel mit n = 2 für eine solche Gruppe, das n-Eck  artet in
ein Zweieck, eine gerade Linie aus. Während die Vierergruppe noch
abelsch ist, sind die anderen Diedergruppen nicht mehr abelsch. Die
Gruppe ($)  ist die Diedergruppe des regulären Dreiecks, sie ist die erste
nichtabelsche Gru e, die Elemente E,  F, D gehören i%?%‘U%&
Gpme Nebengruppe. Die Substitutionen, die reguläre
Körper in sich iiberftihren, sind wichtige und interessante Gruppen, man
nennt sie Symmetriegruppen. Man bezeichnet sie gewöhnlich nach dem-
jenigen regulären Körper, den sie in sich überführen. So existiert eine
Tetraedergruppe, Oktaedergruppe, Ikosaedergruppe usw. Sie spielen in der
Kristallphysik eine wichtige Rolle.

6. Sehr wichtige Gruppen sind endlich die P er mu t a t i o ns-
gruppe n. Betrachten wir die Zahlen von 1 bis n : 1, 2, 3, . . . , n.

Jede Reihenfolge (xl, cxp,  a,,  . . . , a, dieser N  Zahlen bildet eine
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Permutation. Es gibt also insgesamt n ! Permutationen von rc Dingen,
man bezeichnet sie gewöhnlich

(
1 , 2, 3, . . . , n  ’

)
7

a,, ($7 cGj> .“l %
indem man die zu permutierenden Dinge in die obere Zeile in
natürlicher Reihenfolge, in die untere Zeile in derjenigen Reihenfolge
schreibt, die aus der ersteren durch die zu kennzeichnende Permu-
tation entsteht. Die Multiplikation von zwei Permutationen P,
und P, geschieht so, daß man in der Reihenfolge P, diejenigen
Veränderungen vornimmt, die P,  in der normalen Reihenfolge be-
wirken würde. So ist z. B.

Es führt nämlich P, die 1 in die 3 über, folglich steht in P,  P,
dort, wo in P, die 1 steht, die 3. Ebenso führt P,  die 2 in 1
über, wo in P, die 2 steht, steht in P, P, die 1, usw.

Führt P, die k in tik, Pa  dann ak  in /&  und PS weiter Pk in
Yk  über, so führt P, P, die k; in Pkj  P,  P,  aber & in j!k über. Es
führt also sowohl (P,  Pa) . PS wie auch P, (PS PS)  die T C  in Yk  über,
die Permutationenmultiplikation ist assoziativ.

Sämtliche n! Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe
mit der Einheit

(
1, 2, 3, . . ., n
1, 2, 3, . . ., > ’n

man nennt sie die symmetrische Gruppe’). Die symmetrische
Gruppe dritten Grades ist von der Ordnung 6, sie ist holomorph
zur Gruppe (t),  also zur Diedergruppe mit n = 3. Die Zuordnung
ist folgende :

(:8B>f  (3~ G2)f (33 (33 m
E A B c D F

Die symmetrischen Gruppen spielen auch in der Quantenmechanik
eine wichtige Rolle.

1) Vielfach auch Permutationsgruppe, keine Symme t r ie gruppe.
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Konjugierte Elemente und Klassen
Das Element X A X- 1 bezeichnet man als ein zu A k on  ju-

giertes  Element. Sind zwei Elemente A  und  $3 zu einem
dritten C konjugiert, so sind sie es auch untereinander. A u s
A = XCX-1  u n d  B = YCY-1  f o l g t  X-1BX  = C  u n d
B = YX-lAXY-’ = Y X-1 A (Y X-l)-1. Die zueinander
konjugierten Elemente einer Gruppe bilden zusammen eine Klasse.
Eine Klasse ist durch Vorgabe eines einzigen A ihrer Elemente be-
stimmt: Man erhält die ganze Klasse, indem man die Reihe

EAE-’  = 8,  A,A A&  A,A  Ai’,  . . ., Ah  AAh’

bildet. Alle Elemente dieser Reihe sind zu A, also auch unter-
einander konjugiert und es kommen alle Elemente, die zu A (also
auch alle, die zu einem beliebigen anderen Element der Reihe)
konjugiert sind, in der Reihe auch wirklich (sogar mehrfach) vor.

Man kann daher die Elemente einer Gruppe in Klassen ein-
teilen, wobei jedes Element in einer und nur in einer Klasse
vorkommt.

Die Einheit der Gruppe bildet eine Klasse für sich, da sie
mit keinem anderen Element konjugiert ist: X E X-  1 = E gilt
für alle X. Abgesehen von der Klasse, die nur aus dem Element E
besteht, ist keine Klasse eine Untergruppe, da sonst keine die
Einheit E enthält.

Alle Elemente einer Klasse haben die gleiche Ordnung. Ist
nämlich Am  = E, so ist auch

(XAX-‘)n  = X  A X-l.XAX--‘.XAX-‘...  XAX-’
= X AnX-1  = XEX-1  = E.

In einer Substitutionsgruppe haben alle Matrizen, die in die-
selbe Klasse gehören, dieselbe Spur. Gehören nä-mlich  die Matrizen a
und p in dieselbe Klasse, so existiert ein Gruppenelement, eine
Matrix y, so daß

ß = yay-l.

Folglich ist die Spur B = Spur y a  y-1  = Spur u.
Bilden wir z. B. die Klasse von C in der Gruppe (-f).  Wir haben

E CE-’ = C ,  ACA-’  = B ,  BCB-’  = A ,  CCP’  =  C,
DCD-’ = A ,  FCF-’  =  B ,

die Klasse von (7  besteht also aus den Elementen A,  B, C,  dies ist auch
die Klasse von A  oder B. Alle drei Elemente A, B, C  sind von der
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Ordnung 2, die Spur in ihrer Matrixdarstellung (-/-)  ist bei allen dreien 0.
Die Klasse von D ist

EDE-1 =  D ,  A D A - ’  = F,  BDB-’  =  F*  CDC-‘= F,
DDD-1 =D,  PDF-‘=D,

die Klasse von D (oder F) besteht aus den beiden Elementen D,  Ir.  In
einer Ab elschen Gruppe besteht jede Klasse aus einem einzigen Element,
da XAX-* = A ist.

VIII. Normalteiler
Besteht eine Untergruppe aus lauter ganzen Klassen der ur-

sprünglichen Gruppe, so nennt man sie einen Normalteiler. 1s t
(0,s = E, Ai,  Ns, . . . . N,  ein Normalteiler, so ist in ihm mit Ni und

Nj  auch Ni Nj enthalten, weil er eine Gruppe ist. Außerdem ist
aber auch X Na  X-l in ihm enthalten, wo X ein beliebiges
Element der ganzen Gruppe ist, weil der Normalteiler alle
Elemente X Ni X- 1 einer Klasse enthält, wenn er eines ihrer Ele-
mente, Ni enthält. Gewijhnliche  Untergruppen müssen X &>  X- 1
natürlich nur dann enthalten, wenn auch X eines ihrer Elemente ist.

Bei gewöhnlichen Untergruppen (wie bei jeder Gruppe) sind
die Elemente

Nj E = Njl Ni Ng, NjNs,  **st NjNn kd

mit den Elementen der Untergruppe bis auf die Reihenfolge iden-
tisch. Dasselbe gilt von der Reihe

ELN+z Nj-', NSN,', Ns.iVj-',  a-m, N,NFl,1 (4
also auch von der Reihe

die ja aus (b) entsteht, wenn man die ersten Faktoren E, Ns, Ns,
. . ., N,,  durch die Reihe (a), die mit ihnen bis auf die Reihenfolge
identisch ist, ersetzt. Dabei ist Nj natürlich ein Element der Unter-

gruppe*
Ist aber E,N2,  Ns,  . ..) N,  ein Normalteiler, so ist, auch wenn

X ein beliebiges Element der ganzen Gruppe ist, die Reihe

XEX-1~ E, XNgX-1, XN3X-l,  . . . . XN,X--l (4
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bis auf die Reihenfolge mit den Elementen des Normalteilers E, Ns,
Ns, --.y NB  identisch. Einerseits sind alle Elemente von (d) im
Normalteiler enthalten - da sie durch Konjugation aus den Ele-
menten dieses entstehen -, andererseits kommen alle Elemente des
Normalteilers in (d) vor. Um Nk in der Reihe (d) zu finden, müssen
wir nur X-1  Nk X bilden. Da dies auch ein Element des Normalteilers
ist, kommt es in der Reihe E, NS,  Ns, . . ., N,  auch vor. Es sei
etwa Ni. Dann ist Nk = X Ni X- 1 , so daß Nk in (d) an der i-ten
Stelle steht.

Alle TJntergruppen  einer Ab elschen Gruppe sind gleichzeitig Normal-
teiler. Da nämlich jedes Element eine ganze Klasse ist, besteht auch
jede Untergruppe aus lauter ganzen Klassen. Die symmetrischen Gruppen
haben einen und im allgemeinen nur einen Normalteiler, der aus allen geraden
Permutationen gebildet wird. Diese bilden nämlich erstens eine Untergruppe,
da das Produkt von zwei geraden Permutationen wieder eine gerade Permu-
t a t ion  i s t . Zweitens ist aber das konjugierte Element zu einer geraden
Permutation wieder eine gerade Permutation, also unter allen geraden Permu-
tationen enthalten. Vgl. auch Kap. XIIl.

In Beispiel ($) bilden die Elemente  E,  D, F diesen Normalteiler.
Verifizieren wir an diesem die folgenden Siltze!

Die Aufsuchurig  der Normalteiler ist für die Konstitution der
Gruppe sehr wichtig.
heißen einfa ,ch.

Gnwen, die keinen Normalteiler haben,

Betrachten wir nun die Nebengruppen des Normalteilers 8.
Eine rechtsseitige Nebengruppe mit U,  die Elemente U,  NS U,
N8u, . . . . N, U,  bilden gleichzeitig die linksseitige Neben-
gruppe mit U, da 17 = U. U-1 23 U, Na U = U. U-l N, U,
Ns U = U.tJ-lN,U,  . . . . N,U= U. U-1 N, U ist und  die Ele-
mente E = U-'EU, Ni= U-'NpU, N;= U-IN,  U, . . . .
N;  = U-1 NT  U mit den Elementen E, N,, Ns,  . . ., N,  bis auf die
Reihenfolge identisch sind. Der Komplex % U stimmt mit dem
Komplex UR tiberein. Man kann also schlechtweg von einer Neben-
gruppe des Normalteilers sprechen, ohne anzugeben, ob sie rechts-
oder linksseitig ist l). Multiplizieren wir alle Elemente einer Neben-

1) Rechnerisch läßt sich das folgendermaßen einsehen: Daß U V-1
in !J$  sei, ist die Bedingung dafür, daß U und V in derselben rechtsseitigen
Nebengruppe seien, daß V- 1 U  in 3 sei, die Bedingung, daß sie in der-
selben linksseitigen Nebengruppe seien. Ist U  V-l  in 2, so ist auch
v-1 . u v-1.  v = V-1  U in %,  also sind zwei Elemente in derselben links-
seitigen Nebengruppe, wenn sie in derselben rechtsseitigen Nebengruppe sind
and umgekehrt .
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gruppe !J? U  mit allen Elementen einer anderen Nebengruppe ‘$2  V!
ES ist Nj UN, V = i’7j U Nr  U-r. UV = Nk UV, da sowohl Nj  als
auch UZVl  U-1,  also auch ihr Produkt Nk,  in ‘% enthalten ist. Wir
erhalten also die Elemente einer einzigen-Nebengruppe,  der-
jenigen, die mit UV gebildet werden kann.

Faßt man die Nebengruppen eines Normalteilers als selbständige
Größen auf und bezeichnet man als Produkt zweier Nebengruppen
diejenige Nebengruppe, deren Elemente man durch Multiplizieren
der Elemente der einen Nebengruppe mit den Elementen der anderen
Nebengruppe erhält,  so bilden die Nebengruppen mit Hilfe
d i e s e s  M u l t i p l i k a t i o n s g e s e t z e s  s e l b e r  e i n e  G r u p p e ,  d i e
Faktorgruppe des Normalteilers. Die Einheit in dieser Gruppe
ist der Normalteiler selber: jedes Element Nj U einer Nebengruppe
Y? U mit einem Element iV, von !JJ  von vorne oder auch von hinten
multipliziert, ergibt ein Element der Nebengruppe ‘8 77’ . In der Tat
istNZ.NjU=XrNj.U  und NjU.~~=Nj.UN~U-'.U=N,U.
Außerdem existiert eine Reziproke zu jeder Nebengruppe ‘%  U, das
ist die Nebengruppe !Y? U- 1. Es ist nämlich

Nj U.NlU-1  = Nje TJNlU-l  z IV,,
also im Normalteiler selber enthalten. Das Produkt von % U und
272 U- 1 ergibt also %, die Einheit.

Die Ordnung der Faktorgruppe von % ist gleich der Anzahl
der Nebengruppen von ‘3,  also gleich seinem Index. Man hüte sioh,
die Faktorgruppe mit einer Untergruppe zu verwechseln, die Ele-
mente der Untergruppe sind die Elemente der Gruppe, die Elemente
der Faktorgruppe sind selber Nebengruppen.

Die Gesetze, die wir bisher abgeleitet haben, kann man formal
etwas einfacher mit Hilfe emmbolischem_gawinnen,
indem man eine Gesamtheit von Elem&, einen Komplex, mit einem
einzigen Buchstaben, etwa

f
bezeichnet. Das Produkt eines Kom-

plexes (5  mit einem Element A ist wieder ein Komplex @ A,  dessen
Elemente man erhält, wenn man alle Elemente von (s rechts bzw.
für A CX  links mit A multipliziert. Das Produkt zweier Komplexe
6 und 3 ist ein Komplex Cs 20, dessen Elemente man erhält, wenn
man alle Elemente von Q  r&%ts mit allen Elementen von % multi-
pliziert. Man überzeugt sich leicht, daß für diese Art Multiplikation
d a s  A s s o z i a t i v g e s e t z  e b e n f a l l s  g i l t .  E n t h a l t e n  Q  u n d  b
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genau rc bzw. fl’ Elemente, so enthält Q  0 höchstens n n’ Elemente.
Es enthält aber im allgemeinen weniger Elemente, weil unter
den rt  r)’  Produkten der Elemente von @  und i;D gleiche vorkommen
können.

Die Bedingung, daß Q  eine Untergruppe sei, ist 62. Q  = Ga
= GF. Diese Untergruppe ist ein Normalteiler, wenn für jedes Ele-
ment Udie Gleichung U-1 Q  U = @  gilt. Die rechtsseitigen Neben-
gruppen von @ sind alle voneinander verschiedenen Komplexe Q  U.
Ist 6 ein Normalteiler, so ist U-1  Q u  = Q, also Q u  = U Q,  die
rechtsseitigen Nebengruppen sind auch linksseitige. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die voneinander verschiedenen Komplexe Q  U.
Das Produkt zweier Komplexe @ U und Q  7 im Sinne der Gruppen-
multiplikation der Faktorgruppe ist gleich dem Produkte im Sinne
der Multiplikation der Komplexe :

Holomotphie und Isomorphie
Wir haben im vorangehenden Kapitel den Begriff der Holo-

morphie von zwei Gruppen kennengelernt. Zwei Gruppen sind
holomorph, wenn eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen ihren
Elementen existiert, so daß Produkt in Produkt übergeht: entspricht
dem A  bzw. B der einen Gruppe das A bzw. R der anderen, holo-
morphen Gruppe, so entspricht dem Produkt A  B auch das Produkt
2 Eder  holomorphen Gruppe. Holomornhe  Gruppen haben natürlich
gleiche Ordnung.

Eine weniger scharfe Beziehung zwisc  en zwei Gruppen ist
die einfache Isomorphie. Eine Gruppe Cl ist zu einer anderen
$‘isomorph, wenn zu jedem Element A bzw. B von 8 ein Element
2 bzw. 3 von @ zugeordnet werden kann, so daß dem Produkt A B
das Produkt 2 %?  zugeordnet ist und 8 zu jedem Element 3 von $3
wenigstens ein Element C hat, so daß 3 zu C zugeordnet ist. Die Zu-
ordnung ist - im Gegensatz zu der Zuordnung der Holomorphie -
im allgemeinen nicht eindeutig umkehrbar. Es ist vielmehr möglich,
daß zu mehreren verschiedenen Elementen etwa A und A’ von ($3
dasselbe Element 2 von @ zugeordnet ist. Demgemäß ist auch
die Isomorphie kein umkehrbarer Begriff; ist 8 isomorph zu 0,
so ist !$ im allgemeinen keineswegs isomorph zu 8. Die Anzahl
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der Elemente von 8 ist gleich oder größer als die Anzahl der
Elemente von @,  im ersteren Falle artet die Isomorphie in eine
Holomorphie aus, die dann auch umkehrbar ist.

Der Einheit E von (3 entspricht die Einheit E von @,  da aus
E‘ . E: = E auch E. %  = E folgt, was nur für die Einheit der
Gruppe gilt. Reziproken Elementen von 8 entsprechen reziproke
Elemente von $3.

Betrachten wir alle diejenigen Elemente 23,  Ez,  Es, . . . , E,,  von
6, zu denen die Einheit E von @  zugeordnet ist. Bezeichnen wir
diesen Komplex mit @E Da zum Produkt J& El  das Produkt %.  E = 2
zugeordnet ist, ist auch Ek  El  in B enthalten; sdqL*-Gew.%c-  *
Einem zu Ek  konjugierten Element U-1 Ek  U entspricht auch- - - - -
U-IE Uz  ü-lEU = E’: die konjugierten Elemente der E,
Ez, Es, “‘9 .& sind ebenfalls in (3  enthalten,?$;r.Sbil&$.  sb*n
Norw.alt.cil,e,r,  yq  ,,$ Die Elemente des Komplexes %,  zu denen
ein und dasselbe Element 2 von Q zugeordnet ist, bilden dagegen
eine Nebengruppe von 6 % Sind nämlich Aj  und Al  zwei Elemente
von 8, also z$ = Zl= 2, so entspricht dem Element Aj Al-l  das

--_- -
Element Aj A;  ‘Aj  Al1  = E: Aj All  ist in @ enthalten, was die
Bedingung dafür ist, daß Aj und Al  in ein und derselben Neben-
gruppe von Q  seien. Den Nebengruppen von Q sind in ein-ein-
deutiger Weise die Elemente von @ zugeordnet, wobei dem Produkt- -
zweier Nebengruppen @  7.7  und B V auch das Produkt UV der beiden
Elemente 5 und y  entspricht. Die Nebengruppen bilden aber die
Elemente der Faktorgruppe von @,  diese ist also holomorph
zu @.

rst 8 isomorph zu -,G so ist eine- Faktorgruppe von 8 holo -
m o rp h zu 4. Die Ordnung von 8 ist ein ganzzahliges  Vielfaches
der Ordnung von 8.

Ist die Isumorphie von vornherein eine Holomorphie, so artet
der Normalteiler @ %on  6 *in das einzige Element E aus.

Hieraus ergibt sich nach entsprechender Umnumerierung der
Elemente folgendes Bild für die Zuordnung der Elemente von 8
und 8 zueinander:ir” r.: rL
E,  & z;, ..‘.>  G,, G,+l,  G,+g,  . . . . G/,,,  . . . . Gth-lJ,ir  . . . . Ghn./ \ / - -

E, Hs?, *. ., Hh*
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Wir sehen, daß zu jedem Element von d‘eindeutig ein Element von
@  zugeordnet ist. Auch umgekehrt sind jedem Element von @
Elemente von 8 zugeordnet. Diese Zuordnung ist aber nicht ein-
deutig, sondern m-deutig, indem jedem Element von @  genau n Ele-
mente von @ zugeordnet sind. Diese Zahl ist für alle Elemente von
@ dieselbe. Die Elemente 23, G,, G,, . . . , G, bilden einen Normal-
teiler (wir bezeichneten sie vorher mit E,  Es, E,, . . . , En), die
anderen durch Klammern zusammengefaßten, ein und demselben Ele-
ment von @  zugeordneten Elemente (z.  B. G,  +1,  G, + 2,  . . . , G2 ,)
seine Nebengruppen.

Multipliziert man ein zu -E-r,  zugeordnetes Element von @ mit
einem zu Hj zugeordneten, so erhält  man ein zu HiITj  zugeordnetes.
Multipliziert man alle n zu Ha zugeordneten Elemente von 8 mit
allen n zu Hj zugeordneten, so erhält man die n Elemente, die zu
Hi Hj zugeordnet sind, und zwar alle n-mal.

Die Gruppe 4 ist eigentlich nichts anderes, als die zum Normal-
teilerlE,  G,, G,,  . . . , G,igehörige  Paktorgruppe. Sie ist mit dieser
holomorph.

Offenbar ist jede Gruppe mit sich selber holomorph. Weiter ist jede
Gruppe mit der Gruppe isomorph, die nur aus dem Einheitselement E be-
steht. Zu A  ist eben E, zu B ebenfalls g und zu A B auch E. E = E
zugeordnet. In diesem Falle artet der Normalteiler in die ganze Gruppe aus.

Zu jeder Substitutionsgruppe ist eine A belsche Gruppe isomorph. Man
stellt die Isosorphie her, indem man jeder Substitution den Wert ihrer Deter-
minante zuordnet. Was ergibt dies im Falle des Beispiels (T) des voran-
gehenden Kapitels?

Hiermit schließen wir die abstrakte Theorie der endlichen
Gruppen und gehen auf ihre Darstellungstheorie über. Mit den
kontinuierlichen Gruppen werden wir uns noch einmal im X. Kapitel
beschaftigen. Es sei bemerkt, daß hier nur die Anfänge dieser in
der Einfachheit  der Gedankenführung so sehr eindrucksvollen Theorie
besprochen wurden. Eine ausführliche Darstellung findet man bei
B,sp  eis e r , Theorie -d_efbrus  vo.r~ndl+her,.  Ordnung, sowieW._>“..  _
in Webers bekannter Algebra. Wir wollen aber hier nicht langer
bei diesem Thema verweilezud  wollten außer dem, was für das
Folgende notwendig ist ,  nur das besprechen, was zur Erlangung einer
gewissen Sicherheit bei dem Arbeiten mit Gruppen notwendig er-
scheint .
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IX. Allgemeine Darstellungstheorie
Die Darstellung ‘) einer Gruppe ist eine zu ihr isomorphe

Substitutionsgruppe [Matrizengruppe mit quadratischen%) Matrizen],
also eigentlich eine Zuordnung  je eine-r  Matrix D(A) (oder&*“..  . ^ <”  . . -
zu jedem Gruppenelem‘ent  A,  und zwar so, daß---- _

D ( A )  B(B)  =  D(AB) (1)_- 7,
s e i . Wenn alle Matrizen, die zu verschiedenen Gruppenelementen
zugeordnet sind, verschieden sind, so ist die Matrizengruppe zur
dargesteilten Gruppe holomorph, die Darstellung t r e u. Sonst
müssen - wie im vorangehenden Kapitel auseinandergesetzt P
die Gruppenelemente, denen dieselbe Matrix entspricht, die auch
der Gruppeneinheit zugcordriet  ist, einen Normalteiler bilden und
die Darstellung ist eigentlich die (treue) Darstellung der Faktor-
gruppe dieses Normalteilers.

Umgekehrt kann man aus jeder Darstellung einer Faktorgruppe
eine derartige Darstellung der ganzen Gruppe bilden. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die Nebengruppen eines Normalteilers, und
man kann allen Elementen der Gruppe, die diese Nebengruppe
bilden, dieselbe Matrix, und zwar diejenige zuordnen, die der Neben-
gruppe als einem Element der Faktorgruppe in der Darstellung
dieser zugeordnet war.

Natürlich ist jede Matrizengruppe ihre eigene (treue) Dar-
stellung. Weiter kann man offenbar jedem Gruppenelement die
Matrix (1) zuordnen, und wir haben es mit der trivialen Iaomorphie
einer jeden Gruppe mit der Gruppe zu tun, die lediglich die Ein-
heit enthält. Im Beispiel (t),  Kap. VIJ,  haben wir eine (treue)
Darstellung der symmetrischen Gruppe von drei Dingen, eine
weitere (nicht treue) Darstellung erhält man z. B., indem man jedem
Gruppenelement die darunterstehende Matrix zuordnet.

E A B C  D F

(1)  (-- 1) c-4  (-1)  (9  (1)
wt)

1) Genauer sagt man : ,,Darstellung durch lineare Substitutionen”.
s) Die Zeilen und Spalten der quadratischen Matrizen,  die die Dar-

stellung bilden, sollen immer in der gleichen Weise numeriert sein. Außerdem
gelte dieselbe Numerierung für alle Matrizen derselben Darstellung, damit
die  Matr izenmult ipl ikat ionen immer eindeut ig definier t  sein sol len.  Wir
wollen hieran bei allen Darstellungsmatrizen festhalten.
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Sie ist eigentlich eine (treue) Darstellung der Faktorgruppe, die
zum Normalteiler 23,  D, F gehört. Die Faktorgruppe hat zwei
Elemente, den Normalteiler E’,  D, F und ihre Nebengruppe A,  B, C.
Dem ersten Element der Faktorgruppe entspricht die I$atrix  (l),
dem zweiten die Matrix (- 1).

Die Anzahl der Zeilen und Spalten in den Darstellungs-
matrizen nennt man die Dirn en si on der Darstellung. M a n  k a n n
aus einer Darstellung einer Gruppe dadurch eine neue Darstellung
machen, daß man jede Matrix der Darstellung ein und derselben
Ähnlichkeitstransformation unterwirft. Das ändert an den Multi-
plikationseigenschaften der Matrizen gar nichts und der ganze
Charakter der Darstellung bleibt  dabei erhalten. Zwei Darstel lungen,
die SO auseinander hervorgehen, oder, was damit gleichbedeutend
ist, die man ineinander transformieren kann, nennt man äqu  ivalen t
und sieht sie als nicht wesentlich voneinander verschieden an.

Aus zwei Darstellungen kann man auf mehrere Art und Weise
eine neue Darstellung bilden. Die einfachste ist wohl die, daß
man die beiden Darstellungen einfach aneinanderreiht. Besteht die
erste Darstellung aus den Matrizen D (A,), D (AJ,  . . ., D (Ah),
die zweite aus den Matrizen D’(A,),  D’(A,),  . . ., D’ (Ah),  so
besteht die neue aus den Übermatrizen

-WV 0 \
( 0 D’(A,$

-WA,)  0
(

D(4 0
0 > (D’(A,) ’ “” 0 D’(4) > l (*)

Unterwirft man diese neue Darstellung noch einer Ahnlichkeits-
transformation, so sieht man ihr die Entstehung aus zwei Dar-
stellungen nicht mehr ohne weiteres an. Darstellungen, die auf
diese Weise aus anderen Darstellungen entstehen, nennt man r e d u-
zibel.  Reduzible Darstellungen lassen sich durch eine Ähnlich-
lc;aa

wl_.r..+/----
ie Gest&-?s$g%:&e  sind mit&

emer Darst~fi~~ü~alent. i%Yrstellungen, f ü  r
die dies nicht möglich ist, heißen irreduzibel. Natürlich-ist jede
Darstellung reduzibel, die durch bloße gleichzeitige, für alle Matrizen
gemeinsame Umnumerierung der Zeilen  und Spalten in die Form (*)
gebracht werden kann. Eine solc.he  Umnumerierung läßt sich in
der Tat durch eine Ähnlichkeitstransformation erreichen. Will
man die j-Zeile und - Spalte zur j -Zeile und -Spalte machen, so
nehme man zu S die Matrix Ski= 8,,  dann ist (S-l)j, = Q,,.,,  da
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ist. Weiter wird

Jedes -Matrizensystem  ist also reduzibel bzw. schon ausreduziert,
bei der Zeilen und Spalten so in ,,nngestrichene”  und ,,gestrichene”
eingeteilt werden können, daß an den Kreuzungspunkten von n un-
gestrichenen u Zeilen und ,,gestrichenen u Spalten oder umgekehrt
lauter Nullen stehen. Man kann dann die ,,ungestrichenen K  Zeilen
und Spalten zu den ersten machen und erhält die Form (*)  für  die
Darstellung.

Im folgenden wollen wir uns auf Darstellungen mit Matrizen
mit nichtverschwindender Determ.&,a-nte  beschränken. Dann
haben alle Matrizen I)(A) eine-  I&&oke. $d&’  Element A der
Gruppe mit der Einheit E der Gruppe multipliziert, ergibt das
Element A wieder: jede Matrix D(A) der Darstellung mit der
zur Einheit zugeordneten Matrix D (E) multipliziert, ergibt D (A)
und es folgt

-w4DW =  D ( A ) ;  D(E)  =  1. (2)

DerEinheit  der Gruppe ist dieEinheitsmatrix  zugeordn,et.--‘-----Jh- -____- , . . _ _-  -._  - . AS”.  /  _
Das Produkt reziproken Elementen zugeÖrdneter‘  %atr&n  -‘B (A)
und LI) (A-1)  ist D (E) = 1. Daher ist __  _

D (A) . D (A-l) = 1;  [D(F) = [O(J)]-l ’.i (3)

und es ist
D(A-l)  = D(A)+, Pa)

wenn die Matrizen der Darstellung unitär sind. o,,;te;re  ~~~~~~~~~~
Satz 1. Jede Darstellung mit Matrizen mit nichtversch iin-

dender  Determinante läßt sich durch eine Ähnlichkeitstransformation
in eine Darstellung transformieren, deren Matrizen alle uni&  sind.

Die Matrizen der Darstellung der Gruppe der Ordnung h . seien
Al, Ae, Aa, . . .y Ah. (Unter den Al,  . . <, Ah können auch
gleiche vorkommen, wenn die Darstellung nicht treu ist.) Dann
bilde man die hermiteisehe Matrix H durch Summation über alle
Gruppenelemente

rf ~A,A&H. (4)
x=1

W i g n e r, G r u p p e n t h e o r i e 6
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Die hermiteisehe  Matrix AT  lasse sich durch die unitäre Matrix U
auf die Diagonalform äJ  bringen

d= U - ‘ H U  =  c U-‘A,A:U ]

Die Diagonalmatrix d  hat lauter reelle positive Diagonal-
elemente,  z. B. ist

akk  = 2  C(Ax)kj  (%:j  =  c  r]  1 (&kj  Ia,
* f Jc  3

das nur Null sein könnte, wenn bei diesem 7~  für alle j (und x)
(Äx)k  j = 0 wäre. Dann wäre aber eine ganze Zeile von 2,
Null, also auch seine Determinante, also auch die von A,, ent-
gegen der Voraussetzung. Man kann also aus ct  in eindeutiger
Weise 812 und &‘/2  bilden, indem man aus den Diagonalgliedern
die Quadratwurzel zieht bzw. die - ‘/,-Potenz bildet und den
positiven Wert davon nimmt. Dann sind &/2  und d--l/2 reelle
Diagonalmatrizen: #/pt  = &/2;  Cl- ‘Izt  zz d-  l/2.  Aus (5) er-
hält man --

1 = d- ‘12 ‘T31  A,  Ai d- ‘12
x

und für jedes ÄA  mit zl = d-  ‘12  ÄA  d’lr

AJt, --= d-- l&&  d1/2  . (d-  ‘12 x A, AL d- ‘12) dt’2 Äf d--l’2  \

- -
= d-‘12 x AIA;Ä; Äf; d- %.

% i
(6)

- -
Nun ist wegen der Gruppeneigenschaft der AZ,  da AA  A, für
x -2: 1, 2, . . . . h  zwar iu anderer Reihenfolge, aber ebenfalls alle
Matrizen 21,  22,  . . ., & durchläuft (S. 66),

c Al Ä, (ÄA A,,t = 2 Ä%  ÄX
x %

und demgemäß
Z-Z?=
AA A: = d-  ‘12  2  ;a,.Ä;  d-  ‘12  =  1,

Y

also ist
=
AA  =

unitär.
d--‘12  U- ‘AA Udllt

(7)
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Satz 2. Kirre  mit, allen Matrizen einer ir redu ziele-ne-Dar--” . , ^ __-_ X_r  .._“”  ,..-,*  ~
stellung  vertauschbare ,Matrix. ist eine konstante Matf~~~~~“-6.oein
V,ielfache& der.  Einheitsmatrix.

m

Wieder können wir annehmen, daß die Darstellung in unitärer
Form vorliegt, da ja eine Ähnlichkeitstransformation die Einheits-
matrix und ihre Vielfache ungeändert läßt. Dann sei M  ver-
tauschbar mit allen Al, As, . . . , Ah  also

A,M = M A , (x  = 1, 2, . . ., iz). (8)
Gehen wir zur adjungierten Gleichung über, so erhalten wir

M+A‘i  = ALM+

und vorne sowie hinten mit & multipliziert,  wegen & Ai
=A;Ax=I

A, M+  = M+ A, (x  = 1, 2, . . ., h), (9)
es ist also nicht nur M, sondern auch Mt  ist mit allen A ver-
tauschbar, also auch das hermiteisehe  Hr  = M + M+ und
-62 = i(M-  Mf). Es genügt nachzuweisen, daß jede mit
allen A, vertauschbare hermiteisehe  Matrix eine konstante Matrix
ist, dann muß nämlich Hl und Hs  ein Vielfaches der Einheit sein,
also auch 2 212  = Hl - i Hs.

Ist aber die Matrix M in (8) hermiteisch,  so kann man sie
mit einer Unitaren  Matrix V auf Diagonalform d = v-1  M- Y

bringen und erhält, wenn man noch zX = 7-l A, V setzt (die A,
bleiben dabei unitär),

A,d  = dA, (x = 1, 2, ..‘) h). (10)

Würde die Diagonalmatrix d nicht lauter gleiche Diagonalelemente
haben, so müßten an den den Kreuzungspunkten verschiedener
Diagonalelemente entsprechenden Punkten in allen A, lauter Nullen
stehen.  Aus

CZ>,j  ajj = Gck  Gfxhcj

folgt für djj zfz  dkk auch (AJkj = 0, so daß die Darstellung im
Sinne der Ausführungen auf S. 81 reduzibel wäre. Da dies nicht
der Fall ist, sind alle eZkk  gleich, &, also auch V&V-1  I M  ist
eine konstante, mit jeder Matrix vertauschbare Matrix.

Die soeben gegebene Ableitung des Satzes 2 lehrt uns nicht
nur, daß die Darstellung reduzibel sein muß, wenn eine nichtkonstante

6*
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Matrix mit der ganzen Darstellung vertauschbar ist, sie zeigt uns
auch, wie man die Darstellung ausreduzieren, in die Form (*)
bringen kann. Dies leistet dieselbe Ähnlichkeitstransformation,
die die ,,vertauschbare Matrix’ auf die Diagonalform bringt.

Ist umgekehrt die Darstellung reduzibel, so existieren sicher
nichtkonstante Matrizen, die mit allen Matrizen der Darstellung
vertauschbar sind. In diesem Fall kann man nämlich die Dar-
stellung durch Ähnlichkeitstransformation mit einer zweckmäßig
gewählten Matrix 8 auf die Form (*) bringen. Mit Matrizen der
Form (*) sind aber alle Matrizen

bei beliebigem a, a’  vertauschbar. Wenn man iW mit 8-l trans-
formiert, wird es mit den ursprünglichen Matrizen der Darstellung,
die ebenfalls durch Transformation mit 8-1  aus den lHatrizen  der
Form (*) hervorgeben, vertauschbar.

Existiert eine nichtkonstante, mit allen Matrizen der
Darstellung vertauschbare Matrix,  so ist  die Darstellung
reduzibel, existiert keine, so ist sie irreduzibel.

Satz 3. Sind zwei Darstellungen D(l)  (A,), B(l) (Aa), . . . ,
D(l)  (Ah)  und O(*)  (A,),  D(2)  (As),  . . . fl*) (Ah)  derselben Gruppe
der Dimension 7, bzw. Ia  irreduzibel’und existiert eine BIatrix Z
mit 7, Spalten und Z,  Zeilen, so daß

q,#j$&%J  =  qp4c~q2~,  (x =  1,  2,  .“7  hl7(11)

so muß bei Z,  -sf=  Z, die Matrix X eine Nullmatrix sein. Ist 1,  = 7,,
80 ist X entweder eine Nullmatrix, oder eine Matrix mit nicht
verschwindender Determinante. Im letzteren Falle hat 2M  eine
Reziproke und die beiden irreduziblen Darstellungen sind mitein-
ander tiquivalent.

Zunächst können wir annehmen, daß die Darstellungen bereits
in unirarer Form vorliegen. Wäre das nämlich nicht der Fall,
SO könnten wir sie durch 8 bzw. R in diese Form transformieren
und aus (11) würde

R-9tfS.S-‘D(‘)(A,)S  = R-‘B@)(A.JR.R-1&!$

R- 12MS. $%l) (A,) = o’“‘(Ax).  R-12IICS
(1’2)

‘folgen, wo wir für R- ‘BZ-8 wieder M  setzen könnten.
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Nehmen wir weiter an, daß 7, i 7, ist, Ware 1, > I,, s o
gingen wir zur transponierten Gleichung von (11) über, am folgenden
würde sich dadurch nichts ändern. Schreiben wir die Ad jungierte
von (11) auf, so ist wegen der Unitarität  B(1) (AZ)*  = .ZP(AJ-1
= D(1) (Ai’)  und 0<2) (A,)t  = Bt21  (Ail)

D(1) (&‘) J@ft  = Jft  Jp) (A;‘). (13)
Da (11) für alle Gruppenelemente, also auch für A;l  gilt,

folgt aus (13) links mit .M  multipliziert
M D(1)  (AG’)  art  = M211C-t  D(2)  (AZ’), (14
D(2)  (A;‘) M.iW  = HM+ Dt2) (AZ’), w

d. h. das hermiteisehe 2112Mt  ist mit allen Darstellungsmatrizen
D(2) (A,), O(2) (A,), . . ., Dt2)  (Ah)  vertauschbar. Es muß daher
ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein :

MMt  = c 1. (16)
Ist jetzt die Dimension der beiden Darstellungen D(1) und D(2)
gleich, Z,  = Z,,  so ist entweder c Z#Z  0, dann ist die Determinante
ICI1  = cll nicht Null und daher verschwindet auch die von .iK
nicht, ,7M  hat eine Reziproke. Ist aber c = 0, so ist HM+  = 0
die Nullmatrix, was in den Koeffizienten ausgeschrieben

~Mf,Mj+k=  0 (1’)
lautet. Setzen wir i = j, so ergibt dies

EIMikl’ = O, (18)

woraus auch &k = 0 folgt,  da kein 1 Mik l2 negativ sein kann,
also auch keines positiv sein darf.

Ist dagegen die Dimension der beiden Darstellungen nicht
dieselbe, so ist auch 22  nicht quadratisch, sondern, da 2, < Z,,
nach unten gestreckt. Wir können sie aber mit lauter Nullen zu
einer quadratischen machen :

/Mll  M12  . . . M,,  0 . . . O\

b-L&  ili& . . . ifb,  0 . . . 01
Dabei bleibt NN+  = 25 Mf. Da aber die Determinante von N
offenbar Null ist, muß auch die von NN+ = NM+,  also auch
das c in (16) verschwinden, so daß wieder (17) und (18) gilt.
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Damit haben wir Satz 3 vollkommen bewiesen.
Satz la. Wenn zwei beliebige Darstellungen d,, 4, . . ., Ah

und B,, B,,  . . . . B,  derselben Gruppe in unitärer Form vorliegen und
miteinander äquivalent sind, d.  h.  wenn eine beliebige Matrix M  existiert,
so daß

MA,M-’ KZ B, (%  Zz.=  1, 2, . . .) h), (20)

dann kann man die beiden Darstellungen auch unitär ineinander
formieren. Es existiert dann auch eine nn itäre Matrix U, für die

trans-

UA,U-’  = B, (x = 1, 2, . . . . h) (21)
gilt.

Aus (20) folgt
M A , =  B,M  (x=  1,2,...,h) (22)

und daraus, ebenso wie vorher, daß MMt  mit allen Matrizen der zweiten
Darstellung vertauschbar ist,

B, MMt  zz  &fMt B, (x = 1, 2, . . . > h). Ei= k@@a;

Eine Ähnlichkeitstransformation  mit ih&läßt  die zweite Darstellung tiber-
haupt ungeändert. Dies legt den Gedanken nahe, die erste Darstellung an
Stelle von M mit 11 M  zu transformieren,  wo E das Milft  oder etwas
Ähnliches ist, was mit allen Matrizen B,  vertauschbar ist, so daß KM
in (20) an Stelle von M  gesetzt werden kann. Natifrlich  werden wir
dieses R so bestimmen, daß  EM  unitär werde, d. h.

MtEtEM= 1; IXt.K  c Mt-'M-1  = (MMt)-’ w
ist. Daher muß nicht E selber, sondern - wenn es hermiteisch ist -
seine - 2 Potenz MMt sein. Es handelt sich also. wieder darum, aus
MMt  gewissermsßen  die - 11s  Potenz zu bilden. Da M Mt hermiteisch
ist, läßt es sich mit einer nnitären  Matrix P auf die Diagonalform bringen:
es sei

V-1MMtV  = d ! ;  MMt  = Vd!V-1, (24)
und die Diagonalelemente von & sind, wie bei Satz 1, alle positiv, so daß
man ebenso wie dort CR-%  bilden kann. Diese ist eine Diagonalmatrix
mit lauter reellen positiven Diagonalgliedern. Nunmehr ist zu erwarten, daß

E = Vd- ‘12 v- 1 (25)
erstens mit allen Matrizen B,,  B,, , . . , B,  vertauschbar ist, und zweitens
LT= K M unitär ist. Dann würde aus PO)  wegen E B,  K- 1 = B,
auch folgen:

UA,U-1 = E MA,M-1  E-1 = KB,  E-1 = B,.

In der Tat ist nun wegen (22a) und (24)
B,VdV-1 = VdV-1  Bz; V-1B,Vd  = dV-1  B,V, (26)

so daß die Diagonalmatrix & mit allen V-1 B,V  vertauschbar ist. Daher
stehen an den Kreuzungspunkten solcher Zeilen und Spalten, deren
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Diagonalelemente in d verschieden sind, in allen Y- * B,  V Nullen. Dann
sind diese Matrizen  aber auch mit &- l/2  vertauschbar, weil in &-%  nur
jene Diagonalglieder verschieden sind, die schon in d verschieden waren.
Daher ist

V-lB,Vd-‘12  = d-‘/2V-lB,V;  B,  K  = K B , . (27)

R ist tatsächlich mit allen Darstellungsmatrizen B,,  B,,  . . ., B,  ver-
tauschbar. Zweitens ist

UUt = KMMtKt  = Vd-‘i2t-.~if~+icl+d-tl2tvt  ( 2 8 )

und wegen (24) und weil  V unitär, d-l12 aber hermiteisch  is t  ( reel le
Diagonalmatrix) :

UUt  = Vd-‘12dd-‘12Vt  = VVt = 1, (29)
also U unitär.

Du- dieses Satzes l iegt  in der  Tatsache,  daß man sich
.ü&e*uuf unit&?~;lh”Ei~l&tstransformationeu besch@Lnkkakann,-‘--.~e.dmy-..~.~ _-__,x  LI’--.’  /y.--.F”
solan e man nur mit unrtären3ä?3Yeilungen  operiert.?.+JL#-“i_/  -~nc/.‘-..-~l,  ____. “v-“,..“~l  ,”  --“1.% __+-  . , *- %.,./---

Satz 4. Der vierte, praktisch von allen wichtigste Satz ist
die Orthogonalitätsrelation der Koeffizienten irreduzibler Dar-
stell u ngen.

Sind

u n d
q(1)  (E), D(1)  (A,), . . ., D(l)  (Ah)

< t>Lr
q2p),  D2) (As),  6.  ., IN”)  (Ah)(,fl *

zwei nicht äquivalente irreduzible Darstellungen derselben Gruppe,
die beide in unitärer  Form vorliegen, so gilt für alle Koeffizienten
pv  bzw. cx/3

>: 23’)  (R);ly0(2)  ($p = 0, (30)
R

wo die Summation, wie angedeutet, über alle h , Gruppenelemente E,
A 2,  "'9 Ah  zu erstrecken ist ‘).

Für die Koeffizienten einer unitären, irreduziblen Darstellung gilt

‘51 _D(‘)(R)~.D(‘)(R),,I,.I  = fs,,f  a,,,, (31)
R 1 '

wo h  die Ordnung der Gruppe, 7, die Dimension der Darstellung
D(l)  (R) ist.

Satz 4 entspringt der Tatsache, daß man wegen der Gruppen-
eigenschaf*t  der Darstellung scheinbar leicht viele Matrizen 22’

l) @ (und später auch 8) ist rm  folgenden immer eines der Gruppen-
elemente E =  AI,  A2,  . . ., A,.
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konstruieren kann, die die Gleichung (11) oder (6) befriedigen ; unsere
Gleichungen (30) und (31) drücken dann die Tatsache aus, daß eine
Matrix, die (11) befriedigt, die Nullmatrix sein muß, eine, die (8)
befriedigt, eine Vielfache der Einheitsmatrix ist.

Eine Matrix, die (11) befriedigt, ist bei beliebigem 7,-spaltigem,
Z,-zeiligem  X die Matrix

Es ist nämlich

Nun ist wegen der Gruppeneigenschaft

c D2)(SR)  X  D’)(SR)-1 = x 132’(R)XD(‘)(R)-1  =  M.
R R

Es kommen ja links und rechts dieselben Matrizen, nur in ver-
schiedener Reihenfolge vor. Daher ist

B”‘(S)  .M-  = Bz-  D)(S), (114
woraus nach Satz 3 folgt, daß M  die Nullmatrix sein muß. Es
ist also bei beliebigen Xxi

az, = c x Dz) (R),, XxAB(‘) (R-1)2, = 0.
xA R

Setzt man hierin alle Xt(A  = 0, nur ein hervorgehobenes Xp,,  = 1,
so erhält man die etwas verallgemeinerte Gleichung (30)

(304

WO D@)(R)  und P)(R) zwar irreduzibel,  aber nicht in unitärer
Form sein müssen. Sind die Matrizen 1)(l)  (R) unitär,  so ist

D(1)  (R- ‘) = -W)(R)--’  = D(1)  (R)t

und (30a) geht in (30) über.
Um noch (31) zu beweisen, nehmen wir bei beliebigem X

M = 2 ,D(l) (R) XD(‘) (R- ‘)
R

an. Dieses BZ- ist mit allen D(1) (S) vertauschbar.

D(l) (S) 22- = 23 B(1) (S) D(1) (R) XD(‘) (R- 1)

= 2 D(1) (SR) X& [(S R)-‘1 1)(l) (S) = MIN’)  (S),



IX. Orthogonalitätsrelationen d. Koeffizienten irreduzibler Darstellungen 89

so daß iIC ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein muß. Es ist

r) c D(l) (Qpx Xxn D(l) (R-l)A,r = c 6‘pc<t,
xR R

wo c von 7~ und p’ unabhängig ist, von den XxA  aber noch abhängen
kann. Wählen wir wieder ein X,,,,  = 1, lassen aber alle anderen
verschwinden, so erhalten wir, wenn wir das diesem System von Xxl
entsprechende c mit cyyf  bezeichnen:

2 D(1) (B),y D(1) (R-l)Ytpt  = c,,,,t  cYMyt.
R

Zur Bestimmung der c,,,,’  setzen wir ,u = EC’  und summieren
über 7.~  von 1 bis 7,. Wir erhalten wegen der Multiplikations-
eigenschaft der Darstellungen, sowie wegen D (IQ ,, = 6,,ly

 2 D”  (R-l),/  ir  D(1) (lQu  y = x D(l)  (E)yp  ,,  = h b,r  y
u h!

=
P

so daß cy,,l  = 6,,, h/l,  ist. Wir haben wieder das etwas verall-
gemeinerte (3 1)

2 D(1) (lqpy D(1)  (R-f),tp!  = ;Qpt  Gyyr, Wa)
R

die sich für eine unitäre Darstellung in der Firm  (31) schreiben läßt.
Die Zahlen

D<‘)  (k&  ,,  = b!&“‘);  D(l)  (A,),  ,,  =  b%2V);  . . .;  D(l)  (k$&  =  bAh”

kann man als die Komponenten eines h dimensionalen Vektors b
auffassen, dessen Komponenten nach den Gruppenelementen benannt
sind. Dann bedeutet (31), daß die hermiteisehe  Länge dieses Vek-
tors t h/7,  ist, und daß je zwei verschiedene dieser li-Vektoren  auf-
einander orthogonal sind. Ebenfalls orthogonal sind nach (30)
diese Vektoren auf alle Vektoren tu  [mit tu~~’  = D(2) (A,),p,
k(y) = D(2) (A,),p, . . ., tt~$f)  = D(2) (A&p] , die aus einer
anderen irreduziblen Darstellung auf ähnliche  Weise hervorgehen.

Die schon öfters betrachtete Darstellung der symmetrischen Gruppe
von drei Dingen:

D ( B )  =  ($ “r), 1

t
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ist irreduzibel.  Wäre sie nämlich reduzibel, d. h. könnte man alle Matrizen. *
mit derselben Ahnlichkeitstransformation  auf die Diagonalform bringen, so
mußten alle Matrizen vertauschbar sein, da sie es in der Diagonalform wären.
Dies ist jedoch nicht der Fall, wie man z.  B. aus

D(A)D(B)  = Nm D@P(A)  = Wo * D(D)
ersieht. Nach Satz ‘2 darf nur ein Vielfaches der Einheit mit allen Matrizen (t)
vertauschbar sein. lviit  D(A) ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar,
mit D(B)  ist aber diese Diagonalmatrix nur vertauschbar, wenn die beiden
Diagonalelemente gleich sind. Also sind schon mit D(d) und D(B)  nur
Vielfache der Einheitsmatrix vertauschbar. Nach (31) müssen die vier
V&toren  #l), o(12), #‘), ut22)

(11) 1.
ox  = , DA

(11) (11)w = 1; Dg  = -+; nC  = 2;

(11),y =  -;; OF  =  -;

OE
(12) = 0.> DA

(12)  = 0. (1%

&;

OB ; fl; (12)  _DG - -$1/3;

(12)UD  = .& -;fi

(21)ny = 0;  DA = 0; UB(21)  = (21)  _;\ig; DG - -L,\&
(21)DD  Z.--i fi; ‘F

(21)  = 1
2fi

uE
(22) = 1 .> OA

(259  = _ 1., OB
(22)  = I. (22)  1

a’ ‘G
= __.

a’

(22)
DD

1= --* Dp2) 1
Y>

= - - -
a

aufeinander paarweise orthogonal sein. Z.B. ist
(um),  p9 =1.o+l,o+-~~~+-~.-~~~~-~~~~t-~.-~~~~~.

Ihre Lilnge muß wl = y@ = 113 betragen. Z. B. ist
(p), D@19 = 0~+02+j+f+P+f = 3.

Um noch Beispiele für (30) zu sehen, betrachten
duzible  Darstellung derselben Gruppe von S:

wir die offenbar irre-

D(E)  - (1); B(A)  = (- 1); s(B)  = (- 1);  D(C)  = (- 1);

s(D) = (1); D(F) = (1)
(++)

und die trimale  Darstellung durch lauter (1) :

B(E) = (1); S(A) = (1); D(I?)  = (1); D=(C)  = (1);

3 (D) = (1); B(F) = (1). 1
w-t)

Alle vier Vektoren u müssen sowohl
wie auch auf den Vektor aR = E(R),, = 1 senkrecht

den Vektor It)R  = 3 tJ-911
stehen. Z. B. ist

(u22, nq = 1.~+-I.-1+$.-1++.-1+-;1+-~1=  0.
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Betrachten wir nunmehr alle irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe: D(1) @) habe die Dimension 7, ; XI(*)  (R) die Dimension 7,;
J!I(s)  (R) die Dimension 7,; usw. . . . Dcc)  (R) die Dimension 2,.  Alle
sollen in unitärer  Form vorliegen. Dann 1äDt  sich (30) und (31) zu

(p,  v= 1,2, . ..) 7j;  $v’=;.  1,2,  . . . . 7j1; j,j’=1,2 ,..‘, 41
zusammenfassen. Die 7: + 7: + s-0 + 7: h - dimensionalen
Vektoren

(i,  Pr, r)
bR = BJ-)  (R)py

im Raume der Gruppenelemente stehen im hermiteischen
Sinne orthogonal aufeinander.

Da in einem Raume von F6-Dimensionen  höchstens Fu  -Vek-
toren aufeinander paarweise orthogonal stehen können, folgt, daß
1; + z; + l l � + 7C, die Summe der Quadrate der Dimensionen aller
miteinander nichtäquivalenten irreduziblen Darstellungen höchstens
gleich der Ordnung der dargestellten Gruppe ist.

In Wirklichkeit läßt sich zeigen, daß die Summe der
Quadrate 2: + 7: + .e. + 7: = h. genau gleich der Ordnung
der Gruppe ist . Auf den Beweis dieses Satzes soll aber hier
verzichtet werden.

Wir formen die Gleichung (32) noch etwas um. Bezeichnen
wir die Diagonalsumme der Matrix DU) (IX) mit ~03 (R), also

x(j)  (R) = & D(j) (R),u,.
p=r

Das Zahlensystem, die h-Zahlen x(j) (E),  x(j) (A,), . . ., x(j) (~4,)
nennt man den C h ar ak t er der Darstellung ,IN? (R). J!~R
.C~-~-Darst~~l~.~g  --mit  dem Charakter hat desna.”  -4  -.*  -...r-,.-’
%V&e$ d a ß  s i e  Ahnl<ghxeitstransf*Ör.mationen  gegenüber
lnv  a;id;n prt*“~  ma;ch  ‘(32)  ‘ist..  I / ” ,.’  ”
..+/-  ._/  - , ,

C  D(j)  (R)pg  D”‘)(R),~~p~  = $ 8jjf  &pp,f,
R j

was über I(  von 1 bis 7j und über p’ von 1 bis $1  summiert
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ergibt.  Auch die Charaktere $31 (R) bilden ein ortho-
gonales Vektorensystem im Raume der Gruppenelemente.
Hieraus folgt auch, daO  zwei nichtäquivalente irreduzible Dar-
stellungen nicht dasselbe Charakterensystem haben können, irre.
duzible Darstellungen mit gleichen Charakteren sind äq u iv al en t.

Die Gleichung (33) läßt sich noc.h  etwas weiter umformen,
wenn man die Charaktere ~(3)  (R) und x(J+) (S) vergleicht, die zu
zwei Elementen R und S derselben Klasse gehören. Es gibt dann ein
Gruppenelement Z’,  das R in S transformiert. Ist aber T-  1 RT = S,
so ist auch O@  (T)-1  D(J) (R) DU) (2’)  = D(j)  (S), so daß auch
ZNJJ  (R) in D(fl  (S) transformiert werden kann. Daraus folgt
aber, daß die Spur x(J) (R) der Matrix D(J~  (8)  gleich der Spur x(j) (S)
der Matrix Dm(S) ist, zu Elementen derselben Klasse ge-
horen  gleiche Charaktere. Es genügt also, um das Charakteren-
System  anzugeben, den Charakter je eines Elementes jeder Klasse
der Gruppe anzugeben; den anderen Elementen derselben Klasse
entspricht derselbe Charakter, Man kann daher diese Zahl als den
Charakter der Klasse bezeichnen. Besteht die ganze Gruppe, um
deren Darstehng  es sich handelt, aus k-Klassen C,, Ca,  . . . , Ck
mit  je  !h  gsp  . - ->  gk Elementen (gl  + g. + . . . + g, = h),  so ist
der Charakter einer Darstellung bereits durch die k-Zahlen  ~0)  (C,);
XVQ “‘1 2(A  (Ck)  gegeben. Wir können diese Zahlen an Stelle
der gw(Rj  in (33) einrühren  und erhalten, indem wir bei der
Summation über die h-Gruppenelemente zuerst über die ge-Elemente
derselben Klasse (die entsprechenden gP-Glieder sind alle gleich),
dann tiber  alle LKlassen  summieren:

o d e r

Die normierten Charaktere p(C,) 7f bilden schon im

k-dimensionalen Raume der Klassen ein im hermiteischen
Sinne orthogonales Vektorensystem.

Die Gleichungen (30), (31), (33),  (34) sind die wichtigsten
Gleichungen der Darstellungstheorie, auf diese werden wir immer
wieder zurückgreifen müssen.
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Die Charaktere der Darstellungen (t),  (j-j-),  (w) sind
#=2;  X(A)= 0 ;  #o  = 0 ;  dc>= 0; x(D)  = - 1; x(F)  =  - 1
~0  =  1; ~(A) =  - 1; X(B)  =  - 1; X(C9  =  - 1; pp> = 1 ;  p  = 1
gm = 1 ; 3-4) = 1 ;  X(B)  = 1 ;  ~(0 = 1; p,  = 1; pY=  1

D,  p und A,  B,  (7 sind in derselben Klasse, ihnen entspricht derselbe
Charakter. Man kann daher die Charaktere zusammenfassen:

x(E)  =  2 ; x(A,  B,  0  = 0; @,Ii3  =  - 1 ;
jj<n =  1 ; &‘hB,O  =  - 1 ; $D,F)  =  1;
gcn  =  1 ; &i,  B,  0  = 1; p,F)  =  1.

Die normierten Charaktere li
Y-
3  X(~)  (C,,)  sind orthogonal zueinander. Z. B. ist
h. l

für x  und jj

Da es nicht mehr als k orthogonal-normierte Ic-dimensionale  Vek-
toren geben kann, folgt, daß die Anzahl c der miteinander nicht-
äquivalenten irreduziblen Darstellungen h&hstens  gleich der An-
zahl k der Klassen der dargestellten Gruppe ist. In Wirklichkeit
ist diese Zahl immer erreicht, es läßt sich zeigen, daß-die Anzahl-. ‘.-.-m
d e r nichts,--.,ir~ed~~  Darstellungen einer Gruppeb-5-----. __----_  --.. _-_ - --.-----.._A--  ------_
glli+ der*  Anzahl der. Klassen  dieser Gruppe c = k is&->

Ein Beispiel haben wir h&r”f$r-SCfion-  in’&%  auf S. 89-90 ’
gegebenen drei Darstellungen der symmetrischen Gruppe dritten
Grades gesehen; die Gruppe besteht aus den drei Klassen E;  A,  B, C;
D,  F und kann also außer den angeführten keine weiteren irredu-
ziblen Darstellungen haben. Die Dimensionen der Darstellungen sind
2, 1, 1, in der Tat ist 2a + la + ls  = 6 die Ordnung der Gruppe.

Ausreduzieren einer Darstellung. Bisher hatten wir
uns ziemlich regellos mit reduziblen und irreduziblen Darstellungen
befaßt . Die Sätze 1 und 1 a bezogen sich auf beliebige, die
Sätze 2, 3 und 4 [unter anderen die Gleichungen (30), (31), (33),
(34)] auf irreduzible Darstellungen.

Die Wichtigkeit der irreduziblen Darstellungen beruht darauf,
daß jede Darstellung sich in eindeutiger Weise in irreduzible zer-
legen, d. h. durch Ähnlichkeitstransformation mit einer zweckmäßig
gewählten Matrix ,, ausreduzieren”  , in die Gestalt

/D(‘VR)  0 . . . O \
0 0’2’ (22) . . .. . ?

. .
0 6 . . . D’G(B)
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bringen Iäßt, wo die Du) (El  nunmehr irreduzible Darstellungen,
die irreduziblen Bestandteile der ursprünglichen Darstellung sind.

Ist eine Darstellung D(R) nicht schon selber irreduzibel, SO

läßt sie sich (d. h. alle ihre hlatrizen lassen sich) auf die Gestalt (*)

D(Ax)  = “‘;A”( *D”  (Ax) ) (“1

transformieren. Nunmehr sind entweder beide Teile D’(A,)  und
D”  (A,) irreduzibel, oder ist z. B. D”  (A,) reduzibel. Dann kann
man I) (A,) einer weiteren Ähnlichkeitstransformation mit

unterwerfen. So entsteht aus ihr

z(A,)  =
s-1 D’(Ax)  s 0

0 > ’T-l  D” (A,)  T

War etwa JY’ (&) noch rednzibel, so kann man T so wählen, daß
T-‘D”(A,)T  d ’  Fle orm (*>  hat. Dann hat s  (A,)  die Form

i

.wAx)  0 0

0 D”’ (AZ)  0

0 0 IE”” (A,) 1
die man, sind noch immer nicht alle drei Darstellungen D’,  ZN”,  D””
irreduzibel, weiter reduzieren kann. Da die Darstellung von end-
licher Dimension ist, muß man sie so schließlich auf die Form (**)
bringen können, wo alle Darstellungen D(l),  D(2), . . . , D(8) nunmehr
irreduzibel sind. Da mehrere aufeinanderfolgende ii.  hnlichkeits-
transformationen immer durch eine ersetzt werden können, kann
man die vorgelegte Darstellung auch durch eine Transformation
sofort auf die Form (**)  bringen. LMan  nennt diesen Prozeß Au S-
reduktion, (**)  die ausreduzierte Form.

Führt man diese Ausreduktion- aus, so wäre es möglich, daß
die irreduziblen Teile ZH*)  (R), D(2) (R), . . . , D(*)  (R) nicht eindeutig
bis auf Ähnlichkeitstransformationen bestimmt sind, daß man 33 (23)
vielmehr auf mehrere Arten ausreduzieren kann. Wir können aber
zeigen, daß  dies nicht der Fall ist. Ebenso, wie man eine ganze
rationale Zahl nur auf eine Weise in ein Produkt von Primzahlen
zerlegen kann, sind auch hier die irreduziblen Bestandteile - .
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natürlich bis auf die Reihenfolge - eindeutig bestimmt. Fsir den
Charakter x (22) einer beliebigen reduziblen Darstellung gilt

x(R) = xajX(j)(R) (R=E',A2,A3,  . . . . Ah)> W)
i= 1

wenn es bei einer Ausreduktion in a1  irreduzible Darstellungen
J!Tl)  (R) [mit d em Charakter ~(1) (R)] , in aa  Darstellungen D@)(R)
[mit dem Charakter xa (R)]  . . . usw. zerfällt.

Nun bestimmen aber die k-Gleichungen (35) die Zahlen a,,
aa, -.f a, vollkommen. Bildet man namlich  das skalare Produkt
von (35) mit x(j’) (R), d.  b. multipliziert man mit x(i’)  (R)* und sum-
miert über alle Gruppenelemente, so erhält man wegen (33)

x x(R)  xti’)  (R)* = x C ajx(n  (R) zu’)  (R)”  = hajl, (36)
R R f

so daß die ganze Zahl ajl eindeutig ZU

a.1  z _3 ’ c x (R)  x(f)  (R)”
h R

(37)

bestimmt ist. Wie oft eine irreduzible Darstellung in der
ausreduzierten Form einer Darstellung enthalten ist,  i s t
nach (37) schon durch den Charakter der Darstellung be-
stimmt. Insbesondere sind also die irreduziblen Bestand-
t e i l e  u n a b h ä n g i g  d a v o n , wie man die Ausreduktion vor-
n im m t. Außerdem sehen wir aber, daß zwei beliebige Darstellungen
äquivalent sind, wenn sie denselben Charakter haben. Man kann
sie nämlich ineinander transformieren, indem man sie beide aus-
reduziert. Dann können sie sich noch höchstens in der Form der
einzelnen irreduziblen Bestandteile unterscheiden, was man durch eine
Ähnlichkeitstransformation ausgleichen kann, und in der Reihenfolge
der irreduziblen Bestandteile in der Form (**), die man durch eine
bloße gleichzeitige Umbenennung der Zeilen und Spalten, also auch
durch eine Ähnlichkeitstransformation beseitigen kann.

Da die Gleichheit der Charaktere andererseits notwendig
für die Äquivalenz zweier Darstellungen ist, i s t sie die no t w e ndi g e
und hinreichende Bedingung für ihre Äquivalenz, für ihre
I n e i n a n d e r t r a n s f o r m i e r b a r k e i t .

Für die Ineinandertransformierbarkeit zweier einzelner Matrizen  würde
dies, daß die Summe der Eigenwerte übereinstimmt, keineswegs genügen,
die Eigenwerte müßten auch e in z e 1  n übereinstimmen. Bei zwei Darstellungen
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folgt aber daraus, daß bei allen h entsprechenden Matrizenpaaren die Summe
der Eigenwerte dieselbe ist, auch, daß alle entsprechenden Eigenwerte einzeln
übereinstimmen. Es genügt sogar etwas weniger. Da die Charaktere aller
Gruppenelemente derselben Klasse in jeder Darstellung gleich sind, genügt
schon die Gleichheit der.. k-Zahlen x (C,)  =  x ‘(Cl),  x (C,)  =  x ‘(C,),  .  .  .  ,

x (C,) =  x’  (C,)  für die Aquivalenz zkeier Darstellungen mit den Charakteren
x und x’.

Wir wollen noch eine Formel über die Anzahl der in einer Darstellung
enthaltenen irreduziblen Best.andteile  ableiten. Nehmen wir das skalare
Produkt von (35) mit sich selber, so erhalten wir
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zusammenfassen. Aber  auch von rein ,mathematischem Standpunkt aus kann. . ,/-./;--~-~(-..-.N../\+e-*  x-....e-“*.“.-.
die soeben gegebene Theorie  - N-p----sJe stammt in erster Reihe  von S.??Fd’KZn  lus,~Bur’-ns’iaeuna~~“‘.sc~nr.~-  ^“^--- *- ____.~ _.v”.x^e.---  -

-r _,  ,_.  F . -.“.  . als e&$&r schönsten Teae  dmra
be$[a$&$  yer$e$

- . <fl‘  ---,.  /-.-,,--x  -_
Die Charaktere der ~t~~~rrññg-‘e~~~~~~u~~~~ge

interessante  G&zzahligkeitsbeziehungen.

X. Kontinuierliche Gruppen
1. Bisher hatten wir es nur mit Gruppen mit endlich vielen

Gruppenelementen, mit endlichen Gruppen  zu tun. Unsere drei
Gruppenpostulate (Assoziativgesetz, Einheit, Reziproke) lassen sich
aber auch auf eine unendliche hfannigfaltigkeit  von Dingen, auf un-
endliche Gruppen anwenden. Z. B. bilden die dreidimensionalen
reellen orthogonalen Matrizen, die Drehungen im Raume, ein System
von Dingen, die den Gruppenpostulaten genügen, wenn man die
Gruppenmultiplikation der Matrixmultiplikation gleichsetzt, unter
dem Produkt zweier Drehungen ihre Zusammensetzung versteht.
Eine ähnliche  Gruppe bilden alle dreidimensionalen Matrizen mit
der Determinante 1, oder mit der Determinante & 1 usw. Alle
diese Gruppen bezeichnet man als unendliche Gruppen im Gegen-
satz zu den bisher betraoi:  teten e nd1  ich en Gruppen.

Der Begriff der unendlichen Gruppe wäre, wenn man nur die
erwähnten Eigenschaften von den Gruppen verlangen würde, für
unsere Zwecke etwas zu weit gefaßt. &lan könnte z. B. alle zwei--l-------u-
dimensionalen Matrizen mit der Determ&an”te-cderen  Kmen
af sm&  zu einer--.---~u~~e~~ä~-~e~~~~~es
~~~,~~~~~~~~~~~~Stet;lgkelts  enschaften  entbehren, die wir----Y-.-----~~
voraussetzen wollen. ---=-‘ip-7- --0’:----Deshalb emp leh t e s  sich, d%K  Begriff der
Gruppe von dieser Seite etwas einzuengen. Unter einer kontinuier-
lichen Gruppe versteht man ein System von DIeA  GI~u~-
alemente genannt, die durch in einem gewissen Bereich .$eesich- - - -

eichriet  werden können. Es gehört
en Bereiches. gelegenen Werte-

system  der Parameter ein Gruppenelement und umgekehrt zu jedem
Gruppenelement ein im Variabilitätsbereich der Parameter liegendes
Wertesystem dieser.

Gruppenelemente, deren Parameter sich nur wenig unterscheiden,
nennt man n benachbart’. Wenn man die Parameter stetig ändert,
so sagt man, daß sich das Gruppenelement stetig ändert. Q.k.
anderen _ d~~~-~~.._blei8en  erhalten, und w,erden  noch. -.-“,_

W ig n e r, G r u p p e n t h e o r i e 7
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mkeitsforderungen-
das Produkt b-er Fak

,_jndgg,_erlangt wird, daß
die Reziproken. benachbarter

die Parameter J+  (R S),
Ps  (R s>,  “‘7 p,  (R S) des Produkts zweier Elemente -stetig
differentiierbare Funktionen der Parameter p,(R), ps (B), . . . ,
P, (R) m-d  ~1  (SI,  ~2  6%  . - - 99,(S)  der beiden Faktoren R und S
sind. Dasselbe werde von der Abhängigkeit der Parameter 23,  (R-l),
ps  (R-l),  . . ., p, (R-l)  von den Parametern von R verlangt.

Gruppen, deren Elemente durch n Parameter gekennzeichnet
werden können, nennt man eine  n-parametrige  Gruppe, »er  Varia-
bilitätsbereich der Parameter kann einfach oder mehrfach zusammen-
hängend sein, oder auch in mehrere getrennte Gebiete zerfallen. Im
letzteren Fall spricht man von einer gemischtkontinuierlichen
Gruppe im Gegensatz zu einfachkontinuierlichen* Gruppen, bei
denen der Variabilitätsbereich der Parameter zusammenhängend ist.

Betrachten wir z.  B.  die eingangs erwähnte Gruppe der Drehungen im
dreidimensionalen Raume, die dreidimensionale Drehgruppt!. Ein  Element der
Gruppe, eine reelle dreidimensionale orthogonale hiatrix, läßt sich natürlich
anch  durch Angabe ihrer neun Koeffizienten charakterisieren. Diese können
aber nicht als Parameter angesehen werden, da sie nicht unabhängig von-
einander  variierbar  s ind,  weil  unter  ihnen noch Beziehungen bestehen.
Nimmt man dagegen  zur Charakterisierung einer Drehung etwa Azimut Q,
und Polabstand 3 der Drehachse und den Drehwinkel v, so entspricht jedem
in gewissen Bereichen liegenden Wertetripel (0 s <I, < 2 TC,  0 5 4 < fl,
0 <y  < TC)  dieser Zahlen eine Drehung. Umgekehrt entspricht auch jeder
Drehung  ein Wertesystem dieser Parameter 1).

Eine Ausnahme bildet hiervon nur die Drehung mit dem Drehwinkel
P =  0,  also die Drehung, die eigentlich keine Drehung ist, sondern der
Ruhe entspricht, die Einheit der Gruppe. Ihr entspricht nälulich  jedes
Parametertripel  @,  9,  0, die Zuordnung der Parameter zu diesem Gruppen-
clement  ist nicht eindeutig. Man könnte daran denken, dem so abzuhelfen. daß
rnfln für 9  = 0 den Variabilitätsbereich der beiden anderen Parameter 0, 4
auf den Wert 0 beschränkt. Dann wäre die Zuordnung von Drehungen zu
Parametertripeln  tatsächlich ein-eindeutig. Betrachten wir aber die stetige

1) Ein Punkt &!  des Parameterraumes entspricht nicht der  Operation
einer Drehung, sondern ihrem Resultnt. Die Drehung in diesem Sinne ist
vollkommen darch  Anfaags-  und Endlage der Kugel bestimmt. W i l l  ma,n
die Operation, d. h. den Weg, ü b e r  den d i e  D r e h u n g  e r f o l g t  i s t ,
beschreiben, so muß man alle Zwischenlagen der Kugel, also eine Linie im
Parameterraume oder eine stetige Folge R(ii)  von ,,DrehungenG  an-
geben, die für t = 0 von R  (0) = E ausgeht und etwa für t =  1 in
R(1)  = R  der gewünschten Drehung endet.
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Reihe der Drehungen um eine beliebige Drehachse um immer kleinere und
kleinere Winkel, also die Drehungen mit den Parametern @ =  d>,,  19  =  4,,
(p =  tq+,,  wo t stetig abnimmt. Für t =  0 müßten auch @ und $ gleich 0
werden, also einen Sprung erleiden, obwohl die Reihe der Drehungen durch-
aus stetig verändert wurde. Daher ist die zunächst naheliegende Beschrän-
kung @ =  0, 4 =  0 für p  =  0 nicht zulässig und man muß sich anderswie
zu helfen versuchen.

Am besten benutzt. man als Parameter die kartesischon  Koordinaten
2, q, 5 desjenigen Punktes , dessen Polarkoordinaten &z,  3,  @ sind, also
6 =  q/plrr  sin 3 sin @, 17 =  y/n  sin 8 cos @,  5 = y/m cos 4. Der Ruhe, der
Einheit der Gruppe, der bisher die Parameter dz, 4, 0 (@ und i? beliebig)
entsprachen, entsprfcht  jetzt der einzige Punkt E  = q =  c - 0, der Koor-
dinatenaufangspunkt. Die Zuordnung der Punkte des Parameterraumes ZU

den Drehungen wird durch Abb. 1 veranschaulicht. Jeder Drehung entspricht
ein Punkt in der Einheitskugel im & 7,  <-Raum.

Abb. 1. Dem Punkte  R der Figur  links entspricht die Drehung, die auf der Figur
rechts den ausgezogenen in den strichpunktierten Bogen ÜberfUhrt

Auch  bei dieser Zuordnung existiert zunächst eine Ausnahme, wo die
Zuordnung von Gruppenelementen zu Parametertripein  nicht ein- eindeutig
i s t  : den beiden Antipoden der Kugeiobcrfläche entspricht  dieselbe
Drehung, da sich zwei Drehungen um entgegengerichtete Achsen mit dem
Winkel 7r gar nicht unterscheiden. Die Antipoden der Kugeloberfläche mn8
man daher identifizieren und den Übergang zum Antipoden auf der Kugel-
oberfläche im 6 77 c-kaum nicht als eine Unterbrechung einer stetigen Linie
betrachten.

Hat man aber so den Parameterraum zu einem mehrfach eusammen-
hängend en gemacht,  so ist  die Zuordnung der Gruppenelemente zu den
Punkten dieses Raumes wirklich ein-eindeutig, und diese Pnrameter sind daher
für prinzipielle Betrachtungen über die Drehgruppe besonders geeignet.

Dies schließt natürlich keineswegs aus, daß man bei formelmäßigem
Rechnen andere Parameter bevorzugt (die Eulerschen Winkel, Abh. 2),  bei
denen die Zuordnung zwar nicht ein-eindeutig ist, aber die meisten expliziten
Formeln übersichtlicher als für die 1,  7,  5 ausfallen.

7*
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2. Den Teil der Gruppe, der der Einheit benachbart ist, be-
zeichnet man als Infinitesimalgruppe. Mit  Infinitesimalgruppen

L..(  _ ~~~~~ von Transformationsgruppen
Arbeiten von Sophus Lie’).

beschäftigen sich die grundlegenden
Auf _dies&$er  so wenig  bekannten- -,,-/-.<-Yw  - -.---__.
Uo_rshhungen  können  wir nur an-
deutungsweise eingehen, indem wir
uns auf die Grundtatsachen be-
schränken und alle Existenz- und
Konvergenzbeweise weglassen. Bei
den uns interessierenden  Gruppen
kann man sie durch wirkliches Vor-
zeigen der betreffenden Gruppen-
elemente usw. leicht nachholen.

Am besten führt man gleich
eine unendlich kleine Zahl /a  ein. Die
Parameter der Einheit der Gruppe

.
seien 9r,, Tcp,  . . . . z,. Dann be-
trachten w i r  d i e n Elemente
Fl! Fs, e--y F,,, die Parameter von Fk^ -

Abb. 2. Die Drehung der Abb. 1, die
den ansgezopenon in den str ich-
punktierten Bogen tfberftlhrt,  hat die

Eu1 er sch?n  Winkel a, fi, y
u. 4  6 3 1.1,  Ihtw;

.
seien n,,  n,,  . . ., 3ck + h,  . . . , Zn. Die Elemente E, Fk, Fk,  F$,  . . .
liegen alle sehr nahe zueinander, ist h genügend klein, so bilden
sie beinahe eine stetige Folge von Gruppenelementen. Man muß
nur, wenn man einigermaßen weit von der Einheit kommen will,
zu sehr hohen Potenzen von Fk  vordringen. Eine solche einpara-
metrige Schar von (miteinander vertauschbaren !)  Gruppenelementen
entspricht den sogenannten Per i o d e n der Elemente endlicher
Gruppen.

Eine einfachkontinuierliche einparametrige Gruppe
ist immer abelsch, da sie aus einer einzigen Periode besteht.

Bei der dreidimensionalen Drehgruppe waren di&l Para&ter CPer
Einheit [= q = 5 = 0, die drei Infinitesimalelemente x,‘%,-Ö: o:Lh,*@  6>ö: h:
sind die drei unendlich kleinen Drehungen um die tirei  Koordinatenachsen.

Betrachten wir nun die rt-parametrige  Schar~~F~~~-N-~3~.
Beschränken wir uns auf solche Werte von h  und pt, ps, . . . , pn :
bei denen die Elemente der Schar noch alle in der Nähe der Einheit
sind, so wird sie, da sie 12-parametrig ist, die&auz-e  Jgfinitesimal--. -h--c--
gruppe umfassen.-.R-- Es ist zweckmäßig, wenigstens für die In-

‘) S. L ie, Vorlesungen über kontinnierliche Gruppen. Leipzig 1893.

45) 7 = $6 < ?, ;’ -,p,  j ) ‘[
J

F  - (0,  .‘-’  )
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finitesimalgruppe die pl, p,, . . . , pn als Parameter einzufiihren. Die
n Parameter der Einheit sind alle 0, die Parameter der Elemente
der Infinitesimalgruppe noch alle sehr klein.

Die Elemente der Infinitesimalgruppe sind vertausch-
bar: sind die Parameter zweier j$+.of?n R und S in der Größen-
ordnung einer kleinen Zahl 6, so ist die Differenz der Parameter
von R S und SR in der Größenordnung 6%. Betrachten wir die
Elemente R (t) und S (t’) mit den Parametern t rl, t rta, . . . , t r,, nnd
hl,  t’sa,  . . ‘f t’s,, wo t und t’ als stetig veränderliche Variable
angesehen werden sollen. Es ist E = R(0) = S(0) und t
und t’ liegen in der Größenordnung von IE. Man kann annehmen,
daß man die Parameter von R (t) S (t’) und S (t’) R(t) in eine
Mac Laurinsche Reihe nach t und t’ entwickeln kann. Die ‘Reihen,../  “+- --..-lh~c41.----CIX- . . . T . __
sollen für die ti Parameter von R(t) S (t’) bzw. von S (t’) R(t)
folgendermaßen lauten :?

j;(i’*  i ‘:‘;,d& Ul  + tv,  + t�w, + l .;;. . us + tv, + t�w, + ��$ -**;  zc, + tvn+ t�w*+ l *k:,yd,L-
bz&

/� - -- w-2 .- -.-_  _,.

p ‘t ‘j g# ; ; Ul,-� tü, t t�q t ��i  üg + tq+t�g~.� *y-5 l *-; ün
-- ---*  ,_ _ -~---- ☺ ,,tk@�wn  + l *-*--__,  -- �

Um die u und U zu bestimmen, setzen wir t = 1’ = 0. Dann aind
beide Produkte R (0) S(0) und S (0) R (0) gleich E, die

alle Null. Um die 2 , und V zu bestimmen, setzen wir nunmehr 8 = 0,
dann ist R(t) S (0) = R(t) E = R (t) und S(0) R(t) = ER(t) = R(t)
und daher ist vi = V1 = r,; vs = ?& = r,; l l l ; vv,  = %, = r,,.
Ebenso erhalten wir, indem wir t = 0 setzen,

Wl =iül=sl;  wa=w9=sg;  . . . . Wn=@&=Y,.

Bei den in Betracht gezogenen Gliedern unterscheiden sich die
Parameter der beiden Produkte noch nicht: ein Unterschied kann
erst bei den Gliedern mit t*, tt’,  oder t’$  eintreten, die aber  schon
alle in der Größenordnung von 2 liegen.

Die Vertauschbarkeit der I.nfinitesimalelemente  bis auf quadratische
Glieder beruht darauf, da4  sie sowohl bei beliebigem S und & = E, wie
auch bei beliebigem R und S = E genau Richtig  ist. Weicht R nur
wenig von E ab, so gilt sie noch niihernngsweise,  ebenso, wenn S N  E ist.
Ist aber sowohl R - E, wie auch S - E,  ao gilt die VertauscIibarkeit
besonders gut.
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Sehr einfach stellt sich dieses Gesetz für Matrizengruppen dar: die
Elemente in der Näbe der Einheit haben die Gestalt 1 j- 8 a. Nun ist

(l+ea) (1+8b)  = l+e(a+b)+  Gab
u n d

(l+eb)  (1$8a)=1+8(O+a)$Saba,
sie unterscheiden sich nur in Gliedern mit ea.

Die vorher besprochene Parameterwahl, die dem Element Fr1  Fie..  . fi
die Parameter p,,  p2, . . .,  p, zuordnet, hat die besondere Eigenschaft, daß
man die Parameter des Produktes zweier Elemente der Infinitesimalgruppe
bis8-. i$iYiiG~~$~Gi-i  an -di?r  ‘PWüi~ter1 .xu^’  *-.  1
deralten kann.

..,_  __--  ..-. . . , ~  ,,_*  ,..-*.

3. Bei einer gemischtkontinuierlichen Gruppe bilden die Ele-
mente, die von der Einheit 23  aus stetig zu erreichen sihd,  eine Unter-
gruppe, die einfachkontinuierlich ist. Daß ein Element stetig von

der Einheit zu erreichen ist, bedeutet so viel, daß eine ,stetige
Mannigfaltigkeit R(t) von Elementen existiert, die von R (0) = E
ausgeht und - etwa für t = 1 - in R (1) = R mündet. Sind
R und S zwei derartige Elemente und R(t) und ,S(t)  zwei zu-
gehörige Wege, so ist ihr Produkt R (1) S (1) = 23  S auch stetig
vou  der Einheit aus erreichbar : ein zugehöriger Weg ist etwa
Z(t) S(t). Dasselbe gilt von der Reziproken von R : der zugehörige
Weg ist R (t)-1.

Die stetig von der Einheit aus erreichbaren Elemente bilden
daher eine Untergruppe der ganzen Gruppe, die, da der zugehörige
Parameterbereich zusammenhängend ist, einfachkontinuierlich ist.

Die stetig von der Einheit erreichbaren Elemente bilden sogar
einen N o rm al t eiler der ganzen gemischtkontinuierlichen Gruppe.
Mit R ist niimlicb  auch X-1 RX stetig - etwa auf dem Wege
X-lR@)X  - von der Einheit aus erreichbar. Die Nebengruppen
des Normalteilers sind die anderen voneinander getrennten Teile

Die Faktorgruppe kann also als endlich,des Parameterraumes.
von der Ordnung der Anzahl der nichtzusammenh%ngenden  Para-
meterbereiche angenommen werden.

Ftir  das Folgende führen wir noch die Bezeichnung {  rl, r9, . . . , r,}
fiir  das Gruppenelement mit den Parametern r,!  rs, . . ., rn ein.
Es gilt dann natürlich identisch & ( (rI,  r%,  . . . , T,})  = rk und
(~1 (Rh  PS  (R), - 9 et P, CW)  = R.

wie
4.

d i e
Die Darstellung
einer endlichen

einer kontinuierlichen Gruppe ist genau
Gruppe definiert: es soll jedem Element

SO

R
der Gruppe eine Matrix D(R) zugeordnet werden, so da4  stets
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23  (R) D (S) = D (R S) sei. Es wird nur  noch die Stetigkeit der
Darstellung verlangt, d. h. wenn R und S benachbarte Gruppenele
mente sind, so dürfen sich alle l2  Koeffizienten D (R),i  von den
entsprechenden Koeffizienten D (S),,  nur unendlich wenig unter-
scheiden. Auch hier werden wir uns auf Darstellungen mit nicht-
verschwindender Determinante beschränken.

\%‘ollen  wir die Gesetze für die Darstellungen endlicher Gruppen
auf die Darstellungen kontinuierlicher G ruppen übertragen, so
können wir davon ausgehen, daß wir für die ersten vier Sätze, also
insbesondere auch für die OrthogonaliWsrelationen  (30), (3 i) nur
eine Grupegenschaft  benutzt haben, nämlich die, daß man gew=-b------m
Summen C JBTideT+X %, wenn man die Summation

R
über alle Gruppenelemente erstreckt,

~JR = ~,JsR (0

gilt. Dabei sind die JR  ganz beliebige Zahlen (oder Matrizen),
die zu je einem Gruppenelement R zugeordnet sind, und (1) gilt
für jedes Gruppenelement S. In beiden Summen in (1) kommen
ja dieselben Glieder, nur in verschiedener Reihenfolge vor. Mit
Hilfe einer solchen Summe c D (R) D (Ji!)+  haben wir den

Satz 1, die Unitarisierbarkeit det Darstellungen, bewiesen, auch die
Ort hogonalitätsrelationen (Satz 4) erhielten wir durch Betrachtung
einer solchen Summe x -ZN,  (R) X DQ’) (.W 1).  Die Sätze 2 und S

R
waren eher matrizentheoretischer Natur, zu ihrer Abteilung haben
wir keine neuen Gruppeneigenschaften mehr benutzt.

Könnten wir auch für kontinuierliche Gruppen etwas Ähnliches,
wie die Summe c JR definieren (es wird sich hier natürlich ein

R
über den ganzen Variabilitätsbereich der Paraureter erstrecktes
Integral ergeben), so kiinnten  wir die vier Sältze  der Darstellungs-
theorie endlieher Gruppen auf kontinuierliche Gruppen über-
tragen.

6. Bei endlichen Gryppen beruht (1) darauf, daß die Reihe
SE, SA,, . . ., S Ah  bei beliebigem S bis auf die Reihenfolge mit
der Reihe E, A,, . . . , ~1~ identisch ist. Dies wird durch die
Abb. 3 veranschaulicht, in der jedem Element der Gruppe der



1 0 4 X. Das Hur w i t z sehe  invariante Integral

Vertauschungen von drei Objekten [(Jr), Kap. VII] ein Punkt ent-
spr icht . Diq  Pfeile deuten an, in welches Gruppenelement ein be- .-, . ,
stimmtes  durch vordere Multiplikation mit F übergeht. Wir sehen,
daß das  Gesamtbild vollkommen erhalten bleibt, wenn man Pfeil-
anfang durch Pfeilspitze ersetzt.

Wollen wir ein entsprechendes Bild für eine (rt-parametrige)
kontinuierliche Gruppe konstruieren, so müssen wir den ganzen

Variabilitätsbereich des N-dimensionalen

c Parameterraumes sehr dicht mit Punkten

B

anfüllen. Die vordere Multiplikation
D F bedeutet dann auch hier das Ansetzen

eines Pfeiles an jeden Punkt. Es
E wird sich nun zeigen, daß es zwar

im allgemeinen nicht möglich ist, die

M-CS  ’ A  Abb*8  B
erwähnten Punkte so zu legen, daß bei
dem Ersetzen von Pfeilanfang durch

**  ,
,-l : i.)i- ,  ̂ j$,~ e  5, ‘P,,, Pfeilspitze das ganze Bild ungeändert

bleibe ‘),  daß es aber sehr wohl möglich ist, sie so zu wtilen,  daD
nach der erwähnten Operation die Dichte der Punkte an jeder
Stelle des  Parameterraumes ebenso groß sei, wie sie vor der Opera-
tion an derselben Stelle des Parameterraumes war. Ist J(n)  eine
im Parameterraume stetige Funktion, so ist dann

l%(B)  = c J(S.w, (2)
R R

wenu  X beidemal alle diese Punkte durchläuft.
Bezeichnen wir die Dichte der in der Summe (2) vorkommenden

Punkte imparameterraum  in der Nähe despunktes  & = { ql, q,,,  . . . , a,)
mit g  (Q)  = .Q  ((q,,  q2, . . . , qn)),  so bedeutet dies, daß in (2)
9 ({a,*  Qar  ..‘f  QR})~,d,  ‘-1 4, Punkte vorkommen, deren erste
Parameter zwischen qi  und  q1  + d,,  deren zweite Parameter
zwischen gn  und qn  + d, und deren n-te Parameter zwischen qn
und Q,,  + d, liegen. Dieses parallelepipedische Gebiet bezeichnen
wir mit U.

Die Dichte der Punkte soll sich bei dem Ersetzen eines
jeden Punktes R durch SR an keiner Stelle andern. Wählen wir
insbesondere 5’ = Q-1, so gehen die Punkte des Gebietes V, alle

fu”r,  RrQ &t)
l) Dies ist nur bei Ab e Ischen Gruppen möglich. Auch dies zeigt,  wie

verschieden kontinuierliche von endlichen Gruppen sindnnd
nie t etws-XZCX6%----

em  ere
aus letzteekrü -<wx&eu  sind.
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in ein Gebiet uO  über, das  in  der Nähe der Einheit liegt. Die
Größe des Gebietes DO ist bis auf höhere Potenzen der d

~~(&-~-{q,  +d,,  qs,  ..-j an})  -~n(Q--'s  (4, t 4: qa,  -es>  qn))
Yo=

. .. .

pl (Q-l-{&  qsy  ..-) sa  t An})  -P,(&-'~  (p’,,  ~2, “‘9  qn  t &))

In das Gebiet UO fallen nach dem Ersetzen von R durch Q-  1 R
diejenigen g (Q) d, d, . . . dn  Punkte, die vorher im Gebiet u  waren.
Ursprünglich enthielt U,,  aber g (E) VO Punkte, da die Dichte darin
g (.F, war und seine Größe VO ist. Es muß also ,$‘J?‘>  L\ :.t  $?{i , //,

g(Q)
=g(,~dip,(Q-1.{q,,...~s.}),...,a,c&-1.{n,,...~qel)l-~ ---. - _----

d kz,f.  - - - v an1
1
(3)

[für’)  ~1  = ~1 (Q)  - - * qn  = Pn  (Qii

sein. Gilt (3), so ändert  sich bei dem Ersetzen von R durch  Q- IB
die Dichte der Summationspunkte in (2) in der Nähe der Einheit
nicht. Umgekehrt nimmt sie
bei dem Ersetzen von R
durch QR in der Nähe von
Q = ( ql,  . . . , q,}  den  Wert (3)
an, wenn vorher die Dichte
bei der Einheit g (E) war.

Aus der Gültigkeit von
(3) für alle Punkte Q haben
wir bisher die Invarianz der
Belegungsdichte allgemein
nur für die Einheit E = Q-l  Q
bewiesen und wir miissen  sie
noch für den bel iebigen Punkt A b b .  4 .  D i e  P u n k t e  s i n d  d i e  S u m m a t i o n s p u n k t e

T= S Q zeigen. Zu diesem R in (2),  die Stsllen,  in die einige dieser Punkte
durch vordere Multiplikation mit Q-l aber-

Zweck zerlegen wir das Er- getiihrt  werden, sihd  durch kleine gleise  e an-

setzen von R durch SR in
gedeutet. Bei der Einheit ist die Dichte der

Kreise und Punkte gleich

1) Die Werte pk  (Q)  für  d ie  qk sind erst nach Ausführung der
Differentiation einzasetzen : (3) iot eine Bildung der Art ,,3  f(x  y)/a  z für
2=tJ “. Ist z.  B. f(a:  y)  = Syg, so ist 3 f(a:y)/3  z für x -=  y gleich 2 y4.
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zwei Schritte: zuerst ersetzen wir R durch Q-1  R und dann die
so entstandenen Punkte R durch S Q R = T R'), dann haben wir
im Ganzen R durch 8 Q  . Q-IR = SR ersetzt. War die Dichte
der Summationspunkte anfangs bei Q durch (3) gegeben, so ist
sie nach dem ersten Schritt bei der Einheit gleich g (E‘). Ist dies aber

vor dem zweiten Schritt der
Fall ,  so ist  die Dichte nach dem
zweiten Schritt bei SQ = LZ’
ebenfalls durch (3) gegeben,
womit die Invarianz der Be-
legungsdichte (3)  bewiesen is t .

Weiterhin ist es klar,

Abb. 5

daß (2) für ein nirgends (d. h.
für kein R) negatives J(R)
nur verschwinden kann, wenn
dieses überall Null ist - eine
Tatsache, die bei der Ab-
leitung des ersten Satzes des
vorangehenden Kapitels not-
wendig ist.

Ftir analytische Zwecke ist es natürlich bequemer, an Stelle der
Summe (2) ein Integral zu benutzen. Anstatt aus dem Bereich 71
(Abb. 4) g (Q)  d,  d,  . . . d,  Summanden zu nehmen, kann man einen
Summanden nehmen und diesen mit dem Gewicht g (Q) d,  d, . . . &
multiplizieren. Da alle J(R) stetig sein sollen, ändert  dies den
Wert der Summe (2) nicht, und dieses geht in das Hur wit zsche
Ir&&@

jJ(WB= j-j-.jJ({r,,  ~ß,...,~n})g((~l,~,,...,~,))~r,  dr,... dr,,  (4)
tiber.  Die Integration muß in (4) über den ganzen Variabilitatsbereich
der Parameter erstreckt werden. Wir wollen noch einmal direkt
verifizieren, daß

SJ(B) d R =~...~J((~l,  ~2>...,~~})g((~l,~z,  . . . . l.,J)drl...dr,

J~(sR)d~=J...J~(s~{rl,r,  ,...>  rn})g({rl,r,  ,..., rn})dr  ,... dr, I (”=

fur alle Elemente S gilt, wobei das g(R)  aus (3) ZU entnehmen ist.

‘) Die Möglichkeit dieser Zerlegung beruht wesentlich auf der Gültig-
keit den b3oziativgesetzes.
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Führen wir im bestimmten Integral rechts in (5) neue Vari-
able, nämlich die Parameter zl,  x2, . . ., 2, des Produkts

x = {XI, x,, . . .) X%)  = SR = s- {r,, r2,  . . ., r,J
ein :

xk  =  r)k  (8.  (f-1,  r2, - *‘P  %))r (6)

 = pk (s-l* ($1, $2, *‘*, x,)), (64

so andert  sich das Integrationsgebiet nicht, da SR mit R die ganze
Gruppe durchstreicht. Wir erhalten

jJ(SR)dR -= I . . . ~d(S{+. ., r,})g ({r  ,,..., r,})dr,...dr,

= J . . . J q{x,,  . . .> xn})g(R)  ;;;;-‘;:dx,, . . ., dx*,
“‘9  fl

wo H und die T- nach (6a) als Funktionen der x zu betrachten sind.
Entnehmen wir noch g (R) aus (3), so können wir das Produkt
beiden letzten Faktoren des Integranden nach dem Satz von
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen umformen ‘)

,(,)d[-Pd=’ {Tl,  -.-, f-n])  . ..] d(rl,  . . . . G,)
d [.  . . ?-k . . .] e,, * * -7 %a)

= g (EE’)  (3 [. - - pk W- 1 (Tl, . . . t G}) . . -1
1

d [. . . xk . . .]

[für v1 = pl (R) . . . rn  = Pn  tR)19

der
der

(7)

wo bei der Differentiation nach x das R als konstant [wie in (3)),
die r dagegen als die Funktionen (6a) der x; anzusehen sind. Setzen
wir daher {rt, . . ., T,)  = S-1 { xl,  . . . , xn} in (7) ein, so geht dies
wegen R-1 S-1 = X-1  in

gtE)d[...l)k(X-l  (x1,  “‘9  Sn}) -1
d [. . . xk . . .]

[für’) x1 = pl (SR) = pl(X) . . . x, = p, (SR) = p,(X)]
über, so daß die rechte Seite von (5) tatsächlich - bis auf die
Benennung der Integrationsvariablen - mit der linken gleich-
lautend wird.

Wir können noch (3) etwas umformen, indem wir für die y,
die wir für den, Augenblick als frei veränderlich ansehen (wo-

l) Zunächst gil t  (7) für beliebige Werte der rk,  also auch für die
Werte rk = p, (B), die wir für (3) brauchen.

2,  Die Werte p, (X) für  die zk sind auch hier nach Ausführung der
Differentiation einzusetzen.
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gegen &  uls  *konstantes Gruppenelement betrachtet werde), neue
Variable e mit Hilfe der Gleichung Q-l { ql, . . . , qn}  = {e,, . . . , e,,)
einführen. Dann ist nach dem bereits benutzten Satze über die
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen

d[.. . p,((e,  . . . e,}) . ..J
d [. . . ek  . . .]

d[...  pk(Q-l{yl  . . . yn})  . ..] d(...  qk  . . .)- --
d [.  . . -qk . . .] d (-  . . ek . . .) *

Da aber &((el  . . . e,))  = ek  ist, ist die linke Seite gleich 1
und wir erhalten, wenn wir die q,+  mit Hilfe der ek  ausdrücken,

d[...PdQ-l{YI  - - -  Yn)>  .  .  1  = d(-. Yk  ..d -’

d [.. . qk . ..] d (- . . ek  . . .)3

die  -.  PdQ  ie, -e-  en})  -]--‘.

l l

(8)
=

d [. . . ek  . . .] _

Setzen wir jetzt links qk  = Pk(Q), so miissen wir rechts
e, = Pk (E) setzen und wir ktinnen  an Stelle von (3)

g(Q) = g(E) L d[p,(Q(e,  . ..e.)),...,~,(Q(e~,  -t 4N
d [e,, . . -,  %l (3  4

schreiben.
[für’) e,  = p1  (E) . . . e, = p, (E)]

6. Bei gemischtkontinuierlichen Gruppen kann man das Hur-
w it zsche  Integral noch etwas umformen. Bezeichnen wir das mit
dar Einheit zusammenhängende Gebiet mit Bz,’  die aqleren  zu-
sammenhängenden Gebiete mit @,,  O,,  . . . , (3Jp.  Die Elemente von 8,
bilden, wie wir in 3. gesehen haben, eine Untergruppe (sogar einen
Normalteiler), die der ($5,  die zugehörigen Nebengruppen. Zeichnet
man aus jedem der Gebiete 0,  ein beliebiges Element, etwa A,  aus,
so  kann man duTch  Multiplikation mit A,  das 8, auf 8, abbilden.
Da die Gewichte von Gebieten, die man aufeinander abbilden kann,
gleich sind, kann man erwarten, daß das über 8, erstreckte
Integral

I
[J(R)  + J(A,  R) + - . . + J(A,R)]  d R

=
d

‘[d(SR) + J(SA,R)  + . . . + J(SA,B)]dR
l

(9)

1

l) Ist auch erst nach der Differentiation einzusetzen.
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gegenüber linksseitiger Multiplikation mit einem beliebigen S in-
variant, also das Hur w it zsche Integral für die ganze Gruppe ist,

wenn mit J . . . dR  das Hurwitzsche Integral für die einfach-
01

kontinuierliche Gruppe 8, bezeichnet ist.
Durchläuft R die Untergruppe 6,, so durchläuft A, R die

Elemente der ?Sebengruppe @,, links in (9) steht für jede Neben-
gruppe von 8, ein Glied. Aber auch rechts in (9) steht für jede
Nebengruppe ein Integral: für C!J  = A, (3.3,  z. B. das Glied mit
SA, R, wenn ap  = A,  8,  diejenige Nebengruppe ist, die S- 1 A,
enthält. Wenn wir also hierfür

J J(A,R)dR  = J(SA,R)dRJ (10)
01 Ql

zeigen könnten, so wäre damit gezeigt, daß die Glieder der beiden
Seiten von (9) paarweise gleich sind.

Die Kebengruppe  A,  8, soll SM* A, enthalten, es s e i  e twa
A,T  = S-1 A,, A,  = S-1 A, T-l,  wo T in der Untergruppe 8,
enthalten ist. Führen wir diesen Ausdruck für A,  in (10) ein, so
geht es in

J J(A,R)dR  = J J(S.S-‘A,T-lR)dR  =
01 01 I

J(A,T-lR)dR
1

über. Diese Gleichung ist aber sicher richtig, weil sich die rechte
Seite nur dadurch von der linken unterscheidet, daß in ihr T-1  R
an Stelle von R steht. Dieser Substitution gegenüber ist jedoch das
Integral

I
. . . d R voraussetzungsgemäß  invariant, da ja auch T- 1

ein Element von (Si,  ist.
Damit ist die Äquivalenz des Ausdruckes (9) mit dem Hur-

w i t zschen  Integral für die ganze gemischtkontinuierliche Gruppe
nachgewiesen und dieses zugleich auf ein Integral, das nur über
den mit der Einheit zusammenhängenden Teil der Gruppe zu er-
strecken ist, zurückgeführt. (Diese ganze Betrachtung gilt natürlich
nicht nur für @J,  sondern für jede Untergruppe mit endlichem 1ndex.j

‘7. Aus (5) Folgt, genau wie bei endlichen Gruppen, daß jede
Darstellung zu einer unitaren  gemacht werden kann, wenigstens
dann, wenn die Integrale

J D(R),,  D (R):A dR
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konvergieren. Dies ist immer der Fall, wenn - wie etwa bei der
Drehgruppe - das Grundgebiet für die Integration endlich ist.
Die Orthogonalitätsrelationen der Darstellungskoeffizienten nehmen
die Form

I d!$"' (R):A D"'~(R),qt dR = 6" v' &r x' & A', j dR (11)

{1, die Dimension der Darstellung D(vJ(R)] an. Entsprechend lautet
die Gleichung für die Charaktere

j x"' (Iz)* x"" (Iz) Cl R = QYYt j G? R. (12)

XI. Darstellungen und Eigenfunktionen
1. Betrachten wir die Schrödingergleichung H Q  = E Q eines

Systems, das aus zwei gleichen Teilchen aufgebaut ist. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, daß beide Teilchen nur je einen
Freibeitagrad  haben, die entsprechenden Koordinaten seien x und 21

H+=-8$--(;2+$2) WGY)  tv(x,2/)Q(x,Y)=E’Q(x,y),  (1)

wo m die Masse der Teilchen ist. Die potentielle Energie muß
gleich groß sein, wenn das erste Teilchen die Koordinate a und das
zweite die Koordinate b,  oder das erste die Koordinate b  und das
zweite die Koordinate GC  hat. Es muß daher für alle Werte von a

w, b) = V(b,  0) (2)
gelten. Nehmen wir weiter an, daß (1) ein diskretes Spektrum
hat und &(x, y)  zum diskreten Eigenwert EI,  gehört. Lu diesem
Eigenwert behöre  keine andere, linear von @, (x, y) unabhängige
Eigenfunkt ion  : die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

(3)
die für x = +po  und y = k oo verschwindet, sei ein konstantes
Vielfaches  von $,  (x, y).

Betrachten wir die Funktion P qx = &, die so definiert ist,
daß für alle Werte von a und b

P 4b (a,  b) = ?x (a,  b)  = ex (b,  4 (4)
gilt. Wir wollen zeigen, daß i7;x  (.r,  y) die Differentialgleichung (3)
auch befriedigt. Bezeichnen wir für den Augenblick die Ableitung
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einer Funktion f (z, y) nach der Variablen, die an erster Stelle
steht, mit f(*)(x, y), nach der Variablen, die an zweiter Stelle steht,
mit ft2)(z,  y), also etwa

df (x, Y)
\

= f(l) (x, y> ; df(lly)=
dX dY

ft2)  (4 Y) 9
1

dSf@, Y) d f(l) (XT  $4 (9
-=

dx2 dX
= f (1) (0 (IX;, y)

I
usw., oder auch

df (Yl 2) = f (2) (y,  x); ~f(?m)-
dX dY

= f(l) (g,  4,

SO ergibt  sich aus (4) durch Differentiation nach Q bzw. b

8’ (a,  4 = I/I~’  (b, a) ; $$’  (*)  (a, b) = *X’  (I) (b, a)  ,

i@’ (a, b) = ,lF) (b, a) ; $F’ (‘)(a,  b)  = $.J:’ 0) (b,  a).

Berechnen wir jetzt

(6)

ha  da
H&(x,y) = --e c

ds
-

8nam  dz’
+ -& $5  (x,  Y> -t-  w7  YmdX,  Y>

h”

1

(7)
= --.

8zc”T.v (
&l’  (1) @.,  y) + ,F’ w (x, Y>! + W!  Y> @x  @,  Y) Y

so ergibt sich dafür wegen (6), (4), (2) und (3) die Gleichung

H $x (x,.Y) = - & (&’ (*)(y,  ‘> + ~~“%,  x))  -+ ‘(!h  ‘1 6 h  ‘) (8)

= Ex ex (y, 4 = Ex 17;x (x,  Y) 7 I

d. h., daß P ex (x, y) = qx (x, yj ebenfalls eine Lösung der Differential-
gleichung (3) ist. Sonach muß es ein konstantes Vielfaches von
tLx (x, Y)

%c  PA  Y> = c +clx  (4 Y) (9)
sein, da es auch die Handbedingungen befriedigt. Zur Bestimmung
von c beachten  wir, daß wegen (4) für alle Wertepaare von a und b

c Qx ta,  b)  -=  $,  (a,  b)  = d-b  (b,  a) 00)

gelten muß. Wenden wir (10) erstens auf das Wertepaar y,  II* und
dann auf das Wertepaar 5, y an

c $5c (Y, 4 = d4c  (x, y); c ex (4 y)  = 4%  (Y, 4. (19
Daraus ergibt sich

c’ 1Lx (x, y)  = Qx 65 y)
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nnd,  da & (z, y)  nicht identisch verschwinden.soll,  $ = 1 ; c = k 1.
Wir haben dann ebenfalls identisch in x und y

34 (Y!  4 = Qx tx, Y) = + dJ, (Y, x). 11%
Die Eigenfunktion +X  (2, y)  ist an der Stelle x, L/  entweder gleich
groß, wie an der Stelle y, x, oder entgegengesetzt gleich groß. Ob
der erste oder der zweite Fall eintritt, kann man durch allgemeine
Überlegungen  nicht entscheiden, für eine Funktion +x  (x, y), d. h. für
einen Eigenwert, der den gestellten Bedingungen genügt, kann nur
der eine der beiden F&lle  eintreten. Eigenwerte bzw. Eigen-
f’unktionen,  für die (12) mit dem oberen Vorzeichen gilt, nennt man
bekanntlich SymmetrischeEigenwerte  bzw.Eigenfunktionen,
für die (12) mit dem unteren Vorzeichen gilt, antisymmetrische.
ES ergibt sich also ein qualitatives Unterscheidungsmerkmal für
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Schrödingergleichung (1);
je nachdem die Eigenfunktion die Gleichung (12) mit dem oberen
oder mit dem unteren Vorzeichen befriedigt, gehören sie in die
erste oder zweite Klasse. Eine ganz analoge, vielleicht noch ein-
fachere Betrachtung läßt  sich mit einer Eigenwertgleichung

 da@  (2)_- ~ ~
Onana  clx= +w9~t4  = ww

anstellen, mit
W) = V(- x),

wenn man

p  21)  (4 =  ?i;  (x )  =  Q  ( -  x )

setz t . Diesmal ergibt sich an Stelle von (12)

SW  = + e - 4 , (16)
d. h. die wohlbekannte Tatsache, daß alle Eigenfunktionen ent-
weder gerade, oder ungerade Funktionen von x sind.

2. Wir wollen diese flberlegung, bei der wir uns auf einen
einfachen Eigenwert beschränkt haben, noch in dem etwas all-
gemeineren Fall eines diskreten Eigenwerts mit mehreren, aller-
dings nur endlich vielen linear unabhängigen Eigenfunktionen aus-
führen *).  Dabei wollen wir d-iahe  nach Möglichkeit-‘--  -N rc  *r- “_“-,_._-

l) Die Betonung liegt hier mf  ,,endlich vielen”, nicht auf ,,diskreten”,
die ganze Theorie läßt sich z. B. fast unverändert auf die ,,diskreten kom-
plexen Eigenwerte” anwenden, auf die die Ga mo w sehe Theorie des Kern-
cerfalles  geführt hat, obwohl sie in unserem Sinne natürlich nicht diskret
sind, weil die Quadratintegrale der zugehörigen Eigenfunktionen divergieren.
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durch begriff&&  -~be~l~~un~~~-_rset2e_  es ist ja klar, daß .dte
sp%ie&- Gestalt des - H a mil t o n sehen  Operators in ( 1) und (13)
unwesentlich ist und es das erstemal nur auf die Äquivalenz der
beiden Teilchen, das zweitemal nur auf die der beiden Richtungen X
und - X ankam. Wir werden Gleichungen erhalten, die (12)
bzw. (16) analog sind und ebenso wie diese Alternativen
enthalten, so daß für verschiedene Gruppen von Eigenfunktionen
zum Teil verschiedene Beziehungen resultieren. Die Eigenfunktionen
der verschiedenen Gruppen gehören zu Termen verschiedener Eigen-
schaften, deren Unterschiede die Grundlage der sogenannten ,,Term-

K  bilden.
Die Betrachtung, die uns zu (12) geführt hat, beruht darauf,

daß (1) der Transformation
x’cy;  y’cx (17)

gegenaber  invariant  i s t . Dies soll bedeuten, daß die Funktion l)
P ex,  die durch d ie in & und b  identische Gleichung

P ex M,  b>  = *x (4  4
definiert ist, eine Lösung der Gleichung H Q  = h’@  für $J  ist,
wenn dies für IJ+  gilt.

Sei allgemeiner R eine reelle orthogonale Transformation

4 = R,,Xl  +  -q,  2, +  ***.+  &.  5,
x;  = n,,x, +  R,,  $2 +  -+ -SI XT8 1 (184. ..,...........r....

,
 -- ☺G,+, + -☺�ha⌧~ + l -* + -&,.⌧,,

J

Wir verstehen unter PRf diejenige Funktion, für die

PRf(4,4, “‘> 41 = f@&r  ‘.‘9 4 (19)
entweder identisch in x,, xs,  . . . , x,, gilt, wobei für die x;, x;, . . ., xi
die Ausdriicke aus ( lba) eingesetzt gedacht werden mtissen,  oder
identisch in xi, x;,  . . ., xk gilt und f6ir  die xi: fpz  fgy

p=1
FRfr y  x”  .,,$!8b)  y”;B

vg .' *- 2' ( .jy  ,1:

eingesetzt ged-acht  werden muß: PR ist ein Operator, der gewisser-
maßen die 4, xi, . . . , xi durch die xl, 2%) . . . , x, ersetzt. Wir

1) P y ist dss  Zeichen fiir  eine Funktion ebenso, wie etwa f oder 9
soltihe Zeichen zu  sein pflegen, P y  (CE,  y) ist der Wert dieser Funktion an
der Stelle x,  y. So bedeutet P.  B.  (tQ),  daß P,  f an der Stelle x;,  . . ., xd
denselben Wert hat, dun  die Funktion f sr2 der Stelle  q,  . . . , x,,  anfnimrnt.

8
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werden die in (.l@, (19) definierte formale Symbolik mit dem PR
dieser mehr anschaulichen Redeweise vorziehen, weil bei dieser
erfahrungsgemäß sehr leicht Fehler dadurch entstehen, daß man
etwa die x durch die x’, anstatt umgekehrt, ersetzt’).

S i n d  j e t z t  d i e  b e i d e n  P u n k t e  xr, z2,  .  .., x, u n d  x;,

x ; ,  .“, xA  des Konfigurationsraumes, die durch eine be-
stimmte Transformation 2%  ineinander übergeführt. werden, p hy si -
kalisch gleichwertig (dies ist z.B. der Fall, wenn sie sich nur
dadurch unterscheiden, daß zwei gleiche Teilchen ihre Plätze ver-
tauscht haben), so sind auch die beiden Funktionen I/J  und
PRq  gleichwertig (in PR+  spielt nur das zweite Teilchen die
Rolle, die in $ das erste gespielt bat und umgekehrt). Ist + ein
stationärer Zustand, so gilt dies auch für PR @ und beide haben
dieselbe Energie: aus l-l IJJ  = E + folgt H PR $,J  = E: Pa $J ; .H>
deEmoA&.nüber $~~~janJ.

Die Transformationen R& ,einander gleichwertige Stellen
ineinaT%%en eine Gruppe, die ,,  GruppepCwder,_--l*.l--.--^  x” .*<”  ~

da die Zusammensetzungen, wie auch d-ie
ansformationen diese Eigenschaft ebenfalls

aufweisen. Die Einheit der Gruppe ist die identische Trans-
formation, die jede Stelle in sich überführt. Die Gruppe selber
ist die Symmetriegruppe des Konfigurationsraumes.

Entsprechendes gilt von den Operatoren PR. Man  sieht ja
leicht, daß Ps PR = Ps N  ist. Fqhrt  nämlich R die x in x’ über,
so_ ist PH f (4)  = f (Ti), und führt S die x’ in x” über, so ist
ps 9 (XI’) = g (xi), also tUr g (x) = PR  f(x)

ps  PR  f (43 = PR  f (Xi)  = f (x \.
Nun fuhrt aber 8 R die x direkt in die x” über, so daß

PS  R f (Xi’)  = f (Xi)
die Definitionsgleichung von PSR f ist. Es folgt, daß Ps H f(x)
= ps PR  f (4, und da f eine beliebige Funktion ist, gilt

PSR = ps PR- (‘20)
Die&h.o$om~~pe der R.

3. Die Operatoren P sind linear. WillYmZZn”  einer Summe
die s’ durch die z ersetzen, so kann man es in den einzelnen

l) Nur wenn R identisch mit seiner
braucht man hierauf nicht zu achten.

eigenen Reziproken, also Ra 1
ist,
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Summanden tun, und will man es in einem konstanten Vielfachen
einer Funktion tun, so kann man das Ersetzen von x’ durch z zuerst
vornehmen und dann mit der Konstanten multiplizieren. In Formeln

P(af+ b9) = aPf+ bPg. (21)
Da der Operator P lediglich einen Übergang zu einem neuen, eben-
falls orthogonalen Koordinatensystem im Konfigurationsraum be-
deutet, muß für zwei beliebige Funktionen f, g das skalare
Produkt (f, 4) = (P f, Pg),  d.h. P unitär sein. Übrigens ist p
unter viel allgemeineren Voraussetzungen, als wir sie hier gemacht
haben, ein linear-unitärer Operator.

In unserem Fall hat P noch die Eigenschaft

Pfs  = Pf.Ps, (2’2)
wie ebenfalls unmittelbar aus der Definition folgt. Diese Eigen-
schaft der P ist nicht so allgemeiner Natur, wie ihr linear-
unitärer  Charakter.

4. Zumeist kann man die Gruppe einer Schrödingergleichung
auf allgemeine physikalische Gründe zurückführen.

Hat man ein System mit n Elektronen und bezeichnet die Ko-
ordinaten des k-ten Elektrons mit’) xk, Ykj  xk, so ist die Schrödinger-
gleichurig  invariant gegenüber folgenden beiden Arten von Trans-‘1IcIP
formationen: x ~ x

1 Qt ’
. 2/1 = Ya,  ; 21 = “q

X2 = x,,: yp = ya2; 2, = 4z1 \
. . . . . . . . . . . . . . . . I

(A)

‘kV t ..̂ .

J& = .%zn; ,Yn = yan; x,, = Gzn  j
er auqchung  von Elektronen”), wo a,, aZ,  . . ., a, eine beliebige___l.__l

Permutation ---der  Za&l’eh-WflrY.  . , T Z  ist. Es sind ja alle Eiek-
tronen gleichberechtigt. Dasselbe gilt natürlich für Protonen,
He-Kerne usw.

*) Wir haben also fortan 3 n Variable q ,  yl,  q,  z2,  y2, z2, . . .>
zR,  Y,,,  zn an Stelle der n Variablen q, xy,  . . ., 2,.

8*
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einer Drehuqgu),  ,wo  (@,k)  eine reelle orthogonale
Matrix ist; (B)bedeÜtct  .aa  nur einen Ubergang  zu einem anderen
Achsenkreuz‘ und - solange wenigstens keine äußeren elektrischen
oder magnetischen Felder da sind - sind alle Raumrichtungen
gleichberechtigt .

Weiter ist die Schrödingergleichung invariant gegenüber
Transformationen, die aus (A) und (B) zusammengesetzt sind. Die
Transformationen (A) bilden eine zur Gruppe der Vertauschungen
von 12 Dingen (symmetrische Gruppe), die von (B) der dreidimen-
sionalen Drehgruppe holomorphe Gruppe.

Operatoren, die - wie der -B  amiltonsche Operator im vorher
betrachteten Fall - invariant sind gegenüber gewissen Trans-
formationen, nennt man häufig diesen Transformationen gegenüber
symmetrische Operatoren.

5.  Die Feststellung, die uns zu (12) bzw. (16) geführt hat,
war die, daß die Funktion P 1~  - als auch zum Eigenwert von @
gehörig - ein konstantes Vielfaches VOD  II,  sein muß. Jetzt, wo
wir einen Eigenwert, zu dem 1 linear unabhängige Eigenfunktionen
til, Q2, . . .) +Z  gehören, vor uns haben, können wir nicht mehr SO

schließen. Wir können nur sagen, daß die PR Q~,  PR &, , . . . , PR $1
sich alle als Linearkombinationen  der qr, e2, . . . , e1 schreiben
lassen : je de Eigenfuuktion zu diesem Eigenwert hat ja diese Eigen-
schaft. Die Koeffizienten bezeichnen wir mit D(R),,,  so daß

PR$$(Zp  ylt fl,,  -**p %, Yt19  ha,)  = xzl  ~(Wrv~x(~~~ Y~Y alf  **-9  xn7  Ynj  a*j (23)

wird’). Gehört 8 ebenfalls in die Gruppe der Schrödingergleichung,
SO ist auch

Ps +x = 5 Db92.  QA
AE1

und man erhält, wenn man in (23) die Variablen an beiden Seiten
der Transformation 8 unterwirft, auf beide Seiten Ps anwendet
(Ps  -ist  linear, die D (R)X i Konstanten !),

PsPdv = ps t: -WR),,+,  = f: D(R),,P&
x=1 x=1

= f:  -WL  f:  D(sh,  tbA  = $ 5 D(S~,D(R),,+~
(24)

x=1 R=l R=lx=l

1) Die Indizes x  Y  stehen hier in dieser Reihenfolge, damit [vgl. (25)j
D (R) selber und nicht seine Transpanierte  D (B)’  eine Darstellung sei.
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Andererseits ist Ps PR @,  = PSx &, also

f%pR’Icv  =  f%R& =  'T;1DWhh
R=l

und hieraus folgt durch Koeffizientenvergleich mit (24)

D(SR),,  = r: D (S)A,  D(R),,. w
x=1

Die aus den Koeffizienten von (23) gebildeten Z-dimensionalen
Matrizen D (R), die nach (‘23) die Eigenfunktionen q!~,,e  eines Eigen-
werts in die transformierten Eigenfunktionen PR v, überführen,
genügen den Gleichungen D(S R) = D(S) B (J!),-gic bilden-eine.̂  _  . . . .
Darstellung der Gruppe der Transformationen, denen gegenüber
H @  = E Q  invariant ist . Die--  Dimension der Darstellung ist_ _ ,,r-_“““_..”  _.__ _x__.““.--” . .-..-.-  . _.___ ._
gleich der Anzahl der linear unabhängigen, zu dem.  betreffender1
Eigenwert gehörigen Eigenfunktiqnen-  $7~L.~~,  ..:  . , $1.

-” “,-  -.--0a..

Welche Darstellung es ist, deren Koeffizienten’ in (23) vor-
kommen, läßt sich mit Hilfe ion allgemeinen Überlegungen ebeosp-
wenig  entscheiden, wie die ~FG&$‘~ob  ‘in”‘( 12) das obere oder das
untere Vorzeichen gilt: (23) gibt ebenso eine Alternative (allerdings
unter mehreren Möglichkeiten) wie (12). Für verschiedene Eigen-
werte werden auch hier im allgemeinen verschiedene Falle der
Alternative zutreffen.

Kombinieren wir noch (23) mit der Definitionsgleichung von PR

Pd&,  y;, x;,  ***, $l,  y;, 4, = +tltY(qt  Y*t Zl>  “‘?  % Yw 4s).  (q

Indem wir auf beide Seiten PR = PR-1 anwenden, erhalten wir
mit Hilfe von (23)

die Transformationsformel für die +,. Sie verbindet die Werte
der Eigenfunktionen an gleichwertigen Stellen.

Die Gruppe, der gegenüber (1) invarjant ist, besteht aus der Einbelt
und der Vertauschnog  R von x  und y. Der Eigenwert war voraussetzungs-
gemäß einfach, wir mnßten  also eine eindimensionale Darstellung der
Spiegelungsgruppe erhalten. Da P, der Einheitsoperator ist, ist

P,y=y= l.y,
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Der Einheit der Gruppe entspricht die Matrix  (1).  Weiter bed eut@t  (12)

PRY =F=  *y=  *r.y.
028)

fir einige Eigenwerte giit  das obere Vorzeichen, bei diesen entspricht
auch dem Element  J$  der Vertauschung der beiden Teilchen die M t .a r1x  (l),
bei anderen Eigenwerten gilt das untere Vorzeichen, bei diesen entspricht
dem Gruppenelement .R  d ie  Matrix  (-  1).  Wir erhalten also zwei  e i n-
dimensionale Darstellungen der symmetrischen GruPPe  von zwei  Elementen.
die eine ist durch die Zuordnung D(E)  =  (l),  D(x)  =  (l), die andere
durch die Zuordnung D (El  - (l),  D (R)  =  (- 1) gegeben.

man zu einer anderen Wahl der linear unabhängigen
übergeht und an  Stelle der &,  +,, . . . , +r aus

den  @i,  6, e-j 31ri

ausgeht, so erhält man in (23) auch eine andere  Darstellung  der
Gruppe der Operatoren P, und es fragt sich, wie sich diese  beiden
Darstellungen zueinander verhalten.

Es sei
(28)

/I die zu a  reziproke Matrix. Dann ist  wegen der Lineariut,
von  PE

Die Matrix B(B),  die die Q’  in die PR Q’  überführt, entsteht aus
D (3)  durch AhnlichkeitstransformaGon  mit a

B(R)  = a-‘D  (R)a. (30)

Durch eine andere Wahl der linear unabhängigen Eigenfunktionen,
die zu einem bestimmten Eigenwert geboren,  erleidet die zugehurige
Darstellung nur eine Ähnlichkeitstransformation : zu j e d e m E i g e n-
wert gehört eine bis auf eine Ahnlichkeitstransformatiou
eindeutig bestimmte Darstellung ?er  Gruppe der Schro-
dingergleichung.

Wollen wir demnach solche Eigenfunktionen haben, die  sich
nicht nach D(R), sondern nach einer ihr äquivalenten Darstellung
transformieren, so müssen wir durch diejenige Matrix neue  Linear-
kombinationen der Eigenfunktionen bilden, durch welche die  Dar*
Stellung  in die gewünschte Form übergeht,
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Die bis auf eine Ähnlichkeitstransformation eindeutig be-
stimmte Darstellung bildet das qualitative Merkmal, durch das
sich die verschiedenen Termarten unterscheiden. E s  w i r d  Z U
Singulett-S-Termen eine andere Darstellung gehören, als etwa ‘zu
Triplett-P-Termen oder auch zu Singulett-D-Termen, während alle
Darstellungen - die zu Singulett - S-Termen gehören - äquivalent,
d. h. da sie wegen der willkürlichen Wählbarkeit der linear unab-
hängigen Eigenfunktionen nur bis auf eine Ähnlichkeitstransformation
bestimmt sind, einander gleich sind. Diese Darstellungen werden
praktisch immer irreduzibel sein, was die Wichtigkeit der irre-
duziblen Darstellungen erklärt.

7. Sind die Z-Eigenfunktionen*_,  +e, . . ,, 91 des  Eigen-
Werts  E --

.-,_ _“_  “ . _  1--*- -..,...----s-.
was wir immer a&hmen  -.wolle<  -~~@$&a~w~&e

orthogonal:  (Qx, &) --r b,,,-/-- _..c  ---- . so  h a t  a u c h  die_.z_ugehörige
.I&wi.ti~.lJ.gqg  d i.e.-  u  n i tä  r.e_  Fl?qm. -Aus  -dem-  Unitaren  Charakter
des  Operators PR folgt nämlich, daß auch die !-Funktionen Pgti,,
PR&, ***I PR 1~11 paarweise orthogonal sind:

(PR@xr  PR&)  = (k +cly)  = &v, (31)

oder mit Hilfe von (23):

d. h. D(R) ist eine unitäre Matrix l). Demzufolge gelten für die
D(B), wenn sie schon irreduzible Darstellungen sind, die Ortho-
gonalitätsrelationen  des IX. Kapitels ohne weiteres.

Die Gleichung (26) läßt sich nunmehr auch

4%(4, y;9 4, * * -7 4, y;, 4

= x D(=‘),, elr,  (.cl, yi>  x,, -. .y  G yw 2,)

= 5 DU%  Qx (x,,  ylt  z,, . . ‘7 ~9 yn,  8,) I

(Na)

x
schreiben. Auch sehen wir, daß für uns nur Dar&ellungen mit
Matrizen mit nichtverschwindender Determinante in Frage kommen.

l) Da die Eigenfunktionen immer paarweise orthogonal gewählt
werden können, ist dies ein
barkeit der Darstellungen.

besonders einfacher Beweis für die Unitarieier-
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XII. Algebra der Darstellungstheorie
Wir wollen noch einige algebraische Betrachtungen an die

Resultate des vorangehenden Kapitels knüpfen. Zunächst seien
einige rein mathematische Sätze zusammengestellt.

1. Es sei JM3 (R) eine irreduzible  unitäre  Darstellung der
Dimension 7j der Gruppe der Operatoren PR, und fp3,  @, . . . , f$’
solche lj Funktionen, für die

Pl& = 5 D’.qR)Q  fy’ (p = 1, 2, . . .) 7j, (1)
R=l

für alle PR gilt. Wir nennen eine Funktion fyj), zu der sich solche
lj- 1 Funktionen P!J~,  f(d3,  . . . , /+Lc  1, fA$  1,  . . . , f:f  , ,,Partner”
finden lassen, daß für ihre Gesamtheit (1) gilt, zur x-Zeile  der
irreduziblen Darstellung D(j)  (R) gehörig. Diese Aussage ist nur
sinnvoll, wenn die Darstellung DiJfc‘R>  ganz (nicht nur bis auf eine
Ähnlichkeitstransformation) vorgegeben ist.

Aus (1) folgt für y = x, wenn man mit D(j’)(R)$  x, multipli-
ziert und über die ganze Gruppe summiert (bzw. bei kontinuier-
lichen Gruppen integriert),

2 Du’) (B)A*,  xr PB f;j’ = ‘51 ‘5;1 D(f)  (R)A*, xt D(j)  (l& x f:3”
R

= 7 t ajjt baAt B,,tL3’ = $ &jjtb*,, f;S’.

(2)

j
I

Hieraus ersehen wir  zz,n~$st,  -daß
f’; v--;-j ‘Jvp&<‘ TY._

1 5 D(j)  (R)&  PR f$” = $ f$) % *2, Li y
(3)

l_l___^  . . - - -A . I
fiir j e d e  FunktioL>t;  die  z u r  X-Zeile  der‘-irreduziblen  D a r -
stellung D(J)  (3)  gehört. Umgekehrt kann man auch zu jedem &“t
fUr  das (3) gilt, solche fij),  fp, . . . , f$+’ ~,  f$- 1,  . . . , dJ! Partner
zuordnen, daß für ihre Gesamtheit (1) gelten soll: (3) ist die not-

g dafür,  daß f,‘- ----cr&
-jjGqq j$Gjj ei--*-s, &“” ^ --c . ‘- - \~ -̂  _ ._

Aus (2) ergibt sich nämlich zunächsttda9,-~~e~~~~~~rhaupt
Partner hat, diese dureh
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gegeben sind, dies sei also  die Definition von p,W,  . . . , f?- 1, &t  1,

* ‘7 ft?. Außerdem soll aber (3a) voraussetzungsgemäß  auch für x = A
‘7

gelten, es gilt ah0 für alle fl”- Wir  wollen jetzt zeigen, daß  für
diese f? auch (1) gilt. ZU diesem Zwecke setzen wir für die ~1,  f$fl

in (1) die rechten Seiten von (3 o)  ein, die Gültigkeit vou (1) ist
dann gleichbedeutend mit der Gültigkeit von

Dies  ist aber eine Identität, wie man sofort einsieht, wenn man auf
beide  Seiten p R-1 anwendet und  D(f) ( R)A,~  = D@  (R-l);1  einsetzt.
Wegen der Darstellungseigenschaft der B(J) ergibt sich dann

Jetzt  &ebt auf beiden Seiten dasselbe, weil man die Summation
rechts  über H-- 1 S statt über 8 erstrecken darf: zu einem fi”,  das“#..1  1-1. -..” - __c ,,-_ I
(3) befriedigt, konnten .yjr  in der Tat @$a)-~.y~~~r~$~.
so daß für ihre Gesamthe&>‘[l$ erfüllt ist.,^’  -.. _ e

2. Eine TJinearkombination  a  f,  + b#  von Funktionen f?

““/-ic,-‘  --..-

und  gx  ,‘j) die zur x-Zeile der Darstellung D(j)  gehören, hat wieder
diese Eigenschaft. Es folgt dies einfach aus der Linearität von (3)
oder aus der Definition (1).

3. ,Sind B(l) (R), D@)(2?J,.,.I-_,  D(C)  (R) die sämtlichen irre-r- .- _-  _/-.._--.-  .,--. ._-  _
duziblen  Darsteltyngen  der Gruppe d~~~$&&~~  ~~,“~~o“iä$t  “&h
jede Funktion F, auf-ale”-diepRangewéñhe2 STGerd&Xüimeh, so in
eine Su&me  iefleffen -.

j $1  =  5  r, ff>,  1
I

I
(4)

j=i  x=l
idaß fj” zur x-Zeile der ‘Darst&ng  ‘&+j@)  gehöre.

Zum  Beweise betrachten wir die h Funktionen F = P,F, Pa, F,
P,Q? --->  f=a,F,  d’ie entstehen, wenn man auf F die h Operationen
der Gruppe  der PR anwendet. Sollten diese Funktionen vonein-
ander nicht linear unabhängig sein, so lassen wir so viele weg, daß
unter  den übriggebliebenen  F, Fz  , . . . , Fht  keine linearen Beziehungen
mehr bestehen sollen. Diese h’ Funktionen spannen eine Darstellung
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der Gruppe der PR  auf. Wenden wir nämlich auf diese Funktionen
einen der Operatoren PR an, so lassen sich die entstehenden Funk-
tionen durch die F, Fz, . . . , Fh,  linear ausdrücken. Sei z. H.  Fk  = PT  F,
80 ist PB  PrF = PRT F also entweder schon selber eines der FC
oder doch durch diese linear ausdriickbar:

Pd’,c  = 2 A (R)i,  Pi. (5)
i= 1

Die Matrizen A  (B) bilden nun eine Darstellung der Gruppe der PB
Dies entspricht genau der Darstellungseigenschaft der Eigen-

funktionen des vorangehenden Kapitels, es ist

r. A  WQd’n  = Pm Frc  = Ps PR Fk = Ps 2 A (Rh  6
n

’= C E A (Rhk  A (S)ni  Fn
i n

also wegen der l inearen Unabhängigkeit

A (S) . A (R) = A (SR).

Diese Methode der Erzeugung von Darstellungen wird z.  B. auch bei
der expliziten Erzeugung irredndbler Darstellungen der symmetrischen
Gruppen eine wichtige Roile spielen. l&xch  besonde,r_-JVahl,n_eer,,ursJprüng-Y.-*--c-x- - --_

viel_olM-Darstellungen  erhalten,
K’Wkrden. . .-  * Y--*Ln-S

Ist die Darstellung in (5) noch nicht irreduzibel, so kann man
sie doch mit einer Ähnlichkeitstransformation ausreduzieren, d. h.
die Matrizen A (R) alle gleichzeitig in die Form

bringen, wo die D alle unitäre  irrgduzible  Darstellungen sind.
Nach 6, Kap. XI kann man aus den’%?‘mit”  ‘Hilfe von a  solche
Linearkombinati&@  bilden, die sich bei der Anwendung der Pa
nach (*) transformieren, also zu den verschiedenen Zeilen der irredu-
ziblen Darstellungen D(l), D(2), . . . gehören. Da a  keine singuläre
Matrix ist, kann man umgekehrt mit  Hilfe dieser Linearkombi-
nationen  die Pk,  insbesondere auch F linear ausdrücken. Damit ist
die Möglichkeit der Summendarstellung (4) der beliebigen Funk-
tion F bewiesen. *,c  7

: +<  - ;a. B ‘k.  Fg
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Um in (4) noch die fi3”  explizite zu berechnen, wenden wir
darauf PB an, multiplizieren mit D(j) (R):,  uud summieren über
alle R. Wir erhalten

das letzte wegen (2).
Diese Gleichung zeigt, daß 2 IN)(R),*,  PR F bei g a n  z

R-  ^-  “”  _ ._ .  . ---.--..-- _  --__
beliebigem E’ zur x-Zeile der-,Darstellung _D(j)  (B).gehör~,
eine Tatsache, die man mit Hilfe von (3) auch direkt verifizieren kann.
Es ist ja, wenn man SR = T setzt und anstatt über S über 7’
summiert, 1

~D’qs):,Ps.(~ Ii~(R):,PgF)=  r,o<j)(TR-'):,p,~(j)(R)X,F,
8 R 7‘,  R

da man die Summation über R nach (31 a), Ka . IX ausführen kann.
Die Identität c/ pbp

F= x c $dj’(R):xPRF VW
j *

zeigt, da Ir ganz beliebig sein kann und mit den PR R in keinerlei
Zusammenhang stehen mu8, daß

fiirR=IE
sonst

j=i Wz1

ist. Für R - E lautet dies, da J30)(E)x  x = 1 ist,

’ l j ”c - = 1,
j=1

h

d. h. die Summe der Quadrate der Dimensio.oen  aller irreduziblen Darstellungen
ist  g le ich der Ordnung der dargesteluen  Gruppe.

4. Zwei Funktionen, die zu verschiedenen irreduziblen Dar-
stellungen gehören, oder zwar zu derselben Darstellung, aher zu
verschiedenen Zeilen,  s ind orthogonal. Zu fLfl wie auch zu &z’  kann
man definitionsgemäß  solche fit?,  @3,  fy),  . . . bzw. #‘J,  gv’),  g$i’),  . . .
finden, dar)
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sei. Da PR unitär ist, gilt

Summieren wir diese Gleichung über alle Operationen PR der
Gruppe, so ergibt sich !

Daraus folgt erstens der vorher ausgesprochene fundamentale Satz,
daß (fiB, t&“) für j ~#=j’ o er XZ+  x’verschwindet, und zweitens,d
daß@:“, g$)) unabhängig  von x für alle Partner gleich ist.

5.  Sahen  im vorangehendem Kapitel haben wir von den PR
gegenüber symmetrischen Operatoren gesprochen. So war der
Hamiltonsche Operator H den Operationen (A) und (B) gegen-
über symmetrisch. Dies bedeutet so viel, daß PR in der Funktion,
auf die es angewendet wird, nur 601ch13  Veränderungen hervorruft,
die vom Standpunkt des l-i irrelevant sind (sie vertauscht etwa
die Rollen zweier Elektronen).

Wir wollen hier diesen Begriff etwas genauer präzisieren.
Die Operatoren, die wir als symmetrische bezeichnen, sind immer
hermiSeische,  sie sind physikalischen Größen (z.  B. Energie) zu-
geordnet.  Die PR, denen gegenüber ein Operator symmetrisch
sein kann, sind zwar selber auch Operatoren, aber unitäre, die nicht
physikalischen Größen zugeordnet  sind,  sondern eine Wellenfunktion,
einen Zustand in einen anderen überführen. Mau nennt S sym-
metrisch, wenn sich ihm gegenüber alle PR  ‘p  ebenso wie ip ver-
halten. (Wir werden sogleich sehen, daß sich dieser Begriff mit
dem des vorangehenden Kapitels deckt.)

1st  S ein den PR  gegenüber symmetrischer Operator und +
eine seiner Eigenfunktionen S Q = s Q, so bedeutet dies, daß im
Zustand J> die Messung der Größe, zu der S zugeordnet ist, mit
Sicherheit den Wert s ergibt. Dies muß dann auch für PB ~t gelten,
d. h. diese muß auch eine zum Eigenwert s gehörige Eigenfunktion
von S sein.

Aus  SI) = s $J folgt durch beiderseitige Anwendung von PB,
d a ß  PBS&= Pas~=sPR~.  DaauchSPB+=sPR@gtit,
ist auch  PBS@ = SP&, und diese Gleichung gilt für jede
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Eigenfunktion von 9, da der Eigenwert darin nicht mehr enthalten
ist. Da sie linear ist, gilt sie für jede Linearkombination der
Eigenfunktionen, also für jede Funktion überhaupt. Daraus folgt
aber PR S  = S  PB: ein in bezug auf die PB symmetrischer
Operator ist mit allen PB vertauschbar, es ist gleichgültig,
ob man auf eine Funktion zuerst  das PR  und dann das S  oder
umgekehrt anwendet (,S  ist dem PB gegenüber invariant”).

Wendet man auf (1) S  an, so sieht man, daß auch S  fy zur
x-Zeile von IW gehört, wenn dies für fx” gilt. Daraus folgt nach
W, daß

(P,  s Si”) = (Jjf  8% x’  (f?‘, S sriiq (84
für j Z#Z j’ oder x # x’ verschwindet und für j = j’; x = x’ von
x unabhängig ist.

Obwohl diese Gesetze recht allgemeiner Katur  sind, sind sie doch
nur für die einfachsten Gruppen von Operatoren allgemein bekannt. Eine
Gruppe, für die diese Gesetze geläufig sind, besteht aus dem Einheits-
operator P, und dem von (15) des vorangehenden Kapitels

PJb)  = E--4*

Es ist Pi = P,, die Gruppe P,, P,  ist die Spiegelungsgruppe. Sie hat
zwei irreduzible Darstellungen, beide sind eindimensional:

D(yE)  =  ( 1 ) > I+“(R)  =  ( 1 ) u n d  O(*)(E)  = (1)> ot2)  (R) =  (- 1) .

Für Funktionen, die zur ersten Darstellung (sie hat nur eine Zeile) ge-
hören, lautet (1)

P, f”‘(X)  = f”’ (- 2) = 1 . f(” (Cr?),

sie sind die geraden Funktionen
Darstellung gehören, ist (1)

von x. Für  Funkt ionen, die zur zweiten

P, f@) (5) = f@>(- q = - 1 f’2’  (a?),

das sind die ungeraden Funktionen. Die Gleichung (3) lautet für Pr) (2)

Ml) (E) P, f(l)  (2) + Ml) (22) P, f(l) (32)  = 1 f”’ (z) + 1 f0’ (9) = ; fcr>  (z) -3 ,Y+  _ V : c’  li  ~

und für f(2)  (x)

IX*1 (E) P, f’“’ (2) + Im>(R) P, f@‘(z)  = 1 f@‘(z)  - 1 f(2)  (-2) = 3’9’fx), . . ’ ;

und umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, daß /V>(s)  gerade und f@)(m)
ungerade ist .  Daß _ sich jede Funktion in einen geraden und einen un-
geraden Teil zerlegen läßt, ist eine bekannte Tatsache, ebensowie daß jede

, g;ra? Funktion auf jede ungerade-oohogonal  steht. --”
. _--.__--  ----.d--._  A--.-/- -_
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6. Bisher haben wir die Darstellungen irgendwie willkürlich
bestimmt annehmen müsseu und eine Funktion, die zur x-Zeile
einer irreduziblen Darstellung gehört, gehört nicht mehr zur x-Zeile
einer äquivalenten  Darstellung.

Unabhängig von dieser speziellen Festlegung der Darstellung
sind die nun folgenden Sätze.

Nach (2) gilt für jede Funktion f?, die zur x - Zeile der irre-
duziblen Darstellung D(j)  (R) gehört,

was über rt von 1 bis 7, summiert

R x(j)  (R>*  PR f* = f- f*)
. c?/ j

(für x = 1,  2, I*  *)  7j)

ergibt. Da in (9) x nicht mehr vorkommt, genügen ihm alle
Funktionen, die zu einer beliebigen Zeile der Darstellung -o(~?  (R)
gehören,  und auch beliebige Linearkombinationen solcher Funktionen.
Man sagt von einer Funktion, die (9) befriedigt, sie gehöre zur
Darstellung _D<n  (R). Diese Tatsache ist - wie der Charakter -
unabhsogig  von der speziellen Form der Darstellung. Umgekehrt
ist jede Funktion, die (9) genügt, eine Linearkombination von
Funktionen, die je zu einer Zeile der Darstellung Dt.73  (R) gehören.
Nach (9) ist nämlich

= 2 ‘F31  D(J?  (R)?i PR f’.i’. (10)
A R

Jede Funktion der Gestalt ‘531  DO’)  (R)rl  PR F gehört aber nach 3

zur A-Zeile der Darstellung $W (R).
Daraus folgt auch, daß Funktionen, die zu nichtäquivalenten

irreduziblen Darstellungen gehören, orthogonal zueinander sind.
Weiter tißt  sich  jede Funktion F in eine Summe
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zerlegen, wo f(j)  z ur  Darstellung D(j)  (R) gehört: man braucht
dazu ja nur die Gleichung (4)

F = 5  ft?-’
j=l

fw = & f?
x=1 i

(44

umzuschreiben.

Die Funktionen, die zu einer bestimmten irreduziblen Dar-
stellung gehören, haben also ganz analoge Eigenschaften, wie die
zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehörenden: eine
Linearkombination von Funktionen irgendeiner Art ist wieder eine
Funktion dieser Art, man kann jede beliebige Funktion als eine
Summe von Funktionen je einer Art schreiben, zwei Funktionen
verschiedener Art sind jeweils orthogonal aufeinander, ein Operator S ,
der den P gegenüber invariant ist, führt eine Funktion einer Art
in eine andere Funktion derselben Art über.

Die hier besprochenen allgemeinen Sätze über Funktionen kann man
so zusammenfassen, daß man sagt, Funktionen verschiedener Art (sowohl
im ersten wie  im zweiten Sinne)  gehören zu verschiedenen Eigenwerten
eines hermiteischen Operators, der - wie alle P und ihre Fnoktioneu -
mit allen invarianten Operatoren S  vertauschbar ist.

Der Operator Ojx,  der P in

OjxP=~~ DO1(R)X,PRF
R

bzw. im zweiten Fall in

(12)

überführt,  hat die beiden Eigenwerte 0 und h/$.  Zum letzteren Eigen-

wert  gehören al le  Funktionen, die zur x-Zeile der Darstellung Du)(R)
bzw. einfach zu dieser Darstellung gehören. Zum Eigenwerte 0 dagegen
gehören diejenigen Funktionen, die zu anderen Darstellungen gehören,
bzw. bei (12) auch die,  die zu anderen Zeilen (nicht zur x-Zeile) von
D’a  (R) gehören.

Die soeben besprochenen Sätze sind dann nichts anderes als die
Orthogonalitäts- und Vollständigkeitsrelat ionen der Eigenfunk-
tionen der Operatoren (12),  (12  a). Das Besondere gegenüber den gewöhn-
lichen hermiteischen Operatoren besteht  lediglich darin,  daß (12),  (128). . _
unendlich vielfach entartete Operatoren sind, da zu beiden Eigen-
werten nnendlich  viele linear unabhängige Eigenfunktionen gehören.
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7. Kehren wir jetzt wieder zu der Schrödingergleichung
H$= % @J  zurück! Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, da0
zu jedem Eigenwert von H eine bis auf eine Ähnlichkeitstrans-
formation eindeutig bestimmte Darstellung der Gruppe der PR
gehört. Andererseits wissen wir auch, daß wir iiber diese Ähnlich-
keitstransformation ganz frei verfügen dürfen: dies bedeutet nur
eine Festlegung der Linearkombinationen der Eigenfunktionen, die
wir benutzen wollen.

Es bietet vielfach Vorteile, die Darstellungen der einzelnen
Eigenwerte, sofern sie nicht schon irreduzibel sind, in ausredu-
zierter  Form anzunehmen

i

D”‘(R) 0 . . . 0

d(R)  = p :D’“‘(B)  . . . 0

-1

.
(13).

9 8 . . . P)&)

‘Tierin  sind die D(1) (R),  D(2) (R), . . . , I)(S)(R)  lauter irreduzible
(nicht notwendig voneinander verschiedene) Darstellungen, die
8 irreduziblen Bestandteile von d (R), ihre Dimensionen seien der
Reihe nach Z,, 7,, . . ., 1,. Die dieser Form der Darstellung des be-
trachteten Eigenwerts entsprechenden Linearkombinationen der
Eigenf unktionen bezeichnen wir mit

2@‘,  ?Jp, . . . , Tp,  ?j.Jl’,
, Zl

l)i2’ 9 ..‘> q ) . . . , $q,  ?jp, . . . , $1”).
8

Schreiben wir jetzt für diesen Eigenwert die Gleichung (23) des
vorangehenden Kapitels auf, so ergibt sich 3 ‘/  $5

PR $?’ = ‘531  DJ3 (R)YX  ?p. (14)

[Wegen der Nullen in (13) können die PR &’ schon als Linear-
kombinationen der $J$” mit demselben oberen Index ausgedrückt
werden.] Die Eigenfunktion $J$) gehört zur x-Zeile der
Darstellung DU) und ihre Partner sind $(133,  $#),  . . ., T/.J{?.

Die Gestalt der Transformationsformel (14) legt es nahe, d&
Eigenwert von (13) als zufällig zusammenfallende s-Eigenwerte
anzusehen. Zum ersten Eigenwert gehören @), @), . . . , +$y,  zum
zweiten T@),  $+J: . . ., #,$:J  und zum letzten schließlich die Eigen-
funktionen +L,  ?/.J$),  . , ., q$I, Zu  jedem dieser Eigenwerte gehört
eine irreduzible Darstellung. Führen wir diese Bezeichnungs-
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weise konsequent für das ganze Eigenwertspektrum durch, so er-
reichen wir erstens, daß zu jedem Eigenwert eine irreduzible
Darstellung zugeordnet ist, und zweitens, daß jede Eigen-
funktion zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehört,  ihre Partner sind die anderen zu diesem Eigen-
wert gehörigen Eigenfunktionen.

Im allgemeinen wird dieselbe Darstellung sehr vielen Eigen-
werten gemeinsam sein. Wir können daher eine weitere Verein-
heitlichung der Transformationsformeln erzielen, indem wir die
Darstellungen für alle Terme, denen sie gemeinsam sind, in der-
selben Form annehmen.

Daß zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen, nämlich
alle Partner -voneinander gehören, wird als ,,normale Enta.rh@
bezeichnet. Wenn außerdem noch _h~4~~~  Eigenwefte zusammen-
fallen, wie das im Eigenwert von (13) der %%fi  ‘wai; Gi+;siht
man‘ von einer zufälligen Entartung. Es-.++  I i.mmer  an-
genommen, daß diese eine sehr seltene &scheinung ist und ^f&  die
wirkliche Schrödingergleichung, von einzelnen Ausnahmefällen-&
gesehen, nicht vorkommt.

8. Wir wollen jetzt, um mit den soeben gewonnenen Begriffen
vertrauter zu werden, mit ihrer Hilfe einige Betrachtungen über
die Rayleigh-Schrödingersche Störungstheorie anstellen. Wir
gehen zuerst von einem Eigenwert E eines ,ungestörtenu  Problems
aus, der keine zufällige Entartung zeigt. Die zugehörige Dar-
stellung der Gruppe der Schrödingergleichung ist dann irreduzibel
und die Eigenfunktionen eEl, @Es,  . . . , +E z gehören zu den
verschiedenen Zeilen dieser irreduziblen Darstellung. Wir fügen
zu dem ursprünglichen Hamil t o n  sehen  Operator H eine ,,sym-
metrische Störung”  d V zu, die so beschaffen ist, daß sie die Sym-
metriegruppe von H nicht stört, d. h. selber ein symmetrischer
Operator im Sinne dieses Kapitels ist. Um die Säkulargleichung
für die erste Näherung d E der Zusatzenergie aufzustellen, müssen
wir die Matrixelemente (@EX7  V @Ex!) berechneh.  Nach (8a) sind
diese aber für x zfi x’ alle Null, für x I x’ alle einander gleich,
etwa vE, so daß die Säkulargleichung die Form

AvE--AE 0 0.. 0
0 ilvE-dE . . . 0. . .. . .
0 6 . . . jlvI-,4E

W i g n er, G r u p p e n t h e o r i e

= 0

9
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und die I-fache Wurzel AVE hat. Der Eigenwert spaltet also in
erster Näherung nicht auf. Aber auch in beliebig hoher Näherung
kann er nicht aufspalten, da bei einer Aufspaltung in etwa zwei
Eigenwerte XI  und E2 mit 1, und 7,  Eigenfunktionen (11 + 7,  = 7)
die 7, Eigenfunktionen von -zI;, sich bei der Anwendung der P
unter sich transformieren müßten und ihnen eine Darstellung der
Dimension Z1 zugeordnet  sein müßte. Diese Darstellung kann aber
wegen i1  < Z die ursprüngliche irreduzible Darstellung des un-
gestörten Eigenwerts nicht enthalten und so müßten die 1, Eigen-
funktionen von 2YI auf -sämtliche Eigenfunktionen von E orthogonal
sein und könnten aus ihnen oder ihren Linearkombinationen nicht
stet ig hervorgehen.

it einer irreduziblen D+W~~t~J~un~nn-c<- .,_u-.  -+....%.. _  __--  __ I” __*- ..--
bei eimtrischen  Störung”rr.~----~,.,.-~-~-~,.,.-  _ ^--._ n icht  aufspalten ucd- - . . - -- -..*--..,-
beC;1Cts-eise-I&pte,lggg&J.

9. Betrachten wir jetzt einen Eigenwert, zu dem eine Darstellung
d(R), die D(l)(R),  II(*)(R),  . . . der Reihe nach al, a2,  . . .-mal
enthalten soll, gehört. Im Sinne der Ausführungen  in 7. können
wir auch sagen, daß al Eigenwerte mit der Darstellung JYl)(R)
mit a, Eigenwerten mit der Darstellung IP(R)  usw. zufäJlig  zu-
sammenfallen. Lassen wir jetzt die symmetrische Störung A.  V ein-
wirken, so wird sich hieran höchstens das ändern, d-aß diese Eigen-
werte nicht mehr zusammenfallen werden. Es werden aber auch
nach der Störung a, Eigenwerte mit der Darstellung IW(R),
aa  mit der Darstellung ZP)  (R) usw. vorhanden sein, diese
a, + a* + � l �

Eigenwerte werden nur im allgemeinen alle ver-
schieden groß sein . Daß auch nach der Störung genau a,
Eigenwerte mit der Darstellung W)(R)  vorhanden sein müssen,
ergibt sich daraus, daß sich die Anzahl a, 7, der Eigenfunktionen,
die zu der Darstellung r>(l)(R)  gehören, nicht ändern darf. Eine
Änderung dieser Zahl würde ja  bedeuten, daß Eigenfunktionen ihre
Zugehörigkeit zu einer irreduziblen Darstellung geändert haben,
was aber - wie wir soeben gesehen haben - nicht stetig erfolgen
könnte.

In 8. haben wir einen Eigenwert mit einer irreduziblen Dar-
stellung betrachtet. Obwohl zu ihm 2 Eigenfunktionen gehörten,
konnte er bei einer symmetrischen Störung nicht aufspalten. Dies
rechtfertigt den Namen ,,natürliche Entartung” für das Zugehören
der 1 linear unabhängigen Eigenfunktionen zu einem Eigenwert.
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Vom soeben betrachteten Eigenwert mit ei,ner nicht irre-
duziblen Darstellung sagten wir, daß er eigentlich aus a,  Eigen-
werten der Darstellung 0(1)(R),  a2  Eigenwerten der Darstellung
O@)(R)  usw. besteht. Das Zusammenfallen dieser a,  $  ap  + -. .
Eigenwerte nannten wir eine zufällige Entartung, weil ihr Vor-
handensein bei Abwesenheit der Störung quasi einem Zufall zu-
zuschreiben ist.

10. Daß von den Eigenfunktionen von H + il V angenommen
werden kann, daß sie zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehören, gilt nicht nur für die exakten Eigenfunktionen, sondern
auch von allen sukzessiven Näherungen des Störungsverfahrens.
Zunächst gilt es zwar nur für die exakten Eigenfunktionen, für
die gesamte Potenzreihe nach ;1  für diese. Da es aber für die ge-
samte Potenzreihe bei jedem beliebigen Wert von ;1  gilt, gilt ea
auch für alle ihre Glieder separat.

Insbesondere können die ,,richtigen Linearkornbinrationen  u,  die
erste Näherung für die Eigenfuuktionen eines bestimmten Eigen-
werts E so angenommen werden, daß sie aus lauter solchen Eigen-
funktionen von E zusammengesetzt sind, die alle zu derselben Zeile
derselben irreduziblen Darstellung gehören. Enthält die Darstellung
von E eine bestimmte irreduzible Darstellung D(f)(R) nur einmal,
so hat E nur eine einzige Eigenfunktion @L”‘, die zu einer, etwa

der x-Zeile von D(j’)(B)  gehört, und +x”  ist dann schon eine
d e r  , , r i c h t i g e n  L i n e a r k o m b i n a t i o n e n ” . Der zugehörige
Eigenwert ist

(qt’),  (H + il V) ex”).
Enthält die Darstellung von E die irreduzible Darstellung

1>(j) (R) mehrmals, etwa ccj-mal,  SO hat E auch Uj Eigenfunktionen,

gJl;i:, ?j?yj,  . . . ) q?gj  ) die zu derselben x-Zeile von DO (26) gehören.

Die richtigen Linearkombinationen sind dann Linearkombinationen
dieser aj Eigenfunktionen, die man allerdings ohne Rechnung nicht
mehr bestimmen kann.

Auf alle Fälle bleibt es aber vorteilhaft, von vornherein solche
Linearkombinationen qXe‘j’  der Eigenfunktionen von E zu benutzen,
die zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehören. Es ver-
schwindet nämlich wegen (8a)

($$i, Vvkl;;!)  = VjxQ; j’x”gJ = fYjjr8~~~*/41

9”
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für j q!x  j’ oder x x#= x’, wodurch sich die Säkulargleichung von E
IPjxg;jtx'pt-dEIJ = 0

wesentlich vereinfacht: sie zerfällt, wie es sich bei näherem Zu-
sehen zeigt, in lauter kleine sogenannte irreduzible Säkular-
gleichungen, deren Dimensionen die Zahlen us  sind, die angeben,
wie oft dieselbe irreduzible Darstellung in der Darstellung des
Eigenwerts E enthalten ist.

Auch in höheren Näherungen ist es bei einer symmetrischen
Störung immer möglich, die Änderung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen mit der Darstellung XW (R) mit Hilfe der Eigen-
werte und Eigenfunktionen dieser selben Darstellung allein zu
berechnen. Es genügt sogar, die Eigenfunktionen, die zu einer
bestimmten, etwa der ersten Zeile dieser Darstellung gehören,
allein zu betrachten. Nach (22),  Kap. V, ist z. B. die zweite
Näherung

Fk,<  = E:k  +  jl(?#+v, vl#.q☺  +  iz*c�(~kyti;;�2 l

 If Ek

Wenn  nun &r  zu einer von Dw verschiedenen Darstellung oder zu
einer anderen Zeile von g@  als qky  gehört, verschwindet ($.Q,  V &,,),
so daß diese Glieder einfach weggelassen werden können.

11. Ist die Störung il V von H nicht invariant gegenüber der
ganzen Gruppe der P, sondern nur gegenüber einer Untergruppe,
so muß man solche Eigenfunktionen einführen, die zu irreduziblen Dar-
stellungen dieser Untergruppe gehören. Die Eigenfunktionen und
Eigenwerte von H seien schon so geordnet angenommen, daß ihnen
irreduzible Darstellungen der ganzen Gruppe der P zugeordnet
sind. Man kann dann die Matrizen, die den Elementen der
Untergruppe zugeordnet sind,  als  Darstel lung dieser
Untergruppe auffassen. Es gil t  - wie für alle P, so  auch
für die PR der Untergruppe -

Die D’“(R)  für die R der Untergruppe sind aber nicht irreduzibel,
und um zu solchen Funktionen zu gelangen, die zu,irreduziblen
Darstelluugen  der Untergruppe gehören, muß man sie ausreduzieren.
Die Anzahl und Art der irreduziblen Bestandteile von
DQ3(.R)  als  Darstel lung der Untergruppe gibt  uns Anzahl
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und Art der Eigenwerte an, in die der betrachtete Eigen-
wert8 aufspalten kann.

Wir sehen: daß für die Charakterisierung der Eigenwerte der
Schrödingergleichung die Kenntnis der irreduziblen Darstellungen
der symmetrischen Gruppe von n Elementen und der dreidimensio-
nalen Drehgruppe notwendig ist. Im folgenden werden wir uns
also dieser Aufgabe zuwenden.

12. In diesem ganzen Kapitel wurde von den Operatoren P, nur die

Tatsache, daß sie eine Gruppe bilden, sowie ihr linear-unitärer Charakter
[nicht dagegen etwa (22) des vorangehenden Kapitels] vorausgesetzt .
Außerdem wurde nur noch angenommen, daß die P,  Eigenfunktionen eines

bestimmten Eigenwerts von H in Eigenfunktionen desselben Eigenwerts
überführen. Aus diesen Voraussetzungen folgt schon die hier allein zu-
grunde gelegte Transformationsgleichung (23) Kap. XI und daß die darin auf-
tretenden Koeffizienten eine Darstellung der Gruppe der Operatoren P,
bilden.

Dies wird hier deshalb ausdrücklich bemerkt,  weil  es später (bei
der Theorie des Drehelektrons) vorkommen wird, daU für die Operatoren,
die Eigenfunktionen in Eigenfunktionen überführen (sie werden dort 0,
genannt), erstens (22) nicht mehr gilt, und daß zweitens die Symmetrie:
,$uppe  ‘des Konfigu&ionsraumes zu ihrer Gruppe nicht mehr holomorph,
sondern nur  isomorph is t . Die Koeffizienten in (23) werden dann eine
Darstellung der Gruppe der Operatoren 0, und nicht der Symmetriegruppe
des Konfigurationsraumes bilden; alle anderen Sätze dieses Kapitels (z. B.
die Orthogonalität der zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen gehörigen
Eigenfunktionen) bleiben aber unverändert.

XIII. Die symmetrische Gruppe
1. Die Elemente der symmetrisc.hen  Gruppe n-ten Grades sind

die Permutationen,  die Vertauschungen von n Dingen.  Ihre Ord-

nung ist n! Man bezeichnet mit
(

1 2 . . . rt
ffl, a, *. * a, >

diejenige Umord-

nung,  bei der 1 durch q, 2 durch ao, . . . , schließlich rc durch CII,

e rsetzt  wird.  Mit
(

1 2 . . . 12
ist

JG, IG2 . . . IG,
a1 cr,  . . . cc, ) (  ak2  * * * akn)

wesensgleich,

da es ja auch jedes k: in o!k überführt. Dabei kann k, , k,, . . . , k,
eine beliebige Reihenfolge der Zahlen 1, 2, . . ., ‘~1  sein. Unter

dem Yrodukt zweier Permutationen A = 1 2 .  .  . n

3
u n d

a,  a2 f.. a
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B z
(
;

beiden: A

p 1:’
.B”

versteht man das Nacheinanderausführen der

fihrt
>

7 c ?n ak und B dieses in /3Uk  über, so daß.P,B  das h

in ßak überführt . Die Transformationen (A) des elften Kapitels
bilden eine zur symmetrischen Gruppe n-ten Grades holomorphe
Gruppe, die Transformation (A) führt den Punkt $,, xa, . . . , x, in
den  Punkt Xal,  xa2, . . . , xGn über und entspricht dabei der Permu-
tation A.

Man kann bekanntlich für die Permutationen eine andere Be-
z,eichnung  einfahren, sie in ,, Cykien aufiösen  (‘.  Ein Cyklus (rr r9 . . . TA)
ist eine Permutation, die jedes ihrer Elemente rk durch das darauf-
folgende rkt  r ersetzt, nur das allerletzte Element des Cyklus, rA,
wird in das allererste, rl, übergeführt . Der Cyklus (yl r9 . . . ~2) i&

mit der Permutation
rl

(
r, . . . ?-A identisch. Er ist auch mit dem

,r,  r8 . . . rl >
Cyklus (r,  rs  . . . rA  rl) oder auch mit (r8  r4  . . , rl  rl  r2)  gleichbedeutend.

Cyklen, die keine gemeinsamen Elemente enthalten, sind ver-
tauschbar. Zum Beispiel ist (1 3 5) (2 4 6 7) = (2 4 6 7) (1 3 5)

(
1 3 5 2 ’ 4 6 7

- 3 5 1 4 6 7 2 ’>
Eine Permutation in Cyklen auflosen bedeutet: sie als Produkt

lauter solcher elementenfremder vertauschbarer Cyklen schreiben.
Dabei ist die Reihenfolge der einzelnen Faktoren, der einzelnen
Cyklen, sowie das Anfangselement eines jeden Cyklus noch will-
kiirlich  wählbar. Man kann diese Auflösung in Cyklen ausführen,
indem man etwa mit dem Element 1 beginnt, danach dasjenige
Element setzt, in was 1 übergeführt wird, darauf Ifolgt  dasjenige,
in welches dieses übergeführt wird usw. So kommt  man schließlich
zu einem Element, das in die 1 übergeführt wird, dieses ist das
letzte Glied des ersten Cyklus. Hierauf geht man zu einem beliebigen
anderen Element über, das vom Cyklus noch nicht erfaßt wurde und
wiederholt damit dasselbe Verfahren.
ganze Permutation erschöpft ist.

So fahrt man fort, bis die

2. B . i s t d i e Permutation
1 2 3 4 5 tj\,
3 4 6 2 5 1 ) in Cyklen aufgelöst

(1 3 6) (2 4) (5) gleich (3 6 1) (2 4) (5) oder auch (2 4) (5) (1 3 6),
da es auf die Reihenfolge der Cyklen nicht ankommt.
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Permutationen, die aus  gleich vielen , gj,&h  langen. C&lq~
bestehen, sind in derselben Klasse  enthalten. In der Tat lassen. _ _..-I c  “-.*  _ .

_sich z. B. (n EG- ,ÜQ)
R = (?yrq.  *. ,qF(J  (f-p~tl~p,tZ!  *** qJ . . * @p,-, t 1 * * qp )

u n d
s = (sl  sa  . . . su,)  @/4,+,  spy+2  * *. si<J  *: * (spg,-lt'  * * * Sf',)

d u r c h

T'-'  =
(
r,rS.-.r~,,r~(lt1rr1t2...T~Z'..TLlp-1t1...rre

s, SS - - * $1 sul+l  sp, t2 *** s,us *** s,ug-ltl *** Sr, >

ineinander transformieren: S = TEIfV1,  und umgekehrt sind die
Cyklenlängen einer Permutation, die aus R durch eine Transfor-
mation 2’ hervorgeht, wiederum p,  , pz  -,ult  ,u8  - p2,  . . ., pa  - p,-,.

Wollen wir daher von zwei Permutationen entscheiden, ob sie
in derselben Klasse enthalten sind, so können wir in beiden den
(oder die) längsten Cyklen voranstellen, den zweitlängsten darauf
folgen lassen usw. und den kürzesten an die letzte Stelle setzen.
Sind dann die Längen der Cyklen A-1 = pr, il, = p2 - pl,  . . . ,
A!,=~s-ILo-l(mita,~l,)...)A~)undIZ,+A-,+...  +a,
= PP  = n)  in beiden Permutationen paarweise gleich, so gehören
sie in dieselbe Klasse, sonst nicht. Die Anzahl der Klassen ist
also gleich der voneinander verschiedenen Cykleneinteilungen, der
Anzahl der Zahlensysteme il, , il,, . . . , il,, die den Bedingungen
it, 2 a, 2 . . . > il, und il, + il, . . . + il, = n genügen. Diese
Zahl,  die Anzahl der möglichen Zerlegungen von m in positive ganz-
zahlige Summanden ohne Rücksicht auf die Reihenfolge l), bezeichnet
man als ,,partitio  numerorumU  von n. Nach Kap. IX ist die Anzahl
der voneinander verschiedenen irreduziblen Darstellungen gleich
der Zahl der Klassen, also der partitio numerorum von n.

Z. B. hat die symmetrische Gruppe vierten Grades (der Ordnung 24)
fünf verschiedene Klassen. Repräsentanten je einer Klasse sind z.  B.
E = (1) (2) (3) (4); (1 2) (3) (4); (1 2) (3 4); (1 2 3) (4); (1 2 3 4). Sie
muß also auch fünf irreduzible Darstellungen haben. Die symmetrische
Gruppe dritten Grades bat den drei Klassen E = (1) (2) (3) ; (1 2) (3); L c c,

1) Es ist für die Anzahl der Zahlensysteme ‘1 offenbar gleichgültig,
ob man die Reihenfolge der A,  unberücksichtigt läßt, oder nur eine Reihen-
folge R,  2 .  .  . z AP  in Betracht zieht.
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(1 2 3) entsprechend die schon Im  neunten Kapitel besprochenen drei irre-
duziblen Darstellungen.

Die Einsercyklen läßt man häufig weg und schreibt z. B. an
Stelle von (1 2) (3) (4) einfach (1 2).

2. Die einfachsten Permutationen sind - abgesehen von der
Einheit - diejenigen, die nur je zwei Elemente vertauschen. Eine
solche Permutation - in Cyklen aufgelöst kann man sie (1ct)
schreiben - nennt man eine Transposition. Jede Permutation
laßt sich als  Produkt  von genügend vielen Transposi t ionen schreiben,
z. B. eine Permutation, die nur aus einem Cyklus besteht:

(a, a2 * * l 4 = @l 4 (a, a,)  * * * (a, 4,

und so auch das Produkt von  mehreren Cyklen, also jede Permutation.
Der Begriff der geraden und ungeraden Permutation

spielt in der Determinantentheorie eine wichtige Rolle. Der Wert
einer Determinante

all a12  . . . a,  n

a21 a22  .-- a2,&
. .
. .
. . .

an1 an2-  an,,

ist ja gleich der Summe der n! Produkte
laik/  = ~&(alaz...an)alala2a2...anan’

wo c$ap. . . a,  alle n! Permutationen der n Zahlen 1, 2, . . ., ?a  durch-

läuft und qa,  aa . . . alS  gleich + 1 oder - 1 ist, je nachdem

e&_g;erade  oaungerade  Permutatioest;  d. h&nachdem&s ---..^__I_--
-c~:&g---*b  I..Y L!. ..“..,..ll-..<  *era  en o er ungeraden Zahl von Tranisgositi.en- . ..“.._  w--..._ll-l_  ___.___LC^
geschriebeg-werden  kann.  (VlI an kann zwar eine Permutation in
mannigfach verschiedener Weise in Transpositionen zerlegen, aber
die Zerlegungen einer Permutation bestehen entweder alle aus einer
geraden oder alle aus einer ungeraden Anzahl von Transpositionen.)

Das Produkt zweier gerader Permutationen ist wieder eine
gerade Permutation, da man sie als Produkt von so vielen Trans-
positionen schreiben kann, wie die beiden Permutationen zusammen
enthal ten. ~D~~ge@f~~Permutationen  ,-..  bilden also.+  eine,‘-

_g_r*pole die alternierende Gruppe. Der Index der alternierenden
Untergruppe ist 2, da eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den
ungeraden und geraden Permutationen - etwa durch Multiplikation
mit (12) - hergestellt werden kann. Die,, alternierende- @ugps
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ist ein N o rm alteile r der symmetrischenGruppe,  weil das konju-
gierte Element einer geraden Permutation P wieder eine gerade
Permutation S- 1PS ist, da es als Produkt von doppelt so viel
Transposi t ionen, wie S plus so viel Transpositionen wie P ge-
schrieben werden kann.

Den Cyklus (a, a2 a, . . . (~1)  = (a, a,) (a, a,) . . . (ala~) kann
man als Produkt von A. - 1 Transpositionen schreiben. Eine
Permutation mit den Cyklenlängen

;i,,  A-2,  ***> il, (mit it, + L, + e.. + il, = n )

kann man also als Produkt von A,  - 1 + Ao  - 1 + . . . + L, - 1
Transpositionen schreiben : unter diesen Zahlen muß für alle
Elemente der alternierenden Gruppe eine gerade Anzahl von un-
geraden Zahlen vorhanden sein, unter den il,, ;1,,  . . . , il, also eine
gerade Anzahl von geraden Zahlen. Die Permutationen der alter-
nierenden Gruppe enthalten eine gerade Anzahl von geradzahligen
Cyklen (Zweiercyklen, Vierercyklen usw.).

Die Faktorgruppe der alternierenden Gruppe “hat  die Crdpung.__.  - -
zwei. Aus ihren beiden irreduziblen Darstellungen kann man z”wei,.
Darstellungen der ganzen symmetrischen Gruppe  gewinnen, indem
mau entweder ihrer identischen Darstellung entsprechend sowohl
den Elementen der alternierenden Gruppe, wie auch den Elementen
der Nebengruppe die Matrix (1) zuordnet, oder indem man ihrer
Darstellung D(E) = (1); D(S) = (- 1) entsprechend den Ele-
menten der alternierenden Gruppe die Matrix (l), den Elementen
der Nebengruppe, den ungeraden Permutationen die Matrix (- 1)
zuordnet. Im ersten Fall erhalt  man die id en t i sc h e Darstellung
D(o) (R) = (l), die zweite Darstellung nennt man die antisym-
metrische ~(O)(R) = (Er). Diese beiden Darstellungen sind ein-
dimensional .

3. Alle anderen Darstellungen der symmetrischen Gruppe
sind mehrdimensional. In einer eindimensionalen Darstellung kann
nämlich etwa der Transposition (12) nur entweder die Matrix (1)
oder die Matrix (- 1) entsprechen, da das Quadrat dieser Matrix
die Einheitsmatrix (1) sein muß. Im ereten  Fall muß aber jeder
Transposition (1), im zweiten Fall jeder Transposition (- 1) durch
die Darstellung zugeordnet sein, weil alle Transpositionen in der-
selben Klasse sind und in jeder Darstellung alle denselben Charakter
haben müssen. Die Matrizen, die den Transpositionen entsprechen,
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bestimmen aber ihrerseits die ganze Darstellung, weil sich alle
Gruppenelemente als Produkte von Transpositionen schreiben lassen.
Man erhält daher im ersten Fall die identische, im zweiten die
antisymmetrische Darstellung.

Die Abelsche Faktorgruppe der alternierenden Gruppe stellt
einen sehr wichtigen Zusammenhang zwischen je zwei irreduziblen
Darstellungen her. Betrachten wir eine irreduzible Darstellung
,W)(Iz),  so kann man aus ihr eine weitere, die assoziierte Dar-

e Matrizen, die zu --den
ordnet sind, ungeänd-e-r!
$rt. ’ Die so erhaltenen

der Gruppe, wie man sich
leicht überzeugt, da B(Q(R)  eigentlich das direkte Produkt von
IW(R)  mit DO)(R),  der antisymmetrischen Darstellung ist :

m)(B) = Dck)(B) x B”(R)  = &R -X)(@@),

da B(O)  (22) eine Zahl & 1 ist.
Diese assoziierten Darstellungen spielen sowohl in der Quanten-

mechanik wie in der mathematischen Theorie der irreduziblen Dar-
stellungen eine sehr wichtige Rolle und wir wollen die uns inter-
essierenden  Darstellungen auch zum Teil mit ihrer Hilfe ableiten.

Die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe ist gleich der Partitio numerorum von YL
Dies sollte auch die Zahl der qualitativ verschiedenen Arten von

Eigenwerten sein. Es zeigt sich jedoch, daß nur Eigenwerten mit
einigen bestimmten Darstellungen wirkliche Energieniveaus des
Atoms entsprechen, den Eigenwerten mit anderen Darstellungen
entsprechen keine wirklich existierenden stationären Zustände, sie
sind durch ein von der Eigenwertgleichung unabhängiges Prinzip,
das Pauliprinzip verboten. Mit Hilfe der Methode, die hier ver-
wendet werden soll, kann man zwar sämtliche irreduziblen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe bestimmen, wir wollen aber
nur die Bestimmung jener Darstellungen ausführen, deren Eigen-
werte durch das Pauliprinzip nicht verboten sind. Die genaue
Formulierung des Pauliprinzips wird zwar hier noch nicht gegeben
werden, doch wird die Methode, mit Hilfe der wir die in Betracht
kommenden Darstellungen bestimmen, genau die Überlegungen  ent-
halten, die später bei der Anwendung des Pauliprinzips notwendig
sein werden.
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4. Haben wir ein System von Variablen, die nur je einen
‘Wert - etwa 1 - annehmen können, so besteht der Variabilitats-
bereich aus einem einzigen Punkt und jede Funktion ist  voll-
kommen bestimmt, wenn ihr Wert in diesem Punkt gegeben ist.
In diesem Raum gibt es keine zwei linear unabhängigen Funk-
tionen, alle sind im ,,ganzen Variabilitätsbereich” konstant und so
Vielfache voneinander. Jede Funktion in diesem Raume bleibt
ungeändert, wenn man die Werte der Koordinaten vertauscht -
da man ja dadurch nur 1 mit 1 ersetzt. Alle Funktionen in diesem
Raum gehören zur identischen Darstellung.

Betrachten wir m Variable si, s,, . . ., s,,  die je zweier Werte
(etwa + 1 und - 1) fähig sind, so besteht der gesamte .-Raum  aus*_, _  ^  --. -,
2n Punkten und wir haben 2” linear unabhängige~~l-unktion”en,  etwa
jene, die nur in je ein em dieser- 2n Punkte 1,  in allen anderen
Punkten dagegen Null sind. Das skalare Produkt zweier Funk-
tionen cp  und g ist in diesem Raum

x Cl .  .  .  x rp(s*...Sn)*g(sl...S,t)=(fy,g).
LQ=‘l  SZ=+1 %t =+1

Im Raume eines sk  (er besteht nur aus den beiden Punkten sk  = - 1 und
Sk  = + 1) bilden die beiden Funktionen 6,, _ r und askr + 1 ein ,voll-
ständiges Orthogonalsystem” ; die 2n Produkte dieser Funktionen

&ELolcY8za,  . . . cYanün  (mit 0, =&l, $=&l, . . . . . d,=&l)

bilden ein vollständiges Orthogonalsystem im s-dimensionalen
Raume der .sl,  s,, . . ., s,. Die folgenden Formeln lassen sich
wesentlich bequemer schreiben, wenn wir nicht die Funktionen

Q Q8k-1?#kl 1’ sondern die beiden Funktionen 1 und‘sk  gebrauchen,
die ebenfalls orthogonal sind :

(1,  Sk)  = Cl*s,=  l.-q-  1.1 =o.
“k=  +1

Das vollständige Funktionensystem im Raume der s,! s,, . . . , s,,
besteht dann aus den 2n Funktionen sT1 si2 . . . sc (mit Yk  gleich 0
oder 1), die man auch folgendermaßen ordnen kann:

1
s, ) sa, . . . , s,

s, s,,  s, s,, . . . . s1s,,s2s3,  SSS4’ .‘., s2s,,  . . . . s,,-1s, I

/

(1)
s1s2s0,  “‘7 SI, - 2 Sn  -  1 ST&
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s, s2  SS . . . 8,.
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Das sind l+c)+c>+ . ..-+(i) = 2n Funktionen. W e n d e t

man ein PR, wo R eine Permutation ist, auf eine dieser Funk-
tionen an, so entsteht daraus eine neue Funktion der sl, s,, . . ., s,,
die - wie jede Funktion dieser Variablen - durch diese 2%
linear ausgedrückt werden kann. Die Koeffizienten würden eine
2”- dimensionale Darstellung der symmetrischen Gruppe geben.
Diese Darstellung d (JZ)  ist nicht irreduzibel, sondern enthält noch
mehrere irreduzible Bestandteile. Wegen des stark eingeengten
Definitionsbereiches der in Betracht gezogenen Funktionen ist
immerhin zu erwarten, daß d (.R) nicht alle irreduziblen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe enthalten wird, so daß wir
hoffen können, daß man es leichter ausreduzieren kann, als eine
ganz beliebige Darstellung. Seine irreduziblen Bestandteile
bzw. die assoziierten dieser sind aber die einzigen Dar-
s te l lungen, die für Elektronen in Betracht kommen.

Wendet man auf eine der Funktionen (1), etwa auf sasbsc,
den Operator P R an, wo R eine beliebige Permutation ist, d. h.
fuhrt  man eine ,, Vert,auschung  der Variablen” aus, so erhält man
wieder ein Produkt aus drei s, etwa s,rsbf  sc+  also eine Funktion,
die in derselben [dritten l)] Zeile von (1) steht, in der auch s, sb  s,

war. Will man die i
0

Funktionen, die entstehen, wenn man auf

alle Funktionen der kten Zeile einen Operator PR anwendet, durch
die Funktionen (1) ausdrücken, so braucht man dazu nur die Funk-
tionen derselben k-ten Zeile, aus der diese Funktionen stammen.
Diese Funktionen ergeben daher schon für sich eine Darstellung

d@)(R)  der symmetrischen Gruppe mit der Dimension k I und d(R)0
zerfällt in die Darstellungen d(O)(R),  d(l)(R),  . . . , d(n)(R), deren
Matrizen, wie gleichzeitig bemerkt werde, so aussehen, daß sie in
jeder Zeile eine 1, sonst lauter Nullen enthalten.

Berechnen wir noch den Charakter von d(k)(R)! Der Charakter,
der dem Element R entspricht, ist offenbar gleich der Anzahl  der
Funktionen in der k-ten Zeile von (l), die bei der Anwendung
von PR  ungeändert bleiben. In den diesen Funktionen ent-

l) Wir beginnen die Numerierung der Zeilen von (1) bei Null, die
letzte Zeile ist die n-te.
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sprechenden Spalten steht nämlich in d@)(B)  die 1 in der Haupt-
diagonale, in allen anderen Zeilen anderswo, SO daß in der Haupt-
diagonale eine 0 steht.

Sei jetzt R eine Permutation mit den Cyklenl#ngen  il, = E(,  ;
il, = po  ---pl, . . ., il, = pLB  -F,-~ (pe  = n) etwa die, Permu-
tation (1 2 . . . pl) (pl  + 1 - - - p2)  . . . (po-l  + 1,  pe  - I + 2, . . -) p&
Soll diese die Funktion SZ’  si2  . . . S> ungeändert  lassen,  so müssen_
die Exponenten von sl,  sa,  . . . , s~, untereinander gleich sein, ebenso
die Exponenten von .syl  + 1, spl  + 2,  . . . , .su2  USW., schließlich auch
die Exponenten von s+ _ 1 + 1, spg  _ ~ + 2,  . . . , s,@  = S,

Es werden daher von allen Funktionen (1) diejenigen von PB
ungeändert gelassen, die sich in der Gestalt

(SI SS  . . . QY1  (sp1 +  1 su,  + 2 - * - suz P . * * @,lfe  _ 1 f  1 * - ‘sQe (2)

schreiben lassen. (Es sind alle y Null oder 1.) Wir interessieren
uns für die Anzahl der Funktionen der k-ten Zeile von (l),  die die
Form von (2) baben. Für diese Funktionen ist noch

~1y1+(IU2-~1)yzf”‘+(Cle-Ere-~)y~ = ~,y,+~~Y,+-+~,  yq=k (3)
so daß ihre Anzahl gleich der Anzahl der Lösungen von (3) ist,
wobei jedoch für die Unbekannten yl,  yp,  . . . , ye  nur die Zahlen 0
und 1 zugelassen sind. Dies ist der Charakter von R in Bk) (B),
oder auch jeder anderen Permutation mit  den Cyklenlängen i t , ,  il,, . . . , A,,
da diese ja alle in derselben Klasse sind und daher alle dieselbe
Spur haben müssen. Man pflegt dies so auszudrücken, daß der
Koeffizient der 7;-ten Potenz von x im Polynom

(1 + 211) (1 + Xi9 l ’ l (1 + ZL@) (n, + il, + * * l + a, = rc) (4)

die Spur von d(k)  (B) ist.
Die Spur von d(k)  (E) muß gleich der Dimension i der Darstellung

( 1
sein. Da für E  alle Cyklenlängen A1  =  1, =  . . . =  Ac =  1 sind, ist

(4) gleich (1 + ~)n,  der Koeffizient von x k darin ist tatsächlich 1
( >

. Die

Spur, die zu einer Transposition (12) (3) (4) , . . (m)  zugeordnet ist, ist
der Koeffizient von xk  in

(1 + 2”) Cl+  XI  Cl+  4 - * - (1 f  2) = (1 + x”) (1 + zp-2.

Er berechnet sich zu

c d(k)  (R)xx  =
x (“k2)  t (;3)-
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Nun ist aber d(k)(R) noch keine irreduzible Darstellung. Man

kann nämlich aus den
0
1 Funktionen der kten Zeile von (1) solche

Linearkombinationen bilden, die bei der Anwendung der PB unter
sich, und zwar nach d(k-l)(B)  transformieren. Dies wäre bei einer
irreduziblen Darstellung nicht möglich.

Die Linearkombinationen der Funktionen der k-ten Zeile von
(1), die sich ebenso wie die Funktionen s,, s,,  . . . s,~-~ der k- l-ten
Zeile transformieren, sind

Faln2...ake1 = % ~2 . . . ak-l su, 422  - * - sa&,l 7 (5)

WO hl 1x2 . . . akel die Summe aller derjenigen n - Ic + 1 Variablen
ist, die unter den sal,  sa2,  . . . , sakBI nicht vorkommen. Geht bei

der Anwendung eines PB das sai  in s$  über, so geht s,,  Sa2. . . Sakwl

in sb, sb,  - - - sbk+ und auch  Sa, u2 ,  .  .  akml  in sb1 bz. . . bkB1  über, so daß

sich  die  3’aia2...ak-r tatsächlich genau wie die s,,  s,,  . . . sak  _ 1
transformieren.

Im Anhang wird gezeigt, daß für IG ( i Öl die
( >

k , n  i Funktionen-
Fq . . . Uk-1 voneinander linear unabhängig sind. Wir können daher

t
\

für k( i% aus den
0

Funktionen s,,  s,,  . . . s,~  solche

c-9

Linearkombinationen gl, g,, . . . gz, bilden*), die auf alle Fal  . . . ak-l
. und aufeinander paarweise orthogonal und normiert sind. Umgekehrt

lassen sich die s,,  s,,  , . . s,~  durch die F,, . . . ak-l und die g,  linear
ausdrücken. Wir wollen noch die Fal  . . . ak-  1,  die zwar linear nn-
abhängig, aber nicht orthogonal sind, durch orthogonale Funktionen
Fl, F2,  . ..> F

( >k-l
ersetzen und die Darstellung d(k)  (B)  in der

Form d(k)  (28) betrachten, die sie annimmt, wenn man an Stelle der
s,,s,~...s,-,~  die Fl, Fo, . . .> F

( >21
9 g,, Sln9  .“7 91, als linear

1) Eine solche Funktion ist z.  B. (81 - 8%)  (83 - 84)  . . . (8*kBl - 82 &
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unabhängige Funktionen einführt: d(k)  (R) erleidet ja hierdurch nur
eine Ähnlichkeitstransformation.

Da F, eine Linearkombination der F,, . . . Ok-l  ist, ist PB Fx
eine Linearkombination der PxFal . . . ,++ und läßt sich ebenso wie
diese durch die Fal  . . . ak-l, also auch durch die F, linear ausdrücken.
Die Koeffizienten können wir mit d(k-1)  (B)A,  bezeichnen

( 1kS
Pro,  = ‘3] Ä(k--1)(~)~.  F~, (7)

A=l

da sie eine zu d (k-l)(R) äquivalente Darstellung bilden ; &) (R)
hat dann die Form

weil die g in (7) alle mit dem Koeffizienten Null vorkommen. Da
weiter ak)(.R)  = d(k)  (R-l)t  in (7) unitär ist (die Fl, . . ., F

( )kfl
,

g,, “‘9 g,,  sind paarweise orthogonal), folgt

c
#-l)(R)  A ( R )

\ 0 D(k)  ( R )  =) (

d(k-lJ(R-') A(R-1)  t

0 Dtk)  (R-l) >

= A(R-')t(
jj-(k-1)  (R-‘)t  0

D"  (R  -‘)t ) '
also ist A (R) = 0 und

Ä(k) (R) =
(
@-l)(R)  0

o
Dkl  (R)> ’

Ist k ( K  so zerfällt die Darstellung A(k)  (R) in zwei Darstellungen

d(k-  1) (R) und D(k) (R) mit den Dimensionen k y 1 und
( >

fk  =(i)-CJ
deren erste zu d(k-1)  (R) äquivalent ist. Daher

kann man &k- l’(R) seinerseits wieder in zwei Darstellungen Bk-21
und  D(k -- 1) zerlegen, dann d(k- 2) weiter usw., so daß schließlich
d(k)  in D(O)  + DO) + . . . + D(k) zerfällt.

Dies gilt für k 5 + 72.- Für k > in  transformieren sich die

0 = L) Funktionen, die n - k Variable in erster Potenz,

die übrigen in nullter  enthalten, genau so, wie diejenigen, die k in
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erster und n - 7~  in nullter  Potenz enthalten. Es ist ja ganz gleich-
gültig gewesen, was für ein Orthogonalsystem wir für die s  gewahlt
haben, an Stelle von 1, s  hätten wir auch s, 1 benutzen können.
Daher ist A@)  äquivalent mit d(n-k)  und kann in dieselben Bestand-
teile zerlegt werden. Für die Zerlegung von d (J-2)  ergibt sich also
etwa folgendes Bild (n = 4):

( A(O)  (R) = D<o> = D(O)
A(l) (R) = A(O)  + D(l) = D(O)  + D(1)

A (R) -=  ‘ A(2)  (R) = AW  +  L)(2) = D(O)  +  DO) +  D(I)
A(3) (R) N At') = D(O)  + ,D(l)

\ A(4)  (R) w A(o) = DU')
oder für ungerades = 6) etwa folgendes:

’ A(o) (R) = D(o)  = D(o)
A(l)  (R) = A(o) + D(I)  = D(o)  + D<',

A (RJ l=r 8;;;  ” z A(l) A:jD(2)  = D<“) + D(l) + L)c’)
= D(o) + z)(l) + D(‘)

A(4) (R) m AW = I)(o)  + D(l)

,A'@(R) - A(o) = D(O).
Wir werden jetzt zeigen, daß die soeben gewonnenen Dar-

stellungen D(O),  D(l),  . . . , D(l!zfl) bzw. D(%n-‘M  irreduzibel und
voneinander vzrschieden  sind. Zu diesem Zweck wollen wir die
Irreduzibilität und Verschiedenheit der auf dieselbe Weise für die
symmetrische Gruppe n - l-ten Grades gewonnenen Darstellungen
‘D(o) (R'), ‘D(O)  (R'), . . ., ‘D@)(X),  . . . für k s  % (r,  - 1) voraus-

setzen und auch ihre Dimensionen zu 7k  =
K ‘>  - cr :>

annehmen *).
5. Die Fuoktionen  g,, gar  . . . , glk können wir, da sie in s, linear

sind, so zerlegen
9 % = 9:s, +hi, (9)

daß sowohl in gi wie auch in ni die Variable s, in nullter  Potenz
vorkomme, gi und h:  können dann auch als Funktionen der Variablen
S,l  $9 ’ * .? s,,-r allein betrachtet werden, gi ist I% - l-ten Grades,

l) Die gestrichenen Größen beziehen sich immer auf die symmetrische
Gruppe n - 1 -ten Grades  bzw. auf Funktionen der N - 1 Variablen
811 821 ---Y  Snvl-
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hi ist Ic-ten  Grades. Nun ist g, orthogonal auf alle Funktionen
F <11a2...akb1f also auch auf

> ’
Fal a2 . . . aks2n = salsa2’-‘sak -2SnSala2...ak-2fi?

und da hi das s, in nullter Potenz enthält, gilt dies auch für hX

und muß folglich auch für g;  s, gelten. Daher ist gi orthogonal zu
den  sa, sa2 . - - ‘ak-2 sa, az . . . akw2n’ Dies ist aber die Definition der-
jenigen ZkFl  Funktionen der s,  , s2, . . . , s,&-~  vom Grade k - 1, die
sich voraussetzungsgemäß nach der irreduziblen Darstellung ‘IJ+1)
transformieren. Unter den g: sind also nur Z”  ( Ziml linear un-
abhängig, und man kann, wenn Zk  größer als Z” ist, solche Linear-
kombinationen & der g, bilden, daß

& = g;sn+  g (x = 1, 2, . . . . Z”) (9 a)
und die 3: linear unabhängig sind und

ij, = h: (x = 1” + 1, 1” + 2, . . .) Z&) (9 4
gilt. Auch die sx sind orthogonal zu den Fa,  a2  . , . Ok-l,  und dies muß

für x > 1” auch von den %i  gelten. Wir betrachten insbesondere
so1che  Fal a2  . . . ak-1  ! bei denen m unter den a,, ap,  . . . , ak-1 nicht
vorkommt. Dann ist

F al a2 . . . ak-l = ‘al ‘a2 ’ ’ * ‘akel tsal  a2 . . . ukmlN + ‘fl)-

Da in & das  s, in nullter  Potenz is t ,  is t  es  orthogonal  auf
sa,  sa,. . . s,~-~s,,  also für x > Z” auch auf sa,  sa,  . . . s Qkwl  ‘al 01..  . akhla
Das ist aber die Definition derjenigen Funktionen der sr,  s,, . . . , s,,~,
die voraussetzungsgemäß zu der irreduziblen Darstellung ‘D(k)  ge-
hören, und die zi müssen für x > Z” Linearkombinationen dieser sein.

Nun sei R’ eine Permutation, die nur die ersten n - 1 Vari-
ablen vertauscht, s, dagegen ungeändert läßt.

Dann ist

PR!  jj, = s,  PR!  & + PR’  6: (x = 1, 2, . . . , Z”), (10 a)
Pa! @, = PR’  & (X = z” + 1, 8” + 2, . . . , zk). (fob)

Und es ist für alle Permutationen R, also auch ‘für R’

PR’& =R 2 Dtk) @‘).I  xih
- 1
1 ”

= x .13’k’(R’)~.&, (11)

Wigne
A-1

Qrnppentheorie 1 . 0
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Der Vergleich der rechten Seiten von (IOa),  (10 b) und (11)
ergibt durch Gleichsetzen der Koeffizienten von s, (die Pfi,ii  sind
Funktionen der sr,  . . ., s,  _ r allein, enthalten also s, in nullter
Potenz)

1 ”
PR’:;  = c fik) (R’h xz (x ( 0, (12a)

A=l

O= mk)  wa  x (x > 1”;  A.  ( 2”). (12b)

Der Vergleich der von s,, freien Glieder ergibt für x > 7” mit
Hilfe von (12 b)

PR,  h;  = 5 D’k)(lQx G =I= 5 D(k)  (R’)A, ii (x  > 1”). (12~)
1=1 a=I”+1

Aus ‘) (12 b) ersehen wir, daß D(k)  (R’) die Gestalt

D”) (R’) = A(R')  0
( B(R')  C(R')>

hat. Nehmen wir nun an, daß die ijl, $2,  . . . , gl, paarweise ortho-
gonal sind (was wir erreichen können, wenn wir auf die zunächst
ohne diese Vorschrift gebildeten jjx das Sc h mid tsche Ortho-
gonalisierungsverfahren in der Reihenfolge i& . . . , g2, gI an-
wenden), so muß D(k)  u nitär  sein und 33 (R’) muß, wie wir das
schon bei (8) gesehen haben, verschwinden.

Nun folgt weiter aus (12 a) und (12 c), da 5: für x ( I” und
hi für x > 2” zu ‘D(k-1) bzw. zu ‘D(k)  gehören, daß ATR’)  und
C(R') äquivalent zu ‘mk-1) (R’) bzw. ‘D(k)  (R’) sein muß. Die
Darstellung Dck)  (R), als Darstellung der symmetrischen Gruppe
n - l-ten Grades betrachtet, die nur die ersten n - 1 Variablen
vertauscht, zerfällt in zwei verschiedene irreduzible Bestandteile
‘Dk-l)  (R’) und .ZW)  (R’), d.h. die Matrizen, die diesen Per-
mutationen entsprechen, haben die Gestalt

D(k)  (R') = 'D+"(R') 0
'0 'Dk) (Ir)> Wo

l) Aus (12 a) sehen wir, daß Z” = Z;-  1 sein mti. Wäre nämlich
1”  < I?;-  1, so wtirden  die Funktionen 3: nach (12a) zu einer Darstellung
gehören, deren Dimension kleiner als die von ‘DG-11 ist. Da sie aber
v,u ‘Mk-  1) gehören und diese irrednzibel  ist, ist dies nicht möglich.
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Die Dimension von Dtk) muß also gleich der Summe der Dimen-
sionen von ‘D(k-1)  und ‘D(k)  sein. In der Tat ist

Betrachten wir jetzt eine Matrix

(2 3 (14)

die mit allen D(k) (R) vertauschbar ist. Die Zeilen-Spalteneinteiung
sei in (14) dieselbe wie in (13). Es muß (14) insbesondere auch
mit den ZW)(R’) von (13) vertauschbar sein :

‘Dt&--  1) (R’)
0 ‘D (&‘)) (2 “>

Daher gilt für alle Matrizeu der irreduziblen Darstellungen ‘D@-l(X)
bzw. ‘D(k) (2%‘)  der symmetrischen Gruppe n - l-ten Grades, die
den Permutationen der s,  , s,, . . . , s, _ 1 entspricht:

‘Dt&- 1) (R’)  Hl = J& ‘D(k-1)  (R’),

‘D@ -1) (28’)  Afg = 2fg ‘D(k) (R’),

‘Dt@ (R’) i& = j@f-* ‘D’k-1) (R’),
‘Dck)  (R’) i& = Sf4  ‘Bk’ (R’).

Hieraus folgt aber nach den Sätzen 2 und 3, Kap. IX, daß Hs  und
.&  Nullmatrizen, 221  und 2&  Vielfache der Einheitsmatrix sein
müssen; (14) muß schon wegen der V’ertauschbarkeit  mit (13) die
Gestalt

(m,l 0
0 mP l) (14a)

haben. Betrachten wir nun eine Permutation R, die s, nicht mehr
ungeändert läßt, sondern in ein anderes, in hik auch in erster Potenz
vorkommendes s überführt. Zur linearen Darstellung von Pa<,

10”
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braucht man dann sicher wenigstens eines der j, , g,  , . . . , &fk- r.
Schreibt man daher D(k)  (R) wieder in der Form

A B
DkW  = (’ D 7( )/ (134

so ist B sicher keine Nullmatrix, und (14a)  kann nur mit (.13a)
vertauschbar sein, wenn m, = m,, (14) eine konstante Matrix ist.
Dies ist aber die Bedingung für die Irreduzibilität  von D@)(R),
die wir mithin bewiesen haben.

Es wurde bisher immer angenommen, daß, sobald bc  ( +VS ist,
aufler  ‘D(k-1)  (R’) noch etwas in ‘D(k)  (22’)  enthalten ist, und dann
gezeigt, daß dies nur D(k)  (22’)  sein kann. Nun ist das erstere nur
fiir 7 c 5 i (rz  - 1) sicher, weil dann Zk  _ 1 < Zi ist. Der Fall
k= TB muß noch gesondert betrachtet werden. In diesem Falle
enthält Dck)  (R) als Darstellung der Untergruppe, die s, un-
verändert läßt, zwar auch noch ‘D(k-l)(H), aber es enthält auch
nichts weiter. Die Dimension von D(k)  (22) ist nämlich gleich der
Dimension von ‘D(k-  *) (R’) :

weil

i s t . Dt’12  ‘0  (R) ist irreduzibel, weil schon die Matrizen, die zur
Untergruppe, die s, ungegndert  läßt, gehören, irreduzibel sind.

Daß die Darstellungen D(O),  D<l),  . . ., lX’12  n) bzw. D(‘12nBL/2)
alle verschieden sind, sieht man aus (13) : schon die Matrizen, die
Permutationen R’ der s,, so,  . . . , s,-,  entsprechen, sind in allen
diesen Darstellungen inäquivalent.

6. Wir wollen noch den Charakter x(k)(B) der irreduziblen
Darstellung P)(k)  (22) berechnen. Nachdem d(k)  (R) so transformiert
werden kann, daß

(8)
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wird, ist x(k)  (R) gleich der Differenz der Charaktere von d(k)(R)
und d(k-l)  (3%). Der Charakter von f!(k)  (R) ist nach (4) gleich
dem Koeffizienten von & im Polynom (k ( % n):

(1 + xq (1 + xq . . .
(1 + $9 & + ☺, +  * � l  + 11, =  $1 (4)

und der von d(k- 1) (R) ist gleich dem Koeffizienten von xk-1 in
diesem Ausdruck, oder dem von xk im x-fachen von (4); x(k)  (3) ist
die Differenz dieser beiden Koeffizienten oder gleich dem Koeffi-
zien  ten von xk in der Differenz der beiden Ausdrücke, in

(1 -x)(l +xA1)(1  +xAz) . . . (1 +x”S)  = ):xkXV% (15)

wo a,,  a,,  . * ., il, die Zyklenlängen von X sind. k
Für die assoziierte Darstellung Bk)(R) gelten dieselben Aus-

drücke mit demselben bzw. entgegengesetzten Vorzeichen, je nachdem
R eine gerade oder ungerade Permutation, d. h. je nachdem il, - 1
+ il, - 1 + . . . + il, - 1 = n - Q gerade oder ungerade ist:
X(k)  (R) ist der Koeffizient von xk in
(-l)n--e(l  -x)(l +xA~)(l+xA~)~~~(l+xA@)  - xxk$k)(R). (15a)

k

230) (R) ist die identische, D(O)  (R) die atisymmetrische Darstellung.
Wir haben auf diese Weise, wie schon am Anfang der Ab-

leitung betont wurde, nicht alle irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe bestimmt, sondern nur jene, die in der
Spektroskopie eine Rolle spielen. In der mathematischen Theorie
der irreduziblen Darstellungen - wir verdanken sie in erster Linie
A. Young und G. Frobenius - ordnet man die einzelnen Dar-
stellungen nicht einfachen Indizes 7G, sondern den verschiedenen
Zerlegungen der Zahl ti in positive ganzzahlige Summanden zu,
deren Anzahl ja gleich der aller irreduziblen Darstellungen ist. Der
Darstellung D(k) (R) entspricht dabei die Zerlegung (1% - k) + k
(wo wegen der Beschränkung rt  - k > k wieder k ( + n ist), der
Darstellung s(k)  (R) die partitio 2 + 2+ . l l + 2 + 1 + 1 + l -* +1
aus k Zweiern und n - 2 7 c Einsern.

Daß sich bei der Vertauschung der Koordinaten der Elektronen alle
in der Natur vorkommenden Eigenfunktionen nach diesen Darstellungen
transformieren, hängt da.mit zusammen, daß sich die Elektronen in einem
äußeren  Magnetfeld nur in z w e i verschiedenen Richtungen einquanteln
können. Wenn drei Richtungen möglich sind (wie das z. B. bei dem Stick-
stoffkern der Fall ist), kommen1 auch die Darstellungen, die Zerlegungen
von n in drei Summanden entsprechen, bzw. ihre assoziierten, die Zer-
legungen von 12 in lauter 1, 2, 3 entsprechen, vor. Ist umgekehrt, (wie
z. B. bei dem He-Kern) nur eine Einstellungsmöglichkeit da, so kommt nur
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die symmetrische  Darstellung (n z ti) und die antisymmetrische (n = 1

+1+ e - - +  1) in Frage.
Man vergleiche die Resultate dieses  Kapitels  mit  den irreduziblen

Darstellungen (t),  (tj-),  (tj-j-)  S.  89 bis  90 der  symmetrischen Gruppe
dritten Grades1  Die Darstellung durch lauter (l),  die identische ist D(e)  (R),
ihre assoziierte, die antisymmetrische isl  fiel (R),  die zweiten Grades ist
Mr>  (R), und in diesem Falle ist cr> (R)  dieser äquivalent. 1 ’ “’

Für die symmetrische Gruppe vierten Grades haben wir ’ ’
)j .//

Mo) (R) und %o)  (R) von den Dimensionen (O)-(41) = l*

ZN)  ( R )  ,,  o(l)  (22) n ,,

M2)  (R) äqnivalent %@)  (R) ,,  ,, ,,

das  sind im ganzen fünf irräquivalente irreduzible Darstellungen, den fünf
Klassen entsprechend (es ist auch 2. 12 $ 2 -3%  + 2a =  2 4 E 4!)  also
wieder al le.  Für n =  5 erhalten wir auf diese Weise sechs irreduzible
Daretellungen  [D(e)  (iz)  ist D<g)  (R)  nicht äquivalent], da aber bereits sieben
Klassen da sind,  nicht  mehr al le . Für noch größere 12 wird ein immer
kleinerer Bruchteil der Darstellungen erfaßt, Trotzdem werden wir mit diesen
auskommen, da die anderen in der Spektraltheorie der Atome wegen des
Paulipriuzips  keine Rolle spielen. Man gewinnt sie ebenso, wie wir diese
gewonnen haben, wenn man die Transformationseigenschaften von Funktionen
von n Variablen untersucht, die mehr als zwei Werte annehmen dürfen,
während unsere 8 auf die zwei Werte - 1 und +  1 beschränkt waren.

Anhang. Es soll noch gezeigt werden, da6 für k ( i n die

( >
k ’ 1 Funktionen-

F ala2...akml  -- -  %lsa2  “’ Sak-1Sa~a2s.e  ak-l P)

(841*2...ak  1_ ist die Summe aller jener s, deren Indizes unter den
Zahlen a, , . . . , ak- 1 nicht vorkommen) linear unabhängig sind. Nur
wenn dies feststeht, können wir nämlich schließen, daß nur

(HLl)
Linearkombinationen der sa, sa2 . . . s,~  auf allen

Fal...ak-l senkrecht stehen. Die F,,  . . . ak- 1 sind idinearkombi-
nationen der s,, sa2 . . . s,~

F ala2...ak-1  ZZ ma,.  . .akml;  hl.  ..bksblsb,  ***  %kj w
h

w o 1, wenn die a,, a,, . . . , CQ.-~

mal . . . ak- l;  bl  . . . bt..  . bk =
unter den b,, b,, . . ., bk I
vorkommen,

I

(b)

0 soni3t.
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In der Summe in (a) durchlaufen die b,,  b,, , . . , bk  alle 0
1 Kom-

binationen der Zahlen 1, 2, . . . , TL Wenn unter den .F’,,  . . . Qk- 1  eine
lineare Beziehung

c c ft1  . . . 9C-1 Fal...ak-l
a

c Ul . . *Q-1 mal . ..akvl.  bl... bk Sb1 .  .  .  sbk  =  0 (c)
a, b

bestehen würde (die Summation ist wieder über die

nationea der a bzw. über die
0

b Kombinationen der b  zu er-

strecken), so würde für alle Zahlen $0,. . . bk

c ca t...ak-l ma,.  . . ak- 1  ; bl  . . . bk +Q.. . bk  = 0 (4
at  0

folgen, wie man erkennt, wenn das skalare Produkt von (c) tiit
sb1  sbz  * * * sbk  mit sb1  bz..  . bk multipliziert und die so entstandenen
Gleichungen für alle Kombinationen der b  addiert.

Wir wollen jetzt die xbl. . . 4 so wählen, daß

ZE ma,  . $b,...bk=
1 fürs,=  1, . . . . ukV1  =k-1,

b
..akwl;  bl...bk

0  sonst, 09

dann ist (d) mit
Cl2...k-1 = 0 (0

gleichbedeutend, und dies muß auch für alle anderen ca,,  . . ak-l
gelten, da sie ja alle gleichberechtigt sind. Damit wäre die lineare
Unabhängigkeit der Fal  . . . ak-  1 bewiesen.

Ober die Xbl..  . bk können wir frei verfügen. Die xbl  , . . ,T,~,  von

deren Indizes b,, . . . , bk  genau z unter den Zahlen 1, 2, . . . , - 1
vorkommen (k - z dagegen größer als k - 1 sind), wählen wir
gleich groß und bezeichnen sie mit xz. Nun betrachten wir die-
jenigen Gleichungen (e), bei denen unter den Zahlen ar,  as,  . . ., ak- 1
genau d un te r den Zahlen 1, 2, . . ., k - 1 vorkommen. Da

mal...u,-l; bl... bk nur dann von Null verschieden ist, wenn die a
unter den b  vorkommen, kommen für (e) nur jene Glieder in Betracht,
bei denen auch unter den letzteren 6 unter den 1, 2, . . ., k - 1 und
k-l- o unter den k, k + 1, . . .! n sind. Der einzige Index,
dessen Zugehörigkeit noch nicht bestimmt ist, kann entweder unter
den ersteren odCyAiunter  den letzteren Zahlen sein. Im ersteren.,-q>c  * , 6 “

,4
/  L’

, ti.:
:,&. Q **  ‘ J ;

6. 3 Y,.,; :

‘-  6  , n

’

/#,sr  :‘ -,. ,< / -;*

I d Fl J /i ) I i*
?h  & .i  I_ i, ; ff ,‘/  I --., ‘YI 5
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Falle kann er k - 1 - 6, im letzteren - k $ 1 - (k - 1 - 6)
= n - 2 1 + 2 + 6 Werte annehmen, da er keinem der
a,, a2,  .. .! ak-  r gleich sein kann. So geht (e) in

= 1 (für d = k’- l),
(k,1-U)*u+l+(n-2k+2t6)*u=0 (für 6=0 (‘)7

, 7 “‘P k -2 )  }

1
ü b e r .  D i e s  e r g i b t  zx;k-  r =  - -

(n  - k+ 1)
und

*t7 k - l - d---=-
n-2k+2+6

(für CI  = 0, l,..., k-2);
%+1

diese Gleichungen lassen sich aber für n - 2 k + 2 > 0 oder
k < f n + 1 und a fortiori für k ( f n alle erfüllen.-

XIV. Die Drehgruppen
1. Man nennt die kontinuierliche Gruppe, die aus d?r’Gesamt-

heit aller rm orthogonalen n-dimensionalen Matrizzon  gebildet
wird, dien”-dimensionale Drehgruppe. Die reineDrehgruppe L.26
umfaßt nur die orthogonalen Matrizen mit der Determinante 1,
während die Drehspiegelungsgruppe auch die mit der Deter-
minante - 1, also alle reellen orthogonaleaatrizen  enthält. Die
Gruppenmultiplikation ist wieder die Matrixmultiplikation, und die
Einheit ist die Einheitsmatrix.

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, daß jede reelle ortho-
gonale Matrix durch eine unitäre Matrix auf die Diagonalform
gebracht werden kann. Die Diagonalelemente haben dann alle den
Absolutwert 1, einige sind + 1, andere - 1, der Rest besteht aus 0
paarweise konjugiert komplexen Zahlen e,icp  und e-+. Die Eigen-

>.  33

vektoren, die zu + 1 oder - 1 gehören, können reell geschrieben
werden, diejenigen, die zu zwei konjugiert komplexen Eigenwerten
gehören, konjugiert komplex. Da diese Eigenvektoren, wie alle,
aufeinander im He rmite sehen  Sinne senkrecht stehen, sind sie im
komplex orthogonalen Sinne. auf sich selber orthogonal: die Summe
der Quadrate ihrer Komponenten ist Kuli.

Die n-dimensionale orthogonale Matrix bedeutet einen übergang
von einem rechtwinkligen Achsenkreuz zu einem anderen, eine Ver-
drehung des Achsenkreuzes. Die Orthogonalität der Matrix be-
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deutet,  daß je zwei Achsen des neuen Koordinatensystems aufeinander
senkrecht stehen, und daß die Längenmessung längs der neuen Achsen
mit dem ungeänderten alten Maßstab geschieht. Die reine Dreh-
gruppe enthält nur Ebergänge von einem ,,rechtshändigen Achsen-
kreuz u zu einem anderen ,,rechtshändigen U,  die Drehspiegelungs-
gruppe auch von einem rechtshändigen zu einem linkshändigen
und umgekehrt.

Wir müssen, um unsere allgemeinen Resultate über kontinuier-
liche Gruppen anwenden zu können, zunächst Parameter einführen.
Dies kann nur in unsymmetrischer Weise geschehen, indem man
nicht nur Raumrichtungen (die Koordinatenachsen), sondern sogar
unter diesen Koordinatenachsen einige auszeichnen. muß. Zunächst
bestimmen wir ihre Anzahl, d. h. die Dimension des Raumes, in dem
der Variabilitätsbereich der Parameter abgegrenzt werden muß.
Betrachten wie eine ra-dimensionale  reell-orthogonale Matrix! Die
erste Zeile ist ein n-dimensionaler Vektor mit der Länge 1 (die
X-Achse des neuen Systems), das sind - wegen der letzten Be-
schränkung czfl + afz + s a . + af  ,, = 1 - genau sa  - 1 Para-
meter. Die zweite Zeile (die Y-Achse) muß auf der ersten senkrecht
stehen - das ist eine homogene lineare Gleichung a,  1 a,  l + ct,  a a,,. . .+ ... + a,, a,,  = 0 fur dre  a21,  az2,  . . ., a,, - und die Länge 1
haben &?,  + az2 + . p.  + a,-j, = 1 - das sind noch n -- 2 Para-
meter. Die 7G- Zeile muß auf T C  - 1 vorangehende Zeilen senkrecht
stehen - das sind k - 1 homogene lineare Gleichungen - und die
Länge 1 haben. Es bleiben für die @kl,  ak2, . . . , &n  insgesamt
n - lc  Parameter. Im ganzen haben wir

(m-l)+(rz-2)+@-3)  +~~~++@-l)+O  = +(T+1)
I.

freie Parameter. I -,-  ”: .-  fy ~ /r “S”&  , ‘._‘  , - ‘r”f
Q -4 r  ̂ .‘5  -8 T,?  i‘  Q  I..  i‘  j-q>  0

2. Im folgenden weraen wir uns auf die<wei-  und dreidimen-
sionalen Drehgruppen beschränken.

Das allgemeine Element der zweidimensionalen reinen Dreh-
gruppe erhält  man durch einen Übergang zu einem neuen Koordinaten-
system in der Ebene. Dabei ist l)

x’ = x cos  tp - y sin  ~p, \
y’ = x sin ~p  + y cos ~p,  j (1)

‘1 Der Drehungssinn ist so gewählt, daß die Y-Achse z u r X-Achse
gedreht wird, weil dies bei der dreidimensionalen Drehgruppe s o üblich ist.
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wo rp,  der Drehwinkel von - II bis Z, variiert. Das allgemeine
Element ist also .* _ )p\-  eiqg -szq  Lj

1..
cos (pl - sin ~p

>
/ i 2’

sin ip *cos g-l r

Geht man mit Hilfe einer weiteren Drehung des Achsenkreuzes um
y’ von Ld,  y’  zu Ld’,  y ” über, so erhält man das Produkt

(
CO8 tp’ - sin ig’ cos rp
sin cp’ cos rg’ >(

-.- sin ~p
s in  y cos cp )

(3)
I

(
cos  kp  + rp’) - sin  (y  + ($1
sin  (fp -i- 9’) cos  (9 -t q’)> ’ /

eine Drehung mit dem Winkel fp  + y’,  wie man aus (3) auch un-
mittelbar verifiziert.

Die zweidimensionale reine Drehgruppe ist, da sie nur einen
Parameter hat, abelsch. Führen wir die Bezeichnung { ~p} -des
Kapitels X fUr das Gruppenelement mit dem Parameter sp  ein, so
lautet (3)

PP’1  (CP1 =  b’  + 94 =  bl bP’L (4)
wo aber, wenn cp’  + CJI nicht zwischen - 3t  und z liegt, 2 3 c  zu
addieren bzw. zu subtrahieren ist, so daß es in sein richtiges Varia-
bilitätsbereich kommt.

Für die Matrix (2) ist q~  die komplexe Phase der Eigenwerte
&Q’.  Die Eigenvektoren, die Spalten der unitären  Matrix zc,  die
(2) auf Diagonalform bringt, bestimmen sich aus

1u,J+Iu*J  =  1 ;  ?&+U& =  0; ul.  =*iusa

bis auf Binen  Faktor vom Betrag 1, der aber willkürlich gewählt
.

werden kann, zu U, 1  = -e ;
1 1

ji2
UQl = -=;  U,Q PJ--* 1A’21=-,VS!

1/L’
und es ist

I,
4

i@
-i/@

Die Eigenvektoren sind also für
die reine zweidimensionale Drehgruppe abelsch ist, bildet-- -

3. Aus jeder zweidimensionalen Matrix mit der Determinante - 1
erhiSlt  man eine Matrix mit der Determinante 1, wenn man die erste
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Zeile mit - 1 multipliziert. Umgekehrt erhält man also die all-
gemeine orthogonale Matrix mit der Determinante - 1, indem man
in der ersten Zeile von (2) die Vorzeichen umkehrt: /k - c:,~4~v”y-?:;,~

Sin  cp‘ ‘,”  ‘!”
6 fii

(
- cos cp

>
.

sin cp cos tp  J ‘” t
e;j c ;,p”+!.~yftj

),

Die Matrizen (2) und (2 a) Für y = - 7t  bis n bilden die zwei-
dimensionale Drehspiegelungsgruppe. Die Matrizen (2 a) haben alle
die Eigenwerte 1 und - 1, sie unterscheiden sich durch ihre Eigen-

vektoren u,, = v 9Jcos -, - sin -
2 2

und
zc.,

= CP  CP
sin-, 2 cos-  2 ) v o n -

einander, während (2) alle dieselben Eigenvektoren und verschiedene
Eigenwerte hatten. Es ist nämlich J I -1

11;‘Er v-i
was der Tatsache entspricht, daß jede Drehspiegelung (2 a) als eine
reine Spiegelung an einer Geraden aufgefaßt werden kann: (5 a)

bedeutet, daß man .(2  a) erhglt,  wenn man zuerst um 5 dreht ,

dann an der Y-Achse spiegelt, dann mit -$ zurückdreht.  Statt

dessen hätte man an einer Geraden, die mit der Y-Achse den

Winkel - f einschließt, spiegeln können.

Die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe ist eine gemischt-
kontinuierliche Gruppe. Man kann für sie am besten in der Weise
Parameter einführen, daß man einen kontinuierlichen Parameter cp
und einen diskreten d nimmt, der letzte ist gleich der Determinante,
also + 1. Es ist dann-

kp,  d}  (cp’,  d’j -  (d’  tp  + fp’,  ad’}.
Die Gruppe ist also nicht mehr abelsch, die Matrizen (2a) sind
nicht mehr vertauschbar, sie haben ja auch nicht dieselben Eigen-
vektoren.



156 XIV, Das Hurwitzsche Integral

Auch die Klasseneinteilung ändert sich: (5 a) zeigt, daß alle
Elemente (2 a) in einer Klasse sind, sie lassen sich nämlich alle
in (0, - 1) transformieren. Aber auch die Elemente von (2) bilden
nicht mehr je eine Klasse für sich:

{v, lj und {- cp,  1) sind zusammen in einer Klasse. A n d e r e
Elemente ,können dagegen nicht mehr in dieser Klasse sein, da diese
andere Eigenwerte haben und so nicht mehr in diese transformiert
werden können.

4. Nach den allgemeinen Entwicklungen über das Hurwitz-
sehe  Integralkalkül existiert im Bereich der zweidimensionalen reinen
Drehgruppe ein invariantes Integral, so daß

p(w)  9#?4 d Q, = SJ(R (d>  9(bwP tw
-ZZ -7Z

für alle Gruppenelemente R gilt, wenn q (51’)  durch

9  (Tl =
9 v-3

dp(T,  {a))’ für  a = ‘, (9)

definiert ist und p (IT)  der Parameter des Elementes T ist.
Im Falle der zweidimensionalen Drehgruppe ergibt die unmittel-

bare Anschauung, daß gleiche Bereiche von sp  gleiches Gewicht
haben müssen. In der Tat sei t der Parameter von T, dann ist
nach (4) der Parameter p (T. {a})  = t + a, und dies nach a diffe-
renziert ergibt 1, so daß

9(T)  = 9(E) (10)

ist. Das invariante Integral lautet also

fJ( cp  tlcp =1 D jnw  ha  dSP. (11)
-72 -?Z

Dielen  Darstellungen der zweidimensionalen reinen
md+ aÜ<-a&ensional. Dies gilt ‘&xnlioh%r~  alle,

&e.rli+e-abelsche
-. .-d- “i* ,--y,

Gruppen. Betrachten wir eine
mehrdimensionale - etwa zweidimensionale - Darstellung. Wir
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können irgendeine Matrix der Darstellung auf Diagonalform bringen.
Würde sie zwei ungleiche Diagonalelemente, also etwa die Gestalt

a 0
( >0 b

haben, so müßten alle mit ihr vertauschbaren Matrizen - also alle
Matrizen der Darstellung - an den Kreuzungspunkten der ver-
schiedenen Diagonalelemente von (*) lauter Nullen haben, und die
Darstellung wäre reduzibel. Soll dies nicht der Fall sein, so müssen
die Eigenwerte der ersten Matrix alle gleich und diese eine konstante
Matrix sein. Sie hätte, dann schon vor der Transformation die
Diagonalform gehabt. Da dies aber für jede Matrix der Darsellung
gilt, wären sie alle Vielfache der Einheitsmatrix und die Darstellung
a fortiori reduzibel.

Aus (4) folgt, daß wenn in einer Darstellung dem Element {q)
die Matrix (f(y)) entspricht, so muß

also
(f(d) (fh’))  = (Ph) * f(d) = (f(Y + CP’)),

f(q)  = eißY

sein. Da aber die Matrix für cp  = - z der Matrix für v  = R
gleich sein muß, muß eikn  = e- ik*;  ePnlk  = 1 sein. Daraus folgt,
daß k eine reelle ganze Zahl ist. Die zweidimensionale reine Dreh-
gruppe hat unendlich viele irredn‘Z;lbie~~s~ii~~~e~~~~~~  %GI?&
dr‘  ‘Dimension  i,~  die l!GGi%J,~“$  in ^-der  Mk-te~.“D~~~tellun~“-~~
Element (2) mit dem Drehwinkel ~y  zugeordnet ist, lautet- 1 _ ..*- --__

(efmfQ

Für alle positiven und negativ&’ ganzzahligen m =... - 4,
- 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, . . . erhält man je eine irreduzible
Darstellung.

Die Orthogonalitätsrelationen
92

I
(f+m’Y)*eimYd  sp  = 0

-72
T z

für m If- m’

=
I drp = 2n fürm-m’

Tn
sind die Orthogonalitatsrelationen der Fourierreihe. Die Voll-
ständigkeit der Darsteliungskneffizienten  ist auch die Vollständigkeits-
relation der FouriereAtwicklung.
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f5 . Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe bestimmen wir hier nach einer Methode, die hier-
für zwar etwas kompliziert erscheinen muß, die wir aber später bei
der dreidimensionalen Gruppe noch verwenden wollen und die wieder
ein Beispiel für den Zusammenhang der Darstellungen mit den zu-
gehörigen Funktionen liefert. Wir betrachten die Gleichung der
harmonischen Polynome zweier Variablen

d”f(GY)  + d”f(w)-=
dXa dY2

0
7 (1%

die offenbar invariant allen Transformationen (6) gegenüber ist.
Weiter bemerken wir, daß eine Lösung von (12), die etwa homogen
vom Grade m in x und y ist, bei Anwendung eines Operators. PB
[mit einem R aus (6)]  wieder in ein solches Polynom übergeht, da
ja Pa eine lineare Transformation der Variablen x und y bedeutet:

P(cp,d) f(xdcos 9 - ydsinq,  xsinrp  +  ycosgp)  = f(x,y), (13 )
oder

P{Q) f(w>  = f(xdcos cp  + ysin  Tp, --xhin Ip + ycossp), (14)
SO daß auch PR  f homogen vom Grade m ist, wenn dies fir f gilt.

Nun ist (1%) nichts anderes als die eindimensionale Wellen-
gleichung mit der imaginären Geschwindigkeit i. Ihre allgemeine
Lösung ist

f (6 Y) = f- (Y -w + f+ (Y  + w- w
Soll f (x, y) homogen vom Grade m in x und y sein, so muß bis
auf eine Konstante

/~(~--ix) = (Y-ix)m;  f+(y$ix)  = (y+ix)” (16)

sein. Die zu diesen Funktionen gehörige Darstellung %@)((  q>d))
ist zweidimensional, ihre erste (-)-Spalte bestimmt sich aus (23)
Kapitel XI und (14)

P(q,d)  f-  (X!Y) = f- (xdcoscg  y ysincp,  - xdsiny  + ycosq)
z F- xdsingp + ycosg, - i(xdcosg~ + ysinq)jm
= [y(cossp  -isincp)  - ixd(cosq~ - isin~)jm
= (y - idx)me--fw

= 3(m’({q,  d)L-f- + ivmV{cp, q+ -f+
z u
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Entsprechend kann man auch die andere (+)-Spalte bestimmen.
Schließlich lautet die Matrix 3’“) ({ cp,  l})!  die in dieser Darstellung
einer reinen Drehung mit cp  zugeordnet. ist, wenn man die --Zeile
bzw. Spalte zur ersten und die + -Zeile bzw. Spalte zur zweiten

macht:

und die Matrix, die dem Gruppenelement, das in (2a)  steht, zu-
geordnet ist, lautet

cp)({Q),  - 1)) = (,o, “o”?* (184

Die Funktion f- gehört zur -- (ersten), die Funktion,f+  zur  .+
(zweiten)  Zeile  von 3(m).  iJ,r OfJQ~‘~‘,;

. f
~‘v”r*s$t,A’fi  di’l $tc”si$.$+‘I  44 L~C~>f$:l’@f  ‘fi$+,,

Diese Darstellungen sind für m = 1, 2, 3, . . . voneinander
verschiedene ir*re d u zi ble Darstellungen, da mit (18) nur eine
Diagonalmatrix,  mit (18a) aber -- abgesehen von einer konstanten
Matrix - keine Diagonalmatrix vertauschbar ist. Die Matrizen (6)
sind natürlich auch eine ,DarstellungU  ihrer eigenen Gruppe, diese
ist mit der Darstellung (18)  (18a) für m = 1 äquivalent und läßt
sich mit Hilfe der Matrix in (5) in diese transformieren.

Für m = 0 dagegen ist (1 S), (18 a) zwar auch eine Darstellung,
jedoch keine irreduzible, da mit (18) dann jede Matrix vertauschbar

ist. Bringen wir die Matrix (lSa), das ist jetzt
0 1( > t” B”. it/
1 0 ’

auf Diagonal- i A ? J v  E ~
‘, f _..

form, so zerfallt die Darstellung in zwei irreduzible Bestandteile

3(“‘((w~l) --  (1);  3(“‘+p- 1)) = (1) (191
und

3(““((cp91]) = (1);  3(“‘)({rp,- 1)) = (- 1) . (20)
6. Hierdurch haben wir alleDarstellungen  der zweidimensionalen

Drehspiegelungsgruppe gewonnen. Diese sind für m = 1, 2, 8, 4, . . .
in (18), (18a) gegeben und von  der Dimension 2, für m = 0 und
m -- 0’ in (1%~ und (20) von der Dimension 1.

Die Koeffizienten 3(m)  ({  ~p,  dJ)+  +  bilden im Raume von CJI  und d
ein vollständiges Funktionssystem, d. h. man kann jede Funktion
g (9,  Cl) (q variiert von - z bis z, ist +- 1 oder - 1) durch sie
linear ausdrücken. Die Funktionen $ ($0) + 3(0’)), 3(1),  3:;)
3L2L,  3@)++!“’ sind nämlich der Reihe nach 1, e-“<r,  &P,  e-ZW,  e2iq, . . .
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für d = 1 und verschwinden für d = - 1, dagegen sind i (a(O)  -$O’)),
3y:, 3-i 9 3!“’ 7 3(*) gleich Null für d =
1,  +Y, etlp,  -e-2;;,’  ,ziY,  . . .

1 und der Reihe nach
für d =-- 1 . Durch die erste

Reihe läßt sich g  (rpl 1) durch die zweite g (9,  - 1) linear ausdrücken.
Es folgt hieraus, daß außer (18), (lSa),  (19) und (20) keine

weiteren irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe existieren.

7. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der dreidimensionalen
reinen Drehgruppe über. Die Eigenwerte einer’ reel&n”ör&o-
gonalen dreidimensionalen Matrix u mit der Determinante 1 müssen
die Gestalt 1, eQ’,  e-Q haben, da sie alle vom Absolutwert 1 sind
und die komplexen paarweise konjugiert komplex sind. Die Phase 9
der komplexen Eigenwerte heißt D r eh winke 1,  der Eigenvektor
o. r des Eigenwerts 1 heißt Drehachse. Seine Komponenten
tl 11' 0217  %* bestimmt man wohl am einfachsten, indem man
v o n  aO.I  = 0.r ausgeht  und mit  a-1 z a’  multipliziert:
0.1 = do.,. So ergibt sich (a  - a’) u.  1 = 0 oder ausgeschrieben

(%J  - a,,) 02, +  hl - %,u%l  =  0,
(aal- %2)~11  + +  (a,,---a,,D,,  =  0, (zu

(%3  1 -%)t,+  G%,-a,,)~,, = 0, 1

und hieraus

01 1 :u*1:u8,  = u25---
( (Lg$:$s, - %1.p*

-\. h - u2$ (22)

Den Drehwinkel ‘p  bestimmt man am besten, indem man die
Summe der Eigenwerte gleich der Spur der Matrix setzt:

1 + eQ+ e---I9 = 1 + 2 ~0s  sp  = all + us2  + us3  p (23)
cp  soll zwischen 0 undpn  liegen.

Die zu ef  q  und e- dp gehörigen Eigenvektoren t).  2 und t~.~
sind konjugiert komplex: ti!,  = 1).  $,  dagegen soll t).  I reell an-
genommen werden, (u.r,  0.r)  = ((0.i)  0.r))  = 1.

Die Matrix t~,  deren Spalten die Eigenvektoren 1).  r, O. 2,  O.  8
von u sind, bringt u auf die Diagonalform. Es ist daher Uta9  = d
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 1, eiq,  e-C9 als Diagonal-
elementen. Setzen wir noch 8 = t~  ao  mit
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so sind die Spalten von 8 der Reihe nach t)  .Ir (o.~  + 0?,)/12
und i@.,-- o?,)/l/<,  so daß 93 rein reell ist. Außerdem ist 133  als
das Produkt der unitären Matrizen o und 00 auch unitär, so daß
es als eine reelle unitare  Matrix ein Element der Drehgruppe ist.
Transformieren wir nunmehr die Gleichung t)+  a o = d  mit oo,  so
erhalten wir

?wa?B = u;u+au  uo  = u;crroo =  ( 6  ,i; -;;;  ) =  5). (25) .;:y#;,<;  ,*.,

Hierin können wir sogar ?I?  als eine reine Drehung annehmen,
weil wir es, wenn seine Determinante - 1 wäre, mit - 1 multi-
plizieren könnten: (25) würde sich
dadurch nicht ändern.  Wir sehen
a u s  (25),  d a ß  a l l e  Drehupg-en
m i t  “dem.selbe.n  Drehwinkmal  ‘p
in derselben Klasse sind,  weil^
sie alle in &+-  transformiert weiden_-._  _--  e-..

X*können. Matrizen mit von .q  ver-
schiedenem Drehwinkel können da-
gegen nicht mehr in dieser Klasse
sein , weil sie andere Eigenw.erte
haben und daher nie  h t in q,,  trans-
formiert werden können.

Der geometrische Sinn dieser Über- Abb. 6

Iegung ist  der bekannte Sntz,  daß im.__r. .  .
dreidimensionalen Rsume.~  jaoe~.__ortho~gonale..~”  Tr?dsf?rma~ioq_,.b_nr~h-“_.~ine
Drehung um%&-zweckmäßig gewahlte  Drehachse t) . 1 ersetzt, werden,  ,kann.
(We‘ i>rebä&is~~‘bIeibt  wegen  &o  .i*  = O.  i bei der” Drehung ungeändert.)
Bringt eine Transformation den Bogen YZ (Abb. 6) nach Y’ Z’, so muß
die Drehachse in der Mittelsenkrechten von ZZ’ und YY’, also in ihrem
Schnittpunkt C liegen. In der  Tat  bringt  nun die Drehung um C,  d i e
Z in  Z’  überführt,  auch Y nach Y’: aus der Kongruenz der beiden
Dreiecke ZC Y und Z’CY’ (die drei  Seiten sind gleich) folgt ,  daß  d i e
Winkel ZC  Y und Z’CY’ gleich sind, und daher sind auch die Winkel
2 CZ’ und YC Y’ gleich. Eine Drehung mit dem Drehwinkel sp  läßt  sich
in eine andere Drehung mit demselben Drehwinkel transformieren, indem
man durch eine Drehung ?B  die eine Drehachse zur Deckung mit der
anderen bringt, hierauf die Drehung mit ~1 vornimmt und dann durch s-1
die Drehachse auf die alte Stelle bringt.

Zur eindeutigen Charakterisierung der Drehung muß man noch
der Drehachse einen Richtungssinn geben, wodurch auch das Vor-

W i g ne r,  Gruppentheorie 11
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Zeichen  des Vektors D.  I einen Sinn bekommt. Die Drehung soll, in
Richtung der Drehachse gesehen, im Uhrzeigersixm  erfolgen.

Auf diesen Tatsach
F

,beruht die im X. Kapitel besprochene
Parameterdarstellung ( rg.‘l)  der dreidimensionalen reinen- Dreh-
gruppe. Der Drehung mit dem Drehwinkel cp  um die Drehachse 0.1
entspricht ein Punkt im .Abstande *) cp  vom Nullpunkt in der Rich-
tung von U., von diesem. Der Drehwinkel q ist durch die Drehung
immer eindeutig gegeben. Für die Drehung mit Q,  = 0 (die
eigentlich keine Drehung ist) ist die Richtung der Drehachse
unbestimmt, der entsprechende Punkt des Parameterraumes ist
trotzdem eindeutig gegeben: er ist der Mittelpunkt der Kugel.

Auf der Oberfläche der Kugel ist q = ztl  und der Sinn der
Drehachse ist nicht mehr eindeutig: Drehungen um entgegengesetzt
gerichtete Achsen mit dem Drehwinkel 7~  sind äquivalent.  Den
Antipoden der Kugeloberfläche entspricht daher dieselbe Drehung.
Sonst ist die Zuordnung der Drehungen zu Punkten des Para-
meterraumes überall ein-eindeutig. Elemente gleicher Klassen*
liegen auf konzentrischen Kugeln.

In diesem Parametersystem können wir auch das Hurwi tzsche
invariante Integral verhältnismäuig  leicht aufstellen. Da die Punkte einer
Kugeloberfläche vom Radius y  um den Nullpunkt Drehungen mit gleichem
Drehwinkel 4p nur um verschieden gerichtete Drehachsen entsprechen, die
Drehachsen im Raume aber gleichberechtigt  sind, kann g (@ o1  i, 9  1)a r, p  v3i  ))
nur vom Drehwinkel (c,  nicht aber von der Richtung f)r r,  uz 1,  us1  ab-
hängen. Es genügt also, g( {sp,  0, 0)) zu bestimmen. Zu diesem Zweck

z,,!+$  [vgl.  (3s) Kap. X.] berechnen wir zuerst  p, ({  9, 0 ,  0 }  { el, e2, e3}),  und
zwar, da wir am Ende ei,  ez-,  e3 doch gegen Null gehen lassen werden, nur
für sehr kleine e.  In der ersten Potenz genau in e ist [vgl. (22)]

(

1 - e3  e2 ’
h e2, e8) = e8 1 - el

-es el 1 1

Wir erhalten  für (9,  0,  0} ( el , c2,  es)  =  eV ( el,  e2, e3) z

/ 1 - e3
\

t

e2
u e3 cos fp.+  e2  sin 9 cos p  - el sin Q, - el  CDs  y  - sin p

)
.

e3 sin ~p - e2 cos Q, sin 9  + ei cos (p - el  siln  p  + cos 9>

Der Drehwinkel q?  hiervon berechnet sich nach (23)

1 + 2 COS  4p’ = 1 + 2 cos p - 2 er sin (p v’ =  P +  el. (23a)

‘)  Um die Abb. 1 übersichtlicher zu machen, ist der Abstand dort p?/n,
nicht lp.  Die linke Hälfte der Figur ist also im Verhältnis T C  : 1 vergrößert
zu denken.
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Aus (22) erhalten wir für die Richtung der Drehachse

o;,  : o;,  : u;1  = -2elcosy- 2 sin sp  : e3 sin lp  - e2 (1 + cos y)
: - e3 (1 + cos y) - ee sin 9. (22 9

Mit Hilfe der Normierung o;f j- oe’ f $ $1 = 1 ergibt dies, wieder bis
zu den ersten Potenzen der e genau

o;, = 1; 0’ai =
e20 + Co394  e3--; lt;, =2+

e3 (1 f cos  9’)
2 sin p 2 2 sin ’9

so daß sich die Parameter von {  97 , 0, 0} {  e1 es es) zu

e2U + Co+4
y+el; cp-

Q, e3
2 sin Q, --;

e3 (1 + cos 9)
2 2 sin 9

berechnen. Für ei =  e2 =  e3 = 0 erhält  man natürlich die Parameter
q, 0, 0 von eq  zurück.

Die fragliche Funktionaldeterminante ist daher für ei  = es x es =  0

2 (PI 63 0,  01 kl e3Dy  . - (k4e2 -? p3 0, 01 Ie1 e2-- e3}>)

3 Ce1 e2 e3)

1 0 0

0 1 cos+ Q1p-.-
= 2 sm 4p

$ = y2  (1 + cos y~p)~ + sin”  p--~

0 Y 1 + cos zp 4 sin2 sp
- -

2 ’  2 sin y

Y2=  --.
2 (1 - cos 9)

Und so erhalten wir für das Gewicht nach (3a) Kapitel X

.!7({F,  0,  0)) = g((Ul14/>  $1 pp> 031 p)) = 2g(E)(1-coso>l.  (26)Pa
Besonders einfach berechnet sich das invariante Integral über eine

Funkt ion J(R)  =  J(q), d ie für alle Elemente einer Klasse denselben
Wert hat  (wie z.  B. der Charakter einer Darstellung).  Man kann dann
im Raume der Parameter zuerst über eine Kugeloberfläche (p =  Konst.),
über alle Elemente einer Klasse integrieren, das ergibt 4 nya, und dann
über Q, (über die verschiedenen Klassen). Man erhält so

gu-q  iJ(rvwl  -cos  !P)&F (2’)
0

für das Hnrwitzsche Integral.

Eine andere, sehr gebräuchliche Paramet rdarstellung ist die
durch die Eulerschen Winkel, die in Abb. 2Pf;%nschaulicht is t .
Die Drehung mit den E ul ersehen  Winkeln 01, ß, y ist das Produkt
der drei Drehungen: mit a: um Z, mit ß um X und mit y um 2.
Im folgenden soll (a ß y} immer die Drehung mit den Eulerschen

11*
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Winkeln a @y  bedeuten. Dabei variieren im allgemeinen a und y
v o n - x bis II  und ß von 0 bis n. 1st  aber ß = 0, so sind a
und y einzeln nicht bestimmt: die Drehungen (a, 0, y}  sind alle
Drehungen mit a + y um die Z-Achse.

XV. Die Darstellungen
der dreidimensionalen reinen Drehgruppe

Kugelfunktionen
1.  Die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen Dreh-

gruppe kann man iihnlich  wie die der zweidimensionalen mit Hilfe
der Laplaceschen Differentialgleichung

m(xya)
dX”

+ d2f@Y@  + d2f@Y4  = 0
dYa da’ ( 1’)

ablei ten, indem  man die homogenen Polynome Z-ten Grades
bestimmt, die ( 1) befriedigen. Unterwirft man in einem solchen
Polynom x, I/,  B einer orthogonalen Transformation R, so entsteht
wieder ein Polynom ?-ten Grades, das (1) ebenfall3  befriedigt, SO

daß es li-near durch die unveränderten Polynome ausgedrückt werden
kann; die Koeffizienten bilden eine Darstellung, die wir mit 9(r)  (R)
bezeichnen werden.

Da wir die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen
Drehgruppe noch mit Hilfe einer anderen, von H. Weyl angegebenen
Methode bestimmen wollen, sei der Weg über die Lap la c e sehe
Differentialgleichung nur skizzenhaft angegeben. Zur Auflösung
von (1) ftihrt  man gewöhnlich Polarkoordinaten r, 4, sp  ein, ein
Polynom Z-ten Grades hat da:m  die Gestalt rlPl  (8,  cp). Geht man
mit diesem Ansatz in die auf Polarkoordinaten transformierte
Gleichung (1) ein, so fällt r heraus, und man erhält eine Differential-
gleichung für @  und 4~  allein (in der auch 1 vorkommt). Die
2 Z  +.!_ll:o~?fc-~~a~~~~“~g~~  Lösungen 4 dieser Differentialgleichung-. I _-  . _

PL@,@, PL+,(&cp),  ‘1’)  L@,cph  Php) (2)
d&  5-3

1) Siehe z. B. R. Conrant  und D.” “9  i$&!?(,”  Methoden der mathe-
matischen Physik, Berlin 1924, S. 265, 420, 66.
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bezeichnet man als Kugelfunktionen Z-ten Grades. Sie haben die
Gestalt

en  m TP) = e-im~P~  (6), (3)
wo Pn,  (3) = Pf_, (8) und für m > 0

ist. Für a  = 0 verschwinden, abgesehen von Pi, alle Pm, w a s
schon darum der Fall sein muß, weil für 6 = 0 das Azimut y
unbestimmt ist und der Wert von PL (3, cp)  = e-im~P~  (&) nicht
von ihm abhängen darf.

Das Wichtige in (3) ist die Abh’angigkeit  von ~p.  Wendet
man nämlich auf rlP&  (6, ‘cp)  den Operator PR’“&,.*  wo R eine
Drehung um die %-Achse mit a ist, so bleiben Radius und Pol-
abstand ungeändert, cp  geht in sp  - a über. Daher ist

P(aooj r1Pi(4,  cp) = rze-fm(~-a)P~(8)  = eimWP~(@,  fp), (4)
wenn wir die Drehung mit den Eulerschen Winkeln a,  @, y mit
{a, /?,  y} bezeichnen.

Die Zeilen und Spalten der zu den Kugelfunktionen Z-ten
Grades gehörigen 2 Z  + l-dimensionalen Darstellung numerieren
wir den unteren Indizes ‘der Kugelfunktionen entsprechend von - 1
bis 7. Es ist dann

. was für /j = y = 0 durch Koeffizientenvergleich mit (4) in
bekannter Weise

W((aOO}),~,  = e*ma6,tm

ergibt . Jn  der Darstellung$(n  sind also die Matrizen, die Drehungen
um 2 entsprechen auf Diagonalform. Der Drehung mit a entspricht

/ e-ila 0 ‘0. . . 0 ’

0 e-~<~-llQ  ,., 0 0
a(~({aOO})  = : :

. .

. .

. . (6)

0 0 . . . ,iu--1)a 0
\ 0 0 . . . 0 eila

I

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Darstellungen Ib(l) irreduzibel
sind, indem wir zeigen, daß eine Matrix, die mit den ID@  ({a B y})
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für alle Werte der a: fl, y  vertauschbar ist, notwendig eine konstante
Matrix sein muß. Zunächst ist mit den Matrizen l (6) nur eine
Diagonalmatrix vertauschbar, eine mit allen a(l) ({a /3 y }) vertausch-
bare Matrix ist also sicher eine Diagonalmatrix. Außerdem werden
wir gleich sehen, daß in %(n ({  0 /? 0)) in der O-Zeile im allgemeinen
(d. h. abgesehen von gewissen diskreten Werten von @) keine 0
vorkommt. Mit diesen Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix mit
lauter gleichen Diagonalelementen, d: h. nur eine konstante Matrix
vertauschbar. In der Tat, wäre die Diagonalmatrix mit den
Diagonalelementen dk mit 9(l) ({  0 ß 0)) vertauschbar, so würde für
die O-Zeile des Produktes

kann man folgendermaßen einsehen: Ist R eine Drehung um X
mit ß, so ersetzt PR den Punkt r, 6, 0 durch r, $ - ß, 0 .  ES sind
daher die rl& (8 - ß) Linearkombinationen der @ Pmr (@), die
Koeffizienten sind die p(l)  ({  0 ß O})m, nt. Setzen wir nunmehr auch
6 = 0, so ist im allgemeinen Pk  (- ß) nicht Null, dagegen sind
die PL, (0) alle Null, nur & (0) nicht. Der Koeffizient hiervon,
w t{wwom* darf also nicht verschwinden, sonst wären auf der
rechten Seite der Gleichung alle Glieder Null, während die linke
Seite nicht verschwindet.

2. Die Darstellungen a(n ({a ß y)) sind also für alle Z = 0, 1,
2, 3, * . . irreduzibel. Um ihre Charaktere zu bestimmen, erinnern
wir uns daran, daß die Spuren der Matrizen, die Elementen derselben
Klasse zugeordnet sind, gleich sind. Da die Klasse in unserem
Falle durch den Drehwinkel, den wir mit cp  bezeichnen wollen,
charakterisiert ist, ist der Charakter ~(0 (rp)  eine Funktion des
Drehwinkels allein, die wir bestimmen können, wenn wir die
Diagonalsumme e in e r Matrix, die einem Element mit dem Dreh-
winkel cp  zugeordnet ist, berechnen.
in (6),  wenn wir a = q-~ setzen. Wir erhalten so

Eine solche haben wir aber

x(o(cp)  =Ceimp= 1  t2cosrpt2cos2cp+~~~+2cosZp ( 7 )
ft&= -1
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Die Grthogonalitatsrelationen  lauten mit Hilfe der im vorher-
<Fehenden  Kapitel (27)  bestimmten Gewichtsfunktionr,

8 idg (a /$) (CP)*  x”’ op)  (1 - coscp)&g~  = 87cag(E)&t1.
0

xan kann  sie durch  einfache  Integration leicht  verifizieren sowie
auch einsehen, daß es außer den BW k eine weiteren irreduziblen
~)arsteUUugen geben  kann. Der Charakter einer solchen mtiLlte
nämlich, als Funktiou  von 9 mit (1 - cos rp)  multipliziert, auf s,Ile

(0x ’ also auch auf alle x(l+ l) - x(l), d. h. auf die Funktionen
1,2cosQD, zcos2cp,  2cos3rp, . . . im Gebiet von 0 bis IG senkrecht
stehen und muß daher nach dem Fouriertheorem verschwinden.

ES folgt, daß die P(O),  3(l),  Ib@),  . . .
. . die s&mt&21.h.  miteinander 6,ti~  i $J”&?

nichtäquivalenten rrreduzlblen  Darstellungen der dreidimensionalen
reinen Drehgruppe sind.

. r ,’  /1;: * i’:g!  nj
E _. .

Die identische Darstellung ist JD(O),  dagegen sind die drei-
dimensionalen orthogonalen Matrizen als die Darstellung ihrer
eigenen Gruppe zu CF’) aquivalent,  was schon aus der Dimension
oder dem Vergleich der Charaktere folgt.

Jede Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe setzt sich
aus den a(o),  p(r), !IS2)j  .  .  . zusammen und ist bis auf eine Ähn-
lichkeitstransformation gegeben, wenn man weiß, wie oft darin die
einzelnen T)(O),  T?(r),  cDC2), . . . vorkommen. Diese Zahlen A,, A,, A,, . . .
kann man aber schon bestimmen, wenn man die Matrizen kennt,
die einer Untergruppe entsprechen, die eine zweidimensionale Dreh-
gruppe ist, wie etwa die Drehungen um die %-Achse. Kommt darin
die Darstellung (einrq) der zweidimensionalen Drehgrupps u,-mal
vor, so ist (für m.  > 0) a, = A, + A,, + r $ . . . , und p(r)  ist in der
ganzen Darstellung Al  -; al - al +  ,-mal  enthalten. Wohlgemerkt
kann man so nur schließen, wenn man aus irgendwelchen Grtinden
schon weih, daß man es mit einer Darstellung zu tun hat, und man
kann dieses Kriterium nicht auf irgendein Matrizensystem anwenden.

Aus (6) kennen wir die Matrizen Po) ({a,  0, 0))  = 3(0 ({  0, 0, a}),
und wir würden alle Matrizen a(r) ((a, p,  y})  kennen, wenn wir noch
diejenigen Matrizen 2)(l) ({  0, /3,0))  k ennen würden, die den Drehungen
um X entsprechen. Bezeichnen wir a(l) ((0,  p,  O))x~  mit dt0 (/&,I.
Die Drehung { tc,  /S,  Y}  ist das Produkt der drei Drehungen (ar,  0,O)
(07 rß,  0) {OP  0, y), und so entspricht ihr

WZ)  (1%  PI y})  = W((a, 0, 0)) W’((O,  PI  0))  WZ’@,  0, yl).
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Daher ist
WJ({a  py})mtm = eim’ad(~(~)m~meimY. (8)

Die Anzahl der Darstellungen der Drehgruppe ist unendlich,
weil sie auch unendlich viele Klassen hat.

Isomorphie der zweidimensionalen unitären Gruppe
zur Drehgruppe

3. Wir wollen die irreduziblen Darstellungen der dreidimensio-
nalen reinen Drehgruppe noch auf einem anderen, von H. W e y 1
angegebenen Wege ableiten. Wenn wir nicht die sich natürlich
darbietende Methode durch die Laplacesche  Differentialgleichung
weiter ausbauen, so hat dies seine Ursache darin, daß die W eylsche
Methode mit den eigentlichen Darstellungen gleichzeitig die so-
genannten ,,mnI>ararngep  u abzuleiten gestattet, die
im Laufe der späteren Entwicklungen (bei der Theorie des Spins)
eine mit den eigentlichen D~r~&llur~gen  gleich wichtige Rolle*-~@.‘.~r.,-..c-  1- .e--*
spielen werden.

Während man sich bei der symmetrischen Gruppe mit der
Bestimmung der Dimensionen und Charaktere einiger Darstellungen
begnügen konnte, sind bei der Drehgruppe nicht nur die Charaktere,
sondern auch die Koeffizienten aller Darstellungen von Bedeutung.
Dies beruht, wie wir später sehen werden, darauf, daß in alle
physikalisch sinnvolle Größen Teilchen gleicher Art in gleicher
Weise eingehen, verschiedene Raumrichtungen aber nur dann, wenn
nicht nur im mechanischen Problem, sondern auch  in der Frage-

g ausgezeichnet ist:  - ‘Dies  * letzt%?’e----.-
m a n  nax”?le>x-Komponente  des,-al-

moments  fragt.
* -w”4%&  beginnen mit drei einfachen Hilfssätzen, die eigentlich
der elementaren Theorie der Matrizen angehören.

a) Eine Matrix, den  reellen Vektor in einen reellen-.....- -- I -e-  -____-__  I_--
Vektor überführt, ist selber reell, d.ralle  ihre Koeffizienten sind.-a-y
reell. Wendet man die Matrix auf den Ic-ten  Einheitsvektor, dessen

 Komponente 1, alle anderen 0 sind, an, so erhält man den
Vektor, der die 7c-te  Spalte der Matrix bildet. Diese muß also
reell sein. Das gilt aber für alle k.

b) Wir haben in Kapitel 111 (S. 28 bis 29) gesehen, daß eine
Matrix 0 komplexorthogonal ist, wenn sie das einfache skalare
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Produkt  zweier beliebiger Vektoren Q  und b ungeändert laßt, werm
((a,  6))  = ((0 Q,  0 b)) gilt. Ee genügt  aber  s$oo,Tyev~n sie die Längs
eines  je den Vektors b invariant  läßt ,

_.  . wenn ((b, b))  =‘<(ö  b,‘jjji;))  ‘1  ‘?P
gilt. Sind  nämlich a und b zwei beliebige Vektoren, so können  wir

‘;

b = a + b setzen, und es  ist dann wegen ((a, b)) = ((6, a))

((b,  b))  = (@  + f’,  * + b))  = (h 0))  + 2 ((0,  b))  + ((b, b))
= ((0  br ob))  = ((Oa,  Oa))  + 2 ((0 Q,  0 6)) + ((0 6, 0 6)).

Nachdem  aber  auch  (@j a>) = ((0 Q,  0 u)),  ((b, b)) = ((0 b, 0 b))
gelten soll, ist für jedes Vektorenpaar  a, b

(b b)) ==  ((0 a, 0 b)),

und hieraus folgt, daß 0 komplexorthogonal ist. [Entsprechend
g i l t  a u c h ,  d a ß  2f unitar  i s t ,  s o b a l d  f ü r  j e d e n  V e k t o r  (n, n)
= (u b, u b) gilt.]

Eine Matrix, die jeden reellen Vektor reell laßt und die Länge
eines jeden Vektors unverändert laßt, ist eine Dr e hu ng. Der
geometrische Sinn dieses Satzes ist die einfache Tatsache, daß,
sobald in den ursprünglichen und transformierten Figuren alle
Längen  gleich sind, auch die Winkel alle gleich sein müssen und
die Transformation lediglich eine Drehung ist.

mit der Determinante 1 bestimmt. Aus a*cfb*d=O folgt
= - b*d/a*, und dies in ad - bc -ZE 1 eingesetzt, ergibt

(aa* +  bb*)d/a*  = 1 . Da weiter au*  + bb*  = 1 ist, folgt
d  = ts*  u n d  d a n n  c = - 6*. Die allgemeine zweidimensionale
unitäre Matrix mit der Determinante” i’-ist also--  - d_--__-  I --.----.-- -- _ _-__ _  . -

u = (-;* :*>y
w o noch 1csa 1 +- 1b2 1= 1 gelten muß.

4. Wir betrachten nunmehr die drei sogenannten Paulischen
Matrizen 0 i

( )
01 -. 10

8,  =
- io ’ %= 10( j w+ =

i 0 1 *)
(10)
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d e zweidimensionale Matrix mit der Spur 0 .a,ls

ei*a*o ~h/=.-.&ii~~~  ,&i;  ~~--[r;~  fj--

h = [r, 11 = (-“,  ’ ;i’)
1 .

dieser Matrizen auffassen, indem man -hl I = h,,  = x;  h,, + h, 1
= 2 y und h, o - h, 1  = 2 ix setzt. Sind insbesondere x, y, a
reell, so ist h hermiteisch

Transformieren wir 72 durch eine beliebige unitare Matrix u
mit der Determinante 1, so erhalten wir wieder eine Matrix
ii = #h,ut  mit der D’ragonalsumme  0, die daher auch als Linear-
kombination von 8 #, 8,,  a1 geschrieben werden kann:

&Z nhn+ = u[r, na+=  IZ;‘B,  + $8, + ~‘8, = [r’,  13, (11)

(ab*  ~e)(y~~x  y faix)(;z ;q=GZix,  “‘+ji,‘js w
Dabei sind die x’, y’, a’ lineare Funktionen der x, y, a. Die Trans-
formation Ru,  die das r (xy  s)  in das R,r = r’(x’y’a’)  überführt,
kann man aus (11 a) berechnen, es ist

x’ = ‘4 (a~ta*4+P+b*a)xt~i(a*B-a2tba-b*2)y+i(a*b*-ab)~,
y’=ii(as- a**+bs-b*a)zt~(aPta*a-b’-~*Y)y+  (a*b*t«b)x, (12)
a’ zz i(a*b-ab*)x  - (a*btab*)y + (aa*-bb*)a. 1

Auf die spezielle Form der Mbtrix 23, kommt es dabei weniger
ani),  wichtig ist nur, daß wegen der Gleichheit der Determinanten
von z und h immer

- XI=  - y’%  _  fl’9 a= -x - ya -8a
. (1%

ist, und hieraus folgt nach b), daß die Tran sf or m ati on .&&
lf.$‘t’al,. sein muß. Man kann sich hiervon an
Hand der expliziten Formel (12) auch leicht ‘überzeugen. Weiter
ist fl hermiteisch, also r’ (2’ y’ 2’) reell, wenn dies für h  gilt, also
wenn r (x y 8) reell ist. ]Bieraus  folgt wieder nach a), daß BA,
re,in-..r&j,..jst,  wie man aus (12) ebenfalls ersehen kann. Es
ergibt sich nunmehr, daQ,  &&-m*d&st:  durch (11) wird
jeder unitären  Matrix U,  eine dreidimensionale Drehung zugeordnet.

l) Die komplexen Zahlen a und b,  durch die die Drehung in (12)
charakterisiert ist, heißen die C ay le y - K 1 ein sehen  Parameter. Es ist
1 aal + 1 bs 1 = 1.
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2

Die Determinante von RU  ist $ 1, weil sich .B,,  dsdurch,  d&I  MOLI  1
stetig in die Einheitsmatrix überführt, ebenfalls stetig in die dreidime&
sionale Einheitsmatrix überführen läßt.  Wäre seine Determinante am Anfang
dieses Prozesses - 1 gewesen, SO hätte sie einen Sprung nach + 1 machen
müssen, was nicht möglich ist: RW ist für alle 18 eine reine Drehung,

Die Zuordnung ist dabei so beschaffen, daß dem Pro-
dukt qu zweier unitärer  Matrizen q und  u das  PFodakt
R,, = &I1, der  entsprechenden Drehungen zugeordnet
wird. Nach (11) angewendet auf q  an Stelle von u ist

9 Er7  Cl  9+  = LR,  r, Fl!
und dies mit u tkaneformiert,  ergibt

wo noch (1 l), angewendet auf R, r an Stelle von r und trq  un
Stelle von U,  benutzt  i s t . Es besteht also ein Isomorphismus
zwischen der Gruppe ‘) der zweidimensionalen unitären Matrizen
der Determinante 1 und der ihnen mit Hilfe von (11) oder (12)
zugeordneten “$eidimensionalen  Drehungen. Es ist aber ZU  be-
merken, daß ‘dkr  lsomorphismus nicht zwischen der zweidimen-
sionalen unitäre;‘GkX  der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe
zu besteheu brauchte, da dies bedeuten würde, daß die R, ab
Drehungen durchlaufen, wenn u die ganze unitäre Gruppe bestreicht,
was pq&  keineswegs feststeht, was aber sogleich gezeigt werden
soll.~  % *twel  ens ist zu bemerken, daß der Isomorphismus natlirlich
kein Holo&<phismus  sein muß, weil mehreren unitären Matrizen---.. -.“-_.
dieselbe Drehung entsprechen kann, was, wie wir eV
sehen werden, auch  der Fall ist.

Nehmen wir zuerst u als eine Diagonalmatrix fl1 (a) an, d. h,

setzen wir b
* ta

= 0 und (aus spater  ersichtlichen Griinden) a = c?-  3 ,
80 ist Q wegen 1 a 1 % = 1 reell

Ans (12) ersehen wir, daß die zugeordnete Drehung
cos a - sin a 0
s in  a cos a 0 = (a, 0, 0)

0 0 1
(14 a’)

l) Wir nennen sie im folgenden kurz ,unitäre Gruppe”.
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eine Drehung mit a um 2 ist. Wenn wir zweitens u rein reell
annehmen, so können wir

ue  <ß>  =
cosiß  -sin+@
sb  1 ß > Pw

3 c o s  +p

.

setzen, die zugeordnete Drehung ergibt sich dann aus (12)

1 0 0
0 cos ß -- sin ß = (0, /?,  0) (14b’)
0 sinß cos ß 1

als eine Drehung mit ß um X. Dem Produkt der drei unitären
Matrizen ~1  (a) ~9 (ß) ul (y)  entspricht das Produkt einer Drehung
mit a um 2, mit ß um X und mit y um 2, also die reine Drehung
mit den Eulerscben Winkeln a, ß, y. Es folgt hieraus, daß in
der in (11) definierten Zuordnung nicht nur jeder unitären zwei-
dimensionalen Matrix eine dreidimensionale Drehung, sondern daß
auch umgekehrt ~d~T)IIP.bllnPWeni~~~~~.._ip7_~,~~~e
Alatrix,  nämlich der Drehung {a,  ß, y}  die Matrix

Die Isomorphie besteht also tatsächlich zwischen der
unitären Gruppe und der ganze? dreidimensionalen Drehgruppe.

Es fragt sich noch, wie vielstufig diese Isomorphie ist, d. h.
wie vielen Unitaren  Matrizen dieselbe Drehung zugeordnet ist? Es
geniigt  festzustellen, wie vielen Unitaren  Matrizen u,-,  die Einheit
der Drehgruppe, die Transformation $ =5 II;,  y’ = y,  I’ = 8 ent-
spricht. Für diese u0 muß u0 hui  = 7L für alle ZS gelten, was
nur sein kann, wenn u,,  eine konstante Matrix, b  = 0 und cd  = a*ubz

Q o

reell, wegen ) aa 1 + 1 ba  1 = 1 gleich -l- 1 ist. Den beiden Unitäreg r >UL

Matrizen + 1 und - 1 - und nur diesen - entspricht also die
Einheit der Drehgruppe. Diese beiden Eiemente bilden einen

c  = ‘4 . ’

Normalteiler der unitären Gruppe, und den Elementen (und nur
diesen), die in derselben Nebengruppe dieses Normalteilers sind,
also u und - 11, entspricht dieselbe Drehung. Daß u und -U
dieselbe Drehung entspricht, sieht man auch aus (12) unmittelbar,
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sowie auch daraus, daß in (16)  die trigonometrischen Funktionen
der halben Eulerschen Winkel vorkommen. Durch die Drehung
sind die Eu lerschen  Winkel gewissermaßen nur bis auf Viel-
fache von 2 IC, die halben Winkel nur bis auf Vielfache von ld,  die
trigonometrischen Funktionen dieser nur bis auf das Vorzeichen
festgelegt .

Unser wichtiges Resultat lautet also folgendermaßen: Es
besteht eine zweistufige Isomorphie zwischen der Gruppe der zwei?
dimensionalen Unitaren Matrizen  mit der Determinante 1 und der drei-
dimensionalen reinen Drehgruppe, bei der jedem unitären Matrizen-
paar u,  - u eindeutig umkehrbar eine Drehung &, in der
Weise zugeordnet ist, daO  aus u Q - t auch  R, &, = .?3*  und aus
R,R,,= Rt  umgekehrt uq  = + t folgt. Kennt man die unit.äre
Matrix u,  so erhält man die zugehörige Drehung R,, am besten
aus (12),  umgekehrt findet man die unitären Matrizen zur Drehung
{c4r}  aus  (W

Die Darstellungen der unitiiren  Gruppe
5. Durch diese Isomorphie besteht ein enger Zusammenhang

zwischen den Darstellungen der beiden Gruppen. Man kann näm-
lich - wie dies schon im IX. Kapitel auseinandergesetzt wurde -
aus jeder Darstellung D (2)  der kleineren Gruppe - das ist in
diesem Fall die Drehgruppe - eine Darstellung U(u)  der anderen
Gruppe gewinnen, indem man allen Elementen (U und - u) der
zweiten Gruppe, denen im Isomorphismus dasselbe Element &,  der
ersten Gruppe entspricht, die Matrix U (u)  = D(R,,) zuordnet.
Insbesondere wird so den beiden unitären Matrizen 1 und - 1 die
Einheitsmatrix D (&) zugeordnet. Kennt man umgekehrt alle
Darstellungen der Unitaren  Gruppe, so kann man aus diesen jene
heraussuchen, in denen den beiden Matrizen u und -U dieselbe
Matrix U (u)  = u  (- u)  entspricht. Jede dieser Darstellungen
erlaubt. eine Darstellung der Drehgruppe zu bilden, die man erhält,
wenn man der Drehung R, die Matrix D (R,,)  = 28  (u)  = U (- at)
zuordnet . Man kann auf diese Weise sämtliche Darstellungen
der Drehgruppe erhalten.

Sei insbesondere die Darstellung U(u)  der unitären Gruppe
irreduzibel. Das Element u = - 1 ist mit allen Elementen der
Gruppe vertauschbar, und so muß auch U (- 1) mit allen 2.l  (u)



174 XV. Zweideutige Darstellungen

vertauschbar sein. Es ist daher nach den allgemeinen Sätzen über
irrednzible  Darstellungen eine konstante Natrix.  Ihr Quadrat muß
ebenso wie das von - 1 die Einheitsmatrix ‘) 2$  (1) sein. Es ist
daher entweder

U(- 1) = U ( 1 )  o d e r  U(- 1 )  =  -U( l ) .

Die Darstellungen, für die 2l(- 1) = U (1) gilt, nennen wir
gerade Darstellungen. Für sie gilt auch U (- U)  = U (- 1) . U(U)
= W)  Wu) = 2.I (u),  den beiden Elementen u und - u ist
bei ihnen immer dieselbe Matrix zugeordnet. Sie geben daher
richtiggehende Darstellungen der Drehgruppe, und wir kennen sie
implizite alle aus 1.

In den Darstellungen, für die U (- 1) = - U (1) gilt, ist
w-u) =  2l(- l).U(u)  = - U(U). Elementen, die sich im
Vorzeichen unterscheiden, entsprechen Matrizen, die ebenfalls ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben. Aus diesen Darstellungen der
unitären Gruppe - wir nennen sie ungerade - kann man keine
richtiggehenden Darstellungen der Drehgruppe bilden, sondern nur
sogenannte ,zweideutige” oder ,, halbzählige U, in denen jeder Drehung
& = R - , nicht eine Matrix, sondern zwei Matrizen 2.l (u)  und
U (- U) = - U (u) entsprechen, die sich im Vorzeichen aller
Koeffizienten unterscheiden.

Eine ungerade Darstellung der unitären Gruppe bildet sie als
ihre eigene Darstelhrng  : U (u) = u.  In der entsprechenden zwei-
deutigen Darstellung W’@  der Drehgruppe ist der Drehung (a,  ß, y}
diejenige Matrix u = U(u)  selber zugeordnet, der im Isomor-
phismus  R entspricht. Es ist also nach (15)

Die erste Zeile bzw. Spalte nennt man dabei gewöhnlich die
- :-Zeile  bzw. -Spalte, die zweiten die $ ;-Zeile  bzw. -Spalte.
In (16) haben wir die erste zweideutige Darstellung der Drehgruppe.

1)  Die Matrix U  (l),  die der Einheit der Gruppe zugeordnet ist, ist
eine Einheitsmatrix, die die Dimension der Darstellung hat. Wir gebrauchen
hier das Zeichen U  (1)  an Stelle des einfacheren Zeichens 1, um eine Ver-
wech@ung  mit der Einheit 1 der nnitären Gruppe ‘(die eweidimensional  ist)
zu vermeiden.
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Für die zweideutigen Darstellungen gilt nicht P(R),  a(S)
= a(l3 S), sondern nur 3 (R) rb  (S) = + 9 (R S), weil die Dar-
stellungsmatrizen nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Es
ist sogar so, daß es nic*ht  möglich ist, das Vorzeichen EUr alle
Matrizen gleichzeitig so festzulegen, daß für das resultierende
Matrizensystern das strengere Multiplikationsgesetz der eindeutigen
Darstellungen gelte. Die zweideutigen Darstellungen sind also
nicht so entstanden, daß man in einer eindeutigen Darstellung
die Vorzeichen aller Matrizen unbestimmt gelassen hat. Dies
sieht man z. B. aus (16): einer Drehung mit ~t um Z entsprechen
die Matrizen i- +i’~,, dem Quadrate hiervon, einer Drehung mit
2 x um 2 entspricht also sicher auch die  Matrix - 1. Da diese
Drehung aber eigentlich keine Drehung ist, sondern alles unverändert
läßt und die Einbeit der Gruppe bildet, muß ihr auch noch die
Einheitsmatrix entsprechen, das Eindeutigmachen der Darstellung
ist nicht möglich.

6. Wir bestimmen jetzt die irreduziblen Darstellungen der
zweidimensionalen unitären Gruppe.

Haben wir ein homogenes Polynom N-ten  Grades von E und %
und führen eine unitäre Transformation der Variablen aus

&l = (ZE  +q,
5’ = - b*& + a*g, (17)

so erhalten wir wieder ein homogenes Polynom n-ten Grades. Dies
ist sogar für beliebige lineare Transformationen richtig, doch+*yflollen
wir uns auf unitäre  beschränken. 17;~ d e
&*, p-q,  F2q2,  . . . . E2p2,  EC-l, p &!&rf

rc Js  l?%ynomen
‘ddsfeer eine n + l-

dimensionale .Darstellung  der unitären Gruppe. Um sofort die bei
der Drehgruppe üblichen Bezeichnungen zu erhalten, nennen wir
n = 2j, die Dimension der Darstellung ist dann 2j + 1 und j ist
halbzahlig *)  oder ganzzahlig. Die Polynome seien

&f+,u  c;j-p
-m ,

fp  = s/u tp)!(j--p)!
(18)

wo p die 2j+l-Werte  -j, -j+l,-j+2 ,..., j-2,j-1,j
annehmen kann, es ist bei ganzzahligem j selber ganzzahlig, bei

1) Darunter
unterscheidet.

versteht man, daß es sich von einer ganzen Zahl um Li
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halbzahligemj  halbzahlig. Der konstante Faktor [(j + p) ! (j-y) ! J- a
wurde zu Ei+ P  %3-”  deshalb binzugefügt, weil - wie sich zeigen
wird - die Darstellung 2.V) für die 2j + l-Funktionen (18) hier-
durch die unitare Form annimmt.

Bilden wir nunmehr l) P,  fP  nach (19), Kapitel XI.

P,f,(E,  f) = f#E- ut, b*E  +a )
(a*&  - I.I~)~+~~@*E  + a [)j-C' .

=
i

119)
l/(~+yW-P)!

Um die rechte Seite als Linearkombination der f,,  auszudrücken,
entwickeln wir sie nach dem Binomialtheorem:

.aX’a~jti‘C’-XbXb*j-~-X’  E2j-x-x’ gx+x’, Pa)

Man  kann hierin die Summationsgrenzen weglassen und die Summation
iiber alle ganzen Zahlen erstrecken, weil die Binomialkoeffizienten
fUr außerhalb des Summationsbereiches liegende x, x’ doch ver-
schwinden. Wenn man noch j - x - X’  = p’  setzt, muß p’ bei
ganzzahligem j alle ganzen Zahlen, bei halbzahligem j alle halben
Zahlen durchlaufen. Drückt man in (19a)  alle Funktionen von E
und f mit Hilfe von (18) durch die fP,  aus, so ergibt sich

II(j+El)!(j-C1)!(jtru’)!(j-~‘)!
Puf, (El 0 = 2l Xe-  w---#U’  x I⌧! (j-p�--⌧)! (j+y-⌧)! (⌧+p�-p)! l (�20)

, d-bi�-⌧a*j+p-X p b*%+p
�-vj<�(E, f) ☺

Der Koeffizient von & rechts ist 2lQ’  (u)~~,,~:

U(j) (U)p’  p = 2 (- 1y f(j f p)  ! (j - p) ! cj +y  p’)  uj - p’)  !
x (j-y�-X)!(j  tp-X)!X!(X-+--p)! l (29.aj-~‘-Xa”jt~i-X~~*Xt~~~-~l 1

1) Dabei ist u die unitäre Transformation in (17). In Kapitel XI
wnrde  P, eigentlich nur für reelle orthogonale R definiert. In unserem
Balle, wo u nnitär  ist, folgt aus (18 a) Kapitel XI LMJ

an Stelle von (18b), wo also .3$Td  an Stelle von Rji  steht.
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Etwas einfacher lauten die Ausdrücke fiir  p’  = j, d. h. @r  &
letzte Zeile der Darstellungsmatrizen, weil wegen der F&I&
im Nenner nur das Glied mit x = 0 tibrigbleibt:

2w (U)jp  =
v

WY
( j  +  TRI  (j  _  (u)l  ~j+“*‘-’  ’

1
(‘ls)

Hierdurch haben wir die Koeffizienten der Darstellungen Utr,
für alle möglichen j = 0, f, 1, g, 2, . , . bestimmt, und wir miis;ean
nur noch nachweisen, daß sie in (21) in unitärer Form vorliegan,
daß sie irreduzihel sind und daß die zweidimensionale uni-
Gruppe außer diesen keine weiteren irreduziblen Darstellungen hat

7. Zuerst beweisen wir die Unitarität  der Darstellungen (21).
Der Beweis beruht auf der Tatswmmie Polynome fr in (18)
so angenommen wurden, daß

Da eine unitäre  Transformation (17) das skalare Produkt I&*  { + If”l
unverändert läßt, ist P,(I  ea  1 + 1 fa  1) = 1~ 1 + 1 fs 1 und wegen (22)

Kapitel XI auch

Andererseits ist wegen derselben Gleichung

da man, anstatt in fr+ die Substitution Pn  auszuführen, sie in fr
ausfuhren und dann zum konjugiert komplexen abergehen  Kam.
Wenn man die (B  j + l)s  Funktionen fpe f$ als linear unabh&ngig
voraussetzt, ergibt der Vergleich von (23) und (23s)  direkt

c 2w (IQ&,  #  2-w)  Cu),:+ = Q p’,, (24)

also die Bedingu’ig  für die Unitarif&  von NW. Die Unitarit%t
von 2l(fl  ist also bewiesen, sobald gezeigt ist, daß unter den fFt f$
keine linearen Beziehungen bestehen, d. h. daß aus

C cul ptl  d +qj-r’~*j+,u”f*j-p”  = 0 t*)
u’ p”

W ig n e r, Groppeotheorie 12
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Cp’  p” = 0 folgt. Dabei müßte (*)  für alle komplexen Werte der
Variablen 6,  t gelten, weil auch (23) und (2361)  für alle komplexen 8
und f gelten. Nehmen wir insbesondere 6 reell an, so ergibt der
Vergleich der J, = 2j + p’ + p”  Potenzen von e in (*),  wenn man
noch durch  ~2  f;’ g*  Q - 2 dividiert :

T;1 cpt,  i- aj-ly’ g*/g).+’  = 0.
P’

Hieraus folgt aber auch CUP,  A-  2f-p’ = 0 und die lineare TTnabhängig-
keit der fpt f$, da g*/t eine auf dem komplexen Einheitskreis frei
veränderliche Variable ist. Man kann für sie auch efZ  einsetzen,
und z kann dann jeden reellen Wert annehmen. A u s

fiir alle reellen t folgt aber das Verschwinden aller c.
8, Die Irreduzibilitat  des Matrizensystems U(P) kann man-

ebenso beweisen, wie wrr in  1. die Irreduzibilität  der Darstellungen
2)<0  der Drebgruppe bewiesen haben: indem man nachweist, da4
eine Matrix dlI, die mit U(j)  (u)  ‘für alle U,  d. h. für alle Werte
von a und b,  die der Bedingung 1 a 1’  + 1 b  1”  = 1  genügen, ver-
tauschbar ist, notwendigerweise eine konstante Matrix sein muß.
Wir betrachten zuerst ein u der Gestalt ~1 (a) (14a),  setzen also
b  = 0, a = e-‘l2ca. Dann bleibt in der Summe in (21) nur das
Glied mit x = 0 und auch dies nur dann übrig, wenn p’ = p ist,
und wir erhalten

IV (Ul (a))g  p  = b,I &#  efrc  =. (‘26)
Die Matrizen, die den unitaren Transformationen der Gestalt ~1 (a)
in 2lw entsprechen, haben also genau die Gestalt (6) mit dem ein-
zigen Unterschied, daß j nicht wie das 1 in (6) notwendigerweise
ganzzahlig sein muß, sondern auch halbzahlig sein kann. Mit diesen
Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar. so daß arE eine
Diagonalmatrix sein muß. Nun sehen wir aus (21 a), daß in der
letzten Zeile von U(fi  im allgemeinen kein Koeffizient verschwindet.
Hieraus kann man ahnlieh,  wie dies in $ geschah, durch Gieich-
setzen der Koeffizienten der j - Zeile von N(J),M  und Hu@
schließen, daß

ist, und X eine konstante Matrix sein muß. Daher sind die Dar-
stellungen 2lo  irreduzibel.
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,:;ioii&
es ‘Außer den 2W keine weiteren irredpaiblen..h-.--~-~--

$&&l~u~ngeti der Unitaren  Gruppe mehr gibt, können wir gepaa
so zeigen, wie dies in 2. für die Darstellungen !@(o  der Drehgruppe
geschah. Wir bestimmen zuerst die Klasseneinteilung der ,,uni-
tären Gruppe u, d. h. der Gruppe der zweidimensionalen Unitaren
Matrizen mit der Determinante 1. *Jede  uuitäre Matrix kann dur&
Transformation mit einer nnitären  Matrix auf die Diagonalform
gebracht werden, unsere Matrizen haben nach dieser Transformation
alle die Gestalt ~1 (a), wobei, da auch u1 (- a) mit u1 (a) Quivaleat
ist, a vou  0 bis 2 II gezirhlt  werden kann. Alle U,  die in dasselbe
u1  (a) transformiert werden können, sind in derselben Klasse. (Daß
fiir die Transformation nur Gruppenelemente, d. h. nur unitäre
Matrizen mit der Determinante 1 in Frage kommen, braucht UDIEJ
nicht zu stören, da jede unitäre Matrix als das Produkt einer unit&irea
Matrix mit der Determinante 1 und einer konstanten Matrix
geschrieben werden kann und die Transformation mit der konstanten
Matrix doch weggelassen werden kann.)

Um den Charakter von U(fi  zu bestimmen, genügt es, die Spar
je eines Elementes jeder Klasse zu herechoen.  Ala das  Element
aus der Klasse von ~1 (a) nehmen wir ~1 (a) selber, die zugeorZnefe
Matrix ist in (%5)  berechnet. 1 hre Diagonalsumme ist

tj(a) = $4’ua, (‘LW
,u  = -3

wo die Summstion von der unteren Grenze bis zur oberen in g8nz-
zahligen Schritten auszuführen ist.

Wir sehen hieraus, daß die unit&re  Gruppe außer den %@  mit
j = 0, i, 1, $, *. . keine irreduziblen Darstellungen haben kann.
Der (Charakter  einer solchen müßte mit einer Gewichtsfunktion
multipliziert auf alle kj (a) und daher auch auf &,  (01)~  &(a),
& (4 L k. (4,  h, (4 - ha  (49 - - - senkrecht stehen. Eine Funktion
aber, die auf 1, 2 cos + a,  2 cos a,  2 cos i a, . . . im Gebiet von 0 bis
2~ senkrecht steht, muß nach den Fouriertheorem verschwinden.

Die Darstellungen der dreidimensionalen reinen Drehgruppe
10. Jede Darstellung 2lw der Unitaren  Gruppe  ist gleichzeitig

eine - ein- oder zweideutige - Darstellung der Drehgruppe, die
der Drehung (a Br) die Matrix 2l(B (u) zuordnet, wo u die (a@  y\
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im Sinne des Isomorphiemus entsprechende unitäre Transformation
ist&  D i e Koeffizienten Q; und b von u sind nach (15)

0 - ~1!af~~~~ß.~112~Y, 112 1 r, (lba)- b = -e-%fasinfß*  t?

der zuund dies  muß man in (21) einsetzen, um die Koeffizienten .
(a /?y] zugeordneten Darstellungsmatrix zu erhalteW;r ~~chm~i~l  f:
iu Übereinstimmung zu bleiben, transformieren *
autetandene Matrix mit der Diagonalmatrix 2tl, 1 z 6AA 2*--2%;

d. h. multiplizieren die p’-Zeile mit i-sr’,  die ,&3palte mit i2P, al8~
den p’,  p-K&fi&n& mit i* (P  -FC’)  =5  (- l).u-k’. Die SO a u s  a(J)
eu*nd8ne  Darstellung nennen wir Wfi ({Q ß y J), ,ihre  Koeffi-
zienten sind

(j+p)I (j-p)!  (j+y’).!  (j---p’>!
@wm))rfr  = c I-l)$&x)Iü+r-x)~ xl @+p’-p)!x 1I(27)

Dia Darstellung a(fi ist 2j + l-dimensional, wobei 3 ganz-
oder halbzahlig sein kann. Die Zeilen und Spalten von ß(j) sind
nach den ganzen bzw. halben Zahlen - j, - j + 1, . . . , j - 1, j
benannt. Die Summation tiber x in (27) ist eigentlich über alle
ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendliebwerdens der
Fatnltirten im Nenner genugt 438, sie von der größeren der beiden
Zahlen 0 und I”
führen.

- p’ bis zur kleineren von j - ä’ und j -t p zu

#d c
Besoaderri einfach werden die Formeln ftir p’ = j und

-j, im mten Falle kommt nur x = 0, im zweiten nur

Eine einfache (f&alt  haben noch alle Darstellungskoeffizienten
die Drehuugen um 2 eot8prsohen. Der Drehung um L mit i
snfsp&hf im ~~omorphiamue die unitäre Transformation ul (a) und
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die Koeffizienten der zu dieser zugeordneten Matrix sind in (25)
angegeben. Die Matrix, die in 9(fi  der Drehung {H,  0, 0) zu-
geordnet ist, ist also eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen
e-tja,  e-i(j-Ha, . . . . ei(j-l>a,  eija. Dasselbe erhällt  man direkt
aus (27), indem man /3 = y = 0 setzt. Die Matrix BW  ({a 0 0})
steht schon in (6) explizite hingeschrieben, diese Formel gilt also
nicht nur für ganzzahlige 7, sondern auch für halbzahlige j. D a s -
selbe gilt auch von (8).

Der Charakter ~(32  (TP)  von ZG’  ergibt sich wieder als die Spur
einer Drehung mit dem Drehwinkel cp  zu

j

j 1 + 2 c o s  ($7 + l  *.  + 2 cosj sp
= 12

(j ganzzahlig),
cos  + gl  + 2 c o s  ; gz☺  + l  � l f 2 cosj cp  (j halbzahlig). 1

(28)  ,

Richtiggehende Darstellungen liefern nur jene j, fiir die
2.p  (- 1) = U(j)  (ur (2 n)) die positive Einheitsmatrix ist. Aus (25)
zeigt sich, daß dies dann der Fall ist, wenn p ganzzahlig ist, also
bei ganzzahligem j. In diesem Falle ist Pm  mit den in 1. ab-
geleiteten%(l) identisc.h,  wie auch aus dem Vergleich der Charaktere
hervorgeht.

. Fiir  halbzahlige j ist Cg(j)  zweideutig, der Drehung (a /3  y}  ist
+Lv(ies ist natürlich nicht etwa so zu
verstehen, daß man die Vorzeichen der Koeffizienten von %m  auch
einzeln umkehren kann, man kann nur das Vorzeichen der ganzen
Matrix, also aller Koeffizienten gleichzeitig umkehren. Einer
Drehung R,  entsprechen ja nur zwei unitäre Matrizen u und - u
und diesen ist nur je eine Matrix U(J~  (u)  und U(j)  (- U) zugeordnet,
deren zweite in diesem Falle gleich - u(j) (u)  ist. Diese beiden
Matrizen - aber keine weiteren - entsprechen in Pt33  der Drehung RU.
Tmmerhin muß man sich vor Augen halten, daß die ,,zweideutigen
Darstellungen a eigentlich keine Darstellungen sind. Sie
kommen zum ersten Male in der Paulischen Spintheorie vor, wir
haben sie hier nur aus dem Grunde gemeinsam mit den eindeutigen
Darstellungen abgeleitet, damit wir nicht wieder auf diesen Gegen-
stand zurückzukommen brauchen.

Die Theorie der Darstellungen der Drehgruppe rührt von
,J.  Schur her. Die n zweid eutigen Darstellungen u hat zuerst
H. Weyl angegeben.
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WO die trigouometrS&an  Funktionen der halben  Winke1 schon in
mlcha  der gamen  Winkel umgewandelt wurden-

Die D~~tel~~egeg  der Drehgruppe - wenigstens die eindeutigen.:
stad sigeotlich  etwu d s m  Yhyeiker  s e h r  Geliiufiges,  weil  sie gJelchzeltlg
die Wamformatioadomttn für Vektoren, Tensoren usw. sind. Bei  einem
Obergrry 10  ei~~sm  neuen  Gordinatensyetem  bleiben ja  die Vektor- oder
Twortompo~~~tsg  hht unrsrtindert,  sondern  setzten  sich linear aus den
&Jqooantao  der Vektors  oder Teusora  im dteu Koordina%ensyetem  zusammen.
Baad.hen  wir dis  gomponentsn  im alte0  System mit T,, wo ~7 auch eine
~urathsit  VOD  mehreren In&cs audeaten  kann, EO seien die Komponenten  5!“;
hl muerl  J&oardhlatan8ystem

q = x mwF,T,Y (30)
u

wo die Abtigigkeit  dar  Transformationskoetfiaienten  von der Drehung R
dW nepe~  Achsenkma~1 sum alten explizite zum Ausdruck gebracht ist.
ahaa  wir wiedar - etwa durch die Drehung 6’ - zu einem neuen Achsen-
hu8  fibw,  so i8t

(trrlta~ muß. Da (81) und (82)  fUr beliebige Werte der Tensorkomponenten Ta
galka Dlua, i8t

We  'h-awfonnrtioaomatri~n  der Vektor- oder Tensorkomponenten  bilden
eirrs  D~&!Iuag  der Drehgruppe.

Ik,  irt  i. B. die ‘hwformationematrix  fBr  Vektoren die Drehungs-
ma.%& B eelbar,  und diese  bilden ja eine Daratelltmg  ihrer eigenen  Gruppe,
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Bezeichnen wir die Koordinaten, die die zu g isomere Gestalt
des n-Beines  beschreiben, mit 3, so ist nach (6) und Abb. 10

= Cl<--  l)L+RID(L)({a~y)),~,-A  G,(Q).A
Andererseits ist

Pr*,  = WQ, = Cwp(~)({,ByJ)~lGa(g).

wo für positive Terme w = + 1, für negative 2c1  = - 1 ist.
Es folgt

( -  l)LfA  GI(g) = w  G-n(g). (20)

Die Gleichung (20) kann zur expliziten Berechnung der Eigen-
funktionen nicht mehr benutzt werden, sie zeigt aber, wie man
mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen der
Spiegelungsgruppe gegenüber noch über (6) hinausgehende Folge-
rungen für die Gestalt der Eigenfunktionen ziehen kann. Es war
von vornherein klar, daß wir hierdurch nicht mehr allzuviel ge-
winnen konnten: durch die Spiegelungsgruppe kann man die
Wellenfunktion nur an zwei Stellen vergleichen, während die Dreh-
gruppe einen Vergleich einer dreiparametrig  unendlichen Schar
von Stellen ermöglicht hat. Demgemäß konnten durch die Dreh-
gruppe drei Variable (ar  fl 7) eliminiert werden, und es mußte dagegen
nur eine Erhöhung der Anzahl der unbekannten Funktionen
CG- L, . . . , GL) in Kauf genommen werden. Durch die Spiegelungs-
gruppe konnte nur diese Zahl 2 L + 1 wieder etwas reduziert
werden, was eine verhältnismäßig unwesentliche Vereinfachung ist.

Es liegt nahe, zur weiteren Reduzierung der Anzahl der un-
bekannten Funktionen die Symmetrie in bezug auf Vertauschung
der Elektronen auszunutzen. Dies ist in der Tat bis zu einem
gewissen Grade möglich. Die hierzu erforderlichen Überlegungen
sind aber, da in (6) das erste und auch das zweite Elektron vor
den übrigen ausgezeichnet sind (Q  und fi sind Azimut und
Polabstand des ersten Elektrons), nicht mehr ganz so einfach
wie die bisherigen, und es werde daher auf ihre Ausführung ver-
zichtet.
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XVI. Die Darstellungen des direkten Produktes
1. In den meisten physikalischen Problemen ist nicht eine

einzige Symmetrieart, sondern mehrere Arten von Symmetrien vor-
handen, die nebeneinander einherlaufen, ohne sich wesentlich zu
beeinflussen. Zum Beispiel haben wir im Falle eines Wasser-
moleküls eine Differentialgleichung

M bedeutet die Masse der  Wasserstoffkerze, X,,  -.  . ., X, ihre
Car t esi sehen  Koordinaten, m die Masse der Elektronen, q, . . . , xsO
ihre Carte si sehen  Koordinaten, der Sauer&offke~--i&s./c  _- - -.mse  als ruhendes Anziehungszentrum betrachtet,
die von ihm herrührende-~p~G5Ile-IG.i@&  in l7 miteinbezogen.
Das Problem (*)  hat mehrere Arten von Symmetrien: erstens kann
man die Koordinaten der Wasserstoffkerne vertauschen, zweitens
die der Elektronen, drittens das ganze System einer Drehung unter-
werfen. Hierbei kommt sogar nicht nur die reine, sondern die ganze
Drehspiegelungsgruppe in Frage. Es fragt sich also, wie diese
Symmetrieeigenschaften nebeneinander zu berücksichtigen sind?

2. Die drei soeben aufgezählten Arten von Operationen haben
die Eigenscha.ft,  daß die Operatoren der einQtiArt mit den Operatoren
der anderen Arten vertauschbar sind. Es ist ja offenbar gleich-
giiltig, ob man die Koordinaten der Teilchen zuerst vertauscht und
dann eine Drehung ausfuhrt, oder ob man zuerst die Drehung und
dann die Vertauschung vornimmt. Es sei daher angenommen, daß
die Elemente jeder Operatorengruppe mit allen Elementen der mit
ihr zu verkntipfenden  Operatorengruppen vertauschbar sind.

Betrachten wir zuerst den Fall, daß (*) nur zwei Gruppen
gegentiber  invariant ist. Die Elemente der beiden Gruppen seien
E’, A,,  A,,  . . . . A,  bzw. E”,  B,, B,, . . ., B,. Dann ist (*) nicht
nur den Operatoren PE’  = 1, PApl  PB8, . . ., PA, und PE” = 1,
Ps,, P58, “‘> Pg,, sondern allen nm Produkten PA, f>BL  dieser
Operatoren gegenüber invariant, wo wegen der oben erwähn-
ten Vertauschbarkeit PA,  PgA = PB1 PA, gilt. Die PAX  PB2 bilden
nach dem Operatoremnultiplikationsgesetz  eine Gruppe, weil das
Produkt von zweien wieder unter ihnen vorkommt:

P& p51 ’ PAX’ p51,  = PA, PA,, p5~ PBA,  = PA, A,,  P5i  5it. (1)
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XVI. Irredmible  Darstelbgen  dee direkten Produkte8:

Die Einheit dieser Gruppe ist dar Einheitsoperator PH PB,, = #; +“F  ‘”
Man nennt sie das direkte Produkt der Gruppe der PAS  und

‘$i
3 i,$

der Gruppe der PB1 , sie bildet die gesamte Symmetriegruppe von  r).
Allgemein enthält das direkte Produkt zweier Gruppen B’, 8,,

A,, . . .t A, und Ei’,  B,, B,, . . . , B, als Elemente die Paare A, Bi
der beiden ,, Faktoren ‘, d. h. der Gruppen, aus denen es aufgebaut
ist. Das Multiplikationsgesetz ist dabei

A, Bi. A,r  Bit  = A, A,,  . Bz  Bit  = Axt,  Biar, (W
wo &,r = 8,  Axt  und Bp  = BA  Bit ist. Man schreibt dabei noch
A, für A, E” und Bi für E’ BA. Der Vergleich von (1) und (1 a)
zeigt, daß die Gruppe der A,  Bi  zur Gruppe der PA, PB1  holomorph
ist, und wir schreiben daher, wie gewöhnlich, PA, PB1 = plxBJ.
An Stelle der Darstellungen der Gruppe der Pd,  PB1 können wir
auch die Darstellungen der Gruppe der 8,  BL  untersuchen.. ’

3. Suchen wir eine Darstellung dieser Gruppe, EO liegt es
nahe, dem Element A,  BA  das direkte Produkt der Matrizen a  (AN)
und b (BA) zuzuordnen, die in irgendwelchen Darstellungen der
einzelnen ,, Faktoren” dem Element A,  bzw. Bi  zugeordnet sind,  In
der Tat bilden die Matrizen d  (A, Bi)  = a  (~4,)  X b (Bd eine Dar-
stellung des direkten Produkts, es ist [vgl. (7) Kap. 11]: C,  rf?

a  (A,) x 0 (Ba)  . a (4,) x b(h) = u  (4.  W4d  x Wa).  b (BP) (2)
= a (A, A,!)  X b (B, Bp). i

Das Produkt der zu den Elementen A, Ra und Axt  Bat  zugeordneten
Matrizen a (A,) X b (BZ) und cc  (~4~)  x b (BAR)  ergibt die zum
Element 8,  Axt  BA  Bit = A, BA.  A,, Ba,  zugeordnete Matrix.

Die Koeffizienten der Matrix & (A, BA)  = CII  (Aw)  x 6 (BA)  sind
d (A,  Ba)Qw;Qa = a (A,),t, b (Bah. Gw-<

.Sind-a  ~4%)  und  .&,(@U  .irreduzibel,  so ist es aum..c
Ist n&mlich  eine Mat?‘ix  @Q  d i p  a) vertauscb bar mit den d  (As  Bz),

- ” . .̂  ~.  +.l_L.  ..e-“-*_ 5+:-.  _/_’  c tG . 2::: so gilt Fair  alle x und A
:.*-
:c:  ~.,z-’ , (Md~~,,~IliP.~fieu~(A,),,..6(B~)u~~  = ~a(A.)e~eb(Bltu’.oipu~e~~u~~.(3)=’  -~~~~~

;, 1
’ Setzen wir insbesondere zuerst A,  = E’,  dam BA  = E”‘,  80  Wnd

I I- >r’  :>I a (E’) bzw. 0 (E”) Einheitsmatrizen und (3) schreibt sich1 .-;.
~iWQ~t,~;q+,b(B&a~~  = r,b(B~)alaItEprd;p>,n”, (W

SJ@e’u’;pu”~(Axlpp”  = (W
Q
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Die Untermatrizen

Mg  1 ; 0”  2 * * *

M e’p0”2 . . .
>

(t)
. , . . . . . . . . . .

sind alle (für jedes Q’ und g”) mit allen b (BA) vertauschbar. Ebenso
sind nach (3 b) die Matrizen

M 10'; 1 6" M ld;  20"  * * -

.M2u';  lo" M2cv; 20"  . . .
>

t-Ft)

. ...*  . . . . . .

für alle 6’,  6” mit allen a  (&)  vertauschbar, sowohl (t)  wie auch (-/-t)
sind konstante Matrizen. Es folgt

Mpe (r’ ; ,t,  OP,  = 8 M,,,;,w6’ (y, w

woraus sich

ergibt. Die Matrix M muß selber eine konstante Matrix sein,
d  (A, Ba)  ist irreduzibel.

4. Wir haben jetzt eine Methode, mit welcher man irreduzible
Darstellungen einer Gruppe gewinnen kann, die das direkte Produkt
zweier Gruppen ist, vorausgesetzt, daß die irreduziblen Darstellungen
der ,Faktoren” bekannt sind. Es fragt sich noch, ob man auf diese
Weise auch alle irreduziblen Darstellungen des direkten Produktes
erhalten kann?

Die Dimensionen  der irreduziblen Darstellungen der Gruppe
der A seien mit g, , ga  , . . ., die der Darstellungen der B mit h,,  IQ, . . .
bezeichnet. Wenn wir jede Darstellung der ersten Gruppe mit
jeder Darstellung der zweiten kombinieren, erhalten wir irreduzible
Darstellungen des direkten Produkts mit den Dimensionen g,  7+,
fl, k,, . s-9 g,h,,  s,7a,,  ‘.. Nehmen wir im Sinne eines im IX. Kapitel
(S.  91) erwähnten Satzes an, daß die Summe der Quadrate der
.Dimensionen  aller irreduziblen Darstellungen einer Gruppe gleich
ihrer Ordnung ist, so ist
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WO n und m die Ordnungen der Gruppen der A bzw. B sind.  pie
Summe  der Quadrate der Dimensionen  der durch direkte Prod&t+
bildurig  erhaltenen Darstellungen der Gruppe der ~4,232  ist I

= gfm+gim+ l -- = nm

gleich der Ordnung des direkten Produktes. Hieraus folgt, daß  die
angegebene Methode tatsächlich a 11 e irreduziblen Darstellungen
liefert ‘).

Man kann dieser  tfberlegnng  auch fo lgende Form gehen,  in  d e r  s i e
auch fiir  kontinuierliche Gmppen  gilt: Die gp + ~0 + l - l Koeffizienten der
ersteren Darstellungen bilden, als Fnnktionen  der 8, betrachtet a),  ein voll-
ständiges Funktionensystem fiir  die Funktionen der A. Ähnlich bilden dis
h?  + hb t - - - Darstellnngskoeffizienten,  als Funktionen der B betrachte&,
efn vollstindiges  Funktionensystem  der 23. Daher bilden alle Produkte beider
Fnnktioneneysteme ein vollständiges Funktionensystem  beider Variablen,

5. Die Eigenwerte der Differentialgleichung t*)  lassen sich in
qualitativ verschiedene Klassen einteilen: zu jedem Eigenwert
gehart  eine Darstellung der Gruppe der Operatoren, die (*) invariant
lassen. Zur Charakterisierung der irreduziblen Darstellungen dieser
Gruppe (des direkten Produkts der erwähnten drei Gruppen) bedient
man sich am besten der d r ei Symbole, die die drei irreduziblen
Darstellungen charakterisieren, aus denen diese Darstellung zu-
sammengesetzt  is t . Man wird so von einem Eigenwert  von (4) sagen
können-er gehört zur symmetrischen Darstellung der Vertauschung
der H-Kerne, zur antisymmetrischen der Vertauschung der zehn
Elektronen und zur siebendimensionalen der Drehgruppe, und ver-
steht darunter,  daß er zu derjenigen Darstellung des  direkten Produkts
dieser drei Gruppen gehört,  die sich aus den aufgeztilten  Darstel lungen
der ,,Faktoren“ zusammensetzt.

Was die Eigenfunktionen eines solchen Eigenwertes anbelangt,
80 tragen sie - den Zeilen des direkten Produkts dreier Matrizen
entsprechend - drei Indizes, die jeweils angeben, zu welcher !&eile

1) Es gehen hier  zwei m direkte Produkte“  durcheinander, die wesent-
lich verschieden sind: das direkte Prodnkt zweier Gruppen und das direkte
Prodnkt zweier Matrizen. Die Elemente des direkten Produkts der Gruppen
Pnd die A, Bi. Dem A, Bi ordnet die Darstellung a (A,) x b (B,)
das direkte Produkt von a (AJ  nnd b (Bi)  zu.

4) Eine Funktion der A bedeotet die Zuordnung je einer Zahl JA enx
jedem Grnppenelement  A,.
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der in Frage kommenden Darstellungen der ersten, zweiten und
dritten Gruppe sie gehören. Daß zwei Eigenfunktionen, deren Indizes
nicht alle drei übereinstimmen, aufeinander orthogonal sind, auch
wenn man auf sie beliebige symmetrische Operatoren anwendet,,
sieht man erstens daraus, daß sie zu verschiedenen Zeilen der
Darstellung des direkten Produkts gehören, oder auch daraus - wenn
etwa ihre zweiteu Indizes verschieden sind -, daß sie zu ver-
schiedenen Zeilen der Darstellung der zweiten Gruppe gehören.

Wendet man auf eine Funktion, die zur Q o-Zeile der Dar-
stellung a (A) X b (B) des direkten Produkts zweier Gruppen gehört,
einen Operator PA = PA PE” der ersten Gruppe an, so erhalt  man
eine Funktion, welche durch die den 1 6, 2 u, 3 6, . . . Zeilen der
Darstellung a (A) X  0 (B) entsprechenden Funktionen allein aus-
gedriickt werden kann. Und zwar sind die Koeffizienten dieselben,
wie wenn die zweite Gruppe gar nicht da wäre:

Eine Funktion, die zur q  G-Zeile der Darstellung u  (A) X 0 (23) gehört,
gehört also auch zur P-Zeile  von a (A) [und ebenso zur o-Zeile
von B (B)] und bat demgemäß alle Eigenschaften dieser beiden
Funkt ionenklassen.

6. Man muß in der StfiruHgstheorie  bei dar  Bildung der ,,richtigen
Linearkombinationen” aus einer Schar von Funktionen solche
Linearkombinationen bilden, die je zu einer Zeile Q  G einer Dar-
stellung a(A) X &(B) des direkten Produktes der vorhandenen
Symmetriegruppen gehören. Man kann hierbei so verfahren, daß
man zunächst solche Linearkombinationen fi, fi, fs, . . . bildet, die
zur Q-Zeile  von a  (A) gehören: jede Funktion qQ,,  die zur e o-Zeile
von a(A) X b(B) gehört, muß eine Linearkombination der fl, fs, fs, .  .  .
sein.  Wärde  nämlich qtyo auch solche Funktionen fl, f.& fi, . . .
enthalten, die nicht zur Darstellung a (A) oder nicht zu ihrer
g-Zeile gehären  :

SO müßte doch ci f; + C; fa + ci fi  + . . - = 0 sein. Wenn man
ntimlich in (5) c1  fl + cn  f9 + cQ  fs + eo  l auf die linke Seite bringt,
so gehört die ganze linke Seite zur Q-Zeile  von cc  (A) und ist daher.



XVI. Die Darstellungen der Drehspiegelungsgruppe 189

zu allen Gliedern der rechten Seite orthogonal, so daß beide Seiten
verschwinden müssen.

7. Wir wollen die Sätze über die Darstellungen des direkten
Produkts zur Bestimmung der irreduziblen Darstellnngen  der drei-
dimensionalen Drehspiegelungsgruppe benutzen. Die Drehspiegelungs-
gruppe ist die Gruppe der reellen orthogonalen dreidimensionalen
Matrizen mit der Determinante + 1. Sie ist das direkte Produkt
der reinen Drehgruppe und der-mit der SpiegelungFgruppe  halo-
morphsn Gruppe, die aus der Einheit E und der Inversion 1 besteht

In der Tat entsteht jede orthogonale reelle Matrix aus einer
reinen Drehung durch Multiplikation mit E oder I: entweder ist
ihre Determinante schon + 1, dann ist sie schon eine reine Drehung,
und wenn ihre Determinante - 1 ist, so entsteht sie aus einer reinen
Drehung durch Multiplikation mit 1. Auch ist es klar, daß 3 und I
mit allen Matrizen  der reinen Drehgruppe (sogar mit allen Matrizen
überhaupt) vertauschbar sind.

Die Spiegelungsgruppe hat zwei irreduzible Darstellungen:
die identische (auch positive genannt) und diejenige, bei der der
Einheit die Matrix (1) und I die Matrix (- 1) zugeordnet ist.
Daher entstehen aus jeder Darstellung P@)  (R) der reinen Drehgruppe
zwei Darstellungen der Drehspiegelungsgruppe: die Kombinationen
von pt0 (R) mit der positiven und mit der negativen Darstellung
der Spiegelungsgruppe.

Die dreidimensionale Drehspiegelungsgruppe hat ie z w e i (ein-
deutige) irreduzible Darstellungen der Dimensionen 1,  3, 5, . L ., die
man der Reihe nach mit Z  = 0+ , 0,, 1 +.  , 1,, 2+,  ‘L, . . . bezeichnet.
Beide Darstellungen Z+ und l- sind d ? + l-dimensional, in beiden
entsprechen reinen Drehungen dieselben Matrizen 3’0 (R), die  ihnen
in der 2 z -t 1 - dimensionalen Darstellung der reinen Drehgruppe
entsprechen. In 1, entspricht auch der Drehspiegelung IR die
Matrix Z)(r)  (R), die R entspricht, in Z, dagegen entspricht 1R  die
Matrix - W’ (R).
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XVII. Die Grundzüge der Atomspektren
1. Wir wollen jetzt unsere Ergebnisse vor allem zur Erklarung

der wichtigsten Züge der Atomspektren benutzen. Bevor die
Einzelheiten besprochen werden, sei das Ganze einmal in diesem
Kapitel programmartig zusammengefaßt, wobei zunächst auf die Be-
weise verzichtet werde. Ich hoffe, daß hierdurch auch eine bessere
Übersicht über die Gesetzmäßigkeiten selber, wie sie uns von der
experimentellen Forschung l) geliefert wurden, gewonnen werden kann.

Bevor man an die eigentliche Auflosung der Schrödingergleichung
herangeht, muß man zuerst die ,,Schworpunktskoordinaten  abseparieren”.

Die Schrödingergleichung hat in ihrer unveränderten Gestalt  [(5 a)
Kap. IV] nur ein kontinuierliches Spektrum, dem TJmstand entsprechend,
daß das Atom neben seiner Anregungsenergie als ganzes eine beliebig stetig
veränderliche kinetische Energie aufnehmen kann. Will man sich - wie das
praktisch immer der Fall ist - auf die Anregungsenergie beschränken, so
muß man annehmen, daß das Atom in Ruhe ist, d. h. die Wellenfunktion
von den Schwerpunktskoordinaten unabhängig ist  und nur von den Ko-
ordinatendifferenzen der einzelnen Teilchen abhängt a).  Da die Elektronen-
masse der Kernmasse gegenüber vernachlässigt werden kann, identifiziert
man gewöhnlich die Koordinateo  des Kerns mit denan  des Schwerpunkts
und nimmt an,  daß die  Wellenfunktion  von den Kernkoordinaten unab-
hängig ist. Man führt diese gewöhnlich gar nicht erst in die Schrödinger-
gleichurig ein, sondern betrachtet den Kern als festes Anziehungszentrum,
in dessen Feld sich die Elektronen bewegen. Dies ist natürlich nur bei
Atomen,  bei  Gebilden mit  nur  einem Kern möglich.  Die späteren,  al l -
gemeinen Entwicklungen sind bis auf die Aufspaltungsbilder in äußeren
Feldern von dieser Annahme der Vernachlässigung der ,,Mitbewegung des
Kerns“  unabhängig. Die Auffassung ist dabei die, daß die Wellenfunktion
als Variable alle Koordinaten enthält, nur von denen des Schwerpunkts
unabhängig ist, also längs Linien, deren Punkte denselben, nur im Raume
verlagerten Konfigurationen entsprechen, konst.ant  Is t .  Dies  is t  a ls  e ine
Nebenbedingung anzusehen. Damit das skalare  Produkt zweier Funktionen
nicht divergieren soll, muß dann allerdings der Konfiguratitinsraum  auf ein
endliches Gebiet abgegrenzt werden, das aber beliebig groß sein kann.
Doch spricht ,man der einfacheren Ausdrucksweise halber öfters so, wie wenn
die Wellenfunktion die Koordinaten des Kerns als Variable gar nicht enthielte.

1) Eine ausführlichere vortreffliche Darstellung findet man in F. Hu n tl  s
Büchlein: Linienspektren und periodisches System, Berlin 1927, und auch bei
L..Paulingund  S. Goudsmit: The Structure of Line Spectra.  New York1930.

s) Das ist, auch der Grund, warum man bei  diesen Problemen nicht
auch die Translationsgruppe als eine Symmetriegruppe des Systems ein-
führt: alle Wellenfunktionen sollen Translationen  gegenüber invariant sein,
also zur id en t is c h en Darstellung der  Translationsgruppe gehören.
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Das einfachste Spektrum hat das Miasserstoffatom,  da es aus
einem einzigen Elektron besteht, das sich - bei Vernachlässigung der
Hitbewegung des Kerns - in einem konstanten Potentialfeld bewegt.

Die Schrödingergleichung lautet

= E’ dJ (5,  Y,  fi) (1)
und läßt sich noch streng lösen. Man erhält so das Spektrum, die
möglichen Energiewerte (die ,,Terme”,  wie man sie in der
Spektroskopie nennt) und die Eigenfunktionen, d. h. die stationären
Zustände des Wasserstoffatoms. Das Spektrum hat einen dis -
kr e t en Teil mit den Termwerten E = - Rh c/l*, - R k ~/‘2~,
- Rhc/3’,  . . ., wo R die sogenannte Ryd bergkonstante ist:

2 ns  m e4 R h  c
EN = --=ha N2 - N B = -

2,16. lO-l1  $ erg. (3

Die Energien sind negativ, dem entsprechend, daß das Elektron in
der Niihe  des Kerns ein beträchtliches negatives Potential hat,
wogegen man Arbeit aufwenden muß, um es ins Unendliche, an die
Stelle mit dem Potential Null zu bringen. Die Abstande  zwischen
den einzelnen Termen werden mit wachsender Hauptquantenzahl N
immer geringer, schließlich konvergiert die Energie für unendlich
hohe Laufzahlen zu Null. Physikalisch entspricht dem ein immer
stärkeres und stärkeres Entreißen des Elektrons der Anziehungs-
sphäre des Kerns; wenn das Elektron ganz befreit ist, hat es die
Energie Null.

An das diskrete Spektrum (2) schließt sich ein kontinuier-
liches Spektrum an, das die ganze positive Zahlengerade bedeckt.
In den entsprechenden Zustanden ist das Wasserstoffatom ionisiert,
die zugehörige positive Energie bedeutet die kinetische Energie des
Elektrons, nachdem es sich ins Unendliche entfernt hat. Im kon-
tinuierlichen  Spektrum hat man keine im eigentlichen Sinne statio-
nären Zustände: das Elektron entfernt sich nach hinreichend langer
Zeit beliebig weit vom Kern. Einem Zustand entspricht ja auch
mathematisch eine normierte Wellenfunktion, die Eigenfunktionen
des kontinuierlichen Spektrums lassen sich aber nicht normieren.

Das Auftreten von Serien der ungefähren Gestalt (2) mit einer
Konvergenzstelle im endlichen und einem daranschließenden, dem
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ionisierten Zustand entsprechenden kontinuierlichen Spektrum ist
für alle Atomspektren charakteristisch.

Die Eigenwerte (2) sind entartet, d. h. es gehören nicht nur je
eine, sondern mehrere linear unabhängige Eigenfunktionen zu jedem
Eigenwert. Der Eigenwert mit der Laufzahl (,, HauptquantenzahlU) N
ist P-fach entartet.

Die zugehörigen normierten Eigenfunktionen seien zur Bequemlichkeit
des Lesers hier angegeben. Man schreibt sie am besten in Polarkoordinaten
r,  4, 4p auf, sie lauten mit 7 =  2 r/Nrc,  wo r. =  ha/4n2  m e2  der ,,Radius
der ersten Bo hrschen  Bahn“ ist :

wenn wir zur Unterscheidung der Ns zum Eigenwert E, gehörigen Eigen-
funktionen die Indizes Z (,,azimutale Quantenzahl*) und ,fl (,magnetische
Quantenzahl”) einführen. Bei einem  festen iV kann Z die Werte 0, 1, 2, . . .,
N - 1 annehmen, 1~ läuft (unabhängig von N) von - Z bis +  1 . Die An-

N - 1

zahl sämtlicher zu E gehöriger Eigenfunktionen ist c (2 Z -j- 1) = N2.
z=o

Die P!! (8) sind die in Kap. XV (3a) definierten Kugelfunktionen, C,,u  ihre

Normierungsfaktoren.  Mit Lytft (q) ist die 2 1  t l-te Ableitung des N+.Z-ten
Lagnerreschen Polynoms LN-l-l

bezeichnet, CL I ist ihr Normierungsfaktor.

Man erkennt schon hier, daß eine Beziehung zwischen der azimutalen
Quantenzahl  Z und der 2 Z -/- l -d imensionalen Darste l lung der  Drehgruppe
bestehen muß.

Dasselbe, was vom Wasserstoffatom gilt, gilt auch vom
Heliumion, vom zweimal ionisierten Li und allen anderen Systemen,
in denen nur ein Elektron und ein Kern vorhanden ist. Man muß
nur die potentielle Energie in der Schrödingergleichung (1) durch

Zea- -
r ’

wobei Z die Kernladungszahl ist, die Energieniveaus durch

Jf$) = - 2 3t2  ‘~)2 Z2 e4 1
k2  N2’
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in (3)  ‘1  durch

8n*me*Z  2.Z
7 m  =

h2N  y = Nico’ (3a)

ersetzen und 1c)  wegen der Normierung mit Z8iz  multiplizieren.
2. Die Spektren der Atome mit mehreren - sagen wir n Elek-

tronen lassen sich nicht mehr streng berechnen. Dies rührt von
der verhältnismäßig komplizierten (;estalt  der potentiellen Energie

+;IE
e*

i#j  f(Xi
- -

- xj)2  +  bi - Yj)' t  tgi  - "j)*
(4

her. Ware  das zweite Glied in (4), das der gegenseitigen  Ab-
stoßung der Elektronen Rechnung trägt, nicht vorhanden, so würden
sich die Elektronen nur unter der Wirkung des konstanten Feldes
des Kerns bewegen. Dann 1ieDe sich die Schrtidingergleichung

d-4 -t H, i - - - + t-h,) @ (2,  Y, ~1 <e.  9 2, 1/r,4
= E11,(2,y,~*  ***  xnynzn), (5)

d2 da d2
H,z-_-~_(-+~;;+~)-  zeY

8n*m dxj
(0 a)

k @-+ y;  $ a;

auflösen. Die Eigenwerte wiiren die Summen, die Eigenfunktionen
die Produkte der Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen von (ha)  und
ließen sich mit Hilfe von (2a),  (3), (3 a) ausdrücken:

4-J (q ?l*  r* * ’ * ,l’” jjn xn) = *iyp,  txl  $41’1)  . ’ ’ *hy,,, t’, Ytb  ‘fl)’ t’)

E =r 35&.1 -f- i!i& + *’ ’ -+ Ex,. W

Wenn man narnlich  (6) in (6) einsetzt und H~I)J (xl . . . E,) bildet,
so ergibt sich ENk  * (2r  .B  l Gn),  weil

ist, und die anderen Faktoren von I#J (z,  . . . z,)  bei der Anwendung
von Hk als Konstante zu betrachten sind.

Natürlich stellt (5) eine sehr schlechte Näherung der wirk-
lichen Schrödingergleichung dar. Trotzdem pflegt man - wenig-
stens im Gedanken - von dieser Näherung auszugehen und die
Wechselwirkung der Elektronen als eine ,,StBrung”  zu betrachten.

13
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Zu den meisten Eigenwerten (6 a) gehören sehr viele Eigen-
funktionen, weil im Energieausdruck (6 a) die Quantenzahlen Zc  ,uk
nicht vorkommen und diesen noch in (6) mehrere Iverte  gegeben
werden können. Außerdem kann man die Hauptquantenzahlen Nk
der einzelnen Elektronen beliebig vertauschen, der zugehörige
Energiewert bleibt immer noch derselbe. Führt man aber die
Wechselwirkung der Elektronen als Störung ein, so wird eiu Teil
der Entartung aufgehoben, der Term spaltet auf. Von den ent-
stehenden Termen, die größtenteils auch noch entartet sind, kennt
man rein theoretisch - abgesehen von einer ganz rohen Ab-
schtitzung ihrer Lage -- nichts als ihre Symmetrieeigenschaften,
die sich in den Transformationseigenschaften der z aehörigen  Eigen-
funktionen 9Bern. Diese Transformationen sin
Elektronen;-  Ausführung einer reinen Drehung,i’  nversion’)4

:rl3ertauschung  der
(Spiege-

lung). Demgemäß heder Term drei Darstellung!?: eine der sym-~~---c-....---c-.l-ll -
metrischen Gruppe, eine der reinen Drehgruppe und eine der
Spiegelungsgruppe. (Die beiden letzten pflegt man auch zu einer
Darstellung der Drehspiegelungsgruppe zusammenzufassen.) Die

entsprechenden Quantenzahlen (Charakte-
ristika der Darstellungen) sind *)

t9Multiplettsystem  S, Io+  : s-  >’ ;

;&zimutale  Quantenzahl I;, I:, &+ I;P ;lt  ,;
<z%piege  u 01 nvscharakter  w.

E-
/,, rl,  i. -_ ,

3@ie azimutale Quantenzahl hat für
die verschiedenen Terme die Werte L = 0,
1, 2, 3. . . . Die entsprechenden Eigenwerte
gehören zu den Darstellungen B(O)  (BJ,  3’1)  (n),
TV*)  (E),  . . * der Drehgruppe 8).  Man  nennt
sie der Reihe nach S, P, II, $1 . . . Terme.

- 2 hab&  .(dles in Ein-
heiten von  n)

7Ju  einem S-Term gehört nur eihe Eigen-
funktion, zu einem P-Term gehören  drei,

zu einem D-Term fünf usw. Eigenfunktionen. Die 2 L + 1 Eigen-
funktionen, die zu einem Term mit der Azimutalquantenzahl I;

1) Das heißt das Umkehren des Vorzeichens aller Koordinaten q,  . . . , zn.
2) Es ist üblich, die Quantenzahlen von ganzen Atomen mit  großen

Buchstaben zu bezeichnen, während für die einzelner Elektronen kleine
Buchstaben gebräuchlich sind.

s) Daß dies auch für das y”Irc  gilt, wird (9 b), Kap. XIX,  zeigen: man

sieht dort, daß es zur  ,u-Zeile von a(“’  gehört.
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gehtiren, unterscheidet man durch ihre magnetischen Quanten-
zahlen m, die ebenfalls ganzzahlige  Werte annehmen können, und
zwar läuft m von - L bis L.  Die zugehörige Eigenfunktion ge-
hört zur m-Zeile der irreduziblen Darstellung a(L).

Der physikalische Sinn  der azimutalen Quantenzahl ist der
gesamte Drehimpuls. Der magnetischen Quantenzahlt dagegen
entspricht die Komponente des Drehimpulses in der Z-Achse. Damit
scheint eine Raumrichtung-.. überflüssigerweise ausgeiGh&~ zu sein.-.--_  I
Dies rührt daher, daß wir, um Funktionen zu definieren, die zu ’
einer Zeil c einer Darstellung gehören, die Darstellung ganz (nicht
nur bis auf eine Xhnlichkeitstransformation)  festlegen mußten.
Diese Festlegung hIreschah so, daß angenommen wurde, daß di-?
Xatrizen,  die Drehungen um die Z-Achse entsprechen, auf Dia$jo+-
fofrr- gebracht  sin3 [(C;)  ‘kTä@  XV)). In ‘der Ausssge, ““daß” alle
Eigenfunktionen eines D-Terms zur Darstellung ar*)  (H)  gehören,

keine
zur

Richtungsauszeichnung vorhanden.
identischen (,,positiven “) Darstellung der

Spiegelungsgruppe gehören, nennt man positive Terme, die
anderen negative. Dieser für das Verstehen der Spektren sehr
w i c h t i g e  B e g r i f f  h a t  k e i n  A n a l o g o n  i n  d e r  k l a s s i s c h e n
Theorie, wie etwa der Drehimpuls das Analogon der Azimutal-
quantenzahl ist. Den Spiegelungscharakter eines Terms fügt man
als Index an das Zeichen des Terms an: S+, S-, P+,  P-,  . . . Die
zugehörigen Darstellungen der dreidimensionalen Drehspiegelungs-
gruppe sind O,, O-,  l+, l-, . . . Die gewöhnlichsten Terme sind
S+,  Y-, L),.  , E’-,  . . . usw. Terme’),

‘<‘Auch S, d a s  Multiplettsystem,  i s t  e i n  B e g r i f f ,  d e r  d e r
kl&Gschen  Theorie eigentlich fremd ist. Jeder Term eines n Elek-
tronenproblems hat eine Darstellung der symmetrischen Gruppe
y$-ten Grades gegeniiber. »ie Darstellungen kommen zwar nicht
rLlle vor, vielmehr sind in der h’atur .- aus Gründen, die erst
später bei der ßesprechung  d&s rotierenden Elektrons und Pauli-
Prinzips auseinandergesetzt werden können - nur die asso-
ziierten Darstellungen der in XIIT.  Kapitel  mit  P’),  PJ,
13(“, . ..) n(‘l2  7%)  (bei gerader Elektronenzahl) oder ZY’Iz  f7t - 1~ (bei
ungerader Elektronenzahl) bezeichneten Darstellungen vorhanden.
ßei gerader Elektronenzabl  hat ein Term mit S = 0 die Dar-
___.._._.__~~

1) Man nennt sie auch ,ungcstrichcne”  Terme, während S..  ,  D,,
F  > . . . ,gestrichene“ Terme sind.

131



196 XVII. Das Multiplettsystem

Stellung 1)(‘/2  71) , mit S = 1 die Darstellung B(‘/zn-l), die  zu

S =X +qt  gehijrige  Darstellung ist B(O). Um die S-Werte aus der
Darstellung direkter ablesen zu können und auch eine Verwechslung
mit den Darstellungen der Drehgruppe zu vermeiden: schreiben wir
von nun an

B(k) z  Ä(S),  wo s = +  9 a - k. m
Die Größe S kann bei Atomen mit gerader Elektronenzahl n die
Werte 0, 1, 2, . . . , i n annehmen. Bei ungerader Elektronenzahl
werde (7) ebenfalls beibehalten, die möglichen S-Werte sind dann

<r 6;, ;, ä? In.“‘7  2 Bei dem Wasserstoffatom ist S = f, die sym-
metrische Gruppe ersten Grades hat ja auch nur eine Darstellung.
Die S-Werte des Terms bestimmen seine ,,3fultiplizität”  2 S + 1.
Bei gerader Elektronenzahl haben wir Singulett-,  Triplett-,  Quirl-
tett- usw. Terme, weil 2 S + 1 die Werte 1, 3, 5, . . . annehmen
kann, bei ungerader Elektronenzahl gibt es Dublett-, Quartett-,
Sextett- usw. Terme. Die Terme des Einelektronenproblems sind
alle als Dubletterme anzusprechen. Den Betrag der Multiplizität,
also den Wert von 2  S + 1, fügt man dem Zeichen des Terms links
oben an: ‘S+ ist ein p ositiver Singulett-S-Term, 2P-  ein negativer
Dublett - V-Term usw. Die zur antisymmetrischen Darstellung
_D(O) = A(‘12n)  gehörigen Terme haben die höchste j&ltiplizität
n + 1, während bei Singulettermen S = 0 und die Darstellung
Dt’/2 7t)  = A(o)  ist.

Die Terme haben drei qualitative Charakteristika: S, L,  w,
weil sie zu verschiedenen Darstellungen ACS)  X a(L W) des direkten
Produkts der symmetrischen Gruppe und der Drehspiegelungs-
gruppe gehören. Da aber natürlich mehrere Terme desselben Spek-
trums zu derselben Darstellung gehören, muß man zu ihrer Unter-
scheidung noch eine Laufzahl N einführen, Ein Term l$fL  w  tregt
dann vier Indizes: N,  S, L,  w. Zu ihm gehören (2 L + 1) gs Eigen-
funktionen, wenn g, die Dimension der Darstellung A(a ist, zu
ihrer Gnterscheidung  muß man außer der magnetischen Quanten-
zahl 913 noch angeben, zu welcher Zeile x der Darstellung J(s) sie
gehören. Eine Eigenfunktion $J~~Lw  sollte also im ganzen sechs
Indizes tragen, wobei man aber zumeist einige Indizes unterdrückt
(namentlich das X,  das keine physikalische Bedeutung hat). Die
experhentellen Merkmale der Terme mit verschiedenen S, L und 20
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sind wohl hinreichend bekannt; das wichtigste ist, daß optische
Übergänge mit beträchtlicher Intensität nur zwischen solchen
Termen auftreten, deren azimutale Quantenzahlen entweder
gleich oder nur um 1 verschieden sind, die beiden Terme
müssen außerdem verschiedenen Spiegelungscharakter und
dasselbe Nultiplettsystem haben.

Diese Interkombinationsregeln  müssen sich auch aus der
Quantenmechanik  ergeben, und die Aufgabe des nächsten Kapitels
wird ihre Ableitung sein.

4. Die Einführung der magnetischen Momente der Elek-
tronen, des S p in s (Kap. XX), wird eine tiefgreifende Modifizierung
der Schrödingergleichung mit sich bringen.

Am auffallendsten äußert sich die Wirkung der Spins in der
sogenannten F e i n s t r u k t u r  d e r  S p e k t r a l l i n i e n . An den
Stellen, wo nach der einfachen Schrödingerschen Theorie ein
Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem Multiplettsystem  S
liegen sollte, findet man in Wirklichkeit ein ,Multiplett”,  d. h.
mehrere nahe benachbarte Terme. Ihre Anzahl ist 2 L + 1 oder
2 S + 1, je nachdem, welche dieser beiden Zahlen kleiner ist:
S-Terme (L = 0) sind immer einfach, P-Terme (L = 1) sind nur
im Singulettsystem (S = 0) einfach, im Dublettsystem doppelt,
im Triplett und allen höheren Systemen dreifach usw. Bei ge-
nügend hoher -4ximutalquantenzahl P, > S ist die l%iultiplizität
as+1.

Den verschiedenen Feinstrukturkomponenten eines Wultipletts
schreibt man verschiedene Gesamtquantenzahlen J z u

J=  IL-SI, p-SI  + 1, . . . . Lj- S- 1, r,+s.

Das sind 2 L + 1 bzw. 2 S + 1 Zahlen, je nachdem L kleiner
oder größer als S ist. Die Gesamtquantenzahl spielt die Rolle des
gesamten Drehimpulses, in dem auch der vom Elektronenspin
herrührende Drehimpuls enthalten ist.

Die Auswahlregeln für L,  S und w sollen für alle 2 L + 1
bzw. 2 S + 1 Terme des Multipletts gelten’). Dazu kommt noch
die Auswahlregel für J, die ähnlich  der Regel für L ist: J ändert
sich bei einem optischen Übergang um + 1 oder 0, der Übergang
zwischen zwei Termen mit J = 0 ist auch verboten.

l) Die beiden ersten
kräfte klein sind.

Regeln gelten allerdings nur, solange die Spin-
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5,  Kehren wir jetzt zu den Entwicklungen zurück, die wir
am Ende von 2. unterbrochen haben! Wir haben dort eine ver-
einfachte Schrödingergleichung (5) aufgestellt, deren Lösung (6),  (6 a)
unmittelbar hingeschrieben werden konnte. Die Eigenwerte waren
im allgemeinen sehr vielfach entartet, und es wurde schon darauf
hingewiesen, daß bei der Berücksichtigung der Wechselwirkung der
Elektronen, bei dem flbergang zum richtigen Potential (4) etwa mit
Hilfe des Rayleigh-Schrödingerschen Verfahrens, die Eigen-
werte (6a)  aufgespalten werden und solche Terme entstehen, deren
charakteristische Merkmale (S, L, w) soeben besprochen wurden.
Die Bestimmung der Anzahl und Art der Terme, die aus
Term (6 a) entstehen, nennt man das Aufbauprinzip.

einem

Bei der Ableitung des Aufbauprinzips darf es nicht vergessen
werden, daß die konsequente  Anwendung der Schrödingergleichung--..V_~--__-.-----  --’ -- ---. - --._,.  _ ,,_ _ . _.
auch die Energiewerte solcher Zustande liefert, die in der Naturs -.-  --.+--__ +--“---bd;.-  .-*-..-  .y--  .-aL,--‘
wegen 3% Paullprlnzlps  nich6rvorl&i’m&.‘*- Wirwerden aber nur
die” Anzahi’“der$iigen  Terme be&mme~;~ die wirklich existieren.
(Da8 sind, wenn man den Spin nicht berücksichtigt, Terme mit
den Darstellungen z(k) = x(‘l2  n  - k), und wenn man auch den
Spin berücksichtigt, nur Eigenwerte mit antisymmetrischen Eigen-
funktionen. Vgl. Kap. XXIL)

Das Aufbauprinzip werden wir mit Hilfe der sehr eleganten
S lat e r sehen  Methode ableiten.

Das Vektoradditionsmodell
6. Es sei hier noch ein einfacher, weitgehend schematisierter

Fall des Aufbauprinzips behandelt, bei dem auf die Gleichheit der
Elektronen keine Rücksicht genommen und die Drehgruppe als
einzige vorhandene Symmetrie behandelt wird l).

Wir betrachten zwei Systeme,  im einfachsten Falle besteht
jedes  System aus einem einzigen Elektron, die beide denselben
Kern um kreisen. Das erste System habe die Energie E und be-
finde sich in einem Zustand mit der Azimutalquantenzahl 7, die
zugehörigen 2 I + 1 Eigenfunktionen seien Q- I, . . ., er. E s  g i l t
d a n n

P*4+  = 5 s”  VQ, ep~v @)
P’  t

*)  Vgl. E. Fues, Zeitsehr.  f. Phys.  61, 817, 1928.
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wo PH  eine Drehun g der Koordinaten des ersten Systems ist. Die
Energie des zweiten Systems sei z, die Azimutalquantenzahl7,  die
Eigenfunktionen q-7,  . . ., TF,  und es gilt

Die beiden Operatoren -/?R und PR sind dabei natürlich verschieden,
weil PR die Variablen der $J~, dagegen p& die der & einer Drehung
unterwirft und die beiden Variablensysteme ja gänzlich verschieden
sein sollen. Aus diesem Grunde sind auch alle PR mit allen FR
vertauschbar, es ist auch PRqv  = -;i;,  und Prau z  Q.~,  weil
eben PB auf die Variable der $7 und PR  auf die Variable der Q
gar nicht einwirkt.

Betrachtet man die beiden Systeme als ein einziges, so sind
die Eigenwerte nach (fis)  die Summen, die Eigenfunktionen nach (6)
die Produkte der Eigenwerte bzw. der Eigenfunktionen der Einzel-
systeme. Zum Eigenwert E + Egehören die (2 7 $ 1) (2 7 + 1)
Eigenfunktionen

Es fragt sich nun, aus welchen Operatoren die Gruppe des Ge-
samtsystems bei Einführung einer Wechselwirkung der beiden
Systeme noch bestehen wird? Offenbar nicht aus dem ganzen
direkten Produkt der beiden Operatorengruppen PR und &, die
Elemente PRPh dieses würden ja gleichzeitigen, aber verschiedenen
Drehungen der Achsenkreuze der Variablen von Q  und $ en t -
sprechen. Die Gruppe, die wir betrachten müssen, ist vielmehr die,
bei der beide Achsenkreuze d e r s e 1 b en Drehung unterworfen
werden, sie besteht nicht aus allen Operatoren PRpH,  sondern nur
aus den PRFR. Die Gruppe der PRFR  ist der einfachen Dreh-
gruppe holomorph: aus R Q = T folgt

Wenden wir die Operatoren PR FR auf die Funktionen (9)
an, so kann man die entstandenen Funktionen mit* Hilfe der un-
veränderten ausdrücken.
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Nach (8), (8a)  ist

PR FR  ~d+l  v* = PR tl’y * 6 141%

Die zu den (2 Z + 1) (2If 1) Funktionen (9) des Gesamt-
systems gehörigeDarstellungd(R)ist das direkteprodukt’)
der beiden Darstellungen P(l)  und 9(fi  der Einzelsysteme:

d (muIvI;  *U” - w (B)6u’r a<fi  (IQ/,; A (R) = W’(lq x w (R). (1 1)

Wir müssen jetzt die irreduziblen Bestandteile von d (11) be-
stimmen. Das geschieht am einfachsten durch Zerlegung seines
Charakters in Charaktere irreduzibler Darstellungen. Der Charakter
von d (R), wo R einer Drehun,v mit dem Drehwinkel cp  entspricht,
ist gleich

lt, v P V

1 i

= x(Z)  (9) x(” (91) = ,z & Y ~ -xwi ei l’fl’. (12)-1 -
Um diesen Ausdruck umzuformen, pflegt man für jede

Exponentialfunktion etx<P  (für x = . . ., - 2, - 1,  0, 1,  2, . . .)
eine Spalte zu bilden und in diese Spalte so viel Kreuzehen  ein-
zutragen, wie vielmal eiX  Y in (12) vorkommt. Das kleinste vor-
kommende x ist - 7 -7, das größte 7 +  7 , man braucht also im
ganzen 2 7 + 2 I + 1 Spalten. Die, Kreuze, die von den 2 Z  + 1
Gliedern  &@-Z)(P,  &(v-l+ l)Y, . . ., ei(v + n(r  mit demselben v her-
rühren, schreiben wir in dieselbe Zeile. Wenn wir noch 7 > r an-
nehmen, erhalten wir die

Tabelle  1

Y=-i.. . + + + +;+ + +
+ -t- + / + -t -t +

u=o.. . . + + +;+ + + t +

u=i . . . .
+;+ + + + + +

i t - + + + + + +
*) Wir haben es hier mit einer anderen Art des direkten  Produkts

zu tun als im vorangehenden Kapitel, Qort  hat&@,  prir zwei  Symmetr ien- ---../w---
(Drehung 5’ untl  Spiegelung 7) < vereinih % Gruppe q.l.lq~~,v~$XJ@~t.
Eier vereinigen-wir. xwi$  S ys t e m e , ‘-Cc die gleiche Symmetrie haben, das
Gesamfssst~~  h.a.$ dann au%-“d&elb6  Symmetrie.
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&Ian  kann hierbei jedes Kreuzehen  in seiner Spalte beliebig ver-
schieben. Klappt man den Teil der Tabelle, der links von der
punktierten Linie liegt, um die durch -f angezeichneta  Zeile, die
von den Gliedern mit v = 0 herrührt, so erhält man ein Schema
der Gestalt:

Tabel le  2

XZ 4 - i -z+i 1-i z+i
YZ - i . .  . ;+  t +

+i+  t -t +
v=o..  .  . + -t +:+ + + + +

++-tsk+++++

Y=i..  .  . +++++++++t+

Das erste Kreuzehen  in der v-Zeile  ist jetzt in der Spalte - v - 1 ,
die Glieder, die der v-Zeile der Tabelle 2 entsprechen, sind

e-i('tz'(p  + ,-iw-1kp+  < .,. + &fI--IM  f &v+Ocp  = X"t"((P),  (13)

sie geben zusammen eben den Charakter einer irreduziblen Dar-
stellung mit L = 1 +  v. Tn  der ganzen Tabelle sind die irre-
duziblen Darstellungen mit

L=I-f,z-i+1,  . . .)  7-+-L-IJ+-7 (“)

enthalten. Für i( 7 entstehen aus dem Term E + E' bei Ein-
führung einer Wechselwirkung 2 7 + 1 Terme mit den Azimutal-
quantenzahlen (*).  Die irreduziblen Bestandteile von 3(E)(R)  x %(” (R)
sind in diesem Falle: je ein P(L)  (II) mit den L-Werten (*). 1s t
1 ( i, so vertauscht sich die Rolle von I und 7, so daß die L-Werte
all gemein

L = p-q, p-q $ I,  “,,  2-t 7-- 1,  7 +i 04)
sind.

Dieses ,,  Vektoradditionsmodell U  (siehe Abb. 8) ist von sehr
allgemeiner Gültigkeit und von grundlegender Bedeutung für die
gesamte Spektroskopie. Die beiden Systeme, um deren Vereinigung
es sich handelt, müssen nicht je aus einem einzigen Elektron be-
stehen - in diesem Falle gibt das Prinzip in der vorliegendrn
Form wegen der Nichtbeachtung der Gleichheit der Teilchen gar
nicht alle Einzelheiten wieder -, sie können schon selber zusammen-
gesetzte Systeme sein; ja das Prinzip gilt sogar - wie wir sehen
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werden - für die Wechselwirkung von Spinquantenzahl und azi-
mutaler Quantenzahl (wobei die entstehenden L ,Gesamtquanten-
zahl” genannt werden), oder auch für die Wechselwirkung zwischen
Gesamtquantenzahl und Kernspin usw.

A b b . 8. Die Zusammensetzung von 1 = 5 und 7 = 2
ergibt als mögliche L-Werte 3. 4, 5, 6 ,  7

7. Wir wissen jetzt, daß die Darstellung 3(l) X B(i) mit der
Darstellung

'~W-TI) 0 . . . 0 0 '
0 S('Z-11 f 1) . . . 0 0
. . .. . . = 2!r (R), (15)
0 fj .., pc&-1) (j

\ 0 0 + i,* . . 0 $9" /

die wir der Kürze halber mit H(R) bezeichnen, äquivalent ist.
Es muß daher eine Matrix 5’ existieren, die sie ineinander trans-
formiert:

Ib”’ (R) x SV) (R) = S--l X(R)  s. (13

Da 211C(R) und auch
?

(2) X Pc?)  unitär  sind, kann man sogar nach
Satz 1 a, Kap. IX,‘&nehmeu,  daß S unitä.r, S-1 = St ist.

Die Matrix S ist eine im weiteren Sinne quadratische Matrix,
wie wir sie im zweiten Kapitel besprochen haben. D i e  Zeilen-

Spaltenbenennung von Ib(l)  X P(l)  geschieht nämlich durch zwei In-
dizes p und V,  und dies muß auch von der Spaltenbenennung von S
gelten. Die Zeilen und Spalten von H(R)  tragen auch zwei In-
dizes, doch sind diese anderer Art: der erste Index L gibt an,
welche Darstellung 9(L) in dieser Zeile steht, der zweite m, um
welche Zeile dieser Darstellung es sich handelt. Die Koeffizienten
von M(B) lauten
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Die Zeilen vcn  S tragen dementsprechend auch die Tndizes L,  m,
wobei I, von /l----El  bisZ+jundmvon -I; bisLläuft:  (16)
lautet in den Koeffizienten ausgeschrieben

Ib(‘)  (W,~,u  V’) (-%rv  =2: c x 8?ml; ,rl~v~JD(L)  (R),,t  , AS’,,~;  fl ,,. (16 a)
m ’ m  L

Die Bedeutung der Matrix 8 lie gt darin, daß man mit ihrer“^-  ___F-l-“--
Hilfe aus den I/,J~  $,  solche Linearkombinationen

bilden kann, die sich bei der Anwendung der Operatoren PRpR,
denen gegenüber das System auch nach Einführung der Wechsel-
wirkung invariant ist, nach irreduziblen Darstellungen transformieren :

= x [S .W’ (R) x W’ (R) * s- qLtm’; Lm w-2:
L’ m’

= C Jf(R)L’m’;  L m ?P$ =  x (r)(L)  (R),!  m !P$ .
Lt m’ m’ /

Sie bilden daher die .Eigenfunktionen  erster Näherung (die ,,rich-
tigen Linear kombinationen u
Sys tems .

des Kap. V) des gestörten Gesamt-
*Ei

Um die Koeffizienten SE,; !, v zu bestimmen, wenden wir zuerst

auf (18) einen Operator PR  FR an, wo R eine Drehung mit Ob um %
ist. Die linke Seite multipliziert sich dadurch mit eim@,  und dies
muß auch für die rechte Seite gelten:

CsT  tn ; p  Y eima2L& = z:  EY,;,uv  PRqJGi
PP PV

z 22sr* m ; u Y e ipa $fpeivaij,. WV
F ’ v

Es ist daher wegen der linearen Unabhängigkeit der I/J, j&,

S L m ;  ,UV -= 0 für 932 + p + 21. (20 a)

Dasselbe erhält man aus (16 a), wenn man die Abhängigkeit der
Darstellungskoeffizienten von c( und y  darin nach (8), Kap. XV, .: a&‘
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einträgt und die Glieder mit gleicher Abhängigkeit von cc und y
einander gleichsetzt. Wir setzen noch

A  L,,u$-v;uvY = SLpvt ww
dann ist (16 a)

l+i
act)(R)!,~,,IDtii(IZ),,~, = ~~Z,uri.fa(~)(R)~,,t,‘;~, +, SL,~,.

L= 11-11
Pb)

Die Matrix S ist durch (16) noch nicht eindeutig festgelegt.
Da M(R) mit einer Diagonalmatrix

’ q z -711 0 . . . 0 0

0 ql-q+J  *.*  0 0
u = . . . . . . . . * . . . . . . . . .

0 0 . . . w+i-4  0

\ 0 0 ’ . . . 0 ol+il

*CLtm’;  L m = QL~I,‘I,~mfm

vertauschbar ist, ändert sich die rechte Seite von (16) nicht, wenn
man B durch u 8 ersetzt. Damit TL S unitär bleibe, muß 74
unitär sein, was dann der Fall ist, wenn die Absolutwerte der o
alle 1 sind. Die Koeffizienten von 9~8, womit wir 8 ersetzen
wollen, sind

(ZG s>Lm; ,uv = OL SLm; ,pv*

Durch zweckmäßige Wahl der Q  kann man jedenfalls er-
reichen, daß

sI,,b--i; 1,  -i= SL,Z,-I = ISL,l,-TI w

reell positiv sein soll. Dies wollen wir im folgenden annehmen.
Wir multiplizieren nun (16 b) mit %(L’)  (B),$  + ,,,  ; rt + ,,  und integrieren
über die ganze Drehgruppe. Es bleibt dann rechts wegen der
Orthogonalitätsrelationen der Darstellungskoeffizienten nur ein
Glied stehen, und wir erhalten, wenn wir für L’ wieder L einsetzen
(und für [ dR - 9 schreiben), s)i?? 4, I fpsJ>

5
so (B)#  (( wB (R)v’  ,zYL)  (R)?,u fv’;u+t dH  = g

“;$v~,;v  . (22)

Zur Bestimmung der sL ,,v ist es nicht notwendig, das Integral
in (22) für alle möglichen Werte der I,,  p’,  v’ p,  v auszuwerten,
es genügt, wenn es für ein einziges E-L’, &-Wertepaar und alle L,  p,  2’
(und 1 : 2) bekannt  is t . Um die Formeln möglichst einfach zu
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machen, setzen wir p’ = 1 , v’ = -7 und erhalten nach (27)  5 /S-T
bzw. (27a) und (27 b), Kap. XV,

f(L+Ftv)!-(L-  y-v)! (.L+Z-i)!  (L-7+l)!

(L-z+I-x)! (Ltp+v+c)! x!(xtl--T+&-v)!

(Wie zu erwarten war, fielen dabei a und y heraus.) Was wir
noch brauchen, sind Integrale der Gestalt

I c0s2a  ’a ß sin 2b;ßdR.

Auch diese liefert uns die Orthogonalitätsrelation der Darstellungs-
koeffizienten. Es ist nämlich

g- = ~~~(iJ(R)jpj’dR  = (~~~)S~os2~~2~l~ßsin2~-2~~~ßdR,
?i+1
oder wenn wir für j + p = a, j - p = b setzen,

s cos2a laßein2bfßdR  = g (,iial  1),  .

Dies in (23) eingesetzt, ergibt zunyächst

.
Um%&-1 zu bestimmen, setzen wir hierin noch p = 7, v = - 7

2L-k1
c

( -  l)JyLt?-I)! (L-lt  fi!  (Ltitl-x)!

(LtZ+l;I)! Z? ’ (L-zll-x)! (LtZ-i-x)!  x! , J

i== 1 SL, z,  -da  = (SL,  1,  -iY, (26a)

das letzte  wegen (2 1). Da weiter, wie im Anhang gezeigt werden soll,

=(-,,(r.-~+j)(L+i+i-i)! 421)!(LJ11 J (2(j)

x (L+z--+--sc)! -

ist, ergibt sich schließlich

SI,, 1, -7 =
(2 L + 1)(27)! (Zij!

(L + z+I+  l)! (Zf T-L)!  ’
(27 4
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und mit Hilfe von (25)

Die Summation über x ist hierin ebenso wie in (27), Kap. XV, über ‘*/‘.z  T
alle ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendlichwerdcns der
Fakultäten im Nenner genügt es, sie - ebenso. wie dort - von
der größeren der beiden Zahlen 0, i- 1 + p + v bis zur kleineren
von L + I( + v und L - I + E zu erstrecken. Die Größen s hängen
außer von ihren Indizes L, p,  v noch von den beiden Zahlen Z
und i ab, die angeben, welches direkte Produkt WO X W man durch
sie ausreduzieren kann. Außerdem sollte s im wesentlichen ungeändert
bleiben’), ,wenn  man Z  mit i und gleichzeitig p mit v vertauscht,
aus (27) ist dies aber nicht ohne weiteres zu erkennen, weil die
Summation über x nicht in geschlossener Form ausgeführt werden
kann. Im Falle p + v = L bleibt jedoch von der ganzen Summe
nur ein Glied (x = L - 1 + 6 stehen, und man erhält

= (- 1y--P (2Ltl)!  (Ztl-L)! (kp)! (Lti-p)!_-~_
(Ltltitl)!  (LtZ-i)!  (L-Z+7)!(7-p)!  (I-L+p)!

- ( 2 7 b )

Es seien noch die Gleichungen, die aus der Unitarität von S
fur die s folgen, explizite hingeschrieben [(27) zeigt, daß L!!I reell ist]:---.-.  _._^..._  -_

8. Hiermit haben wir alle in (16 b) und in (18)

czij
Ti = EsLpm-pqll  Ll - p

Cl
(184

auftretenden Koeffizienten bestimmt. Bezüglich (18 a) ist  zu
bemerken, daß wir hier einen Fall - und zwar einen der wich-

l) In Wirklichkeit ist a(t!i, c (- 1)Ef1--L8~~I~T  in (21) gehen  Z
und 1 nicht in gleicher Weise ein.
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t igsten - vor uns haben, in dem die n richtigen Linearkombinationen u
erster Näherung des Störungsverfahrens aus allgemeinen fiber-
legungen bestimmt werden können: (i8a) gilt für alle Störungen,
die keine Raumrichtung auszeichnen, ganz altgemein. Dies beruht
darauf, daß wir von vornherein wissen, daß die richtigen Linear-
kombinationen alle ,! zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehören u und daß man aus den Funktionen (9) nur eine einzige
Linearkombination bilden kann, die zur vl-Zeile  von P(L)  gehört
- wenn man überhaupt eine bilden kaun (wenn L zwischen 1 2 - z)
und 7 + fliegt). Wenn allerdings im ungestörten Problem außer (9)
noch weitere Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert. gehören, so
ist es möglich, daW  mehrere Linearkombinationen der verlangten
Eigenschaft existieren, und die ,richtige” kann noch eine Linear-
kombination dieser - aber auch nur dieser - sein.

Die Formel (16 b) ist vieler Anwendungen fähig. Zunächst
gilt sie nicht nur für eindeutige Darstellungen (für ganzzahlige  i),
sondern auch ftir die zweideutigen Darstellungen des Kap. XV. Sie
enthält unter anderem die Intensitätsformeln der Multiplettlinien
und der Zeemankomponenten  (Kap. XXIII).

Daß man Wz) (R),,  ,U P(G (iFt),j,  durch die Darstellungskoeffizienten
ausdrücken kann, ist selbstverständlich: diese bilden ja ein voll-
ständiges Funktionensystem. Auch daß nur die Koeffizienten, die
in irgendeiner Darstellun g in der p’ + v’-Zeile und in der 1~  + v-
Spalte stehen, in (16 b) vorkommen können, ist klar: nur diese
haben die richtige Abhängigkeit von CI  und y..  Außerdem zeigt
(1G  b) noch, daß auch L nur zwischen 11 - 71  und 1 + i variiert
werden muß. Sind i und i beide ganzzahlig oder beide halbzahlig.
so sind die L in (16b)  alle ganzzahlig, ist dagegen nur eines ganz-
zahlig, das andere halbzahlig, so sind die L alle halbzahlig: die
Summation ist von der unteren bis zur oberen Grenze immer in
ganzzabligen  Schritten zu erstrecken.

.-
F ü r  l= 0 ist (16 b) trivial, für k - 1 seien noch die s$$

in einer Tabelle  zusammengestellt ‘),

1) Man kann sich die ,T~+,,(11’  leicht merken, wenn man sich vor Augen
Kilt,  daß sie verschwinden, wenn 1 ,u ( > I und wenn 1 ,u + Y 1 >  L ist
(nicht wenn beides zutrifft);  also immer dann, wenn  einer der Dar-
stellungskoeffizientcn  im Integral (22) sinnlos wird.
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Tabelle für die s!:~.

L

l-1

z

Z+1

YZ-1

--
viqzi vz-p  + 2

- -
VS t lV2it 2

0 $1
--

VG v1 v-\Q=;-
~V2l+i - \12V2Ifl

ViqxVr-p

Si - Vi-ifiX

yz-ru+1viqzi - ~Vltp+lVl+p+2

pm-VZtl v2z+ 1 y-iz-z

Anhang. Um noch (26) zu beweisen, gehen wir von der
Identität

aus. Links steht der Koeffizient von ti in (1 + ~)a,  multipliziert
mit dem Koeffizienten von ,SC-~ in (1 + ~)b und summiert über
alle x, d. b. der Koeffizient von xc in (1 t x)” . (1 t x)b  = (1+ x)a+ b,
und dies steht auch rechts; a sei eine positive ganze Zahl, b kann

auch negativ sein. Weiter ist (zc < 0)

24
0

u(u-- l)... (G-2, + 2)(zc-u+ 1)
=

v 1.2 . . . (u - l).u

= (-lp(v-u- l’i’~-+&)Jy”“-4
, . . . .

=-( l)(
* v - u - l

>
.

V

Es ist daher

X(- l)y-;+i)(;;;+;-)  (2)!
%

= x (- l)W-i(g)!
x (

L -; ") (L --12Jy'1)
-

= (- l)t+z-i-  2 p
( (

L - E - i - 1
L+z--i  => (20 (

-! 21
L+i-i  ')

womit (26) bewiesen ist.
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XVIII. Auswahlregeln und die Aufspaltung
der Spektrallinien

1. Im VI. Kapitel haben wir mit Hilfe der Schrödingerschen
zeitabhängigen Differentialgleichung die Zunahme der Anregungs-
wahrscheinlichkeit 1 ap  (t) Ia = 1 b(t) 1 ” des stationären Zustandes #r
unter dem Einfluß eines in der X-Richtung polarisierten Licht-
strahles der Intensität (Energiedichte pro Frequenzeinheit) J be-
rechnet. Es ergab sich dafür [( 17) und (6) Kapitel VI], wenn das 2.T.  R,?
Atom anfangs ganz im stationärem Zustande 1~~  war

)+(t)l’  = B,,Jt  = T/&IpJt, (1)

WoXFE das sogenannte Matrixelement

XFE = (@PP  ($1 +"g + l ** +%&E) Pa)

der ,,X-Komponente des Dipolmoments”  des Überganges E-, F
ist. Ist das Licht in der Y- bzw. Z-Richtung polarisiert, so tritt
in (1) an stelle  von xFE

YFE = (hb, +%J+"'+%)$%) w-9

ZFE = (iLIp,  ca, + Be + ***  + %)$E)t (2 4

ist es in der Richtung mit den Richtungscosinus  al,  ag,  a, polari-
siert, so tritt entsprechend

a,&E+a,YFE+~$FE (2)
auf.

Nach der bekannten Einsteinsehen  Oberlegung’)  kann man
hieraus die Wahrscheinlichkeit AãE  d t dafür berechnen, daß ein
Atom, das im angeregten Zustande $F  ist, im Laufe der sehr kurzen
Zeit dt durch spontane Ausstrahlung in den Zustand $E übergehe.
Eigentlich nennt man diese Größe die ,Übergangswahrscheinlich-
keit”, es ist

Wenn eine Spektrallinie  mit der Frequenz (F- E)/h  in einem
Spektrum nicht auftritt, obwohl die Existenz von Atomen im ZU-
stand +r  durch das Auftreten anderer Linien erwiesen ist, wird man

j) 8. Einstein, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges., S. 318, 1916; Php.
Zeitsehr.  18, 121, 1916.

W i  g  n 9 r, GCruppentheorie 14
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schließen dürfen, daß die Ausdrücke (‘2  a), (2 h), (2 c) verscllwinden.
In weitaus den meisten Fällen folgen diese ,Auswahlregeln” aus
den Transformationseigenschaften der beteiligten Eigenfunktionen.
Den Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen gegenüber
der symmetrischen Gruppe, der dreidimensionalen Drehgruppe und
der Spiegelungsgruppe entsprechen drei Arten von Auswahlregeln..------*  - il -*. -- ,, ._l ’ __I*._r_,C”._,_“.7~_.5

Es ist aber zu bemerken, da&  das Verschwinden von (2) nicht das
absolute Ausfallen der Linie p-+  E zur Folge hat .  Bei  der  Ablei tung
von (1)  ist nämlich eine wesentliche, nicht  streng richtige Voraussetzung
gemacht worden : die Atomdimensionen wurden gegenüber der Lichtwellen-
länge als  klein angenommen, und es wurde S O  gerechnet,  als ob das
vom Licht  herrührende Zusatzpotential  in der Richtung dcs L,icht-
S t r a h l s  k o n s t a n t  w ä r e , weil  es  s ich nur in Abständen,  die in der
GröDenordnung  der Wellenlänge sind,  wesentl ich ändert .  Würde man be-
rücksichtigen, daß dieses Potential in Wirklichkeit in Richtung des Strahles
sinusförmig  schwankt, so würde sich ein etwas anderer Ausdruck für die
Übergangswahrscheinlichkeit (und daher auch für die Lebensdauer) ergeben,
zum B,,  in (1) würde noch ein Korrektionsglied B’ hinzukommen.

Von der Übergangswahrscheinlichkeit ,  die man nach (1) oder (la)
berechnet, sagt man, dall sie von der Dipolstrahlung herrührt, B’ ist durch
Quadrupel  und höhere H.omente bedingt. Es ist (Atomdimension/Wellenlänge)*,
also etwa lOT-mal  kleiner als das durch Dipolstrahlung bedingte BEp,  und man

kann es neben BEF vernachlässigen, wenn (2) nicht  verschwindet .  Die
Übergänge, für die (2) Null ist, sind aber nicht absolut verboten, sondern
nur sehr viel  schwächer als die gewöhnlichen, durch Dipolstrahlung be-
dingten Übergänge. Für die Intensi tät  der  Quadrupolstrahlung selber is t
das Absolutwertquadrat von

T  (q,, (xl  y1 f 22 y2 + * * * + Zn Yn)  *‘F)’

das an Stelle von XrE in (1) eingesetzt werden muß, maßgebend  1).

A. Terme verschiedener Multiplizität kombinieren nicht mit-
einander. Die Terme, die verschiedene Multiplizitat  2 S + 1 haben,
gehören ja zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen Grnppe,
und das Multiplizieren mit 5, + x9 + .e.  + x,, ist ein gegenüber
der Vertauschung von Elektronen symmetrischer Operator, so t-  ,
daß das skalare Produkt (2) nach den Resultaten des XII. Kapitels ‘;:
verschwinden mufi. Selbst die Strahlung, die durch Quadrupol und
höhere Momente bedingt werden kitnnte,  verschwindet aus diesem
Grunde.

- -
1) Die Quadrupolstrahlung wurde in der Quantenmechanik haupt-

sächlich von 8.  Ru bi nowicz eingehend untersucht. Vgl. z.  B. Zeitsehr.
f. Phys. 61, 338; 66, 662, 1930.
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Empirisch ist bekannt, daß dieses sogenannte In terkombina-
tionsverbot nur bei Elementen mit niedriger Ordnungszahl
gut erfiillt  i s t . Bei schwereren Elementen kommen schon ver-
haltnismällig  starke Linien vor, die Terme verschiedener Multi-
plizitat  verbinden. Dies rührt von den Zusatzgliedern in der
Schrödingergleichung her, die dem magnetischen Moment des Elek-
trons Rechnung tragen und die sich bei wachsender Elektronenzahl
immer stärker und stärker bemerkbar machen.

B. Gegenüber Drehungen ist das Multiplizieren mit z1 + z2

+ . . . + z, kein symmetrischer Operator mehr, so daß die Aus-
wahlregel für die Azimutalquantenzahl L anders als die für das S
lauten wird. Die Azimutalquantenzahl von qE  sei L,  dann gehört
im Produkt (x,  +  x2 + a.0 + r%)  eF:  der zweite Faktor zur Dar.
Stellung  P(h),  der erste Faktor ist  eine Vektorkumponente  und
gehirrt zu P(l).

Die (2z + 1) (2 L + 1) Produkte von je zwei Funktionen,

von denen jeweils die erste /$” zur X-Zeile von !@ und die zweite

@$ zur x-Zeile von P(L)  gehört, transformieren sich nach P(E) x p(h)

(vgl. auch die analogen Entwicklungen des vorangehenden Kapitels).

PB  fiZ’ ,iL) = PR  f-p . PR ljJLLJ  = x dz’(R),; v (ll& #-p l$‘*
AA

Mit Hilfe der Matrix 8, die P(L)  X WL)  ausreduziert, kann man aus
ff}  &Ll solche Linearkombinationen FjK’ bilden, die zu den irredu-

ziblen Bestandteilen Z)(K)  von P(L)  XacL)  gehören. Umgekehrt kann

man die Funktionen f:’ $JX’ mit Hilfe der reziproken Matrix S-- 1

durch die FLM  ausdrücken.
J’n unserem Falle ist z  = 1 und die irreduziblen Bestnnd-

teile von a(l)  X 9(L)  sind für L X/.X  0
SCL - 0, ~(L),  BCL  t 1). c*>

Man kann daher (x,  + z2 + --. + x,) @E  als eine Summe von drei
Funktionen schreiben, die zu je einer der Darstellungen (*) gehören.
Ist nun die Azimutalquantenzahl 5 von $F weder L -- 1 noch L
noch L + 1, so verschwinden alle drei Teile des skalaren  Pro-
dukts  (2a).  Die Azimutalquantenzahl ir, kann sich bei einem
durch Dipolstrahlung bedingten spontanen fJbergang  nur um t.1
oder 0 ändern.

14*



212 XVIII. Die Auswahlregeln für die Azimutalquantenzahl

1st  L = 0 so gehört (xl -+ x2 + l ‘. + z,) tiE zur Dar-
stellung Ib(l),  da in diesem Falle ib(*)  X a(o)  gleich P(l) ist. 1s t
L’ #  1, so verschwindet (2): S-Terme (L = 0) kombinieren nur
mit P-Termen (L’ = l), auch der  Ubergang  S-+ S ist  ver-
boten.

Auch diese Regeln gelten nur für die leichten Elemente genau.
Die--Ursache  für ihr~%rsagen  bei höheren Ordnungszahlen ist___ __._-  I -----

auch in_  _be-~-,-~~~r~lln~~~....w-.~~,  die durch das magnetische
bioment  des Elektrons bedingt sind. Die Linien, die trotz dieser
Regel auftreten, sind nicht so augenfällig wie die Linien, die das
Interkombinationsverbot  verletzen, weil nämlich noch andere, auch
bei Nitberücksichtigung  dieser Störungen gültige Regeln ellistieren,
die von sich aus das Ausfallen der meisten durch dieses Verbot
erfaßten Obergänge bewirken.

Die Quadrupol- und höheren Momente verschwinden bei den be-
sprochenen obergangsverboten  nicht. Wir muhten ja explizite die Tatsache
benutzen, daß (ai + xs + -. l -/- sn) zur Darstellung a(l)  gehört. Die ent-
sprechenden, für die Quadrupolstrahlung maßgebenden Ausdrucke (Er y1  + . * -
+ xlr yn)  usw. gehören aber nicht zu 90)  sondern zu 9(s),  die Azimutal-
quantenzahl II kann sich dementsprechend bei einem durch Quadrupol-
momente bedingten Übergang um k 2, f 1 oder 0 ändern. Aullerdem  ist
noch 6’ + 6’ und S + P durch Quadrupolstrahlung verboten.

C. Bei Dipolstrahlung ändert  sich die Spiegelungs-
symmetrie immer, positive Terme kombinieren nur mit negativen,
negative nur mit positiven. Bleibt nämlich $J~ bei dem Ersetzen
der xk, z/k,  8, durch - %k, - &, ’ - ,&  ungeändert, SO wechselt
cxl  +  xa + ’ ’ ’ +  Il;n) +E sein Vorzeichen und umgekehrt bleibt
bei dieser Operation der Ausdruck (a;,  + . . . + x,,)  Q~  ungeändert,
wenn @E  sein Vorzeichen umkehrt; er hat zu z,!J~ entgegen-
gesetzten Spiegelungscharakter. Wenn das skalare Produkt (2)
nicht verschwinden soll, muß auch *DP  zu @E entgegengesetzten
Spiegelungscharakter haben.

Empirisch is t  diese Regel  als  L ap o r t  e-  R u s  s  el  sches  Auswahl-
verbot bekannt. Gemäß ihrer Ableitung bezieht sie sich nur  auf
die Dipolstrahlungl),  dagegen gilt sie auch unter Nitberück-
sichtigung  der magnetischen Momente der Elektronen,
also auch bei den schweren Elementen. Ihr widersprechende optische

l) Für die Übergänge, die durch Qnadrupolstrahlung bedingt sind,
gilt sogar die entgegengesetzte Regel : der Spiegelungscharakt er ändert sich
bei diesen Obergängen nicht .
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Übergbge sind - trotz des so sehr reichen Materials - kaum be-
kannt. Die bekanntesten treten im sogenannten Nebuliumspektrum
auf, wo sie von metastabilen  ZnstlSnden  ausgehen, was die Möglich-
keit - namentlich bei den Verhältnissen, die in den verdlinnttm
Sternnebeln herrschen - einer extrem langen Abklingungszeit,  also
kleiner tfbergangswahrscheinlichkeit,  offenläßt.

oberblicken wir die drei Arten von Auswahlregeln noch ein-
mal, SO sehen wir, daß durch sie eigentlich die meisten i,inien

verboten sind: das Multiplettsystem darf sich nicht ändern, L darf
sich nur  um C 1 oder 0 ändern (0 zu 0 ist auch verboten), der
Spiegelungschafakter  muß sich ändern. So kann z.  B. ein sS+-Term
nur mit 8P--Termen  kombinieren’), ein *D--Term  nur mit (P+,  ‘D.+
und *F+-Termen*)  usw. Es werde nochmals betont, daß die magne-
tischen Idomente der Elektronen bisher nicht berticksichtigt  und so
die sogenannte Feinstuktur der Spektrallinien nicht,  erfaßt wurde. Die
Regeln sollen für alle Feinstrukturkomponenten  einer Linie gelten.
Die ersten beiden Regeln gelten nur, wenn der Einfluß der erwähnten
magnetischen Momente klein ist (bei kleiner 3lultiplettaufspaltung,
d. h. bei den leichten Elementen), die letzte dagegen soll - was
gegenwärtig noch nicht eingesehen werden kann - genau gelten.

2. Es sollen noch die Verhältnisse bei dem Einsetzen eines
elektrischen oder magnetischen Feldes, also bei der Aufhebung der
dreidimensionalen Drehsymmetrie” besprochen werden.

Bekanntlich zeigt sich dabei ein Aufspalten der Linien in
mehrere Komponenten. Dieses ist im Falle des magnetischen Feldes
als Zeemaneffekt sehr genau bekannt, wtihrend die uniicloge  Er-
ticheinunp i m  elektrischcu  F e l d e , der Starkeffekt, in den aller-
meisten Fällen der Beobachtung viel schlerhter  zq$nglich  ist. Von
unserem vorläufigen Gpsichtspnnkt  aus können die Verhältnisse
natürlich nur sehr schlecht widergegeben werden und wir erhalten
im wesentlichen nur Aufschluß darüber, wie der Zeeman- und Stark-
effekt Ware,  wenn die Elektronen kein magnetisches Moment hätten.

Ein magnetisches Feld in der %-Achse verringert die Symmetrie-
gruppe des Konfigurationsraumes. Von den Drehungen bleiben
nur diejenigen um die %-Achse übrig. Außerdem bleiben noch
- wegen des axialen Charakters des magnetischen Feldvektors -
.-- __- ____ --_._

1) Durch Quadrupolstrahlung noch mit “I,+-‘f’rrwen.
*) Durch Quadrupolstrahlung noch mit *S  . ‘P  , ‘f) . ‘P  , ‘G...-‘Fermen.
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die beiden Richtungen Z und - 2 gleichberechtigt, so daß die XY-
Ebene Symmetrieebene bleibt. Aus demselben Grunde aber ist etwa
die YZ-Ebene keine Symmetrieebene mehr, da ein Drehungssinn aus-
gezeichnet ist. Man sieht dies am klarsten, wenn man die klassische
Bahn eines Elektrons im Felde eines Kerns und eines Magnetfeldes be-
trachtet : durch Spiegelung der Bahn an der zum Felde senkrechten
Ebene durch den Kern erhält  man eine klassisch mögliche Bahn, nicht
dagegen durch Spiegelung an einer zur Feldrichtung parallelen
Ebene YZ.

Es folgt hieraus, daß die Inversionssymmetrie des Problems
durch das Magnetfeld nicht gestört wird : die Inversion (xk = - ZL,
Yi = - yk,  zk = - ßk)  ist ja gleich dem Produkt einer Drehung
mit 3~  um 2 (~3 = - Q,  yi = - yk, ZL = ak)  und einer
Spiegelung an der X Y-Ebene (& = sk, y;  = Yk9 ZL = - zk) und

I A b b .  9a A b b .  9b
Maguetisohes Feld in der Z-Richtung:
Spiegelt man die Bahn eines Teilchens
an  derXY-Ebene,  so erhslt man wieder
eine mögliche Bahn, nicht aber durch

Spiegelung an der Y Z-  Ebene

Elektrisches Feld in der Z-Richtung:
Spiegelt man die Bahn eines Teilchens
an einer Ebene durch die Z-Achse, so
erhUt man wieder eine mögliche Bahn,
nicht aber durch Spiegelung an der

X Y - Ebene

daher in der Symmetriegruppe des Systems enthalten. Die gesamte
Symmetrie ist das direkte Produkt der Gruppe der reinen Drehungen
um 2 und der Spiegelungsgruppe (die außer der Einheit noch die
Inversion enthält), wozu als dritter Faktor noch die symmetrische
Gruppe hinzukommt. Die beiden ersten Gruppen, also auch ihr
direktes Produkt ist abelsch.

Wenn aber auch die volle Drehsymmetrie des Problems durch
das äußere  Feld zerstört wird, haben, so lange das Magnetfeld
schwach ist - und die experimentell erzeugbaren Felder sind immer
schwach in diesem Sinne -, die Eigenwerte und Eigenfunktionen
noch näherungsweise die Lage bzw. die Eigenschaften, die sie ohne
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Magnetfeld hatten. insbesondere kann man auch von einer azimntalen
Quantenzahl L sprechen und es gelten auch noch die gewöhnlichen
Auswahlregeln für L. Außerdem gehört natürlich jeder Term,
auch wenn das außere  Keld  beliebig stark ist, zu einer irreduziblen
Darstellung der vorher erwähnten drei Gruppen, hat also ebenso wie
die Terme des feldlosen Systems ein Multiplettsystem S und einen
Spiegelungscharakter. -4uch  die Auswahlregeln A  und C, die aus
dem Zugehören der Eigenfunktionen zu L)arstellungen  der symme-
trischen und der Spiegelungsgruppe folgen, bleiben streng erhalten.
Hinzu kommt noch die sogenannte magnetische Quantenzahl p,  die
angibt, zu welcher Darstellung (qiUV ) der zweidimensionalen reinen
Drehgruppe der betrachtete Term gehört, Fiir  p tritt auch eine
neue Auswahlregel auf, sie lautet für in verschiedenen Richtungen
I)olarisiertes  Licht verschieden, so daß manche obergtinge  (x-Komyo-
nenten) nur durc*ll in der Peldrichtung, manche (6 - Komponenten)
nur durch senkrecht dazu polarisiertes 1,icht  bewirkt werden. 1)s
die verschiedenen Raumrichtungen nicht Kleichbererhtigt  sind, ist
dies nicht weiter verwunderlich.

Fiir i:bergiinge  mit in der %-Richtung polarisiertem Ilicht  ist

($9-1 (fl*  + -52 t - * * -t f") ll'd (9
maßgebend. Da  das Nultiplizieren  mit E, t ..- $ z,,  ein in Bezug
auf Drehungen um % symmetrischer Operator ist, tnüssen  +F und
IJI~;,  wenn (2~)  nicht verschwinden soll, zu derselben Darstellung
(,iilr~)  gehören, dieselbe magnetische Quantenzahl haben. Bei
e i n e m  Ü b e r g a n g , b e i  d e m  d a s  1,icht  p a r a l l e l  z u r  b’eld-
ricbtung  p o l a r i s i e r t  i s t , ander-t  sich d i e  m a g n e t i s c h e
(juantenzahl  nicht .

l’iir d i e  ilbergtingt:, bei denen das Litlht ~cnkrecbt, zur Feld-
richtung polarisiert ist @-Komponenten), sind XpE und Ypk;  maß-
gebend. Nun gehört ?jl $ yp  3 . .. -+ ,v,, i i (n,  -1 rz  ) ** * -t  r,)
zur Darstellung (cf(~),  tio  daß [yr +  ..+  + ?I,,  { i (xl $ **.  1 .rJ]  ti$;
zur Uarstellung  (ci((’  + 1)‘~)  gehört. Soll

3YJ-E + Z’XJ-E
= (g+,  [y,  + yp  + * . ’ + yn  -f-  i (q -t J-2 ' * - - -t GJI  h3)

nicht verschwinden, so muß auch qrF zur Darstellung (e’@  +  ‘)q)  ge-
hören. Ebenso schließt man, daß I/.P~ zu (e  l(L’  - r)(l)  gehören muß, damit
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von Null verschieden sei. Es folgt, daß Xpz und YJ+~ nur endlich
sein können, wenn sich die magnetischen Quantenzahlen von #p
und Q~ um 1 unterscheiden. Durch senkrecht zur Feld-
r ichtung polarisiertes Licht werden nur Übergang0  mit

4 =+ 1 angeregt. /

l3.i;  den umgekehrten Prozeß der Emission folgt hieraus, daß
das Licht, das senkrecht zur Feldrichtung ausgestrahlt wird (Trans-
versaleffekt) bei Übergängen d y = 0 parallel, bei Übergängen

4 = 1 senkrecht zur Feldrichtung polarisiert ist, womit in diesem
Fall die Polarisationsrichtung, die ja auch noch senkrecht zur
Strahlrichtung sein muß, eindeutig festgelegt ist.

Betrachten wir nun das Licht, das in Richtung des Magnet-
feldes ausgestrahlt wird (Longitudinaleffekt) ! Dieses muß senk-
recht zur Feldrichtung polarisiert sein, es kann also keine n-Korn-
ponenten, nur d-Komponenten enthalten. Der Polarisationszustand
der o-Komponenten *ist  aber durch die Angabe ,,senkrecht zur
Feldrichtung u nicht bestimmt. Die Erfahrung zeigt, daß sie teils
rechts- , teils linkszirkular:  polarisiertes Licht enthalten. Dies be-
deutet wieder umgekehrt, daß erstere Übergange  durch linkszirkular
polarisiertes, letztere durch rechtszirkular polarisiertes Licht nicht
angeregt werden können *).  Nun zeigt eine zu der im VI, Kapitel
durchaus analoge Rechnung, daß für Obergänge,  die durch in der
X Y-Ebetie  zirkular polarisiertes Licht angeregt werden, je nachdem
der Drehungssinn von Y zu X oder von X zu Y weist, die Matrix-

elemente (Pali: -j--  i X& / fz oder ( YFE - i XFE)/  r/5  in (1) an
Stelle von XFE treten. Ist also das Licht in Richtung des Feldes
gesehen (von unten nach oben, wenn die Z-Achse nach oben zeigt)

1) Zur  Bestimmung des Polarisationszustandes des bei einem Über-
gaog  emittierten Lichtes ist es immer nur wesentlich, was für Licht bei
dem umgekehrten Prozeß nicht absorbiert wird. Ein fibergang  z. B., der
zur Z-Achse parallel  polarisiertes Licht aussendet,  wird - wenn auch
schwächer - auch durch Licht angeregt, dessen Polarisationsrichtung zur
Z-Achse geneigt  is t . Wesentlich ist, da.6 so ein obergang nicht durch
senkrecht. zu Z polarisiertes Licht angeregt werden kann, ebenso wie ein
obergang, der rechtszirkular polarisiertes Licht aussendet, nicht durch links-
zirkular polarisiertes Licht angeregt werden kann,

Daß man den Polarisationszustand des emittierten Lichtes auf dem
Umweg über den umgekehrten Prozeß bestimmen muß, beruht darauf, daß
die Schrödingergleichung  in der zugrunde gelegten Gestal t  die Emission
überhaupt nicht zu erklären imstande ist.
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rechtszirkular polarisiert, SO  bewirkt es einen Sprung mit einer
Erhöhung von p um 1, ist es linkszirkular polarisiert, so bewirkt
es ein Fallen von p um 1. Fällt umgekehrt bei der spontanen
Emission p um 1, so ist das emittierte Licht (in derselben Richtung
gesehen) rechts-, steigt es, so ist es linkszirkular polarisiert.

3. Betrachten wir jetzt einen Term des feldlosen Systems und
untersuchen wir, wie er sich bei dem Einsetzen des magnetischen
Feldes verhalten wird. Der Term I&,, des feldlosen Systems
wird durch das Magnetfeld im allgemeinen aufgespalten, und es
entstehen mehrere neue Terme aus einem alten Term. Das Multi-
plettsystem S und der Spiegelungscharakter w werden aber hier-
durch nicht berührt, das erste ist für alle neuen Terme, die aus
demselben feldlosen Term entstehen, S, der zweite w. Dies folgt
daraus, da8 die Eigenfunktionen während des ganzen Anwachsens
des magnetischen Feldes zu einer Darstellung der symmetrischen
Gruppe und der Spiegelungsgruppe gehören und sich außerdem
stetig ändern. Eine Änderung der Darstellungseigenschaft würde
aber unstetig vor sich gehen müssen.

Es fragt sich noch, welche P-Werte  die aus -&&,,,  exttstehenden
Terme haben werden? Es sei & eine Drehung um 2 mit rp,  dann
ist nach (6) Kap. XV PtL)  (R)

f e-  iLy 0 . . . 0 0
0 e- i(L- 1)y . . . 0 0
. . . .
. . .

0 ; . . , &(L-I)fp 0

0 0 . . . 0 &LY

\

(-0

/
und wenn qxF eine Eigenfunktion von EsLw  ist, die zur x-Zeile

von A(s) und zur P-Zeile  von (b(L) gehört, ist

d. h. qxP gehört zur Darstellung (eiluv)  der Gruppe der Drehungen
um J?.  Auch diese Tatsache wird sich, während das Feld an-
wächst, nicht ändern, und da ,u bei der Darstellung %YL)  von
- I; bis L läuft, wird ein Term mit der Azimutalquantenzahl L
in 2 .L + 1 Terme EsLw,  ,u mit den magnetischen Quantenzahlen
p = -L, --L + 1, . . . . L - 1, L aufspalten. Die zu EsLur,cl ge-
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hörigen Eigenfunktionen erster Näherung sind die qxcc  selber, da
sie zu einer Zeile von A(fl und zu einer Darstellung (e@Y)  gehören
müssen und man aus den exr keine anderen Linearkombinationen
mit dieser Eigenschaft bilden kann. Wir haben also wieder einen
Fall vor uns, wo die ,richtigen Linearkombinationen u erster
Näherung schon durch gruppentheoretische Überlegungen bestimmt
werden können.

Daß die Bestimmung der ,,richtigen Linearkombinationen” in diesem

Falle so einfach war, beruht darauf, daß in IblL) die  Matr izen,  die
Drehungen um Z entsprechen - wie dies ($)  zeigt -,  als Darstellung der
Gruppe der Drehungen um 2 schon ausreduziert  sind. Hätten wir das
Magnetfeld etwa in die X-Richtung gelegt,  so hätten wir die Matrizen
c%(L) (y),  die Drehungen um X entsprechen, ausreduzieren, in die Form (j-)
bringen müssen. Die Matrix (Z’P,,),  die zur Ausreduktion dient, erzeugt

dann auch die richtigen Linearkombinationen

für diesen Fall.

Aus den Eigenfunktionen erster Näherung kann man auch die
erste Näherung für den Termwert EsLw, p  berechnen, wenn man die
durch das magnetische Feld $jZ  bedingte hlodifizierung des
Hami 1 tonsehen Operators des Systems kennt. In der klassischen
Theorie tritt im Magnetfeld zur feldlosen Hamiltonschen Funktion,
wenn man höhere Potenzen der Feldstärke vernachlässigt, das
Glied e/c.  (%,  b) = e/ mc*(%,.,  +  + 2l,p,)  hinzu, wo % das
Vektorpotential ist, als dessen Rotation sich die Feldstärke
schreiben laßt. In der Quantenmechanik schreibt man hierfür,
wenn man in derselben Näherung auch bei Vorhandensein eines
äulieren  Feldes - lt/2  ni  l dldx  für 10~ usw. setzt,

bzw. die entsprechende Summe für mehrere Elektronen ‘). Für eiu
homogenes, in die Z-Achse gerichtetes Magnetfeld von der Intensität
QE  ist

3z- -; @,y;  2l, = $ &5,  21z = 0 .

1) In Wirklichkeit tritt zu (5) noch das Glied (gi -+  at-/- j.@ea/2mca
hinzu, das unter anderem für den Diamagnetismus verantwortlich ist.



XVIII.  Der Operator Lt 219

Die erste Näherung für die magnetische Zusatzenergie
&Lw,p  - ESLW berechnet sich dann nach Kap. V, Gleichung (32)

ist. Das in (6) auftretende skalare Produkt läßt sich vollkommen
auswerten. Es wird sich nämlich zeigen, daß für jede Funktion f

1 d P(,  0 1)) f

also gleich der Differenz der Werte von f in einem etwas “ver-
drehten Zustande” und dem ursprünglichen Zustande dividiert
durch den Drehwinkel. Da

cos g,J - sin cp 0

{t-p,  0 ,  O} --: sin ~1 (!OS CP  0,
0 0 1 !

=  f  (..., n’kcos ‘p  + yk  sin y,  - xk sin q + ?/k  cos 9, Bk,  . ..).

und dies nach sp  differentiiert ergibt fiir 93  = 0

was mit (7) äquivalent ist. Nun is t  noc:h wegen  (4)

und daher wegen der Normierung (JY~@,  tixr)  .I-  1 und (6)

F - Es I,  ,”  =
ddj,p

JSLW,  p 4amc  (p - - Id, - I, t  1, . . .) L -- 1, Id).  (8)

Nach (8) soll der Term mit der azimutalen Quantenzahl I,
in erster Nätierung  - d. h. wenn man sich auf Glieder beschränkt,
die mit der ersten Potenz von OS  proportional sind - in 2 I, +  1
äquidistante Terme aufspalten, deren mittlerer (p  = 0) die Lage
des ursprünglichen Terms hat und deren Abstand bei derselben
Feldstärke für alle Terme derselbe ist: in (8) kommen ja nur
universelle Konstanten vor.
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Betrachten wir  jetzt die Zeemankomponenten der Linie F-a E,
so sehen wir - da der Term F ebenso stark wie E aufspaltet -,
daß sich die  Linien  mit gleicher Änderung von ,u alle überdecken.
Da sich aber p bei einem optischen abergang nur um & 1 oder 0
ändern  kann, hat man im ganzen nur drei getrennte Linien und
riie beiden seitlichen Komponenten haben für alle Linien denselben
Abstand von der mittleren. Das ist das Aufspaltungsbild des
sogenannten normalen Zeemaneffektes.

Dieses Aufspaltungsbild deckt sich mit dem beobachteten nur
in verhältnismäßig seltenen Fällen, nämlich nur bei Linien die
Singuletterme verbinden. Bei diesen Termen kompensieren sich
nämlich die magnetischen Momente der Elektronen, die sonst die
Abweichungen verursachen, so daß ihr Einfluß verschwindet. Dies
ist auch der Grund, warum diese Terme keine Feinstruktur haben.
Bei allen anderen Termen ist die Aufspaltung teils größer, teils
kleiner und für verschiedene Terme zumeist verschieden. Daher
überdecken sich auch die Linien, die mit derselben Änderung von p
verbunden sind, nicht, und das Aufspaltungsbild des anomalen
Zeemaneffekts ist wesentlich komplizierter. D a s  Intensjtäta-
Verhältnis der einzelnen Zeemankomponenten wollen wir an dieser
Stelle nicht berechnen ‘), weil sich die meisten Komponenten doch
überdecken.

Es werde noch bemerkt, daß durch ein magnetisches Feld die
Terme soweit aufgespalten werden, wie das überhaupt durch ein
äußeres  Feld geschehen kann: die übriggebliebenen Entartungen
rühren alle von der symmetrischen Gruppe her und die Gleichheit
der Elektronen kann durch äußere Felder nicht zerstört werden.

4. Bei einem homogenen, in der Richtung der Z-Achse zeigenden
elektrischen Felde ist die Symmetrie nicht genau dieselbe, wie bei
einem magnetischen Felde, da der elektrische Feldvektor po lar e n
Charakter hat. Dadurch wird die Existenz des Inversionszentrums
aufgehoben, dagegen bleiben die zum Felde parallelen Ebenen durch
den Kern Symmetrieebenen. Die Verhältnisse liegen also umgekehrt
wie bei magnetischen Feldern (siehe Abb. 9).  Die Symmetrie-
gruppe ist die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe (also nicht
abelsch!), während sie im Magnetfeld das direkte Produkt der

‘)  Dies soll im Kap. XXIIL geschehen. Die Intensitäten der drei
beobachtbaren Linien sind wie in der klassischen Theorie des Zeeman-
effekts, die den normalen Zeemaneffekt genau ergibt.
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zweidimensionalen reinen Drehgruppe und der Spiegelungsgruppe
war. Jeder Term hat außer dem Multiplettsystem  S noch eine
elektrische Quantenzahl m z 0, 0', 1, 2, . . *t die angibt, zu welcher
Darstellung 3 crn) der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe der
betrachtete Term gehört.

Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe wurden im Kap. XlV  best immt. Reinen
Drehungen mit cp  entsprechen in 3(O),  3(0’),  3(l), 3(I),  . . . der  Reitle
nach die Matrizen

W7 (0, (“,i”  e;J, (“(li, ,21,), .  .  .,

waihrend einer Spiegelung an Y die Matrizen

entsprechen.
IJm  die ?n-Werte der Terme festzustellen, in die ein Term mit

der azimutaten  Quantenzahl 1, aufspaltet, müssen wir feststellen,
welche 3tni’ und wie oft sie in den a(L)(R)  vorkommen, die Dreh-
spiegelungen um % entsprechen? Aus der Form (t) von pcw(,@,
wenn R eine reine Drehung um 2 ist, ersehen wir unmittelbar, dnß
in (i)  3(l), 35(*), . . . , 3tL)  je einmal enthalten ist, die zur ersten
bzw. zweiten Zeile von 3trn) gehörigen Eigenfunktionen gehören
zur  - m- bzw. WL-Zeile von WL). Dagegen können wir von der
Eigenfuuktion, die zur O-Zeile von W) gehört, nur sagen, daß sie
entweder zu 3(O)  oder zu 3(“‘) gehört. Zur Entscheidung der Frage,
ob das erste, oder das letzte der Fall ist, muß man noch eine
Drehspiegelung, etwa 2’ = - x hinzuziehen, da sich 3(O)  und 3@‘)
für reine Drehungen überhaupt nicht unterscheiden.

Um die Spur der zu dieser Transformation zugeordneten Matrix
in D(L) zu finden, bemerken wir, dal3 sie das Produkt der Inversion
und einer Drehung um X mit n ist und ihre Spur daher

w (1 + 2 cos n + 2 cos 2 7rI + * ’ * + 2 cos L n)
= w ( l

’ w-2 +  2- .*. +  2.(- l)I,)  z w . (  - l)L I

beträgt, wo w für positive Terme + 1, für negative -. 1 ist. D a
die Bestandteile 3(l), . . ., 3cL) nichts zur Spur der Spiegelungen
beitragen, ist der übriggebliebene Term ein 0 -Term, wenn
w (- 1)”  = + 1,  und ein O’-Term, wenn w  (- l)‘L  = -- 1 i s t .
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Wir sehen, daß die Aufspaltung der Terme im elektrischen
Felde keine so vollkommene wie im magnetischen Felde ist:
aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl i, entstehen nur
L + 1 Terme.

Die Auswahlregeln, die bei starken elektrischen Feldern gelten,
sind den entsprechenden Regeln für Magnetfelder ähnlich:  die elek-
trische Quantenzahl m ändert sich bei einem Übergang mit in der
%-Achse polarisiertem Licht nicht, da das Multiplizieren mit
“1  + “2  + * * - + Rn ein gegenüber der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe der Drehungen um 2 symmetrischer Operator
ist. Daher ist auch ein solcher Ubergang  von einem O-Term zu
einem 0’-Term verboten. Dagegen ändert sich m bei einem Über-
gang, bei dem das ausgestrahlte J,icht  senkrecht zur Feldrichtung
polarisiert ist, um & 1.

Die Auswahlregel für die Azimutalquantenzahl wird in starken
elektrischen Feldern durchbrochen, weil die volle Drehsymmetrie
nicht mehr da ist und die Eigenfunktionen zu keinen Darstellungen
der dreidimensionalen Drehgruppe mehr gehören. Auch die La-
por t  esche  Regel verliert ihre Gültigkeit (während sie durch
magnetische Felder nicht gestört wurde); es bleibt aus ihr nur das
Verbot des Überganges von einem O-Term zu einem 0’-Term übrig.

Man kann auch die Eigenwertstörung durch das elektrische
Feld mit Hilfe des Rayleigh- Sc.hrödingerschen Verfahrens
formal berechnen. Dem Resultat ist nur ein bedingter Sinn bei-
zulegen, da das Verfahren wegen der Gestalt des Störungsgliedes

divergieren muß ‘). Stellt man nämlich, etwa bei dem Wasserstoff-
atom, das Potential als Funktion des Abstandes vom Kern gra-
phisch dar, so sieht man, daß zwar in der Nähe des Kerns ein
tiefes Potentialminimum liegt, daß aber das Elektron immer genügend
Energie hat, um sich in der Feldrichtung ins Unendliche zu ent-
fernen. Dies macht es schon sehr wahrscheinlich, daß im elek-
trischen Feld streng genommen überhaupt kein diskretes Spektrum,
keine streng stationären Zustände existieren. Die erste bzw. zweite
Näherung, die wir nach dem Sc h rö ding ersehen  Verfahren be-
rechnen können, ist trotzdem nicht ganz sinnlos: sie ergibt Zu-

‘) Vgl. J. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31, 66, 19%.
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stände, die, wenn sie auch keineswegs stationär sind, sich während
se h r lan g e r Zeit en stationär verhalten, dementsprechend, daß
sich das Elektron im Mittel nur nach verhältnismäßig sehr langer
Zeit entschließen wird, den Sprung über die Potentialschwelle zu
machen und sich vom Kern zu entfernen.

Berechnet man die erste Näherung für die Energiestörung im
elektrischen Feld, so sieht man, daß die Eigenwerte in erster
Näherung überhaupt nicht aufspalten, Die Koeffizienten z)~‘,~#;  xj,,

der Säkulargleichung von (18) Kap. V, sind alle Null, weil &tEtf
und (2,  + x2 + - d - + 4 kyl v e r s c h i e d e n e n  S p i e g e l u n g s -
charakter haben. Liegt nämlich keine zufällige Entartung
vor, so haben alle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes 24: -
etwa +v!lr und hp - denselben Spiegelungscharakter, qx,  !, r und

(5 + 52  + **-  + Ga)  $Jxp also verschiedenen, weil fl1 + . . . + Zu
den Spiegelungscharakter umkehrt. Wir haben dies bei dem
Operator, der die Übergangswahrscheinlichkeiten regelte, gesehen;
mit diesem ist (10) bis auf einen konstanten Faktor identisch. Die
Eigenwerte von (z?x~~~;  xfc) = 0 sind alle 0. Tn  erster Näherung
fallen alle Terme mit dem ungestörten Term zusammen, in der
Energiestörung, nach Potenzen der Feldstärke entwickelt, ist der
Koeffizient der ersten Potenz Null, die Verschiebung der Terme
geht bei kleiner F e l d s t ä r k e  q u a d r a t i s c h  g e g e n  N u l l .  N u r
bei” dem Wasserstoffatom, bei dem durch eine zufällige Entartung
Terme--verschiedenen  Spiegelungscharakters zusammenfallen, ist ein
linearer Effekt vorhanden.

Der experimentellen Prüfung der soeben für den Starkeffekt
abgeleiteten Gesetzmäßigkeiten stehen - ebenso wie bei dem
Zeemaneffekt - in erster Linie die Komplikationen, die durch
das magnetische Moment der Elektronen bedingt sind, im Wege.
Das einzige Resultat, das allgemeine Gültigkeit beansprucht, ist
das Nichtvorhandensein einer mit der ersten Potenz der Peldstärke
proportionalen Termverschiebung, da dies aus der Betrachtung der
Spiegelungssymmetrie allein folgte.

5. Für freie Atome bilden konstante magnetische bzw. elek-
trische Felder wohl die wichtigsten Fälle von äußeren Störungen.
Anders bei einem Atom im Kristallverband. Bei Iliesem ist die
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Symmetrie des ,,%nßorenU  Feldes  ‘),  das in diesem Fall von den
umgebenden Atomen herrührt, durch die Kristallsymmetrie gegeben,
was zu interessanten Aufspaltungsbildern Anlaß geben kann. Diese
wurden von H.  Beth  es)  für die meisten Symmetrieklassen ein-
gehend untersucht, wir greifen aus seinen Beispielen nur den ver-
hältnismäßig einfachen Fall der rhombisch-hemimorphen Symmetrie,
der Symmetrie einer rhombischen Pyramide, heraus.

Die rhombische Pyramide hat drei Symmetrieelemente: die
Drehung um 2 mit Z, die Spiegelung an der ZX-  und an der
ZY-Ebene. Ihre Symmetriegruppe V, besteht aus der Einheit und
diesen drei Elementen, sie ist der Vierergruppe holomorph, da alle
ihre Elemente von der Ordnung zwei sind. Sie hat - da sie ja
abelsch ist - vier irreduzible, eindimensionale Darstellungen, die
der Reibe nach durch die Matrizen:

- - -
E Drehung um Z Spiegelung an Spiegelung an

mit B der Z X-Ebene der ZY-Ebene

1 (1) (1) (1) (1)
11 (1) c-- 1) (--  1) (1)

irr (1) (- 1) (1) t-  1)
IV (1) (1) c-1) I (--  1)

gegeben sind. Die erste ist die identische Darstellung, die zweite
und dritte sind gleichberechtigt, da in ihnen nur die Rolle der X-
und Y-Achse vertauscht ist, während die vierte eine ausgezeichnete
Rolle spielt.

Bringen wir ein Atom an seine Stelle im Kristall, so wirken
darauf Krafte, die die volle Raumsymmetrie aufheben, so daß nur
die rhombisch - hemimorphe Symmetrie übrigbleibt. Da die irre-
duziblen Darstellungen dieser Gruppe alle eindimensional sind,
spaltet ein Term mit der Azimutalquantenzahl L in 2 L + 1 Terme auf.

Die Frage, die hier beantwortet werden soll, ist die: wie viele
Terme der Darstellungseigenschaften 1, 11, 111, IV entstehen im
Kristall aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem
Spiegelungscharakter w? Man löst diese Frage nach der all-

1) Natürlich liegt darin, daß man dieses Feld als ,,äußeresU  betrachtet
und die umgebenden Atome nicht zum System dazurechnet, eine gewisse
Vernachlässigung. Es sind im wesentlichen die ,,Austauschkräfte”, die man
so außer acht läßt.

s, H. Bethe, Ann. d. Phys. 8, 133, 1929.
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geme inen  Theor i e  : man bestimmt, wie oft die Darstellungen 1,  11,
III, IV der rhombisch-hemimorphen Gruppe in der Darstellung
P(Ly@  der Drehgruppe enthalten sind, wenn man diese als Dar-
stellung ihrer rhombisch-hemimorphen Untergruppe ansieht. Am
einfachsten bestimmt man diese Zahlen aI, CQ,  tcuI, eIv durch die
Bestimmung des Charakters von W+  W,  für die Operationen von Va.
Fiir  die Einheit  ist

(12a)

für die Drehung um 2 mit z  bzw. die Spiegelung an der %X- und
ZY-Ebene  dagegen nach (9)

(- l)L = (XI - ccu  - QII  + WV7 (124

w (- 1)‘; = ar - %I + q11 -aIv=aI+aII-aIII-aIv.  pc)

-4~s  (1 dc) folgt all = aLTI  und ‘w (- 1)”  = q - [yIv,  aus (12a)
u n d  ( 1 2 b )  Z L +  1 +(- l)L = 2q+‘LaIv. E s  e r g i b t  s i c h
80 für

S+-Termtl CtI = 1 %I = a111 = 0 cJ!IV  =  0

s-- )) 0 0 1

p+- 77 0 1 1

P - - ;, 1 1 0

D J-- ,, 2 1 1 usw.

Eine  Kontrolle für die Rechnung besteht immer darin, daß die a
positive ganze Zahlen sein müssen.

In seiner obengenannten Arbeit hat H. Bethe für fast alle
32 im Kristall vorkommenden Symmetrieverhältnisse die Auf-
spaltungen bestimmt und aus ihnen weitere Schlüsse gezogen.
So gewinnt man z. B. die Aaswahlregeln für die Terme der Art 1,
IT, 111, IV sehr einfach, indem man etwa ftir die Strahlung, die in
der Z-Achse polarisiert ist, bemerkt, daß das Multiplizieren mit

(2, +fin+ l  - *
+ x,)  ein der rhombisch-hemimorphen Gruppe gegen-

über symmetrischer Operator ist, so daß nur Terme mit der
gleichen Uarstellung  miteinander kombinieren.

W igner,  Gruppentheorie 10
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XIX. Teilweise Bestimmung der
Eigenfunktionen aus ihren Transformationss

eigenschaften
1. Die Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen, die

im vorangehenden Eapitel  eine so wesentliche Rolle gespielt haben,
können nur so zustande kommen, daß die Werte der Eigenfunktionen
für solche Werte der Argumente, die durch die Transformationen
der Gruppe ineinander übergeführt werden, in irgendeiner Weise
zusammenhängen. Besteht die Gruppe z. B. aus der Einheit und
aus der Transformation x’ = - x, so gilt für Funktionen, die zur
identischen Darstellung gehören, d. h. für gerade Funktionen,

sc-4 =  9  (4, (1)
während für Funktionen, die zur negative11  Darstellung gehören,
d. h. für ungerade Funktionen,

u-4 = --f(x) (14
gilt. Im allgemeinen folgt aus

PR&@*, “Ca,  “‘I %) = Ipwhc~&, 22,  “‘,  x,> (2)
nach Kap. XI (26a)

wo die x;, xk, . . ., s:,  durch die Transformation R aus den x, , x2,
. . ., SJ,, hervorgehen. Zerlegt man also den ganzen Variabilitäts-
bereich der Argumente der Wellenfunktion, den ganzen Kon-
figurationsraum in Teile, die aus einem Teil, dem Grundgebiet,
durch die Transformationen der Gruppe hervorgehen, so kann man
nach (3) die qx überall berechnen, wenn man sie im Grundgebiet
kennt. Es bedeutet (3) eine je nach der Größe der Gruppe, der
gegenüber das Eigenwertproblem invariant ist, mehr oder weniger
wesentliche Reduktion des Variabilitätsbereiches der Argumente
x,, . ..) xn und bringt gewissermaßen die Transformationseigen-
schaften der ex explizite zum Ausdruck. Man muß daher aus (3)
alle Resultate ableiten können, die aus den Invarianzeigenschaften
der Q  folgen. 2. B. erhält man für das skalare Produkt einer un-
geraden und einer geraden Funktion

m

1 9 (4”  f (4 d x, (4)
-00
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wenn man das Integrationsgebiet in zwei Teile (von - oo bis 0
und von 0 bis 00) zerlegt, die auseinander durch die Transformation
x’ = - x hervorgehen,

-00 -cc 0

Wenn man nun noch im ersten Integral für - x die Variable y
einführt und g (- y)  und f (- y) mit Hilfe von (1) bzw. (1 a)
ausdrückt, so geht dies in

- Jgtyj*f(y)dy  + Jgtx)*f(+a  = 0
0 0

(fi)

über: die beiden Teile des Integrals (4) heben sich gegenseitig weg.
Formal ist es natürlich viel einfacher, zu sagen, f u n d  g

gehören zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen, ihr skalares
Produkt muß daher verschwinden. Von (3) auszugehen, hat da.-
gegen - neben der größeren Anschaulichkeit - den Vorteil, daß
man zu einer teilweisen Berechnung der Eigenfunktionen kommt,
die bei der Verwendung der Drehgruppe bei einfachen Problemen
ziemlich weitreichend ist.

2. Mit Hilfe von (3) kann man die Wellenfunktion  an allen
jenen Stellen berechnen, die aus der Stelle P = (x,, y,  , a,,  xs, yz,  a,,
“‘,  n, nrx *?/ z,)  durch eine Transformation der Gruppe hervorgehen,
wenn man die Werte aller ihrer Partner an der Stelle V kennt. Bei
der Drehgruppe sind das alle jene Stellen des Konfigurationsraumes,
in denen die gegenseitige Lage der Atome eine vorgegebene
ist. Die Punkte des Konfigurationsraumes können anschaulich
durch ein im Zentrum stehendes S-Bein  im dreidimensionalen Raume
charakterisiert werden. Jedes Bein zeigt nach derjenigen Stelle
des dreidimensionalen Raumes, in dem sich das zugehörige Elektron
bei der betreffenden Konfiguration befindet. Die Wellenfunktion
in allen Punkten des Konfigurationsraumes kennen, heißt, sie für
alle erdenklichen n-Beine zu kennen.

Im Sinne der Entwicklungen auf S. 190 über die ,,Abseparierung  des
Schwerpunktes“ soll die Wellenfunktion eigentlich auch die Koordinaten
des Kernes als Variable enthalten. Sie soll also nicht nur  für diejenigen
Lagen des n-Beines definiert sein, bei denen das n-Bein im Zentrum steht,
sein Mittelpunkt soll vielmehr die Lage des Kernes bedeuten und jede Stelle
im Raume einnehmen können. Da aber die Wellenfunktion für alle jene
Lagen des n-Beines gleich sein sol l , die auseinander durch Parallel-

15”
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Verschiebung hervorgehen, genügt es, sie für alle im Zentrum stehenden
n-Beine anzugeben. Die Wellenfunktion soll sich ja nicht ändern, wenn man
alle S-Koordinaten (auch die des Kernes) oder alle V-Koordinaten oder
alle z-Koordinaten um denselben Betrag vergröSert  oder verkleinert.

Stellen, die auseinander durch eine D r e h u n g hervorgehen,
entspricht diese1 b e Cr  estal t des n-Reines, das nur im Raume
verschieden gelagert (verdreht, nicht parallelverschoben !) ist. A.b

Grundgebiet wählen wir diejenigen Lagen, bei denen das erste Bein
(dem ersten Elektron zugeordnet) in der Z-Achse liegt, das zweite
Bein in der %  Y-Ebene. (Dem entsprechen Punkte des Kon-
figurationsraumes, für die x;, = y1  = x2 = 0 ist . )  Sind die
Werte der 2 L + 1 zu der Darstellung 9(L)  ((a  /3 y})  gehörigen
Wellenfunktionen I/J-~, Q-.  I,  +.  1:  . . . , $J~,-~,  +L im Grundgebiet
der Reibe nach GBL! GwLtl, . . . . GLM1,  GI,  [wo also
GA  = I#J~  (0, 0, z,,  0, yz,  a,,  . . ., x,, yn,  x,)  ist und nur von der
gegenseitigen Konfiguration der Teilchen abhängt], so ist der Wert
der Wellenfunktion an jener Stelle x;, y;, a;, . . ., xk, &,  ak,  die
aus 0, 0, x~, 0, y,, za,  I. ., x~, yn,  x, durch die Drehung  (a ß y}
hervorgeht, nach (3)

Dabei sind Q und @  definitionsgemäß  Azimut und Polabstand des
ersten Elektrons und y jener Winkel, den die Ebene durch die
Z-Achse und das erste Elektron mit der Ebene durch den Ursprung
und die ersten zwei Elektronen einschließt. Die G hängen nur von
der Gestalt g des n-Beines ab.

Für L = 0, für S-Terme lautet (6)

$ (x;, y;,  4, * * ‘9 x;, ,y:,,  4 = %) (91, (7)
die Wellenfunktion h&ngt  in diesem Falle auch selbst nur von der
Gestalt des n-Beines, nicht von seiner Lage im Raume ab: S-Zustände
sind kugelsymmetrisch *). Dies ist auch ganz natürlich: zu einem
S-Terme gehört nur eine Eigenfunktion und diese kann daher keine
Richtung auszeichnen. Bei höheren A zimutalquantenzahlen  ist
zwar durch die Gesamtheit der Eigenfunktionen auch keine Rich-
tung ausgezeichnet, doch kann man keine Eigenfunktion heraus-
wählen, ohne eine Richtung auszuzeichnen, so daß die einzelnen
Eigenfunktionen nicht mehr kugelsymmetrisch sind.

l) Vgl. A. Unsöld,  Ann. d. Phys. 82, 355, 192’i.
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Aus
ablei ten.

Gleichung (6) kann man auch die Suswahlregeln  für L
Wir wollen hier sehen, wie weit man mit ihrer Hilfe die

Eigenfunktionen explizite bestimmen kann.
3. Wenn die Eigenfunktionen nur von cc,  ß und y abhängen, sind

sie durch (6) vollkommen bestimmt, weil die GA  reine Zahlen werden.
Die Gleichung des räumlichen Rotators  lautet:

= Je *UL 6% rp>f (8)
wo J das Trägheitsmoment, 4 und sp  Polabstand und Azimut des
Rotators  sind. Das Grundgebiet ist hier ein einziger Punkt 4 = 0,
die ,,Normallage K  des Rotators. Bezeichnen wir die Werte der Eigen-
funktionen an dieser Stelle mit GFL,  so gilt nach (8) Kap. XV und (6)

da aber +r”  (@- (p) von y  nicht abhangen  darf, müssen für A.  *  0
die Gf” = 0 sein, so da6  (8a) in

qy  6%  rp>  = e -~PY &&) (Sj,,  GfL @b)
übergeht, womit die Eigenfunktionen vollkommen mit Hilfe der
Darstel lungskoeffizienten ausgedrückt  sind. Die Gleichung (8 b) zeigt
auch, daß sich die Eigenfunktionen +f”  für gleiches L und p und ver-
schiedene N höchstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden,
was für Eigenfunktionen verschiedener Eigenwerte nicht möglich
wäre. Zu /edem  L gehört in diesem Falle nur ein einziger Eigen-
wert, so daß man den Index N in (8),  (8a),  (8b) weglassen kann.

Die Lösungen von (8) sind andererseits als die Kugelflächen-
funktionen, die ‘Kugelfunktionen vom Grade L bekannt, (8b) zeigt,
daß die %tr)  ((y6y})z0 bis auf den Normierungsfaktor mit den
Kugelfunktionen pf,  (6,~) identisch sind.

Bei ngherem  Zusehen ist es keineswegs verwunderlich, daß
wir (8) ganz ohne Rechnung lösen konnten. Eine Methode zur
Bestimmung der Darstellungen a(l) war ;ja die (Kap. XV, l), da13
wir die (8) äquivalente Laplace sehe  Differentialgleichung gelöst
haben. Jetzt haben
wieder eingesetzt .

wir diese Lösung gewissermaßen nur in (8)
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Nicht a priori selbstverständlich dagegen ist es, daß die
Lösung von (8) für alle kugelsymmetrischen Probleme maßgebend
i s t . So besagt z. B. im Falle des Wasserstoffatoms

die Gleichung (6), daß

gilt, da das  N-Bein  hier in ein ein-Bein ausartet, dessen Gestalt
schon durch die Länge r des Beines, den Abstand des Elektrons
vom Zentrum gegeben ist. Dabei sind C T  und /3 Azimut und Pol-
abstand des Elektrons, während y wieder bedeutungslos ist und
in (9a) daher nicht wirklich vorkommen darf. Daraus folgt, ebenso
wie bei (8 b), daß Gf”  (r) für A.  I/Z 0 verschwinden muß:

4Jy1  (5 69  YD> = Wo  (( ip,  8, O});, GN’  (r) az .P;(@, q) GNI  (r). (9 b)

Nach (3),  Kap. XVII,  haben dieWasserstofEeigenfunktionen  tatsächlich
diese Form. Wir sehen gleichzeitig, daß das I,!$”  tatsächlich zur
P-Zeile  von P(O gehört, wie dies für eine Eigenfunktion mit der
magnetischen Quantenzahl p und der azimutalen a auch sein muß.

Seine volle Wirksamkeit erlangt diese Nethode erst bei der
Quantenmechanik des Kreisels. Betrachten wir zuerst den asym-
metrisc.hen  Kreisel! Die Lage des Kreisels kann durch die drei
E ulerschen Winkel a ß y der Drehung gekennzeichnet werden, die
den Kreisel aus seiner Normallage (bei der die größte Trägheits-
achse mit der Z-Achse, die mittlere mit der Y--4chse  und die
kleinste mit der X-Achse zusammenfällt) in die fragliche Lage
br ingt . Die Wellenfunktion wird von diesen drei Winkeln ab-
hängen, und zwar ist nach (6)

wo die GF” Konstanten sind. Man kann sie sowie auch den Eigen-
wert ENZ  bestimmen, indem man (10) in die Schrödingergleichung
einsetzt . Man erhält dann 2 2 -+-  1 lineare homogene Gleichungen
für die GE:, . . . , GI”. Die Bedingung für das Verschwinden
der Determinante dieses Gleichungssystems ist eine algebraische
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Meichung  (2 Z + 1)-ten Grades für die Energie EN’, so daß 2 1 +  1
Eigenwerte die Azimutalquantenzahl 7 haben.

Betrachten wir jetzt einen Kreisel, dessen zwei kleinere
Trägheitsmomente gleich sind ! Dann ist die ,NormallageU  des
Kreisels nicht eindeutig definiert, es bleibt noch eine Drehung um 2
frei. Dies hat zur Folge, daß eine Eigenfunktion Eigenfunktion
bleibt, wenn man in ihr y durch y + yO  ersetzt.

Auch eine Linearkombination
2%

J 4Jf’@,  /ft y + Yo) “i’YodYo
0

solcher Funktionen ist Eigenfunktion. Nun ist  aber,  wenn C;:”
nicht Null ist, (11) bis auf eine Proportionalitätskonstante nichts
anderes als W) ((a  0 y \),U  ,, selber, so daß die Eigenfunktionen, wenn
man v = N zur Laufzahl macht,

~&~(a#Jy)  = Sn ({a/3y})~v  (v = - 1 , - 1+  1, . . ., Z - 1, 7) (11 a)

geschrieben werden können. Es wird sich noch später, bei der
Betrachtung der Spiegelungssymmetrie, zeigen, daß der Eigenwert
E v1= E-v,1 ist, so daß im ganzen Z  + 1 voneinander verschiedene
Eigenwerte dieselbe Azimutalquantenzahl haben.

Sind alle drei Trägheitsmomente gleich, so ist die Normallage
überhaupt unbestimmt, und die Eigenfunktionen (11 a) bleiben
Eigenfunktionen, wenn man (cc  /3r} durch {a Pr) R ersetzt, wo R
eine beliebige Drehung sein kann. Zum Eigenwert von !W ({a /3 r})E y
gehört also auch

9’”  ({cgy) qpv = cB(” ({@y}>‘x9(n  (R)X>~
x

und auch

J ~a(o({,py))P,ß(z)(n~X,a(n(R)A,dR=Konst.a(z)({ccpy~),*l.  (12)
x

Daher fallen in diesem Falle alle Eigenwerte E-1, l, E-1 + ,, !,  . . .,
El-l,17 El,l zusammen, und zu jeder Azimutalquantenzahl gehört
nur ein Eigenwert, der aber (2 1 + l)%-fach  entartet ist.

Sind also wenigstens zwei Trägheitsmomente des Kreisels
gleich, so kann man die Eigenfunktionen ohne weiteres explizite
angeben (11 a). Die zugehörigen Eigenwerte kann man berechnen,
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indem m a n  j e eine Eigenfunktion jedes Eigenwerts (etwa
a(O  (Ia/3  y}):,,)  in die Schrödingergleichung einsetzt, für a p y Werte
(etwa a = ß = y = 0) einführt, für die et1 (a ßr)  nicht ver-
schwindet und durch $1 (a ß y)  dividiert.

Die Schrodingergleichung  des symmetrischen Kreisels kann
man mit Hilfe der Jaco bischen Polynome auch direkt auflösen ‘).
Die Beziehung zwischen den Darstellungskoeffizienten und den
Jaco bischen Polynomen lautet für y 2 v

ao (ßh  v =
1/

(’ - v)!  (Z $ p)!  cos2z+v-~~~ßsin!L-‘~ß
~
(Z + v) ! (2 - p)  ! (p  - v) !

.F(p--zI, - v - l ,  p-v+ 1 ,  -tg*;ß). (13)

4. Bevor wir an die Betrachtung der Spiegelungssymmetrie
herangehen, sei hier noch eine Formel

d(‘>  (n - ß,,, ,’ = (- 1 )‘- I P  d(l) (ß),,, - v (14)

abgeleitet. In Kap. XV haben wir die Darstellungskoeffizienten
vollkommen bestimmt, aus (27) können w-ir

d0  (ß)p  v
V(? -t p)!  (T-p)!  (7 + v)!  (7  - v)!

= 2 (- 1)” ~
x ( L - p - x ) !  (Z + v-x)!xqx+p-v)!

.(?0821-pt~-2xl2 ß sin2x+u-,‘l
PB (15)

entnehmen. Setzen wir hierin z  - ß für ß, so geht wegen
cos (; II  - 37) = sin s der cos in (15) in sin und der sin in cos
itber, Fuhren wir gleichzeitig an Stelle von x als Summations-
index x’ =  1 - y - x ein, so geht (15) in

cV)@ - & v = 2 (-l)w- ry”iXi,;tt)!:4;,:i;l~,

Y’ . -

.sin*X’+P+VL
PP

cos21-il-v-2x’I
2 ß (16)

r)  Die Quantenmechanik des symmetrischen Kreisels  wurde  von
H. Rademacher und F.  Reiche,  Zeitsehr.  f .  Phys .  89 ,  444 ,  1926;  41,
453, 1927; von R. de L. Kronig und J. J. Rabi, Phys. Rev. 29, 262, 1927;
0. Maneback, Zeitsehr.  f. Phys. 28, 76, 1927 und J. B. van Vleck,  Phys.
Rev. 83, ~ 476, 1929 behandelt. Die Qnanteomechani k des asymmetrischen
Kreisels behandeln E. E. W itmer, P oc. Nat. Acad. 18, 60, 1927;
5. C. Wang, Phys. Rev. 84, 243, 1929; R. A.Kramers  und G. P. Ittmahn,
Zeitsehr. f. Phys. 68, 553, 1929; 68, 217, 1929; 80, 663, 1930; 0. Klein,
ebenda 68, 730, 1929; H.  Casimir, ebenda 60, 6-3, 1930.
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über. Was aber jetzt auf der rechten Seite von (16) steht,  ist
nichts anderes als (- l)z-~’  d:(o (&(,  -,,, womit (14) bewiesen ist.

Bei einem Einkörperproblem ist der Spiegelungscharakter der
Wellenfunktion durch ihre Winkelabhiingigkeit  gegeben. Die In-
version Pr  im Ursprung bedeutet ja bei einem ein-Bein nur das Er-
setzen von q durch q~  & z  und 8 durch z  - 6, während r, die Länge
des Beins, ungeändert bleibt (vgl. Abb. 10). Hierdurch geht (9 b) in

PI +,f” (r 43 CP) = e- ~P((P~*) &!(l)(n  - ß),t  o GNl  (r)

= ( -  l)f’eAiicq)(-  l)l-~“CP(&O CP’(r) = ( -  I)~@:‘(~$?cJI) (17)

über: die Terme mit geradem 1 haben positiven, die mit un-
g e r a d e m  7 n e g a t i v e n  S p i e g e l u n g s c h a r a k t e r ,  e s  e x i s t i e r e n
bei dem Einelektronenproblem nur ungestrichene Terme’).

Bei zwei unabhängigen Teilchen, bei dem He-Atom gilt nach (6)

Q,, = ~~T(apyl)L GA  tq,  ra, d, (18)

da die gegenseitige Konfiguration
d u r c h  d i e  G e s t a l t  e i n e s  zwei-
Beines gegeben ist, die durch die
Langen r,, ra der beiden Beine und
den eingeschlossenen Winkel 8
charakterisiert werden kann. Nun
ändert sich durch eine Spiegelung
die Gestalt eines zwei-Beines nicht,
nur seine Lage wird verändert.
Wenn man im Nullpunkt des Ko-
ordinatensystems spiegelt, geht a,
ß und y in afn, 3t -- ß und
z - y über [siehe Abb lO”>].

Z

Abb. 10

Es ist daher

Pr+t = %%fL’({W, n- /k 3~  - y));,  GA

= c(--  WfRW)({aßyJ):,-~  GA, wwA
1) Daher  ist  auch ein optischer obergang mit d 1 = 0 bei Eln-

efektronensystemen  verboten : er würde ohne Änderung des Spiegelungs-
charakters vor sich gehen müssen.

s)  In Abb. 10 wurde der Einfachheit halber rl = ra = 1 angenommen,
E, und Es sind die Stellen der beiden Elektronen vor, Ei und E$ nach
der Inversion.



2 3 4 XIX.  Das He-Atom

weil nach (14)
wq(a+n,  +z  - p,  n - y})pl

= etr  (a+n)  (- l)L-P &) (fl)&  -A&w-~)

= (-l)L+I~((L)((aBy}),~,-A

ist. Bei positiven Termen ist also wegen P~$J~  = $J~

G--n@,,  ~9, d = ( -  1 )L+2Wrl,  r,, d,
während bei negativen Termen PIQ~ = - ?Ifjl

G-~(r,, r4, e)  = -(-  VSA GA@,, r2t 4
gilt  1).

(W

(19)

(194

Die mittlere der Funktionen G, das G,, ist nur bei un-
gestrichenen Termen (S, , P-, D, usw.) von Null verschieden.
Hieraus folgt auch, daß He noch keine S--Terme hat. In der Tat
hat bei S-Termen die Wellenfunktion für alle Lagen des zwei-
Beines denselben Wert, die S-Terme haben notwendigerweise
positiven Spiegelungscharakter.

Setzt man (6) in die Sc hröd ingersche Differentialgleichung
ein, so erhält man im allgemeinen - durch Vergleich der Koeffi-
zienten gleicher Funktionen von a /3 y - genau 2 L + 1 Gleichungen
fti  die 2L + 1 Funktionen G-L, G-L+,, . . . . GLN1,  GL der
Variablen, die die Gestalt des N-Beines  beschreiben. Bei dem He
xann man mit Hilfe von (19), (19a)  die Anzahl der unabhängigen
Funktionen wesentlich herabsetzen und hat dann nicht nur bei S+-,
sondern auch bei P+-Termen eine, bei P--,  D--Termen zwei, bei D+-,
F+-Termen drei usw. unbekannte Funktionen a).

Bei mehreren Elektronen ist es nicht möglich, die Tnversion
des %-Beines  durch eine reine Drehung zu ersetzen, da das N-Bein
bei der Inversion seine Gestalt ändert, in das ,,optisch isomere&
%-Bein  tibergeht,  das sich etwa so zum ursprünglichen verhält, wie
die rechte Hand zur linken. Bei dem zwei-Bein tritt die Er-
scheinung der optischen Isomerie noch nicht auf.

r) Auch bei dem asymmetrischen Kreisel gilt für Z +  1 Eigenwerte
mit der Azimutalquantenzahl Z,  daß  G-,  =  G,,  und  für 1 Eigenwerte, daß

CA = - GA  ist. Hierdurch wird die Säkulargleichung 2 Z + l-ten Grades

in zwei Gleichungen vom Grade 2 +  1 und 1 zerlegt. Fi&  den symmetrischen
Kreisel folgt, da yFvl  und vL1 in (11 a) nach (14a) durch Inversion in-
einander übergehen, daß sie zum selben Eigenwert gehören.

s,  Vgl. G. Breit, Phys. Rev. 36,  569, 1930.
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Bezeichnen wir die Koordinaten, die die zu g isomere Gestalt
des n-Beines  beschreiben, mit 3, so ist nach (6) und Abb. 10

= Cl<--  l)L+RID(L)({a~y)),~,-A  G,(Q).A
Andererseits ist

Pr*,  = WQ, = Cwp(~)({,ByJ)~lGa(g).

wo für positive Terme w = + 1, für negative 2c1  = - 1 ist.
Es folgt

( -  l)LfA  GI(g) = w  G-n(g). (20)

Die Gleichung (20) kann zur expliziten Berechnung der Eigen-
funktionen nicht mehr benutzt werden, sie zeigt aber, wie man
mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen der
Spiegelungsgruppe gegenüber noch über (6) hinausgehende Folge-
rungen für die Gestalt der Eigenfunktionen ziehen kann. Es war
von vornherein klar, daß wir hierdurch nicht mehr allzuviel ge-
winnen konnten: durch die Spiegelungsgruppe kann man die
Wellenfunktion nur an zwei Stellen vergleichen, während die Dreh-
gruppe einen Vergleich einer dreiparametrig  unendlichen Schar
von Stellen ermöglicht hat. Demgemäß konnten durch die Dreh-
gruppe drei Variable (ar  fl 7) eliminiert werden, und es mußte dagegen
nur eine Erhöhung der Anzahl der unbekannten Funktionen
CG- L, . . . , GL) in Kauf genommen werden. Durch die Spiegelungs-
gruppe konnte nur diese Zahl 2 L + 1 wieder etwas reduziert
werden, was eine verhältnismäßig unwesentliche Vereinfachung ist.

Es liegt nahe, zur weiteren Reduzierung der Anzahl der un-
bekannten Funktionen die Symmetrie in bezug auf Vertauschung
der Elektronen auszunutzen. Dies ist in der Tat bis zu einem
gewissen Grade möglich. Die hierzu erforderlichen Überlegungen
sind aber, da in (6) das erste und auch das zweite Elektron vor
den übrigen ausgezeichnet sind (Q  und fi sind Azimut und
Polabstand des ersten Elektrons), nicht mehr ganz so einfach
wie die bisherigen, und es werde daher auf ihre Ausführung ver-
zichtet.
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XX. Das Drehelektron
Die physikalischen Grundlagen der P a ul i sehen  Theorie
1. In den vorangehenden Kapiteln wurden die wichtigsten

Eigenschaften der Atomspektren, die ohne Einführung des Dreh-
elektrons behandelt werden können, besprochen. Viele feinert
Ziige - in erster Reihe die Feinstruktur - konnten jedoch noch
nicht erfaßt werden, weil sie mit einer neuen Eigenschaft der Elek-
tronen, mit ihrem magnetischen Moment aufs engste verknüpft sind.

Die Hypothese, daß die Elektronen ein magnetisches Moment
tind  ein Drehmoment - kurz einen ,,Spin”  - haben, stammt von
Goudsmit und Uhlen  heck.  Sie haben - noch vor der Entdeckung
der Quantenmechanik - bemerkt, daß zur einfachen und miiglichst
vollständigen Beschreibung der Spektren die Elektronell nicht als
bloße negative Punktladungen angesehen werden dürfen, sondern daß
ihnen noch ein ma.gnetisches  und mechanisches Moment zugeschrieben
werden muß. Man kann sich bekanntlich in der Elektrodynamik eine
Magnetnadel durch eine um die Achse des magnetischen Moments
rotierende Punktladung ersetzt denken. Der Vektor des magnetischen
Moments at berechnet sich dann aus dem Drehimpulsvektor b  nach

e b
nt  = -

2mc’ cf-)

wo e die Ladung des rotierenden Teilchens und m seine Masse ist.
Für das durch ‘den Spin bedingte magnetische Moment der Elek-
tronen soll aber nach Goudsmit und Uhlenbeck (+)  nicht mit
der normalen Ladung und Masse des Elektrons gelten, es soll viel-
mehr angenommen werden, daß der Drehimpuls nur halb so groß
ist, wie er sich aus (t) ergeben würde: das magnetische Moment
soll ein ganzes Bohr sches  Magneton

( 11t  1 = 4p-&, (1)

der Drehimpuls, das mechanische Moment aber nur vom Betrage

sein .
Die Quantenmechanik des rotierenden Elektrons zeigt, daß

diese Begriffe nicht ganz wörtlich genommen werden dürfen. Schon



XX. Die Richtung des Spins kann nicht gemesrsen  werden 237

die ältere Paulische Theorie verlangt, daß es keinen Versuch
geben soll, der die Richtung (also etwa die L~ichtungscosinus)  des
mechanischen oder magnetischen Moments zu  bestimmen gestatten
würde. Möglich ist nur, zwischen einer Richtung und  der ihr ent-
gegengesetzten zu entscheiden. Die Frage nach den Wahrschein-
lichkeiten für die verschiedenen räumlichen Richtungen des Spins
soll demnach nicht sinnvoll, d. h.  durch Versuche beantwortbar
sein, und es soll nur die Komponente des Spins in irgendeiner Rich-
tung gemessen werden können.  Bei dieser Messung - man denke
an einen Stern-Gerlachsehen Versuch - stellt sich der Spin,
wenn man etwa die Z-Komponente mißt, entweder in die + Z-  oder
in die - Z-Richtung ein und die möglichen Versuchsresultate  für
die Richtungen sind + 2 und - 2, für die Komponente des  Dreh-
impulses + ?2/4n und -h/4z. Hat man das erste Resultat er-
halten, so gibt eine zweite, unmittelbar darauf ausgeführte Messung
der Z-Komponente wieder sicher + Z und sicher nicht - 2. Eine
M.essung  der Y-Komponente gibt dagegen mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten die beiden möglichen Ergebnisse + Y und - Y. In
diesem Sinne ist es auch zu verstehen, daß man nicht nach der
Wahrscheinlichkeit aller Richtungen gleichzeitig fragen kann : auch
wenn der Spin sicher die Z-Richtung hat (die Z-Komponente des
Drehimpulses sicher + k/4  72  ist), ist die Wahrscheinlichkeit für
die + Y-Richtung noch l/,,. und auch für alle anderen Richtungen
von Null verschieden.

Einen noch mehr symbolischen Charakter erhält der Spin in der
Diracschen relativistischen Theorie des Elektrons und durch die
an diese Theorie geknüpften Bemerkungen von N. Bohr. N a c h
dieser Theorie (auf die wir nicht näher eingehen werden) ist die
Existenz des magnetischen Moments lediglich ein relativistischer
Effekt, der in den Gleichungen bei der gleichmäßigen Behandlung
von Raum und Zeit von selber auftritt.

2. In der Pau 1 i sehen  Theorie berücksichtigt man das magne-
tische fifoment  durch eine neue Koordinate s, die man außer den
Car tesischen  Koordinaten x, y,  a in die Wellenfunktion @(z, y, a,  s)
einführt. Wührend  sich der Variabilitätsbereich von x, y,  a von
-00 bis 00 erstreckt, kann s nur die beiden Werte - 1 und + 1
annehmen. Im Falle eines Elektrous  besteht daher die Wellen-
funktion @  (sya  s) eigentlich aus zwei Funktionen von xy a: aus
@  (x, Y,  4 - 1) und @  (5, y, z, 1). Daß im Gegensatz zu 5, y, d



2 3 8 XX. Die e-variable

die Variable s  nur zwei Werte annehmen kann, beruht darauf, daß
die Komponente des Spins etwa in der Z-Richtung nur zwei
Werte (- 1 . h/4z  und + 1. h/4n)  haben kann, während etwa
die X-Koordinate des Elektrons alle Werte von - 00 bis 00 an-
nehmen kann.

Wir müssen vor allem das skalare Produkt zweier Funktionen
von xya  und s  definieren. Das skalare Produkt zweier Funktionen
von cp  (xy z) und g (x: y R) entstand (S. 38) durch Grenzübergang
aus der Summe

wo die Yummation über den ganzen Variabilitätsbereich, von -00
bis oo erstreckt werden mußte.
von Q,(xyzs)  und G(zyzs):

Ähnlich ist das skalare Produkt

(2)

wo die Surnmation  wieder über den ganzen Variabilitätsbereich
aller Variablen zu erstrecken ist. Durch Grenzübergang erhält man

(@, G)  =,zlj fJ Qp (xx;, Y, fi, s)* G (2, Y, ~9 s) dx dy dfi

-00

m

= JJJ [@P(x,  Y, 29 -l)*G(x,y,q  - 1)-P
+ Q>  (x,  Y, a,  l)*  G(x, Y,  a,  41  dx dy  dz. (3)

3. Auch in der Paul i sehen  Theorie bilden die Größen, die
nur auf die Carte sischen  Koordinaten der Teilchen Bezug haben,
eine wichtige spezielle Klasse von physikalischen Größen. Diese
Größen - wie etwa die X-Koordinate oder die Geschwindigkeit -
haben auch in einer Theorie, die den Spin gar nicht kennt, einen
Sinn . Versuche zur Messung dieser Größen nennen wir ,,spinfreie
VersucheK.  Diesen Graßen entsprechen in der Pau lischen  Theorie
Operatoren, die nur auf die Cartesischen Koordinaten zyß
einwirken, so dafi  man die Spinkoordinate s als einen Parameter
behandeln darf.

Es sei hier der Begriff von Operatoren, die nur auf einen
Teil der Koordinaten einwirken, etwas genauer erläutert. Jeder
Operator X,  der auf eine Funktion f(t)  nur einer Variablen 6 an-
gewendet werden kann (wie etwa Differentiieren nach t),  kann auch
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auf eiue Funktion zweier Variablen angewendet werden. Eine
Funktion F(Q, 6) zweier Variablen kann nämlich als eine Schar
von Funktionen der Variable 6 allein aufgefaßt werden, für jeden
speziellen Wert von u ist F (t, O)  eine Funktion von [ allein l).
Wendet man auf alle diese Funktionen von k den Operator )( an,
so erhält man wieder eine Schar von Funktionen von f, für jeden
d-Wert  eine Funktion. D i e s e  S c h a r  b i l d e t  d a n n  d i e  F u n k -
tion XF(&  6) .  Daß X nur auf 5 einwirkt,, soll bedeuten, daß man
bei seiner Anwendung o in dieser Weise als einen Parameter be-
handeln darf.

Es sei nun yFk  (J:  y  B s) eine Eigenfunktion eines Operators H,
der nnr  auf D,  y und a einwirkt. Ist Ak der zugehörige Eigenwert,
so muß die Funktion von 2, y, a und s

HP’,&,  y, a, s) -- A,J% (x,  y, R, s) = 0 (4)
verschwinden, d.h. beide Funktionen der vorher erwähnten Schar
(für s = - 1 und s = + 1)

H?&(s,  y, E,  - +---;lk?&&, y, a, - 1)  = 0,
” ti%&,  $‘,  fi, 1)  -  Akqk(2,  y,  a,  1)  = 0

müssen verschwinden.
Gleichung

H d.$@ya)  = ik+k(xYa),

Gehört zu fk nur eine Losung @k (x y fl) der

SO IUUß  sowohl ?&(%,  y, 2, - 1) wie auch pk(x,  9, x, 1) ein kon-
stantes Vielfaches von $0, (x y a) sein *) :

~k(~&~,--1)  =  u- l+k(x;!@;  w;c(?  %  x,  l>  = w1  $k@&$

vk  (z,  YI  fi, s)  = % @ k  ($,  y,  2). (W

Man kann u-, und 2c1  in (5) noch ganz beliebig wählen,
u8$k(%y8) bleibt immer noch eine Eigenfunktion von H zum Eigen-
wert Ak. Dies zeigt, daß die Einführung der Spinkoordinate s den
Eigenwert & zu einem doppelten gemacht bat, es gehören die beiden
linear umabhängigen, zueinander orthogonalen Eigenfunktionen

yk- =  68,  - 1  +k(?h$ Pa)

vk+  = 6 tt,l tik @?d (W

‘) Man deukc bei 5 an das Koordinatentripel  ccyz,  bei  u an  d ie
Spinkoordinate s.

%)  Es is t  zunächst  etwas störend,  da4 in (5) 8 l inks als Variable,
rechts als Index auftritt, es zeigt aber nur erneut, daß mau eine Funktion
von xyz und 8 als eine Zuordnung je einer Funktion von 2.~2 zu jedem
8 -Wert auffassen kann.
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dazu. Das skalare Produkt von Pr,-  und Vk+  verschwindet ja,
weil in beiden Gliederu  des Integranden von (3) der eine Faktor
Null ist.

Die Eigenfunktionen

b R. - 1&;  h,&;  4,-1~s;  Ltlr,;  &,-,es;  *‘*
entsprechen den möglichen Resultaten der beiden gleichzeitig aus-
geführten Messungen: a) der Messung der Größe, der der Operator H
zugeordnet ist, b) der Messung der Z-Komponente des Spins.
Für pk- ist der Wert der ersten Größe sicher Ak,  der Spin hat
sicher die - Z-Richtung, für Pi,  + ist der Wert der ersten Größe
auch noch ;tk,  der Spin hat aber die + Z-Richtung, d. h. die Wahr-
scheinlichkeit für die Einstellung in die -z-Richtung  ist Null.
Ist die Wellenfunktion schließlich allgemein

# =’  a,?F,/+  a,P*-  $ aJ!:,-  + **  -

+  b,W+  + b2F2t  +  4P,t +  ***7 @)

so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß H den Wert &, der Spin
gleichzeitig die - x- Richtung habe, gleich 1 ak 1”;  die Wahrschein-
lichkeit des Wertes Ak  für H und einer Spinrichtung + i! ist 1 bk  1”.

Die  Invarianz der Beschrdbung  räumlJchen  Drehungen gegenüber
4. Die soeben gegebene Beschreibung des Elektrons mit einer

von sya  und s  abhängigen Wellenfunktion zeichnet nicht nur die
Koordinatenachsen X Y is  anderen, gleichberechtigten Richtungen
gegenüber aus, sondern bevorzugt auch noch die Z-Achse den
beiden anderen Achsen gegenüber. Es ist hier also sehr wohl am
Platze, zu untersuchen, wie sich die Isotropie des Raumes in dieser
Beschreibungsweise äußert,  d. h. wie die Wellenfunktion On@  des
Zustandes @  für einen Beobachter lautet, der die Systeme und
Größen genau so wie der erste Beobachter beschreibt, nur
daß er seiner Beschreibung ein gegenüber dem Achsenkreuz des
ersten Beobachters verdrehtes Achsenkreuz zugrunde legt, Die
Lage der beiden Achsenkreuze sei dabei so, daß die Koordinaten
des Punktes z, y, x im zweiten Achsenkreuz

Ezzx +  &Y +  -Ga =  x’,
-&sx +  &,Y +  -&z  = Y’,
R#,x+  R,,y  + Rzd.z  = a’
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s ind . (R ist eine reelle orthogonale dreidimensionale Matrix mit
der Determinante 1.) Man kann 0,~  entweder als die Wellen-
funktion des Zustandes @  für den zweiten Beobachter oder als die
Wellenfunktion des um R verdrehten Zustandes für den ursprüng-
lichen Beobachter definieren.

Solange die Wellenfunktionen nur von den Gart  esischen
Koordinaten der Teilchen abhingen, war die Operation OB  lediglich
eine Punkttransformation PB (vgl. Kap. XI):

PR(P  (x’y’z’)  = ‘p (xyx). (7)
In (7) steht, daß die Wellenfunktion des zweiten Beobachters PR Tp
im Punkte LC’,  y’,  x’ den gleichen Wert annimmt, den die Wellen-
funktion y des ersten Beobachters an der Stelle 3,  y, a hat.
Dies muß auch so sein, weil der Punkt x, y, d  für den zweiten
Beobachter x’, y’,  z’ heißt.

Jetzt, wo wir außer den C artesischen  auch eine Spin-
koordinate haben, können wir mit einer einfachen Punkttrans-
formation nicht auskommen, es hat ja gar keinen Sinn, s trans-
formieren zu wollen. Deshalb wird OB ein allgemeinerer Operator
sein, als es PR war. Wir werden die Existenz des Operatoren-
Systems OR (zu jeder Drehung R gehört ein Operator OB) an-
nehmen und es dann mit Hilfe der besprochenen Grundannahmen
der Paulischen Theorie und der Forderung, daß die mit ver-
schiedenen Achsenkreuzen arbeitenden Beobachter prinzipiell gleich-
berechtigt sind, zu bestimmen versuchen. Es wird sich zeigen,
daß im wesentlichen nur ein Operatorensystem existiert ,
das diesen Bedingungen genügt. Seine Bestimmung wird uns
über wichtige Eigenschaften des Paulischen Drehelektrons Auf-
schluß geben.

5. Die Beschreibungsweise des zweiten Beobachters, die die
Wellenfunktion OR Q>  dem Zust8and  @  zuschreibt, muß der ursprüng-
lichen Beschreibungsweise völlig äquivalent  sein. Insbesondere
muß sie dieselben Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen
zwei beliebigen Zuständen ?$?,  @  ergeben, wie die erste:

1 w, @> 1 ” = 1 (Olm OR @) 12- (8)
Es ist dabei wichtig, zu bemerken, daß, obwohl der Zustand @,

der für den Beobachter mit dem verdrehten Achaenkreuz als der
Zustand OB@  erscheint, durch Angabe seiner Wellenfunktion Q,
vollkommen gegeben ist, in OB @  sicher noch ein konstanter

Wigner,  Gruppentheorie 1 6
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Faktor c9 vom Absolutwert 1 willkürlich wählbar ist,  weil die
Wellenfunktionen 0R @ und c+ OB Qi  denselben physikalischen
Zustand charakterisieren. Das bedeutet,  daß der Operator Ort
sehr vieldeutig ist, für jede Funktion @ ist in OR noch ein Faktor
frei. Es zeigt sich nun (siehe den Anhang am Ende des Kapitels),
daß man über diese Freiheit in OR so verfügen kann, daß für alle !P’
und alle Qs

P? @i> = (ORF  OR@D)? \
OR  (Hf +  W) =  aOR?P  +  bOR@  I w

gilt (a und b sind Konstanten), d.h. daß OR  ein linearer unitärer
0 per a t o r wird. Dann unterscheiden sich die beiden Beschreibungs-
weisen: die für den Beobachter mit dem ursprünglichen, und die
andere für den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz nur
durch eine kanonische Transformation, sind also physikalisch
völlig äquivalent. Den Zustand mit der Wellenfunktion Qi nennt
der zweite Beobachter OB  @, und der Größe, der der erste Beob-
achter den Operator H zuordnet, ordnet er ORH  0~~  zu.

Umgekehrt sind durch die Forderung (8a),  daß OB ein linear-
unitarer  Operator sei, die Konstanten c+ für alle Wellenfunktionen
- bis auf eine einzige - eindeutig festgelegt. Ersetzt man eine
Wellenfunktion OR# durch cOR  Qi, so muß man gleichzeitig, wenn
man an (sa)  festhalten will, alle Wellenfunktionen durch ihre
c-fachen ersetzen. Ersetzen wir nämlich in (8a)  OR @ durch cOR@,
während wir etwa OR P ungeändert lassen, so folgt, wenn (8 a) auch
für dieses neue System gelten soll:

(X  @) = (ORP,  CORQj)  = c (OR?K  OB m,
was mit (8a) zusammen c = 1 ergibt. Im folgenden wollen wir die
OB Qi  immer so annehmen, daß für sie (8a) gelte, dann ist in allen
OR@ für eine gegebene Drehung R nur eine einzige Konstante frei.

6. Betrachten wir nun die beiden Zustände ?P-  = + (xyx)  08,-r
und ?P+ = wY4&,i-l. Für spinfreie Versuche benehmen sich
diese beiden Zustände so, als ob ihre Wellenfunktion 1~, (zyx)
wäre. Für den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz er-
scheinen sie daher spinfreien Versuchen gegenüber wie ein Zustand
mit der Wellenfunktion PB  T./J  (xyx). Die Wellenfunktionen (JR?p-
und OR?P+  müssen daher nach (5) die Form

~R%,--I  11)  @!d  = us,-1  PR + @yfi>,  1

OR&,  1  11)  h4  =  UP,  1  PR@  @?P)  I
(9)
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haben, wo u8,-r  und us, r zwar von x, y, a unabhängig sind, ftir ver-
schiedene Q aber zunächst noch verschieden sein könnten. Aus der
Linearität des OB folgt aber, wenn ‘p  ein von Q  verschiedener Zu-
stand ist, fiir den

gilt, da4

ORLl (‘p  + e)  = k.-l PR (QD + 44  = ft&-* PR rg  + UR,-1  PB $f
= OB &,-1 Q”  + OR  Ll e - &,-1 PR ‘p  + Np,-1  PE q

ist. Hieraus folgt aber wegen der linearen Unabhängigkeit von
Phy und  PB+

us,  - 1 = u,,  - r = us, _ 1 und ähnlich  up,  r = ug, r,

daU  die ust für alle Wellenfunktionen dieselben sind ; die Matrix
u = u (R) kann nur von der Drehung R abhängen. Is t  nun
@ (xyas)  eine beliebige Wellenfunktion

@ (4 Y,  e, 9 = 4,  - 1 @ tx, Y,  8, - 1) + &,*  @(G y,  b,  1>,  w-u

YO  folgt wiederum aus der Linearität von OR und (9):

OR @ (4 Y, x, s> = OB 88,  -1 QZ(GY?4  - 1) + OR&,l@(~,y,~,  1)

= tlP,-1 PR@@,%4 -1) t &,l PR@(W,4  1)

012  @  (4  Y, a,  4 = 2 Ud PR @  6 9, 4 0. (11)
t=+1

Der Operator OR läßt sich also in zwei Faktoren

oB=QRPR w
spalten, wo PB die bekannte, auch in (7) definierte Transformation
ist, die nur auf die Tdagenkoordinaten  der Wellenfunktion einwirkt,
und QR  durch

QR@  (XYZS)  = r] u(&@(xyq
t=+1

(12a)

definiert ist, und nur auf die Spinkoordinate s einwirkt. Da der
Variabilitätsbereich von s nur aus zwei Zahlen - 1 und + 1 be-
steht, ist QR nach (12 a) einer zweidimensionalen IIlatrix

Wq uivalent. Es gilt. für zwei beliebige Drehungen R und S

(13)

PiQn  = QRP~ insbesondere PRQR  = QRPR. (14)
16*
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Die Möglichkeit der Zerlegung von OR  in die beiden Teile PB
und Qa beruht wesentlich auf der Annahme, daß es ,spinfreie
VersucheU  gibt, die man schon mit einer nur von x y B abhängigen
Wellenfunktion beschreiben kann.

Zusammenhang mit  der Darstellungstheorte
7. Aus der Unitaritgt  von  OR  folgt, da auch PR, also auch

P;’ uni&  ist, daß auch Q+1  = OB PR’ unitär sein muß. Es ist
daher für alle Funktionen Qi, Yr

(QR@  QR W  = (@,  w. (15)

Es folgt hieraus, daß auch die Matrix u (3) uni&  sein muß. Setzen
wir nämlich etwa 45 = 6,,$  und Y = Q,, Q, so ist nach (3),
wenn 9 normiert ist, (@,  Pi) = 6,, und daher nach (15) und (1 Sa)
auch

Dies ist aber die Bedingung für die Unitarität  von U.
Wir können uns weiter daran erinnern, daß OB durch physi-

kalische Tatsachen und die Gleichungen (8a) nur bis auf eine von .R
abhängige Konstante vom Betrag 1 festgelegt ist, und wir können
daher, ohne am physikalischen Inhalt der Theorie etwas zu ändern,
oder (8a) zu beeinträchtigen, jedes OR durch cROR  ersetzen, wo
ICRI = 1 ist. Den Faktor CR können  wir an QR, d. h. an u (R)
anfügen und mit seiner Hilfe erreichen, daß die Determinante
von u(R)  gleich 1 wird.

Um schließlich die Matrix 11  (R) ganzlieh zu bestimmen, be-
achten wir noch, daß ORQ)  die Wellenfunktion des um R ver-
drehten Zustandes @  ist und 0s.  OB@ die Wellenfunktion des
zuerst um R und dann um  S,  im  Ganzen um SR verdrehten ZU-
Standes Qi  ist. Der Operator OsOR  ist also mit dem Operator QSB
physikalisch jedenfalls völlig äquivalenh  Da er auch die Glei-
chungen (8a) befriedigt - das Produkt zweier linear - uuitärer
Operatoren Os  und OR ist auch selber linear - unitär -, kann er
sich von OSR  nur um einen konstanten Faktor unterscheiden:

0 S R = %, ROSOR- (9
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Mit Hilfe von (1-2)  folgt nun wegen Piz = Ps  PR und (14)

QsRPsR  = c~,RQsPsQRPR;  QSR= +,RQSQR
oder mit Hilfe von (12 a)

Bwm,,@(~Y4  = %Rx  cu(s),,u(R),,Qi(sy~t),
L='l r=+1t=+1

u(SR) = CS,  R 1 * u (8): u (x). (17)

Da wir die Determinante aller u auf 1 normiert haben, folgt
aus (17), daß auch die Determinante 1 cs,  n 11 = 1, es,  B = -$z  1
ist. Es folgt nunmehr

u(SR) = 3- u (SI  u ca (17~~
daB  die Matrizen u (B) bis auf das Vorzeichen eine Darstellung der
dreidimensionalen Drehgruppe bilden.

Dies legt schon den Gedanken nahe, daß u(R)  mit der im
Kapitel X V besprochenen Matrix

ut(4w  = ~“‘2’t{qw)

i

e -+iacosfße -$iy -.lfa
- e  2

h,sin iß  es (18)=
Jiaes sin $ ß e-$iY liaes Jiy

cos fß  ea 11
identisch ist oder aus ihr doch mit Hilfe einer ,&hnlichkeitstrans-
formation hervorgeht. Dies ist in der Tat richtig, wir werden im
nächsten Kapitel zeigen, daß jedes zweidimensionale Matrizen-
System,  das (17 a) befriedigt, entweder aus lauter Einheitsmatrizen
besteht oder aus 3(‘/2)  durch eine Ähnlichkeitstransformation hervor-
geht . Das erstere kommt aber für uns nicht in Frage, da es z. B.
bedeuten würde, daß ein Zustand, bei dem der Spin sicher in
der Z-Richtung liegt, auch nach einer beliebigen Drehung noch
diese Eigenschaft hat.

Nur für Drehungen mit ß = 0, die die Z-Achse unverändert
lassen, darf und muß u eine Diagonalmatrix sein. Hat der Spin
nämlich im ersten Koordinatensystem die -Z-Richtung, ist also
Q,  (2,  Y,  ff,  1) = 0, so muW  das auch im zweiten Koordinatensystem
der Fall sein. Hieraus folgt aber nach (11) ul,  -t = 0, und ähnlich
muß auch u-~,  1 = 0 sein : u ({a 0 0)) ist eine Diagonalmatrix, und
da es P(‘l2) ((a  0 0}) ä q uivalent ist, kann es entweder

u({,OO}> = (emra e:a) o d e r  cta eT;ia) (*)
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sein. Der zweite Fall würde aber bedeuten, daß der Drehimpuls
des Elektrons im Zustand 6,, -.1  Q  die + 2 und im Zustand d*,, r &
die - Z-Richtung hat, so daß wir diesen Fall ausschließen können.
Er würde zur Folge haben, daß dem physikalischen Zustand, dem
wir die Wellenfunktion CB  (z,  TJ,  a, s) zuordnen wollen, die Wellen-
funktion qZ (Er,  y1 x, - s) zugeordnet wäre.

Es ist also u ( {CI  0 0)) = Ib(‘/z) ((a  0 O}), und die unitäre
Matrix 8, die %(‘/2) in u transformiert, muß mit %(‘/2) ((a  0 0)) ver-
tauschbar, also eine Diagonalmatrix sein. Ihre beiden Diagonal-
elemente seien a und a’ (1 a 1 = ( a’ ( = 1). Dann können wir
festlegen, daß wir den Zustand, dessen Wellenfunktion bisher
Qi  (z ya  s) war, mit AS’@  (z  y x s) beschreiben werden, wo

*!m(s,  y, a,  - 1) =  a  aqx, y, 2,  - -  l),

8 @ (s, y,  4 1) = a’ 45  (z,  ~4, 4 1)
ist. Dies dürfen wir tun, da wir der komplexen Phase des Ver-
hältnisses qS (x, y, a, - l)/@ (x, y, x, 1) bisher keine Bedeutung
zugeschrieben haben. In der Beschreibung, die so aus der ursprüng-
liehen  entstanden und mit ihr völlig äquivalent ist, ist jedenfalls

u wQ~) = wq{apy}) VW
und wir erhalten als Endresultat,  daW  jede Beschreibung des
Spins, die sich auf die in l., 2. und 3. besprochenen Ideen
g r ü n d e t ,  m i t  e i n e r  B e s c h r e i b u n g  p h y s i k a l i s c h  v ö l l i g
äquivalent sein muß, b e i  d e r  die W e l l e n f u n k t i o n  e i n e s
umf)  R verdrehten Zustandes @ durch QR@  gegeben ist.
Dabei ist OB = PRQR  der durch

og Q, (2,  y, x, s) = x P(ll2) (R) 1t-=+1 .p+P,@(4  YI 4 0

= r, W’2’  (R);8 $ @  (LT”,  y”, ff”,  q (19)
i!=+1

I

definierte Operator, wo s”, y”,  a” aus 2, y, z durch die Drehung
R-1 hervorgehen. In P(lIz)  müssen die Indizes i s, it  auftreten,
da die Zeilen und Spalten von %r’/z)  - s ta t t  mi t  - 1,  +  1 wie
in 11  - mit - $ und $ p  bezeichnet, sind.

Sei z. B.

@(zyzs) = (z-iy)e-r'aro =
c-e-

*Ir rO für 8 = - 1,

z-iy)e-r’2ro  für  8 =  + l . 1
et)

1) R  ist hier immer eine reine Drehung.
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Ib  - iy)e-t/e~o  ist die Eigenfunktion des Wasserstoffatoms mit N = 2,
I = 1, ,u =  1, vgl. (3),  Kap. XVII] u ld  betrachten wir den Zustand (T)
von einem- Koordinatensystem, dessen X-Achse die alte X-Achse und dessen
Z-Achse die alte Y-Achse ist. Die Drehung R ist dann (0, ‘, fl, 0}

2’ = X> 2/’  = - 2, 2’ = ?J
und die reziproke Drehung ist

X ,I  -- G Y ft -- 2, 2” = - y.
Die Matrix aP/z>  ({  0, i n, 0)) ist

Die Wellenfunktion des Zustandes (-j-)  vom neuen Koordinatensystem
ist nach (19)

I(x-h) e- Tl2 ro

ORQ)(Xt&?S)  = VF

1

1 .
-+(x-iz)e-‘i2ro  +-@(x-- tz)e-ri2ro  f ü r  s =  $ 1

-z 881V2  (x-iZ)e-r12’o.

Im neuen Koordinatensystem hat also der Spin sicher die
alten hatte er folglich sicher die Richtung Y.

Richtung Z,  i m

8. Wir wollen nun versuchen, aus der Transformationsformel ( 19)
einige physikalische Folgerungen zu ziehen. Eine sehr wichtige
Frage, die mit ihrer Hilfe entschieden werden kann, ist die fol-
gende: Mit welchen Wahrscheinlichkeiten ergibt die Nessung der
Z’-Komponente  des Spins die beiden Werte + h/4  3t  und - Il/4 32,
wenn die Z-Komponente sicher den Wert + h/4 z hat? Mit  anderen
Worten: was ist  der Wahrsc.heinlichkeitszusammenhang  zwischen
den Spinkomponenten für zwei verschiedene Richtungen 2’ und 2,
die miteinander eiuen  bestimmten Winkel ß einschließen? IVenn
der Spin die Z-Richtung hat, hat die Wellenfunktion die Form
@(cyas) = 6 .BI cp  (x; y a),  und wenn wir  diesen Zustand von einem
um { 0 ß 0) verdrehten Koordinatensystem betrachten, so wird
wwen  P(oj30)  @(VW  = ~8lP{qTO} cp(vw)

= “in~ßP(opo) @(ww, -1)  + cos;ßP{op)} aJ(x,y,z,  1)
= c»s+p. P{q?())  sp  (mp).

(20)
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Nun kann der zweite Beobachter die Wahrscheinlichkeit für
die Einstellung des Spins in sei ne Z-Achse - das ist eine
Richtung, die mit der ursprünglichen Z-Richtung den Winkel ß
einschließt - aus der Wellenfunktion 0 i. p  o) Q direkt berechnen.
Er erhält aus (20) 1cos i ß Ia für die Wahrscheinlichkeit der + Z-
Richtung und 1 - sin i fl Ia für die Wahrscheinlichkeit der - .Z’-
Richtung. Ist die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte
Richtung des Spins gleich 1,  so ist  sie für eine gegen
diese um ß geneigte Richtung gleich cos2$  ß . Für ß = 0
ist dies 1, dann fallen ja die beiden Richtungen zusammen, für
ß = in,  wenn die beiden Richtungen senkrecht aufeinander stehen,
gleich $, für ß = n, wenn die beiden Richtungen entgegengesetzt
sind, ist diese Wahrscheinlichkeit Null.

Es ist noch die Frage von Interesse, wann eine Richtung
existiert, in die sich der Spin sicher nicht einstellt? Sei diese
Richtung etwa die Z-Richtung, so hat die Wellenfunktion 0 (aPrj Qi
ftir  ein Koordinatensystem, dessen Z-Achse 2’ ist, die Gestalt

O{aßr) @  (x:YfM = h,-1  y (XYG
Die Wellenfunktion @ selber ist, wenn wir zur Abkürzung
bßrl  = R schreiben,

@(x, y, 4 s) = OlrlOBQZ  = o&-‘&,  -1’p  (xyz)
= Wz)  (R- 1);  b , _ 2 PR-’ gl (x y 8).9

Q, (4 und sich nur um

einen
Y, 4 - 1)
konstanten von

Q, (4
XYa

,y, a,  -j- 1) unterscheiden
unabhängigen Faktor

@(x, YY 8, - l)l@ (x, Y, 4 1)
= (b(‘l2)  (R)-p/~“‘”  (Rb 1 = e-iactgiß,- - -a a et)

der, wie (j-j-)  zeigt, sowohl dem Absolutwert wie der komplexen
Phase nach ganz beliebig sein kann. Daß sich @ (a;,  y, Z, - 1) und
Q,  (x, y, B, + 1) nur durch einen Faktor unterscheiden, bedeutet,
daß bei gleichzeitiger Messung der Z-Komponente des Spins  und
einer beliebigen spinfreien Größe, die Wahrscheinlichkeiten für die
letztere nach 3. von der Spinrichtung statistisch unabhängig
s ind . In diesem Falle existiert also immer eine Richtung -
Azimut a und Polabstand ß sind in (j-t)  gegeben -, in die sich
der Spin sicher nicht einstellt, sonst aber existiert keine solche
Richtung .
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9. Es ist vielleicht nicht überflüssig, hervorzuheben, wie weit-
gehend konkrete Aussagen man für das Benehmen des Drehelektrons
lediglich auf Grund der allgemeinen Prinzipien der Quantenmechanik
und einiger qualitativer Vorstellungen mit Hilfe von Invarianz-
forderungen erhalten kann. Die beiden eben abgeleiteten Resultate
- namentlich das erstere über den Wahrscheinlichkeitszusammen-
hang verschiedener Spinrichtungen - ließen sich, wenigstens im
Prinzip, auch experimentell prüfen.

Die Bestimmung der Operatoren OB  gelang uns unter der
Vorauwtzung,  da8 sich die verschiedenen Achsenkreuze physikalisch
nicht unterscheiden. Äußere Felder, die die Isotropie des Raumes
stören, könnten auch eine Modifikation der Operatoren OB  nach sich
ziehen. Natiirlioh  wird, solange das äußere Feld schwach ist, der
Operator, der den Übergang zum verdrehten Achsenkreuz bewirkt,
noch näherungsweise durch (19) bestimmt sein. Die Gültigkeit
von (19) wird aber auch in starken Feldern angenommen.

Es werde noch ein Gedanke, der bei der Ableitung von (19) von
entscheidender Bedeutung ist, aber im mathematischen Formalismus
etwas untergetaucht war, explizite hervorgehoben. Das ist  die
Tatsache, daß die Gleichheit zweier Koordinatensysteme auch die
Gleichheit der Operatoren OR für beide nach sich zieht, die den
Übergang zu einem in der gleichen Weise verdrehten Koordinaten-
system vermitteln.

Die Operatoren On  sind zwar linear-unitär,  aber keine Yunkt-
transformationen, wie sie die PR  waren. Deshalb gilt fiir sie (22)

im allgemeinen ‘keineswegs. Außerdem ist zu bemerken, daß
einer Drehung R nicht ein, sondern eigentlich zwei Operatoren OR
und - ()n zugeordnet sind, weil das 3’12 ({a p r}),  das in (19)
vorkommt, durch die Drehung nur bis auf das Vorzeichen bestimmt
ist. Es gilt auch nicht OSR = OsOR,  sondern nur

0 SR = +osoR, (16a)

und man kann von den Operatoren + OE1  und - OB auch nicht
willkürlich je einen in der Weise weglassen, daß für den Rest (16a)
durchweg mit dem oberen Vorzeichen gelte.

10. Die Z-Komponente des Spins ist eine ,,physikalische Größe”, ebenso
wie der Impuls oder die Koordinate. Nach der statistischen Deutung der
Quantenmechanik muß ihr also ein linearf;r  hermiteisther Operator ent-
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sprechen,  den wir  mit h-. 8, bezeichnen wollen. Die Eigenwerte von s,

sind den möglichen R’erttz  - h(4n  und +  h/4  z der Z-Komponente des
Spins entsprechend - 1 uud + 1. Die Eigenfunktionen zum ersten Eigen-
wert sind alle Funktionen K-  (Z  y z 8) =  SB,  _  r y (Z y z),  die nur für
8= - 1, die Eigenfunktionen zum zweiten Eigenwert  al le Funktionen
~+(CCyZS)  = &, 1 y’ (Z y zj,  die nur für s = 1 von Null verschieden
sind. Es ist also

und für ein beliebiges

@(X,y,Z,8) = ~~,_1~(~,y,z,-l)+s8,1~(:X.,Zj,Z,  l)

gilt wegen der Linearität

‘%@(sr:Yzs)  =  c td,,@(xyzt)  =  s&cyza). (21)
t=fl

Da st nur auf die Spinkoordinaten einwirkt, hat es ebenso wie QR eine
Matrixform

8,  = (0’ Y). (214

Bestimmen wir nun deu Operator h, der der Z-Komponente des Spins
entspricht. Für den Beobachter mit dem Achsenkreuz, dessen Z-Achse %’
ist, ist dieser Operator einfach sl, da für diesen Beobachter definitions-
gemäß  alle Operatoren genau so wie für den ersten Beobachter lauten, nur
daß sie auf sein eigenes Achsenkreuz bezogen sind. Andererseits entsteht
aber dieser Operator durch Transformation mit 0, aus h, so daß

s,  =  0,hO;‘;  h  =  OR-lssOH

und hieraus wegen (12) und der Vertauschbarkeit von P, mit s 2
h = QR-, PR-lssPRQR  = QR-+,QR (22)

folgt.  Wenn man für alle in (22) vorkommenden Operatoren -
alle nnr  auf 8 ein - die Yatrixform verwendet, erhält man :

sie wirken

hl = at (Bj+ 8, u (It).
Es folgt nun aus (ll),  Kapitel XV, daß unser h mit dem dort ver-

wendeten identisch wird, wenn man fi- = 8,,  also x’  =  y’  =  0; z’ =  1
setzt. Das 1: = (2,  y ,  z) in (11) ist  der Vektor,  der aus zr’ (mit  den
Komponenten x’ = y’ =  0; z’ = 1) durch die Transformation R-r hervor-
geht ,  also der  Einheitsvektor  in der  Z’- Hichtung.  Daher lautet die De-
finitionsgleichung (10a) von k in Kapitel XV

h =  Ql 85 +  aa %J +  ag 88, WW
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wo a19 a2, us die Ricbtungscosinus von Z’ sind. AUS (22a) sehen wir, daß
sich der Operator für die Z’- Komponente des Spins ebenso aus den Opera-
toren für die X, Y,  Z-Komponenten [vgl. (101,  Kap. XV]

zusammensetzt, wie etwa der Operator für die .Z’-Komponente  der Koordinate
(Multiplizieren mit ai ~t:  + ap  y  + as z) aus den Operatoren für die X,  ‘Ir,  .&
Koordinate (Mult ipl izieren mit  2, y,  z) gebildet wird.  Operatoren dieser
Art nennt inan ,,Vektoroperatoren”.

Die unmittelbare Bedeutung von (ll),  Kapitel XV, ist die, daß der
Operator [R r, f] =  Ir’, \], d e r der Rr-Komponente  des Spins entspricht,
aus dem Operator [r,  f],  der der r-Komponente entspricht,  durch Trans-
formation mit u(B)-‘,  oder wie wir es jetzt sagen würden, mit  Qs* hervorgeht.

In der Theorie des Spins pflegt man öfters direkt von (22 a) auszugehen
und die ganze Theorie auf diese Gleichung zu gründen.

A n h a n g .  E s  s e i  zuntichst  5 d i e  Wellenfunktlori  d e s  Z u -
standes @ für den zweiten Beobachter. Dann muß nach (8) für
alle Funktionen TP,  @

) (T,  @)  1 = ( (37,  5) 1 (8’)
sein. Eigentlich muß (8’) nur gelten, wenn P und @ physikalischen
Zuständen entsprechen, also normiert sind. Sonst kann man von
der ,,zweiten Beschreibungsweise” des Zustandes QT  gar nicht
sprechen, weil ehen nur normierte Qi  Zustände darstellen. Es ist
indessen zweckmäßig, auch für nicht normierte CP’  ein &’  zu defi-

nieren, und zwar sei &‘, wenn @’ = a @, und Qi  normiert  is t ,
gleich a&. Dann gilt (8’) für alle Funktionen.

Weiter ändert sich an (8’) nichts, wenn man die P und @
mit Konstanten vom Betrag 1 multipliziert. Es soll nun gezeigt
werden, daß man diese Konstanten c y, cJ>  so w äh len kann, daß
fiir alle cY,-@  = OR ?P  und C+  $ = O,@ nicht nur

JtO,yr, ORQj) 1 = ) w, wl7 (8)
sondern auch

(OR%  OB @) = (K @z>,
On(aF  $ b@)  =:  uOBtP  + b0~Qj w

gilt (U  und b sind Konstanten). Die Schwierigkeit bei dem Über-
gang von (8) nach (8 a) bestellt darin, da0 (8) nur die Gleichheit
der Absolutwerte von (C),P,  On  @D)  und (T, @) besagt, während
nach (sa) auch die komplexen Phasen gleich sein sollen,  und dies

für alle Funktionenpaare  gleichzeitig erreicht werden muß.
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Bilden die Funktionen Pc,, VS,  ?P,, . . . ein vollständiges
Orthogonalsystem, so gilt dies auch von den Funktionen w,,
ps;,,  iF,, . ..’ A u s  (Ti, ?&) = & folgt nach (8’) auch (wi,  wk)
= itik, und wenn keine Funktion existiert, die zu allen cVpi ortho-
gonal ist, so kann es auch keine Funktion geben, die auf alle ei
senkrecht steht.

Betrachten wir nun die Funktionen FX, die den FX = YrI  + !PX
für x = 2, 3, 4, . . . zugeordnet sind. Wenn wir FX nach dem
vollständigen Orthogonalsystem @lt es, . . . entwickeln, so sind
alle Entwicklungskoeffizienten (FA,  Es) bis auf die von !P:  und Y-k
Null, und diese sind vom Absolutwert 1,  weil auch (YpA,  FX) nur
für A  = 1 und A  = x nicht verschwindet und für diese Werte
von il den Wert 1 hat. Es ist also

F,  = y,(~~l+x,~x); Iyxl =  IxxI  =  1 ( f ü r  x - 2 ,  3 ,  .  . . ) . ( A )

Wir verfügen jetzt über einige c, und zwar sei cy,  = 1; cy-,  = x;,;

CE; = l/Yx

OB?&  = *,; OB?&  = cy,*x = x,yF*,
1

OJ!#&  +%c)  =  OR1’:  =  cFxF,  = ~x/yx=OB~l+OB~~.,
(B)

Nun sei @ eine beliebige Funktion, die wir uns nach den ?PX
entwickelt denken

Qi = a,Yf,  + a2?P2  + asPs + l . . 69

Entwickeln wir auch &, und zwar nach dem vollständigen Ortho-
gonalsystem der ORyl, OR?Pa,  .  .  .

CP=  ülO&P, ta~OR?P~+äSORtP$+'- w
so ist

I&l = 1 (OEl%  S)I =  ) (xSR,  p>I =  I(W;,  @>  1 =  Ia,1 (D)
und insbesondere 1 Z, 1 = 1 a, 1 . Wählen wir daher c+  z  a,/ül,
so wird

OjpD = c,s = aJhz~* + a;odJ* + ~30I&-t- *-- P)
der Koeffizient von ORV1  gleich ca,,  und es gilt auch weiter
( U: 1 = 1 a, 1 . Außerdem muß nach (8) und (B)

Ia, +  41” = los1 +wL OB@)12 = ((OB&, OB@)]2

oder
= I(IF,, W(” = Ia,+a,12,

I~,12+a~~~:+a,ai*+I~:12= Ial12+a~ax+a1a:+Iax12
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sein. Man kann hieraus wegen ai a;* = a,al
und erhält eine Gleichung zweiten Grades

das Q eliminieren

aTaia - (aTa,+a,a=)U~+a*!.,!12 = 0 CE‘)
für ai. Aus (F) folgt entweder

Iax = ax o d e r  atx = axa,/ar. 63
Im ersten Falle ist für jedes @ Z Ca,qx und qy = x b,q,

OB@ =zzaxOdK; *~xp=~bxORYPx.

X

CE’)x X
Ebenso ist auch

O&Qj+bW  = 012  C taG+  bbx)TPx  -~(aa,+bb,)0~tP,
X

= aO2i  + bO,?P,
SO daß OR tatsächlich linear ist. Weiter ist

(Olm OB@) = (>: ~XOBPX,  ~aaOdP1)
x A

= Eb.$aa6,a = xbza,,
xR x

und es ist auch

(W; CP) = (E bx Px,  1 “A PL) = z b*,  an  ax, = C C axT
x X

On ist auch unitär,  womit (8a) bewiesen ist.
Wir müssen nur noch zeigen, daß die zweite Alternative in (G)

nicht auftreten kann. Zu diesem Zweck ersetzen wir für diesen Fall

OR@  =  ORCaxw;C  =  QGOR?Fvx
x a, x

durch

OR@  = ORCU,!FC =Z$CO,Px. m
Jr x

d. h. multiplizieren OB@ mit ar/ul. Dadurch kann sich ja  der
Inhalt der Beschreibung nicht ändern.

Nun betrachten wir zwei Eigenfunktionen des H am il t o nschen

Operators, zwei stationäre Zustände x = 2 U, Yr, und x’ = x UX  Vx

mit verschiedenen Energien E und Ji’x
X

Es ist

e2aiEt/hX+e2niE’t/hX’= C(U,piEm$- 4(?7-‘9q5 (11)

x
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eine Lösung der zeitabhängigen Sc h r ö dinge r sehen Differential-
gleichung. In der zweiten Beschreibungsweise wurde nach (1)

ORX = x ufoRyT*
x

dem Zustand x und
ORX’  = x u:*  OR ‘VuZ

x
dem Zustand x’ entsprechen. Die Energien sind auch in der
zweiten Beschreibungsweise E bzw. E’. Daher muß auch

e2niEt/h()RX  + e2ni13’tlhORX

eine Lösung der Schrödingergleichung sein, die für t - 0 den-
selben Zustand wie (11) repräsentiert und demnach für alle Späturen
Zeiten denselben Zustand darstellen sollte. Dies ist aber nicht
richtig, weil dem Zustand (11) nach (1)

2%u, e2aiEt/h+  & e2nih”t  /h)*OR  p,

J c

entspricht, und dies ist für t  Z#Z  0 nur dann mit (Ill) identisch, wenn
E’ZZ E’  ist. Die zweite Alternative von (G) führt auf einen Wider-
spruch, bei der in (B) und (E) getroffenen Wahl der c muU  in (G)
die erste Alternative zutreffen, aus der der linear-unitäre
Charakter des OR folgt.

Wir erhalten somit das wichtige Resultat, daß zwei physikalisch
äyuivalente  Beschreibungen - nach entsprechender Veranderurig
der freien Konstanten der Wellenfunktionen - durch eine kano-
nische Transformation ineinander überführt werden können.

XXI. Die Gesamtquantenzahl
1. In der Transformationsformel (19) des vorangehenden Kapitels

= c P(‘l2)  (R) 1 1 CD  (Ld’, y”, x”, t)
t=+1

p,ät (1)
i s t  R eine reine Drehung. Wollen wir die Wellenfunktion in
einem Koordinatensystem haben, das durch eine Drehspiegelung
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aus dem ursprünglichen entsteht, so können wir
Koordinatensystem übergehen, das durch Inversion

zuerst z u d e m

2’  L - 5, y’ =  - y, a’ 1.  - 8

aus dem ursprünglichen hervorgeht und dieses dann einer reinen
Drehung unterwerfen. Die Frage ist also eigentlich nur die: wie
lautet  die Wellenfunktion O1 Qi  des Zustandes @  für einen Beobachter,
dessen Achsenkreuz dem ursprünglichen entgegengerichtete
Achsen hat .

Betrachten wir zuerst den Zustand u, 9 (x YR). Spinfreien
Versuchen gegenüber benimmt er sich für den ersten Beobachter
so, als ob seine Wellenfunktion q/~  wäre, und daher für den zweiten
Reohachter  so, als ob seine Wellenfunktion Pr  @  wäre, wo

Pr  Q(XY@ =  ?)(-x, - y ,  -4) (‘2)
ist. Daher muß O1 u, r , ! ~  (X  y a)  = ui PI  Q  (x y #) sein. Das magne-
tische Moment hat für u,$.J  (s y  x) eine bestimmte Richtung, bei der
Inversion des Achsenkreuzes geht diese Richtung in die entgegen-
gesetzte Richtung über, weil das magnetische Norne&  ein axialer
Vektor ist. Die entgegengesetzte Richtung heißt aber im neuen
Achsenkreuz  genau so, wie im alten die ursprüngliche Richtung
hieß: der zweite Beobachter nennt die Richtung des Spins ebenso,
wie sie der erste nannte, der Faktor ZL:  vor PI  @  in Olu,$  (x ya)
ist gleich zc,.

Man kann einen magnetischen Dipol bekanntlich immer durch einen
Stromkreis ersetzen. Liegt dieser Stromkreis etwa in der X Y-Ebene und
läuft er von X nach Y, so liegt er auch in der X’ Y’-Ebene und läuft
auch von X’ nach Y’.

Es gilt demnach für alle u, und alle +(x y~)

OI%lqXYk”)  = %PI1C,~(XY4  = Pr%@(x:Yd, (3)
bis auf eine Konstante, die noch von u und Q abhängen kGrmte.
Man kann aber genau so, wie dies in 6. des vorangehenden Kapitels
geschah, einsehen, daß diese Konstante sowohl für alle u wie auc,h
für alle Z,!J gleich groß sein muß, wenn man an der Linearität
von 01 festhält. Da aber ein Faktor in Or  doch gänzlich will-
kürlich ist, können wir diese Konstante ganz weglassen. Da man
weiter jede Funktion Qi  (x y xs) als eine Linearkombination von
Funktionen der Gestalt u,@(ryx)  schreiben kann, folgt aus (3)
und der Linearität von O1 und Pr,  daß Or = p1

OI@  (X> Y,  4 4 = PI@  (x,  y, 8,  s) = 45 (- x, - $, - R,  s) (4)
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ist. Der Operator  Ort der den Übergang  zum Achsenkreuz  be-
wirkt,  das durch  Inversion  aus dem ursprünglichen  hervorgeht,
wirkt  auf die Spinkoordinate  s gar nicht  ein  und ist durch  (4)
gegeben. Es ist  0; = 1; OrOI@  = 0; der Einheitsoperator
hildet  mit  O1 zusammen  eine Gruppe, die zur Spiegelungsgruppe
holomorph  ist.

In (1) und (4) haben  wir  die Transformationsformeln  für die
Wellenfunktion  bei einer  beliebigen  Anderurig  des Achsenkreuzes.
Die Formeln  ( 1) und (4) gelten  übrigens  nicht  nur für Elektronen,
sondern  auch für Protonen.  Das magnetische  Moment der Protonen  ist
aber  wegen  ihrer  etwa 1840 mal  größeren  &asse 1840  mal kleiner
und  ist  daher  keiner  so unmittelbaren  Beobachtung  zugänglich,  wie
der Elektronenspin. Im folgenden  wird dieser  ,Kernspin”  immer
vernachlässigt.

Auch in der Diracschen relativistischen  Theorie  des Elektrons
bleiben  (1) und  (4) im wesentlichen  ungeändert  ‘).  Bei D irac
besteht  eine Wellenfunktion  nicht  aus zwei Funktionen  CD  (x, y, x, - 1)
und @(x,  y, x, 1) von xys, sondern  aus vieren. Man  kann das  so
berücksichtigen,  daß man außer  s noch  eine fünfte Koordinate  S’
einführt,  die ebenfalls  zweier  Werte  fähig  ist. Für  reine  Drehungen
gilt dann  (1) ungeändert,  s’ nimmt  an der Transformation  gar nicht
teil. Bei der  Inversion  vertauschen  sich dagegen  die beiden
s’-Werte  noch.

2. Die Formeln  (1) und (4) beziehen  sich auf ein System,  das
nur ein einziges  Elektron  enthält. Im Falle  mehrerer  Elektronen
enthält  die Wellenfunktion  @ (xl,  y,,  x,, sr,  xp, yz,  8%’ sq,  . . ., x,, ynr a,, s,)
außer  den Cartesischen Koordinaten  auch  die Spinkoordinaten
aller Teilchen.  Das skalare  Produkt  zweier  Funktionen  @ und C:  wird

Ebenso  wie in der einfachen  Theorie,  die den Spin nicht  berück-
sichtigt,  der Operator  PR auf alle  Koordinatentripel  und zwar in
gleicher  Weise  eingewirkt  hat,  wird  jetzt der  Operator  OR,  der
den Übergang  in der Paulischen Theorie  zu  einem anderen  Achsen-
kreuz  vermittelt, auf alle Koordinaten Yk,  &&  und sk  so ein-

‘) J. A.  Gaun t: Proc.  Roy. SOG. 124, 163, 1929.
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wirken, wie das OR in (1) oder (4) auf xya und s eingewirkt hat.
Es wird also

Z Q,  (-- $1 - Yl,  - Zl,  $1,  * * ‘, -Sta,  -y,,  -- fl,,  s,) (7)

gelten. Der Operator 0R ist das Produkt zweier Operatoren PR
und QR,  deren erster nur auf die Cartesischen Koordinaten
einwirkt:

P#(z;y;a;s,  . . . &y&$,)  =  @(~,y,a~s,  . . . znyn+Qj (6a)
wo die $i& ai aus den %k  Yk  & durch die Drehung R hervorgehen,
und deren zweiter nur die Spinkoordinaten berührt:

Da das System der Spinkoordinaten 2n verschiedene Wertesysteme
annehmen kann, ist QR einer 2n-dimensionalen  Matrix äquivalent,
deren Zeilen und Spalten den Wertesystemen der Spinkoordinaten
entsprechend mit n Indizes, die alle die Werte & 1 haben können,
numeriert sind. Die Matrixform von Qi ist

QR =  (b(‘12)  (R)  x  3W2)  (3) x  . . . x  9@/2)(3)

(QR)P~P~ . ..8.;tlt2...fn zzz P(112)(R),
ä8lr a 1

Jt **- uw

Die Operatoren P sind wieder mit den Operatoren Q alle ver-
tauschbar

PSQR = QR  Ps insbesondere QR = PRQR  = QR PR1 (8)

und der Operator QI  = Pr  ist mit allen PR und daher auch
wegen (8) mit allen QR vertauschbar, wenn R eine reine Drehung ist.

Die QR sind durch die Drehung R nur bis auf das Vorzeichen
bestimmt, weil in 2)(1/2)(B)  das Vorzeichen frei ist. Bei gerader
Elektronenzahl kann man, diese Zweideutigkeit aufheben, indem
man festsetzt, daß alle 9(‘/2)  (R) in (6) und (6~) mit demselben
Vorzeichen zu nehmen sind. Bei ungerader Elektronenzahl ist
es nicht möglich, die QR  in dieser Weise eindeutig zu machen.

W i  g n er, Gruppentheorie 1 7
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3. Geht man zuerst zu einem um R und dann zu einem in
bezug auf dieses um S verdrehten Koordinatensystem über, so
geht die Wellenfunktion Q,  zuerst in QR Q)  und dann in QsQ,@
über. Dasselbe Koordinatensystem erhält man aber auch, wenn
man sofort um SR dreht. In diesem Fall erhält  man für die
Wellenfunktion Qsn @, und dies kann sich von QsQR  @  nur durch
eine Konstante unterscheiden. Da sowohl OsOR  als auch QsR
linear-unitär  sind, ist diese Konstante für alle Wellenfunktionen
dieselbe, sie kann nur noch von den beiden Drehungen S und R
abhängen

0SR = cS,ROSOR* (9)

Da der Übergang zur Beschreibung mit einem anderen
Koordinatensystem immer durch einen linear-Unitaren  Operator
bewirkt werden kann, enthält (9) noch nichts von den speziellen
Annahmen der Paulischen Theorie und ist eine notwendige Folge
der Invarianz des Gleichungssystems räumlichen Drehungen gegen-
über. Wir werden diese Gleichung noch am Schlusse dieses
Kapitels genauer untersuchen und zeigen, wie man aus ihr Folge-
rungen ziehen kann, die in jeder quantenmechanischen Theorie
gel ten müssen.

Man kann (9) natürlich auch rechnerisch verifizieren, es ist
zunächst nach (8)

OSOR- PSQSPRQR  - hPR%gR  = f%RQSqR*

Bei gerader Elektronenzahl bilden die Matrizen (Cc),  die die
Matrixform von Q sind, eine eindeutige Darstellung der Dreh-
gruppe, so daß QsQR  = QSB ist, und

oSoR= PsR&QR= PSRQSR-OSR (104

gilt, in diesem Fall ist in (9) die Konstante cs,R  = 1, und die
Operatoren OR bilden eine zur reinen Drehgruppe holomorphe
Gruppe. Man kann daher in diesem Fall Funktionen definieren,
die in bezug auf die Operatoren QR zu einer Zeile einer irreduziblen
Darstellung oder auch zu einer irreduziblen Darstellung der Dreh-
gruppe gehören.

Bei ungerader Elektronenzahl bilden die Matrizen (6~)
nur eine zweideutige Darstellung der reinen Drehgruppe, es ist
QSQR  = + Q#R und daher ist

OSOR  = PSRQSQR  = k P~RQSR  = +OSR, ww
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die Konstante in (9) ist CS,  R = -1: 1, die Operatoren QR sind
zur Drehgruppe eigentlich nicht mehr holomorph. Es entsprechen
w e g e n der Zweideutigkeit der QR auch je zwei Operatoren
$ OB und - Qg  jeder Drehung R. Da auch in der Isomorphie
der unitaren Gruppe’) zur Drehgruppe jeder Drehung R zwei
unitäre  M a t r i z e n  u = 3(l/2)  (Ji?) und u = - ib(‘l2)  (R) ent -
sprechen, kann man versuchen, die Q in eindeutiger Weise den u
zuzuordnen. In der Tat gelingt dies: man muß dabei dem u das
0, = Qu pRu zuordnen und als Matrixform von Q1(  nach (6~)
u ⌧ u ⌧ l �* X u annehmen, während R,  die u im Sinne des Iso-
morphismus zugeordnete Drehung ist. Dann ist Q,,  dem u jeden-
falls eindeutig zugeordnet. Da auch R,  dem u eindeutig zugeordnet
ist, gilt dies auch für die Operatoren PBU.  Es ist auch

(UXUX l -- ⌧u).(o⌧o⌧ *** Xu) = uu⌧uo⌧ l ** ⌧uu,

und aus R,R,,  = R,  ,, folgt auch PR,,  PRD  = PR,,,,  und daher auch

o,o,  = o,,.
Bei ungerader Elektronenzahl gehören also die Funktionen f-i,
f-j+1r “‘I fjhdl, fj, für die

(11)

gilt, zu den verschiedenen Zeilen der Darstellung Uo3 der unitären
Gruppe. Sie erfüllen daher ebenfalls die Relationen, die im
Kapitel XI1  für Funktionen abgeleitet wurden, welche zu einer
irreduziblen Darstellung irgendeiner Gruppe gehören.

An Stelle der Gleichung (11) wird in der Folge immer die
Gleichung

auftreten, aus der (11) nur mit dem &-Zeichen

zu folgen scheint. Es ist aber zu bemerken, daß eigentlich
immer (11) abgeleitet wird, und zweitens folgt aus (lla) nicht
nur (11 b), sondern auch (11). Würde nämlich in (11 b) für

1) Genauer: d e r  Gruppe der zweidimensionalen nnitären Matrizen mit
der Determinante 1.

17*
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irgendein u das untere Zeichen gelten, so könnte man ‘u  stetig
verändern, bis es in die Einheit übergeht. Dabei &ndern  sich beide
Seiten von (11 b) stetig, so daß man immerfort bei dem unteren
Vorzeichen bleiben müßte. Für u = 1 bedeutet aber (11 b) mit
dem unteren Vorzeichen

was sicher nicht richtig ist, da 01  der Einheitsoperator ist, der
jede Funktion ungeändert läfit. Es muß daher in (11 b) tiberall
das obere Vorzeichen gelten; (11 a) ist mit (11) identisch und wird
nur deshalb an seiner Stelle benutzt, weil es an die Bedeutung der
Operationen 0 als räumliche Drehungen erinnert.

Setzen wir noch in (11) u = - 1. Es ist dann 0-1 der
negative Einheitsoperator, weil PR-r = PE der positive und
-IX -IX . . . x'-1 in (6~) der negative Einheitsoperator
i s t . Es folgt dann aus (1 l), daß U(J) (- 1) = - 1 ist und hieraus
nach dem XV. Kapitel, daß j halbzahlig sein muß. Bei ungerader
Elektronenzahl kann eine Wellenfunktion in bezug auf die 0
nur zu einer ungeraden Darstellung der unitären Gruppe,
also zu einer zweideutigen Darstellung der Drehgruppe ge-
hören. Bei gerader Elektronenzahl kommen natürlich nur regel-
rechte eindeutige Darstellungen der Drehgruppe in Frage (oder,
wenn man will, gerade Darstellungen der unitären Gruppe).

Die Komplikation mit den zweideutigen Darstellungen rührt
daher, daß die CS,  R in (9) nicht nur + 1, sondern auch - 1 sein
können, die Operatoren 0, die die Invarianz der Beschrei-
bung räumlichen Drehungen gegenüber zum Ausdruck
bringen, bilden keine zur Drehgruppe, sondern eine zur
Unitaren  Gruppe holomorphe Gruppe.

4. Der Hamiltonsche Operator H der Schrödingerschen
Eigenwertgleichung H Pr = E!P  für die Energie E ist bei Mit-
berücksichtigung des Spins nicht mehr der einfache, nur auE die
Carte sischen  Koordinaten einwirkende Operator, der den bisherigen
Betrachtungen zugrunde lag. Die Kräfte, die von den magnetischen
Momenten der Elektronen ausgehen, machen noch Zusatzglieder not-
wendig, auf deren Bedeutung wir noch einmal zu sprechen kommen
werden. Obwohl die genaue Gestalt dieser Glieder noch nicht fest-
steht, ist immerhin so viel sicher wahr, daß, solange keine äußeren
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elektrischen oder magnetischen Felder vorhanden sind, keine Raum-
richtung ausgezeichnet sein kann, und wenn ?PP ein stationärer
Zustand ist, so ist auch der verdrehte Zustand OR PP oder 0, pP
stationtir, und beide haben dieselbe Energie. Daraus folgt, da0
OB PP  bzw. 0, ?PP durch die anderen Eigenfunktionen desselben
Eigenwertes linear ausgedrückt werden kann :

019~  -1 x DtJ%$K bzw-  O,?p; = AD,,?&. (12)
V V

Aus Os  OR  = OSR bzw. bei ungerader Elektronenzahl aus
OsO~  = +OU  oder  O,O, = O,, kann man in bekannter
Weise schließen, daß

D(S)D(R)  = D(SR)
bzw. \

I
(13)

D(S)D(R)  = +D(SB) o d e r  D(u)D(o) = D(uv).

Die Matrizen D(R) bilden bei gerader Elektronenzahl eine Dar-
stellung der Drehgruppe, bei ungerader Elektronenzahl bilden sie
eine zweideutige Darstellung der Drehgruppe und eine eindeutige
Darstellung der unitären Gruppe.

Nan folgert weiter, ebenso wie im Kapitel XIZ,  daß  diese
Darstellungen als irreduzibel angenommen werden können *):  D (R)
kann bei gerader Elektronenzahl ID(O),  Ib(l), st2),  . . , sein, bei un-
gerader Elektronenzahl kann D (R) gleich P(‘l2),  %(812),  cb(‘@,  .  .  .
[und D (n)  gleich u(‘M,  u(3/2),  Ut5/2),  . . .] sein:

Den oberen Index dieser Darstellungen nennt man die Gesamt-
quant enz a h 1 und bezeichnet ihn mit dem Buchstaben j oder J,
sie ist bei gerader Elektronenzahl ganzzahlig, bei ungerader Elek-
tronenzahl haibzahlig. Die Zeile p,  zu der die Eigenfunktion ?$$
gehört, nennt man auch hier die magnetische Quantenzahl. Auch
p ist bei gerader Elektronenzahl ganzzahlig, ‘bei ungerader halb-
zahlig.

5. Es sei S ein den OB gegenüber symmetrischer Operator,
also ein ,Skalar, der durch die Veränderung des Achsenkreuzes

1) Indem man einen Eigenwert als mehrere zufällig zusammenfallende
Eigenwerte ansieht.
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nicht berührt wird. Wir wissen dann, daß die sogenannten Matrix-
elemente

8Njp; N'j'p' = (3Tp,Nj,  SPs’j’)  = &jj!8pplsNj;N~j (14)
für zwei Eigenfunktionen, die zu verschiedenen Darstellungen 901
und @f’),  oder zu verschiedenen Zeilen derselben Darstellung ge-
hören,  verschwindet . Ist dagegen in (14) j = j’ und p = y’,
so ist (14) von der magnetischen Quantenzahl unabhängig für
alle ~1  gleich.

Es liegt nahe, nach der analogen Formel für Vektor- und
Tensoroperatoren zu fragen.

Der skalare Operator war dadurch definiert, daß er unabhängig
vom Achsenkreuz war. Z. B. ist die Energie eine vom Achsenkreuz
unabhängige Größe. Dagegen ist es z. B. die X-Komponente des
Dipolmoments nicht. Der ersten Größe entsprach für alle Beob-
achter derselbe Operator. Da andererseits der erste Beobachter
der Größe; welcher der zweite Beobachter S zuordnet, OR1 SOS
zuordnet, muß

ORISOB =  s ; SOR  = ORS (W
eein: ein symmetrischer Operator ist mit allen Transformations-
operatoren vertauschbar.

Sind dagegen V%, V,, V, die X, Y, Z- Komponenten eines
Vektoroperators, so sind die X’, Y’, Z’- Komponenten dieses
Operators

OR1V20R  = Sc,V, +  Rz,V, +  -CAL,

O~‘V,O  = R,,V, + -&,V, + RJL

I

(16)

OR l V‘OR =  -L Vn +  R,,V, +  RJL
Die V,,  V,, V, transformieren sich nicht wie S nach Ib(O),  d.h. sie
bleiben bei dem Ubergang  zu einem neuen Achsenkreuz nicht
ungeändert, sondern erleiden eine Transformation mit der Drehungs-
matrix R. Nun ist a(l) als Darstellung der Drehgruppe der Dar-
stellung durch die Matrizen R äquivalenf und es empfiehlt sich,
für die spätere Rechnung nicht die X, Y, Si-Komponenten, sondern die
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Komponenten zu benutzen, für die nach (34), Kapitel XV, an Stelle
von  (16)

0; ’ V(e)OR  = 2 (b(l)  (n), #u)
Q=-1

(168)

gilt. Man kann auch noch etwas allgemeiner einen irreduziblen
Tensoroperator o-ten Grades betrachten, der dadurch definiert ist,
daß sich seine 2 ur  + 1 Komponenten T(Q)  bei einer Drehung des
Achsenkreuzes nach

0;  ’ T(e)  0 R =  $$ W”’  (R)e  0 T(“) w-9u=-w

transformieren. Setzt man in (16 b) R-1 an Stelle von R, so erhut
man wegen OR-r  = OR*  und Ib@‘)  (.Fr)p  (I = P(@  (R):,

OR  T(e)  OR  ’ = 2 JD(w)  (22); e T(u). WC)<1=--U,
Aus diesen Gleichungen müssen wir die zu (14) analoge Gleichung
für Vektor- und Tensoroperatoren ableiten. Um (16~) einführen
zu k(lnnen,  wenden wir auf beide Teile des skslaren Produkts

den Unitaren  Operator OR  an und erhalten

Die analoge Formel für skalare Operatoren haben wir über
alle Drehungen integriert, die Orthogonalitätsrelationen ergaben
dann direkt (14). Um die für (18 a) notwendigen Integrale über
das Produkt dreier Darstellungskoeffizienten auszuwerten, können
wir zuerst nach (16 b), Kap. XVII  das Produkt der ersten beiden
als eine Linearkombination

j i- 9~

schreiben. Setzt man dies in (18a) ein, so erhält man wegen der
Orthogonalitätsrelationen bei der Integration über alle Drehungen



264 XXI. Matrixelemente irrednzibler  Tensoroperatoren

wo noch mit dR gekürzt ist.s
Dieser Ausdruck verschwindet,

wenn j’ nicht zwischen den Grenzen lj - o  { und j + w  liegt, und
ist für lj - GP~  (j’cj + ta gleich

T$jp;  xrjtut.  = SjrCi  6,  + p,  ,p#  T,; Nljfy (13
WO TNj; ,,j’ von p,  p’ und ,Q  nicht mehr abhängt.

Diese Formel ist von großer Allgemeinheit’). Sie gestattet
das Verhältnis l$)i  E < ; srjt  ft!  /  !z$ Vi N I Ij ,, f solcher ,,Matrixelemente”,
d. h. skalarer  Produkte (18) zahlenmäßig anzugeben, deren erste
Faktoren (???F)  verschiedene Eigenfunktionen desselben Eigenwertes,
deren Operatoren verschiedene Komponenten desselben irreduziblen
Tensors und deren zweite Faktoren (.yFz’j’)  ebenfalls Eigenfunktionen
ein und desselben Eigenwertes sind.

Kehren wir zu den Vektoroperatoren zurück, indem wir in
(19) o = 1 setzen, so erhalten wir mit Hilfe der Tabelle auf S. 208
die zu (14) analogen Formeln für Vektoroperatoren:

- -v’- 1)
Njp;N’jtlp--1  = --Er.+1 fj --+4+2vi3;N’j+1,

@;p;  N’f+  1,~ = Cl")

v&;Npj+lp+l  =

Alle hier nicht angeführten Matrixelemente eines Vektor-
operators versehwind  en. Auch der Koeffizient mit j = j’ = 0
ist Nd. Die VrJi;  Ntj’ kann man natürlich aus allgemeinen Über-
legungen nicht mehr bestimmen. Während die Matrixelemente
eines skalaren Operators Null waren, wenn die Gesamtquantenzahl

1) In dieser Allgemeinheit stammen die Formeln von C. Eck sr t ,
Rev. 36od.  Phys. 2,  305, 1930.
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oder wenn die magnetische Quantenzahl von Zeile und Spalte
(j und j’ bzw. p und p’) überhaupt verschieden war, können sich
diese Zahlen bei einem Vektoroperator schon um 1 unterscheiden.

Bei der Ableitung von (19) wurde über die spezielle Form der Opera-
toren 0, nichts vorausgesetzt und (19) muß daher auch in der Theorie,
die den Spin nicht berücksichtigt, gelten, wenn man die 0, durch die P,
und die Gesamtquantenxahl  j durch die aeimntale Z  ersetzt. Wir haben
auch schon öfters über das Verschwinden von Matrixelementen eines Vektor-
operators Aussagen gemacht. Z. B. sind das Multipiixieren mit

q+%+‘..+Q  Yl-i-Y%+“‘+Y~~  ~l+za+-+z,9
die drei Komponenten eines Vektoroperators. In der Tat fanden WV+  daß
die Übergangswahrscheinlichkeit  durch Strahlung vom Zustand yys  in den
Znssand  yE, für die

(31p (xl+%+“‘+$J3&  usw*
mahgebend  ist, verschwindet, wenn die Differenz der azimutalen Quanten-
zahlen von yF und \y, nicht 0 oder + 1 ist. Später sahen wir, dafl die
magnetische Quantenzahl unverändert bleibt, wenn das Licht in der
Z-Riebtang polarisiert ist (e = 0) und sich mit 2 1 ändert, wenn das
Licht in der .X-  oder Y-Richtung polarisiert ist.

Der durch das Magnetfeld 6, in der Z-Richtung bedingte Zusatr-
Operator in der Schrädingergleiohung

v, = v(O)  = -& [-yl+&---Yn~
n

ist die .&Komponente  eines Vektoroperators. Hier haben wir die Matrix-
elemente VNl,.NIp auch wirklich berechnet. Aus der mittleren Gleichung
v o n  (19b)  sehen wir, daß sie proportional zur magnetischen Quanten-
zahl ,u sein müssen. Dies haben wir auch gefunden, die Proportionalitäts-
konstante war in diesem Fall unabhängig von N und Z gleich e h!jj,/4 zm c.

Für die Theorie ohne Spin ist (19) gleichsam der Ausdruck
der Formel (6) des XTX. Kapitels, worin die .Abhängigkeit der
Eigenfunktionen von der Lage des Konfigurations-n-Beines explizite
bestimmt ist.

6. Es ist interessant zu bemerken’), daß schon aus der ganz
allgemeinen Gleichung (9) die Existenz einer Gesamtquantenzahl
folgt. Natürlich kann man aus (9) nichts über die Ganzzahligkeit
oder Halbzahligkeit von j erfahren, in (9) geht ja die Elektronen-
zahl gar nicht ein.

l) Der Rest dieser Kapitels ist für die folgenden nicht notwendig.
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Benutzt man an Stelle von (1Oa) oder (10 b) die Gleichung (9)
0 es  ROgOR,  so erhält man an Stelle von (13), daß die
insG2ydefLierten  Matrizen D (R)

D ( S R )  = Cs, R D (8) D @> (13a)

bloU eine Darstellung bis auf ein en F a k t o r der Drehgruppe
bilden. Der Einheit  E entspricht dabei noch die Einheitsmatrix.
Es soll nun gezeigt werden, daß man aus den Matrizen, die (13a)
erfüllen, dureh  Multiplikation einer jeden Matrix D(R) mit einer
zweckmäßig gewählten Zahl CR  ein Matrizensystem  5 (R) = CR D (R)
erhalten kann, das eine Darstellung der unitären Gruppe bildet,
tGi für das

D(S)E(R) = @ ( S R ) (20)

gilt. Man kann daher nach Kapitel XV dieses Matrizensystem
durch eine Ähnlichkeitstransformation in die Darstellungen a(o),
*‘/s), Ib(l), jb(*lo),  . . . zerlegen. Dies bedeutet, da0  die Darstellungen
bis auf einen Faktor, auf die (9) zunächst führt, bei der Dreh-
gruppe im wesentlichen die zweideutigen Darstellungen des
XV. Kapitels sind.

Eine zweidimensionsIe  Darstellong  mu8  demnach entweder lauter
konstante  Matrizen enthalten (wenn s ie  ‘b(c)  zweimal  enthäl t )  oder  3P/2)
äqnivalent  sein, wie wir es im vorangehenden Kapitel vorausgesetzt haben.

Wir bilden aus den D(R) zuerst D(R) = cR  D (R) und
wählen CR gleich der - l/l-ten  Potenz der Determinante von D (R),
W O A. die Dimension der D(R) ist. so daß die Determinante
ID(B)1 = 1 wird:

-
ID(R)1  =  I+J.D(R)I =  IcR.II.ID(R)~

= &lD(R)I  = 1 . (20
Hierdurch sind CR und s(R)  noch nicht eindeutig, sondern wegen
der Mehrdeutigkeit der A-ten  Wurzel nur bis auf eme il-te  Einheits-
wurzel w bestimmt, so daß einem Gruppenelement R nicht mehr
eine, sondern zunächst A.  Matrizen zugeordnet sind, nämlich alle
Vielfache von D(R), deren Determinante 1 ist.

Multipliziert man ein B(S)  mit einem B(R), so erhält man
ein B (SR) : das Produkt ist wegen (13 a) jedenfalls ein Vielfaches
von L) (SR), und seine Determinante ist das Produkt der Deter-
minanten von B (S) und 3 (R), also 1.
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Wir haben aus der Darstel lung bis auf einen Faktor
D(B)  eine mehrdeutige und zwar ;l-deutige  Darstellung
gewonnen, das Produkt eines jeden -6 (S) mit einem jeden s(R)
gibt ein B (SR).

Man kann diese Vieldeutigkeit der Darstellung dadurch zu
verringern versuchen, daß man von den A  Matrizen ~(22) einige
herauswählt und beibehält, die anderen einfach weglaßt. Dies kann
natürlich nicht ganz willkürlich geschehen, sondern nur so, daß eine
beliebige der behaltenen Matrizen D(S)  mit einer beliebigen, eben-
falls behaltenen Matrix s(R) multipliziert eine ebenfalls behaltene
Matrix s(SR) gibt.

Bei kontinuierlichen Gruppen kann man nach H. Weyl’)  auf
Grund der Stetigkeitseigenschaft der Darstellungen diese Auswahl
folgendermaßen treffen.

Sind S und S’ zwei benachbarte Gruppenelemente, S N S’, so
waren auch

D ( S )  - D(S)  u n d  1 B(S)  1 N (O(S)  1.
Aus der letzteren Gleichung folgt, daß die A. Werte von cg  mit den
il Werten von es! p aarweise benachbart sind. Auch die rl Matrizen
a(S) sind mit den 2 , Matrizen B(S’) paarweise benachbart, in der
Weise, daß einem 1) (S) ein und nur ein 1) (S’) benachbart ist,
die anderen A.  - 1 sich dagegen davon wesentlich unterscheiden,
weil sie durch Multiplikation mit einer von 1 wesentlich verschiedenen
Zahl (einer A-ten  Einheitswurzel) daraus hervorgehen.

Verbinden wir nun im Parameterraume die Einheit E =  S(0)
durch eine stetige Linie S (t) mit dem Element S = S (l),  so können
wir von den Matrizen @S(t)) for  ern, daß auch sie eine stetiged
Folge durchlaufen sollen. Dann entsteht längs eines bestimmten
Weges S(t) aus  B(S(0))  = B(E) = 1 nur eine bestimmte
der 2 Matrizen D(S), die wir mit B (S)scj bezeichnen wollen.
Deformiert man den Weg S(t) stetig bei festgehaltenem Anfang und
Ende, so ändert  sich p(S),,,,  gar nicht, da es sich bei einer
stetigen Deformation des Weges nur stetig ändern  könnte, der Uber-
gang zu einem anderen B(S) aber notwendig einen Sprung bedeuten
würde.

1) H. Weyl, Mathem. Zeitsehr.  28, 271; 24 , 328, 377, 789, 1925;
V . Schreier, Abbandl. mathem. Sem. Hamburg 4, 15, 1926; 6, 233, 1927.
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- - -
was Produkt D (f$e(O D(R)R(O ist eine der M&ken  D (SR),

die ebenfalls stetig aus D(E’) 2 1 entsteht. Der zugehörige Weg
führt  zuerst von E über S(t) nach S - dabei geht B(E) =  1
stetig in D(S)gcn  über -) dann geht dqr  Weg über die Punkte S.R(t)
nach SR - dabei geht z (S)stl> = z(Qscl>.  1 über die Matrizen
.D(Sjsctj  D (R(t)) stetig b B (S)s(t)  ER über:

D Ws  (0 mQR (0 = mR)sct>,  S.R(O (22)
Lassen sich alle Wege von E nach S stetig ineinander deformieren,
ist der  Parameterraum einfach zusammenhängend, SO existiert nur
ein einziges D(S) = B(S)s(lJ,  das stetig von B(E)  = 1 = 3 (E)
aus erreicht werden kann. Diese s(S)  bilden dann eine ein-
deutige Darstellung der Gruppe.

Ist der Parameterraum mehrfach zusammenhängend, existieren
zwei oder mehrere Wege S, (t),  S, (t),  . . . , die man nicht stetig in-
einander deformieren kann, so ktlnnen  die entsprechenden Matrizen

ms~(t)  I ms)& (0  9 * * * auch voneinander verschieden sein. Die
Darstellung ist so vieldeutig, wie nicht ineinander deformierbare
Wege von E nach S führen.

7. Die Gleichung (22) legt in diesem Fall den Gedanken nahe,
an Stelle der ursprünglichen Gruppe eine ,, Ü herlagerungsgruppe  u
zu betrachten, die für jedes Element S der Gruppe so viele Elemente
s 81  (0 f SS)ot . . . hat, wie nicht ineinander deformierbare Wege
s*  (9, Is,  (09 * * * von E nach S .führen. Die Multiplikationsregel
der Uberlagerungsgruppe  ist

ss i (1) RRk (t) = sRsd  (0,  s.&(t)* (224
Ordnet man dem Element SS,  (tj der U berlagerungsgrnppe  die Matrix
B(S)s, (1) zu, SO bilden diese nach (22) eine regelrechte, eindeutige
Darstellung der Uberlagerungsgruppe.  Die Darstellungen bis
auf einen Faktor einer kontinuierlichen Gruppe lassen
sich durch Multiplikation mit antsprechend  gewählten
Zahlen in regelrechte Darstellungen der Oberlagerungs-
gruppe verwandeln. Kennt man alle Darstellungen der Über-
lagerungsgruppe, so kennt man auch alle Darstellungen bis auf einen
Faktor der ursprünglichen Gruppe.

Der Parameterraum (Abb. 1, S. 99) der dreidimensionalen reinen
Drehgruppe ist zweifach zusammenhängend. Man kann  von E
zu einem beliebigen Punkt entweder (vgl. Abb. 11) direkt (1), oder über
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einen Sprung zum Antipoden (11) gelangen, und diese beiden Wege
lassen sich nicht ineinander deformieren. (Ein Sprung zum Antipoden
ist nicht als eine Unterbrechung einer stetigen Linie im Parameter--
raume der dreidimensionalen Drehgruppe anzusehen, da die Antipoden
derselben Drehung entsprechen.) Ein Weg
mit zwei Sprüngen zum Antipoden läßt sich
dagegen schon stetig in einen Weg ohne
Sprung verwandeln (vgl. Abb. 12).

Die Uberlagerungsgruppe hat demnach
doppelt so viele Elemente wie die Dreh-
gruppe und ist folglich der Gruppe der
Ib(‘/z)  (&)  holomorph. Dkse ist ja als zwei-
deutige Darstellung der Drehgruppe sicher
eine regelrechte Darstellung der überlage-

Abb. 11

rungsgruppe und zwar eine treue Darstellung, da sie jeder
Drehung .R zwei voneinander und von allen anderen B(‘I2) (S) ver-
schiedene Matrizen -&sb(t12)  (R) zuordnet.

8

d

Abb. 12

Die b(‘/2)(B) bilden die unitäre Gruppe, diese ist also die
Uberlagerungsgruppe der dreidimensionalen Drehgruppe. Ihre Dar-
stellungen lassen sich in ~VO),  2l(‘l2),  U(l),  . . . zerlegen und dem-
entsprechend läßt sich ~(2%) = CR D (R) in +P@),  &%(‘/2),
-l-9(1), . . . zerlegen. Wenn man D(R) in der ausreduzierten Form-
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annimmt - dies bedeutet ja nur einen obergang zu einem neuen
System linear unabhängiger Eigenfunktionen -, erhält man für diese

und man kann j die Gesamtquantenzahl der Eigenfunktionen ?P’!!>,
W!!j.+l,.,.,  $!lI, ?Pj$  nennen

Obwohl (12 b) mit (12 a) nicht ganz äquivalent ist, genügt es
schon zur Ableitung der meisten Regeln für die Gesamtquantenzahl.

XII. Die Feinstruktur der Spektrallinien
1. Im Kapitel XVIII  haben wir die Auswahlregeln für Azi-

mutalquantenzahl,  Spiegelungscharakter und Multiplettsystem  ab-
geleitet, wie sie in einer Theorie, die den Spin unberücksichtigt laßt,
gelten. Wenn man die Kräfte, die von den magnetischen ‘Momenten
der Elektronen herrühren, berücksichtigt, können diese Regeln nicht
mehr als streng richtig angesehen werden, weil bei ihrer Ableitung
die Voraussetzung gemacht worden ist, daß mit ?P  auch PR?P eine
Eigenfunktion des Energieoperators zum Eigenwert von Y! ist, da
PnP’  mit dem Zustand P - bis auf eine Drehung - identisch ist.

Nun wissen wir, daß, wenn man auch den Spin berücksichtigt,
nicht PR, sondern On  die Drehung des Zustandes bewirkt, PR ver-
dreht gewissermaßen nur die Carte sischen  Koordinaten des Systems.
Demgemäß wäre p,P nur dann eine Eigenfunktion von H, wenn
H eine ,,spinfreie GrößeU  wäre. In Wirklichkeit treten in H auch
Glieder auf, die vom Spin herrühren, und PB?P  ist keine Eigen-
funktion von H zum Eigenwert von !P und läßt sich daher auch
nicht als eine Linearkombination der zu diesem Eigenwert gehörigen
Eigenfunktionen schreiben. Die Eigenfunktionen gehören daher in
bezug auf die PR auch zu keiner Darstellung der Drehgruppe, und
der Begriff der azimutalen Quantenzahl ist, wenn man auch den Spin
berücksichtigt, strenggenommen sinnlos. Nur solange die vom
Spin herruhrenden Glieder klein sind und die Schrödingergleichung
näherungsweise auch bei ihrer Vernachlässigung aufgelöst werden
k a n n - dies ist allerdings die Regel -, hat der Begriff der azi-
mutsJen  Quantenzahl (und des Multiplettsystems)  einen Sinn, nur
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dann gelten auch die Auswahlregeln des  XVIII.  Kapitels. Dies
soll im folgenden noch  genauer ausgeführt werden.

Man kann natürlich mit Hilfe der Operatoren QR,  die einer
wirklichen Drehung entsprechen, des Operators Or der  Inversion
und der Operatoren Op, die Vertauschungen aller v ie r Koordinaten
zweier oder mehrerer Elektronen entsprechen :

OP y @al Yq Gc1  f4.Q  - * - &zn  ya, d,?& s,
= Y (x* y1  5, s,  . .:

)

x*  Yn  ff, Sn) (1)

[
p ist die Permutation c

1 2 .., 12 -
‘cf1  c$ . . . 31

>cy genau dieselben 0 Nr-

legungen ausführen, die wir im Kapitel XVIII  mit Hilfe der Opera-
toren p  ausgeführt haben. Die SO erhaltenen Satze werden nattirlich
auch bei Mitberücksichtigung der Spinglieder gelten. Die Opera-
toren OR,  die Drehungen  entsprechen, sind mit den Operatoren Op1
die Vertauschungen der Elektronen entsprechen, und beide &*
Qr  vertauschbar, SO daß die gesamte Symmetrie, genau wie im
Kapitel  XVIII,  das direkte Produkt der Gruppe der OB,  der
symmetrischen und der Spiegelungsgruppe ist.

Will man eine Vertauschung sowohl der Carte si sehen wie auch
der Spinkoordinaten der Elektronen ausführen, so kann man die Ver-
tauschung der Cartesischen Koordinaten und der Spinkoordinatin
gesondert vornehmen, Op läßt sich (ähnlich  wie OR) in zwei Faktoren

0P= PPqP=QYPP (2)
zerlegen, wobei Qp  nur auf die Spinkoordinaten

QY~(x~Y~v~,  --x,~Y,w~,)  = WX,Y,V, . . . X,Y,W& Ga)

und pp  nur auf die C artesiechen Koordinaten einwirkt:

=
Qi  (2, Y1  fi,$ * * - 4s Yn 68 6,). (2 w

Setzt man nämlich in (2 b) Qpv  für @ ein, so erhält man

PPQPW.. %ck$+k~k . ..) = QdW- xkYkflkbk l .-),

und wenn man hierin noch & -. s,~ einführt, so ergibt es mit FTilQe
von (2a)  und (1) direkt (2).

2. Es ist eine wesentliche Vereinfachung für das Folgende, d;aß
die Eigenfunktionen aller wirklich existierenden Zustände den Op
gegenüber zur antisymmetrischen Darstellung geh Uren  :

Op@.= &p@;  (Op-EPW = 0, (3)
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wo ep  gleich + 1 oder - 1 ist, je nachdem P eine gerade oder
ungerade Permutation ist. Man nennt Funktionen, die (3) befriedigen,
kurz antisymmetrische Funktionen; die Aussage, daß alle
Wellenfunktionen antisymmetrisch sind, ist der Inhalt des Pauli-
Prinzips  l).

Das Pauliprinzip ist nattirlich  keineswegs eine Folge der bisher
eingeführten Prinzipien der Quantenmechanik; gegenüber der zeit-
abhängigen Schrödingergleichung, die einer Bewegungsgleichung
entspricht, spielt es etwa die Rolle einer Anfangsbedingung, die in
jedem System erfüllt ist. Wenn aber zu irgendeiner Zeit (3) erfüllt
ist, so bleibt es immer erfüllt; aus

folgt, da t-l  ein den Op  gegenüber symmetrischer Operator und mit
ihnen vertauschbar ist:

= (Op-~p)H@  = H(Op-tp)@.  (Sa)
Hieraus folgt aber, daß (Op  - Er) Qi immer verschwindet, wenn es
zu irgendeiner Zeit Null war. Aus (3a) schließt man, daß das
skalare Produkt

((0P- EP)  @!  (OP  -  EP)  Q> w

zeitlich konstant ist und immer Null bleibt, wenn es einmal Null war.
Aus dem Verschwinden von (-/-)  folgt aber auch das Verschwinden
von  (Op  - &p)  @. .Man  sieht, daß das Pauliprinzip mit der quanten-
mechanischen Bewegungsgleichung jedenfalls v e r t r ä gl i c h i s t .

Eine wichtige Folge davon, da.8 alle Wellenfunktionen zur anti-
symmetrischen Darstellung gehören, tritt bei einer Zerteilung eines Systems
in mehrere Teilsysteme zutage. 36an  denke etwa an ein System aus
zwei He- Atomen, die zunächst in Wechselwirkung waren, und die man
nachher voneinander entfernt hat . Die Wellenfunktion gehöre vor der
Trennung zur irreduziblen Darstellung D(P) der symmetrischen Gruppe
vierten Grades. Man kann dann die Frage *aufwerfen, zu welchen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe zweiten Grades der Zustand des
einen He-Atoms  nach der Trennung gehören kann. Ist D(P) die anti-
symmetrische Darstellung, so ist der Zustand beider He-Atome nach der
Trennung auch sicher antisymmetrisch. Die Zugehörigkeit der Teilsysteme zu

l)  Vgl. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 88. 411, 1926 und P. 8.  %L
Dirac, Proc.  Ftoy. Sec.  112, 661, 1926.
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einer bestimmten Darstellung ist durch die Zugehörigkeit des Gesamtsystems
zur antisymmetrischen Darstellung eindeutig vorgegeben. Ähnliches gilt,
wenn D(P)  die symmetrische (identische) Darstellung ist, aber bei keiner
weiteren Darstellung.

Warum alle Wellenfunktionen antisymmetrisch sind und nicht
etwa alle symmetrisch, läßt  sich natürlich auf Grund allgemeiner
Überlegungen  nicht sagen und muß als eine Erfahrungstatsache
angesehen werden.

3. Im folgenden denken wir uns den Harn iltonschen Operator
in zwei Teile zerlegt:

H = H, + H,. (4)
Der erste Teil ist der gewöhnliche Schrödingersche Operator,
er trägt nur der Wechselwirkung der Ladungen und der kinetischen
Energie der Elektronen Rechnung

+ W,  . . . q,) (da)
Er ist ein spinfreier Operator. Der zweite Teil H, enthält die
Energie der magnetischen Momente der Elektronen, wird im folgenden
im Verhältnis zu H, als klein angenommen und als eine ,Stitrung”
behandelt. Diese Störung ist die Ursache der Feinstruktur, sie
bewirkt das Aufspalten der Eigenwerte der einfachen Schrödinger-
gleichurig  (4 a), der ,,Grobstrukturterme” in mehrere Feinstruktur-
komponenten.

Vor der Anwendung der Störungstheorie muß man immer, wenn
mehrere Eigenfunktionen zu einem Eigenwert des ungestörten
Problems gehören (was bei H, immer der Fall ist), die sogenannten
richtigen Linearkombinationen bestimmen. Dies wird die Haupt-
aufgabe dieses Kapitels  sein. Von den richtigen Linearkombinationen
kann man annehmen, daß sie in bezug auf die Op  zu einer irre-
duzi blen Darstellung der symmetrischen Gruppe gehören - wir
brauchen wegen des Panliprinzipes nur jene, die ant isymmetr isch
s ind , Wenn die Isotropie des Raumes nicht gestört ist, kann man
außerdem annehmen, daß sie in bezug auf die OK  zu einer Zeile einer
irreduziblen Darstellung a(J) der Drehgruppe gehören. In diesem
Fall zeigt es sich, daß man aus den Eigenfunktionen eines Eigen-
werts von H, nur eine , antisymmetrische Linearkombination
bilden kann, die zu einer bestimmten Zeile einer Darstellung s(J)
gehört, so daß die richtigen Linearkombinationen für das Störungs-
verfahren allgemein bestimmt werden können.

i g n er , &uppentheorie 1 8
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Sei E ein Eigenwert von H, und q!~  (q  y1  z, . . . ~~y,,  x,)  eine
zugehörige Eigenfunktion, eine Funktion der Cartesischen Koordi-
naten allein, wie wir sie immer betrachtet haben. Wir erhalten
eine  Eigenfunktion von H, zum Eigenwert E, die Funktion aller
Koordinaten qyl  x1 S,  . . . ~,y,x,s,  ist, indem wir Q  mit einer
beliebigen Funktion f(s,  . . . s,)  der Spinkoordinaten multi-
plizieren. Da H, eili  spinfreier Operator ist, kann man f(s,  . , . s,,)
aus H, wie einen konstanten Faktor herausziehen:

H,ef  = fH,+ = fE+  = ,!G+f. (0)

Nun existieren im ganzen 2* linear unabhängige Funktionen der
s, . . . s,,  etwa

durch die man alle Funktionen von s, . . . s, linear ausdrücken
kann, wie wir dies schon im XIII.  Kapitel bei der Bestimmung
irreduzibler Darstellungen der symmetrischen Gruppe gesehen haben.
Ist daher

f*, fg,  *. *r f2n @aS

ein vollständiges Orthogonalsystem der Funktionen der s [etwa
die Funktionen (6) selber], so kann man aus $J folgende 2n  Eigen-
funktionen von H, bilden:

@ff;,  efs, “‘? #Jfc* (0
Sind mehrere Funktionen von x, y1  z1 . . . z,,Y,  a, Eigenfunktionen
von H, zum Eigenwert E. so kann man nach (7) aus jeder P linear
unabhängige Eigenfunktionen bilden, die auch die Spinkoordinaten
als Variable enthalten. Durch die Einführung der Spinkoordinate
wird die Zähligkeit  der Eigenwerte der spinfreien Operatoren
2n-mal vergrößert. Dies entspricht dem Umstand, daß H, Pr = E ZlFr
nur die Bewegung der Cartesischen Koordinaten vorschreibt, die
n Spinkoordinaten kennen  noch alle etwa zwischen der + 2 und
d e r - Z-Richtung wilhlen.

4. Betrachten wir zuerst ein System, das außer der Gleichheit
der Elektronen keine weitere Symmetrie aufweist, die räumliche Sym-
metrie sei durch änßere  Felder aufgehoben. Es kann angenommen
werden, daß die Funktionen &, +,, . . . von q  y1  a, . . . q,y,,  R,, die
Eigenfunktionen eines bestimmten Eigenwerts von H, sind, zu einer
irreduziblen Darstellung der symmetrischen Gruppe rc ten Grades
gehören

(8)
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Diese Gleichungen gelten auch, wenn man die ex durch sxfA  ersetzt,
weil auch bei der Anwendung der P eine Funktion der Spin-
koordinaten wie ein konstanter Faktor herausgezogen werden kann.

Die Eigenfunktionen +,f~  von H, müssen auch in bezug auf
die OP zu einer Darstellung gehören, da die Elektronen auch bei
Mitberücksichtigung des Spins gleichwertig sind. Der Zustand
OP  qx fl, in dem im Verhältnis zu ex fa die Elektronen lediglich
ihre Rollen vertauscht haben, muß a.uch  eine Eigenfunktiou von
H, zum Eigenwert der ex fl  sein und muß daher durch die qxl  fA,
linear ausgedrückt werden können. In der Tat kann man in

O,exfi  = PyQ&tfi = P,+x.Qpf~ (9)
für die pPqx  die Ausdrücke (8) einführen und auch die QP fl
kann man durch die fp ausdrücken, wie man ja jede Funktion
der s  durch die fit ausdrücken kann. Um aber hierbei ein mög
liehst einfaches Koeffizientensystem zu haben, wird  man von einem
solchen Orthogonalsystem (Ga) der s  ausgehen, dessen Funktionen
in bezug auf die Operatoren Qp  zu irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe gehören.

5. Ein solches Orthogonalsystem von Funktionen der s  haben
wir im Kapitel XI11  bestimmt. Wir gingen dabei an Stelle
von (6) von dem Orthogonalsystem

Si1  Sg2 . . . Syn,, (yl, y2,  ...p  yn = 0  oder  1) (6 4

aus und ordneten diese Funktionen zunächst so, daß in eine Zeile
lauter Funktionen gleichen Grades kamen. In die k-te Zeile kamen
lauter Funktionen k-ten Grades (rl + ya  + . .. + yn  = k;),  im

ganzen
0
1 Funktionen. Es wurde dann gezeigt, daß man aus

den Funktionen k-ten Grades solche Linearkombinationen bilden
kann, die für b  ( i n zu je einer Zeile der Darstellungen

DO), D(l),  D(2))  . . * , .w)
gehören. Da die Dimension von .ZW

C-t)

ist, sind dies im ganzen eben Z,,  + 7, + 7, + . + l + 7k  =
0
1 Funk-

t ionen. Für k > a n traten (vgl. die Tabellen auf S. 144) an Stelle
der Darstellungen (f-)  die Darstellungen

D(O),  D(1),  D(2),  . . ., D<”  - k? ctt1
1f3*
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Wir bezeichnen die Funktion k-ten Grades, die zur A-Zeile
von BO gehört, mit gfi, dann ist

Qpgi;  z-2 Dj)(P)A,A  g&.  (i = 0, 1, 2, . . . . k bzw.+-). (11)
A’=l

Das Funktionensystem (t;b)  wurde lediglich darum an Stelle
der Funktionen (6) benutzt, weil man in den Funktionen (6b) die
Faktoren s:Q,  deren ye  = 0 ist, einfach weglassen kann, wodurch
sich die Formeln etwas vereinfacht haben. Wir wollen aber jetzt
wieder zu den Funktionen (6) zurückkehren, überall si  = 1 durch
Q 8e9 -l und st’= st,  durch  &(, , lr
überall an Stelle ;on

d.h. SG durch c&,~,,-~  ersetzen, also
.

F(s,  s,  . . . s,) = r, CYl yz , , . yn  sp  sp . . . s,y” (1%
y,=o,1.

die Funktion
U~(~,s~...S,)=CCyl~z...~n~81,Byl-16.12,ey2-1  e-9 &&,-1 (1W

Yc,=O,  1
schreiben. Dadurch ändern  sich die Transformationseigenschaften
der Funktionen nicht., da das Ersetzen von (12) durch (12a)  mit
einer Permutation der Variablen offenbar vertauschbar ist. Es gilt
daher auch, wenn wir für

und für
OW(p)  = At+  ‘l- 4 (p)*; Jj(ial-s)  (p)  = g(S)(P)*  (13 a)

schreiben ‘),  nach (11)
Q], f\: = ‘T;1  d(“)  (P)$ 1 fifk. Wa)

2’
Bei geradem n sind S und nc beide ganzzahlig, bei ungeradem n
beide halbzahlig.

Die Funktion
+-s)

g, 1,jp+m ist vom Grade in  + m, d. h. wenn

man sie in der For%*(12)  schreibt, kommen in ihr nur jene Glieder
vor, die fti + r)z Faktoren so  (untl  +N - m Faktoren si)  enthalten.

Daher kommen in u  ,qn  L ,, + m = fy:  nur solche Glieder vor, die
(f?l-  i)
>a

.  .
1) Die O’*‘(J?)  sind eigentlich rein reell; der Ubergang zum kon-

jugiert  Komplexen erfo lgt  in  (18a)  nur, damit  der  ree l le  Charakter  später
nicht benutzt werden muß.
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+ fi  + m Faktoren &@,  I (und in - m Faktoren &..,  _ r) enthalten :
.

ft2 kann nur für solche Wertesysteme der sQ  von Null verschieden
sein, bei denen genau i n + ry)  unter den s gleich + 1 (und i 9~ - m
gleich - 1) sind, so daß ihre Summe a n + m - (i n --m) = 2 m  wird:

fiz (sl sg  , . . s,) = 0 für S, + s,  + l l . + s, I/I 2 m. (14)
&nnt  man für das vollständige Orthogonalsystem der Punk-

tionen der s die Funktionen

it = 1, 2, . . .,

f% na =  - s  - s +  1 ,  .,.( s - 1 ,  s1 cv
S -- -- in, VN---1, Hn-2, . . . . y oder 0 ,

so erhält man fiir (9) mit Hilfe von (8) und (11  a)

Die @,f\%  transformieren sich nach dem direkten Produkt

D (P) x A(“)(P)*.

6. Von den Eigenfunktionen erster Näherung, von den richtigen
Linearkombinationen

FJ ax  SI 2. m 4-b  f i5Z w
x S’
R m

des Störungsverfahrens (das zur Einführung der Spinlträfte  dient)
kann angenommen werden, daß sie zu irreduziblen Darstellungen
der Gruppe der Op  gehören. Da uns wegen des Pauliprinzips
nur solche Eigenwerte beschäftigen werden deren Darstellung
die antisymmetrische ist, genügt es, die antisymmetrischen Linear-
kombinationen ( 15)  zu bestimmen: die erste Näherung der dem
Pauliprinzip genügenden Eigenfunktionen wird eine Linearkom-
bination dieser sein.

Nehmen wir daher an, da0  (i6) antisymmetrisch ist, so folgt
aus (9a) wegen der linearen Unabhängigkeit der Q,+  /$?m

z a,fjl  Rm  D (Qtl  x ~4”‘)  (-Ga  = EP  ads  Atm’ (16)

Wenn man die zu Ac’)(P)  assoziierte Darstellung mit

Ä(S’>  (p) = &p ACS’) (P) (17)
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bezeichnet und (16) mit ep  multipliziert, folgt wegen EC = 1

3 a,,y  Am D (P),r x Ä(S’J  (P)&  = axr  s~  Atm (18)

Summiert man dies über alle Permutationen P, so folgt aus den
Orthogonalitäterelationen, daß die linke Seite verschwindet, wenn
D(P) und a(s’)  (P) nicht äquivalent sind. Ist D(P) keiner der
Darstellungen 2@‘)  (P) äquivalent, so verschwinden alle Q,~ s,  itrn
und man kann dann aus den qx fis2 überhaupt keine antisymmetrische
Linearkom bination bilden. Aus den Eigenfunktionen von H,,,
die in bezug auf die Pp  zu einer irreduziblen Darstellung geboren,

indie keiner der Darstellungen A(a ), a(i R - ‘),  A(in  - 2),  . . .
äquivalent ist, kaiIn  man mit Hilfe der Funktionen der s keine
antisymmetrischen Eigenfunktionen bilden. Diese Eigenfunktionen
und ihre Eigenwerte scheiden daher  wegen des Pauliprinzips für
das Folgende aus.

Wir wollen daher annehmen, daß D(P) einer der A(fi’)  (P),
etwa Ä(kq  (P) äquivalent ist und sogar, daß es damit identisch
ist, da eine Ähnlichkeitstransformation von D(P) nur eine be-
stimmte Wahl der linear unabhängigen Eigenfunktionen ex bedeutet.
Man nennt S das Multiplettsystem  der Eigenfunktionen qx.
Setzt man

D ( P )  = A(s)(P) (W
in (18) ein  und summiert jetzt über alle Permutationen, so ergibt
sich, wenn man die Dimension von A@)(P)  für den Aupenblick
mit gs  bezeichnet:

c n! a,tstpmr
XA

wo b,,,  von S’,  x’! il’ unabhängig ist. Die antisymmetrischen Gnear-
kombinationen (15) der qJtx  fy: lauten mithin:

~8ss&A,+xf;s~  = xb, r]exfyi. (20  4m xR  tn
Das sind den 2 S + 1 Konstanten b,  entsprechend 2 S + 1 linear
unabhängige autisymmetrische Funktionen

SZ = x 9%  fy)n. (20 b)x
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Will man aus den Eigenfunktionen Q*,  qa, qa,  . . . eines Eigen-
werts von H,  antisymmetrische Funktionen bilden, so muß man ex,
das zur x-Zeile von zs> gehört, mit einer Funktion fis,!, der s
tnult ipl iz ieren,  die  zur x-Zei le  der  a  s  s  o  z i i  e  r  t  e  n  Dars te l lung  A(s)*
gehört, und diese Produkte für alle x (für alle Partner) addieren,
Die anderen, zu diesen orthogonalen g,y . 2n  - 2 S - 1 Linearkombi-
nationen der ex f:‘L gehören in bezug auf die Op zu Darstellungen,
die von der antisymmetrischen Darstellung verschieden sind.

7. Wenn man zu H, die Spinglieder H, als eine Störung
hinzufügt, so bleibt er kein spinfreier Operator mehr und der Eigen-
wert E wird in mehrere Eigenwerte aufspalten, im allgemeinen in
solche, zu denen irreduzible Darstellungen der Gruppe der Symmetrie-
operatoren Op  gehören. Da in Wirklichkeit nur antisymmetrische
Wellenfunktionen existieren, werden nur jene Terme eine Realität
haben, zu denen die antisymmetrische Darstellung gehört. Gehörten
die Funktionen von 5, y1  #1 . . . ZUVOR,,  die Eigenfunktionen von H,
zu E waren, zur Darstellung A(s)(P),  so werden an der Stelle,
wo E liegen sollte, 2 S + 1 nahe benachbarte Terme liegen. Z U

jedem dieser Terme gehört in erster Näherung eine Linearkombi-
nation der x,,,  von (20b). Die richtige Linearkombination kann
man allerdings - da keine Symmetrie, die uns dabei helfen würde,
angenommen wurde, ohne Auflösung der 2 S + l-dimensionalen
Säkulargleichung von

nicht bestimmen.
8. Wir gehen jetzt zu einem System über, bei dem außer der

Gleichheit der Elektronen die volle Drehsymmetrie vorhanden ist.
Die Funktionen von 5, yI z1  . . . I, Y,,  a,,  die Eigenfunktionen von H,
sind, haben dann außer dem Multiplettsystem  S auch eine azimutale
Quantenzahl L und können so gewählt werden, daß sie den
Gleichungen

Pr&l  = x A’w%  z hp; PRhp  = ‘331rb(~)(qu~,“h?dt’  (21)x’ fl’

genügen (P  ist eine Permutation, R eine Drehung). Die Fnnk-
tionen $Q,~  kann man ebenso wie vorher durch Multiplikation mit
einer beliebigen Funktion der s  - wir wollen wieder die Funk-
tionen firn verwenden - zu Funktionen eXAc f :‘z aller Koordinaten
ergänzen, die ebenfalls Eigenfunktionen von H, sind. Die Q “P f:z



280 XXII. Transform. der Funktionen der 8 gegenüber Drehungen

kilnnen auch an Stelle der $++  in (21) eingesetzt werden, da P
auf die Spinkoordinaten nicht einwirkt und &z daher in (21) wie
eiu  konstanter Faktor behandelt werden kann.

Die $~~~fiz  müssen auch in bezug auf die QR zu einer Dar-
stellung der Drehgruppe gehören, da die bloße Einführung der
Spinkoordinaten die Gleichheit  der Raumrichtungen nicht stört.
In der Tat ist [vgl. die analoge Gleichung (9)]

0~ ~ltxp  fYZ  = PR $xp - QR fk!Z, (‘2%
und man kann hierin die PR qxP mit Hilfe von (21) durch die
unveränderten qxr  und auch QR fjz - wie jede Funktion der s  -
mit Hilfe der fis’  ausdrücken.m Wir wollen jetzt die Koeffizienten
best immen.

Wenn man die QRf:z durch die f$zt ausdrücken will, braucht
man dazu nur die fA,,,t,(‘) die ebenfalls zur A-Zeile von A(S)  gehören,
weil ja QR ein den Vertauschungen der s  gegenübersymmetrischer
Operator ist und die Transformationseigenschaften den Qp  gegen-
über nicht gndert. Es muß daher

QR~E  = ~pcs,(B),,t~,f~~~ (WS=--S,  -St 1, . . . . S-1,s) (23)
m’=--S

sein, und die Matrizen P(“)(B)  bilden wegen QRQR,  = + QR RP
eine 2 S + 1 - dimensionale ein- oder zweideutige Darstellung der
Drehgruppe, die - wie sogleich gezeigt werden soll - die irre-
duzible Darstellung Pc@ (8) ist.

Es sei nämlich IC  eine Drehung mit cx  um ;I,  dann ist

t =‘l4
= e+h + **  * + 8n)  cz fgj  (SI . . . s,)

QR fj: (sl  . . . SJ  = ei+na f:z  (SI  . . . s,), (24)
wonochfür+(s,+s,+  ..*  +s,) = m gesetzt werden konnte, weil
nach (14) fiz für andere Wertesysteme der s  doch verschwindet.

Die Darstellung in (23) ist für R = {ao 0) eine Diagonal-
matrix  mit den Diagonalelementen e- tSa, e-$ (ü-  lja, . . . , ei(P--l)u,
efSaL woraus tatsächlich ihre Äquivalenz mit der irreduziblen Dar-
stellung (b(fi  (B) folgt. Zudem zeigt (24), daß f,$ zur m-Zeile von



YXII. Eigenschaften der Funktionen der s 281

W (3) gehört, so daß in (23) W(B) zu/  Recht besteht. Die
Funktionen von s,sa  . . . s,, die in bezug auf Vertauschung
der Variablen zur Darstellung A@* = D(%n--fl gehören,
gehören in bezug auf die DrehungenQR  zur Darstellungp@)
der Drehgruppe. Sie gehören eigentlich zur Darstellung A(s)*  x p(s)
des direkten Produktes beider Gruppen: aus (23) folgt, wenn man
darauf Qp anwendet, mit Hilfe von (11 a)

daß ft2 zur il, nt-Zeile von A@) (P)* X (b(s)(B) gehört,
Man kann diesen Tatbestand an Hand der Schemata auf 5. 144 sehr

schön erläutern. blan kann sich nämlieh rechts an die Stellen, wo die
Symbole Oti’  stehen, diejenigen Funktionen eingetragen denken, die zu
diesem D(z3  gehören. Dann stehen etwa in der i-ten Spalte lauter Funk-
tionen, die in bezug auf Vertauschungen der Variablen zu 0”)  = A(ilsn-  0
gehören, an der Stelle des DtiJ der k-ten ,Zeile steht gfk, & , g!$,  . . .

Ersetzt man noch die & durch die firkn,, ,)0 = u gA k(‘)  der S. 276, so
stehen in der k = (‘1s  12 -/- m)-ten  Zeile lauter Funktionen, die in bezug
auf Drehungen um 2 zu (einz  y) gehören. Daraus, daß jedes Dto  = Ac’/2  n- a
in jeder Zeile höchstens einmal vorkommt, sieht man, daß höchstens eine
Funktion der s existiert, die zu einer bestimmten Zeile von d(“z R -t? und
in bezug  auf Drehungen zu (ei”y)  gehört. Da A(“e  ’ - ‘) in den Zeilen
i, i+1, . . .( i vorkommt, kann TU  = k - l/e 12 die Werte
- 112  n $ i, T  < iT:T 1, . . ., ‘1s  n - i - 1, 11s  - i annohmen. In
bezug auf dreidimensionale Drehungen gehören die Funktionen, die in der
i-ten Spalte an den entsprechenden Stellen verschiedener Zeilen stehen, zu
den verschiedenen Zeilen von (r)(‘12n-23  und sind Partner voneinander.

Bätten wir an Stelle der Funktionen f = U g direkt die Funk-
tionen g des Kap. XI11 benutzt, so müßten wir anstatt ,,Drehungen um Zu
immer ,,Drehungen um Y” sagen, sonst hätte sich nichts geändert.

Eine antisymmetrische Funktion der z1 yi  ,sr  s1  . . . sn yn  zn  8, , die in
bezug auf die Vertauschung P, der Carte sischen Koordinaten allein zur
Darstellung J(“) gehört, das MultiplettsystemS  hat, gehört nach (20b) und (lla)
in bezug auf die Vertauschung QP  der Spinkoordinaten zu der Darstellung
&‘3* und in bezug auf Drehungen der Spinkoordinaten nach (‘24a)  zu

cb@‘.  Das Multiplettsystem  ist daher nicht bloß eine Symmetrie
in bezug auf  die Permutationen der Variablen (entweder der
Cartesischen oder der Spinkoordinaten), sondern wegen der besonderen
Struktur der Funktionen der s auch eine Symmetrie in bezug auf
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die Drehung der Spinkoordinate n ; ebenso wie die azimutale Quantenzahl
der Ausdi-uck  für eine Symmetrie in bezug auf Drehung der Cartesischen
Koordinaten ist. Ein wichtiger Unterschied gegenüber der azimutalen Quanten-
zahl besteht darin, daß die witihtigsten  Größen, wie auch Ho, spinfreie
Größen sind, die allen Q  gegenüber, auch wenn die Isotropie des Raumes
durch äußere  Felder aufgehoben ist, invariant  sind.

Daß aus der Zugehörigkeit der Funktionen fiz  zu einer irreduziblen Dar-
stellung ACS) der symmetrischen Gruppe ihre Zugehörigkeit zu der irreduziblen
Darstellung b@) der Drehgruppe und umgekehrt folgt, ist eine Eigenschaft
der Funktionen der Variablen s,  die nur zweier Werte fähig sind. Würden
die 8 mehrere Werte annehmen können, so würde eine Funktion, die zu
einer bestimmten Darstellung der symmetrischen Gruppe gehört, noch zu
verschiedenen DarStelhHIgen  der Drehgruppe gehören können, und auch um-
gekehrt, eine Funktion, die zu einer bestimmten Darstellung der Drehgruppe
gehört, könnte noch zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen Gruppe
gehören. Die Transform8tionseigensch8ften  gegenüber Drehungen und Yer-
mutationen  würden sich nicht gegenseitig bestimmen.

9. Bilden wir jetzt nach (20 b) antisymmetrische Linear-
kombinationen der @kp  f ig, so gibt es deren (2 S + 1) (2 L + 1),
weil man für jedes p die Ausdrücke (20b) bilden kann:

#gfj  = C7@: fi% (p= -L, . . . . L; m-. -S, . ..! S). (25)
x

Unterwirft man die Zustände szt  einer Drehung

so transformieren sie sich nach dem direkten Produkt P(L)  x b(s).
Die Gesamtquantenzahlen J der entstehenden antisymmetrischen
Eigenwerte erhalten wir daher durch Ausreduktion von WJ  x P(S).
Diese Ausreduktion haben wir aber schon in Kap. XVII aus-
geführt; die irreduziblen Bestandteile haben die oberen Indizes

J=(L--SI,  IL-S(+l,...,  L+S-l,L+S: ( 2 6 )
,

während die zugehörigen Linearkombinationen der #kt nach (18 a)
S.206

s ind . Die Koeffizienten ~$2  -Ec wurden ebenfalls im XVII.  Kapitel
berechnet [Gl. (271,  (27 b)].
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Aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem
Multiplettsystem S entstehen durch die Einführung des Spins 2L + 1
bzw. 2 S + 1 (je nachdem, welche Zahl kleiner ist) sog. Feinstruktur-
komponenten mit den Gesamtquantenzahlen (26). Die zugehörigen
Eigenfunktionen erster Naherung  sind durch (27) gegeben.

Obwohl also bei voller räumlicher Symmetrie mehr Eigen-
funktionen zu einem Eigenwert gehören, als ohne diese, kann man
die richtigen Linearkombinationen für das Störungsverfahren doch
viel leichter, eben schon auf Grund der räumlichen Symmetrie he-
s t immen.

Aus (26) ersieht man, daß die Gesamtquantenzahlen J der
Terme, die aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem
Multiplettsystem S durch Einführung des Spins entstehen, mit Hilfe
des Vektoradditionsmodells erhalten werden können, Man muß
dabei nach der Abb. 8 die beiden Vektoren L und S addieren’) und
erhält als Resultante  die Vektoren J. Es wird t als der Dreh-
impuls, der von der Bahnbewegung herrührt, und S als der Dreh-
impuls, der vom Spin der Elektronen stammt, aufgefaßt; J ist der
gesamte Drehimpuls.

10. Bestimmen wir noch den Spiegelungscharakter der Funk-
tionen (27) ! Ist der Spiegelungscharakter der Funktionen qxr
gleich zc’  (er ist für alle I/I+ derselbe)

P I  1clxjl  =  vL,
so gilt dies auch für die Funktionen (27), weil sie ja, als Funktionen
der Carte s i sehen  Koordinaten betrachtet, Linearkombinationen der
7 L xP sind, und 01  = PI  ist. Der Spiegelungscharakter ändert
sich also durch Einführung der Spinkoordinate nicht, er ist für alle
Feinstrukturkomponenten eines Terms derselbe, wie vor Einführung
des Spins für den entsprechenden Grobstrukturterm.

11,  Es sei hier noch die Größenordnung des Abstandes der
Feinstrukturkomponenten voneinander, die sogenannte Multiplett-
aufspaltung, roh abgeschätzt.

Es handelt sich dabei, klassisch gesprochen, um die Wechsel-
wirkungsenergie von Magnetnadeln (den Spins) und von Strom-
kreisen, die von den Elektronen, die den Kern umkreisen, gebildet
werden. Die  Feldstärke, die durch die Stromkreise erzeugt wird,
ist *  eu/r2c,  wo e Ladung, 21 Geschwindigkeit des Elektrons und r

l) Auf Abb. 8 (8.202) steht Z für L; r für S und L für J.
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sein Abstand vom Aufpunkt ist. Man kann für r den Radius der
ersten Bo hrschen  Bahn einsetzen, der auch in der Quantenmechanik
eine mittlere Entfernung der Atombestandteile voneinander ist, 21
kann  man aus m w  r r~ Ib/2  ~t  abschätzen. Man erhält so Für die Feld-
stärke 32 d%d e7m

k5  c

und die Energie eines magnetischen Dipols von der Starke eh/4n  mc

ist 8n4 m e0/h4  c2. Die genaue Rechnung mit Hilfe der D ir acschen
relativistischen Theorie gibt für die Energiedifferenz der beiden
Terme N = 2, 2 = 1,  j a 1/2  und j r=  3/2  bei dem Wasserstoff-
atom den Wert 3~*nae*/2  h4ca. Die Feinstrukturaufspaltung ist also
nur der etwa

Teil der Grobstruktur, der gesamten Energie des Wasserstoffatoms.
Man nennt:  a die Sommerfeldsehe  Feinstrukturkonstante.

Man gelangt zu einer Unterscheidung verschiedener physi-
kalischer Effekte nach ihrer Größenordnung, indem man die Energie
nach Potenzen der Feinstrukturkonstante entwickelt . . Fast  jede Potenz
trägt einem neuen physikalischen Effekt Rechnnng. Die nullte Potenz
enthält nur die Ruhenergie mc2  des Elektrons. Die erste Potenz
hat den Koeffizienten ISull,  die zweite Potenz ist das, was die ge-
wöhnliche S c h rö ding  er sehe  Theorie liefert, sie ist proportional
mc2a2 = 4na m e*/??  und ist das einzige Glied, in dem die Licht-
geschwindigkeit nicht vorkommt. Der Koeffizient des dritten Gliedes
ist wieder Null; das vierte Glied trägt, wie wir eben gesehen haben,
der Energie der magnetischen Momente der Elektronen Rechnung,
und zwar gibt es die erste Näherung des Störungsverfahrens. Die
fünfte Potenz enthält die durch die Dipolstratrlung bedingte Ver-
breiterung der Terme’). Das sechste Glied ist die zweite Näherung

l) Die Summe der Verbreiterungen zweier Terme ergibt die natürliche
Breite der sie verbindenden Linie. Die Breite eines Terms ist die h-fache Summe
der ilbergangswahrscheinlichkeiten  der von diesem Term ausgehenden Linien.

Wenn man in (1 a) des Kap. XVIII für he  - mc2 a2  und für die
Matrixelemente von X den Radius der ersten Bohrsehen  Bahn einsetzt,
sieht  man,  d a ß  d i e  Übergangswahrscheinlichkeiten

64 TC*  e2  mg cG  ac 114/L 1 4mc3ha6  mc4  5
3 hc3h3

------m-a
16 z* rne  e*  =  h 3 e2 h

mit der fünften Potenx der Feinstrukturkonstante gehen.
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der Spinwechselwirkung, das siebente die Verbreiterung der Terme
durch Quadrupolstrablung. Das achte Glied ist die dritte Näherung
bei der Berechnung der Energie des Spins, die neunte Potenz die
Verbreiterung der Terme durch Linien, die das Interkombinations-
verbot verletzen usw.

Natürlich kann ein Glied, das eine höhere Potenz der Fein-
strukturkonstante enthält, auch größer sein als ein Glied mit einer
niedrigeren Potenz, nämlich, wenn sein Koeffizient groß genug ist.
Die Regel ist aber doch die, daß das Glied mit der höheren Potenz
von a da8 kleinere ist. Immerhin steigt der Koeffizient mancher
Glieder (z. B. der Feinstrukturaufspaltung) hauptsächlich mit
steigender Ordnungszahl regelmäßig an, bei anderen Gliedern (Ver-
breiterung der Terme durch Strahlung) ist das nicht, oder nicht in
de.m  Maße der Fall. Daher ist z. B. die zweite Näherung in der
Feinstrukturaufspaltung - abgesehen von den allerersten Elementen
- wesentlich größer als die Verbreiterung durch Strahlung; die
Linien, die das Interkombinationsverbot verletzen, sind fast immer
stärker als die Quadrupollinien, so daß die Entwicklung der Effekte
nach Potenzen von a oft nicht mehr als ein Einteilungsprinzip ist.
Wenn das Glied, das früher in der Reihe vorkommt, größer als
das später vorkommende ist, sagt man, daß die Koppelung
normal ist.

12. Wenn die Eigenfunktionen von l-l genau durch (27) ge-
geben wären, würden sie in bezug auf die Pt  bzw. PR  zu den irre-
duziblen Darstellungen a(s)  (P) bzw. P(lJ)  (R) gehören, und die Aus:
wahlregeln für das Multiplettsystem  und die azimutale Quantenzahl
wären genau richtig. In Wirklichkeit ist (27) nur die erste Näherung
für die Eigenfunktion. Wenn sich die zweite Näherung

nicht  wesentl ich von der ers’ten  unterscheidet ,  so kann man annehmen,
daß die erste Näherung schon nahezu richtig ist’). In  diesem Fall
dürfen auch Linien, die gegen das Auswahlverbot für d oder L
verstoßen, nicht mit merklicher Intensität auftreten.

1) EN,  durchläuft in (28) alle Eigenwerte der einfachen Schrödinger-
glcichung;  die Indizes S und L,  die das Multipiettsystem  und die Azimutal-
quantenzahl  angeben, sind in das N’  mit einbezogen.
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Nun genügt es, in (28) über N’ zu summieren; da H, den
()R  gegenüber symmetrisch ist, verschwindet (YpmfN’d’,  H, !P: J,
doch für J’+ J oder m’ + m. Weiter ist (yFzJ,  H, P’c  ‘r)  die
erste Näherung für die Energiestörung durch den Spin, also die
Multiplettaufspaltung, und (PE:’ ) l-l, ?Pi  ‘) hat dieselbe Größen-
ordnung. Dagegen ist EN -EN, der Abstand des nächsten Grob-
strukturterms, der einen Eigenwert mit der Gesamtquantenzahl J
liefert. Wenn die erste Größe wesentlich kleiner als die zweite ist,
ist die Näherung (27) eine gute, sonst aber nicht. Es kommt also
dabei wesentlich auf die zufällige Nähe eines Terms mit demselben J,
aber anderem S oder L an. [Wenn S und L von ?P$IJ gleich dem
S bzw. L von ?P’E  J sind, stört das entsprechende Zusatzglied in (28)
die Transformationseigenschaft von Y$ J den P gegenüber nicht.]

XXIII. Auswahls  und Intensitätsregeln
bei Mitberücksichtigung des Spins

Die Auswahl-, Intensitäts- und Aufspaltungsregeln können bei
Mitberücksichtigung des Spins in zwei Klassen eingeteilt werden.
Die Regeln der ersten Klasse (1 bis 4) folgen aus reinen Symmetrie-
überlegungen, ohne irgendwelche Annahmen über die Größe der Spin-
krtifte. Diese Regeln haben sowohl ihrem Inhalt wie ihrer Begrün-
dung nach große Ähnlichkeit mit den Regeln der einfachen Theorie
(Kap. XVIII), welche auch auf der Invarianz des Energieoperators
räumlichen Drehungen und Spiegelungen gegenüber beruhen. Die
Regeln der zweiten Klasse (6 bis 7) beruhen nicht auf der Isotropie
des Raumes allein, sondern enthalten noch wesentlich die Voraus-
setzung, daß die Spinkräfte,klein  sind im Verhältnis zu den elektro-
statischen Kräften der einfachen The’orie,  und daß sie daher die
Eigenfunktionen und Eigenwerte der einfachen Theorie nicht
wesentlich verändern können.

1. Das Auswahlverbot für die Gesamtquantenzahl lautet genau
SO, wie das Auswahlverbot für die Azimutalquantenzahl in der ein-
fachen Theorie. Bei einem durch Dipolstrahlung bedingten Über-
gang iindert  sich j um & 1 oder 0, mit dem Zusatz, daß auch der
Ubergang  zwischen zwei Termen mit j = 0 verboten ist. Für die
Dipolstrahlung sind die Matrixelemente eines Vektoroperators (des
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MultiPlizierens  mit x;r  + Z,  -t  . . . + x,, usw.) charakteristisch, und
diese verschwinden, wenn die obengenannten Bedingungen nicht
erfüllt sind.

Auch das Auswahlverbot für den Spiegelungscharakter (Ca-
portesehe  Regel) bleibt erhalten: der Operator Or  ist ja identisch
mit dem Operator PI der einfachen Sc h r ö d i n ge r sehen Theorie. ES

wrschwinden  sogar alle Matrixelemente

(%‘,  vZ  %dr (FF,  v,‘%>,  (%, v,  ‘h) (1)
eines polaren Vektoroperators, wenn der Spiegelungscharakter von
~J?F  und !Yx nicht entgegengesetzt ist. Führt man nämlich eine
Inversion  des Achsenkreuzes aus, so behält ein polarer Vektor seine
Richtung bei, seine Komponenten wechseln also das Vorzeichen, es ist

O,V,Oj’  = -v,.

1st daher 01  pp  = WF  p,  und 0, lu;-: c utlc:  rpE, SO folgt aus dem
unitären Charakter von  01:

SO daß (1) verschwinden muß, wenn TP,  und lu, gleichen Spiegelungs-
charakter haben. ( Genau entsprechend zeigt man, daß die Matrix-
elemente eines axialen Vektoroperators Null sind, wenn yrF und
YFE v e r s c h i e d e n c! n Spiegelungscharakter haben.)

Da sich der Spiegelungscharakter eines Grobstrukturterms auf
alle seine Feinstrukturkomponenten überträgt, gilt die La p o r t e -
sehe Regel auch bei Mitberücksichtigung des Spins für alle Fein-
strukturkomponenten eines Grobstrukturterms in gleicher Weise.

In einem Termschema, das aus lauter ungestrichenen w =  (- l)L
[oder aus lauter gestrichenen w = - (- l)L]  Dublettermen  besteht ,  wie
z.  B. in jedem wasserstoffähnlichen Spektrum, haben die Auswahlregeln fur  j
und 20  auch die strenge Gültigkeit der Auswahlregel für L zur Folge.
Wegen der Laportaschen  Regel kann sich L nur um eine ungerade Zahl
ändern:  eine Anderurig  um 1 ist erlaubt, bei einer Änderung um 3 oder
mehr müßte sich aber wegen ,j = L k 4 auch ,j  um 2 oder mehr andern,
was nicht möglich ist.

Die Regel, daß sich die Transformationseigenschaft gegenüber
der Vertauschung der Elektronen nicht ändert,  ist schon darin ent-
halten, daß die Wellenfunktionen, die alle antisymmetrisch sind,
auch  bei einer beliebigen Störung (nicht nur bei der Einwirkung
von Licht) antisymmetrisch bleiben.
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2. In einem zu x parallelen magnetischen Feld spaltet der
Term mit der Gesamtquantenzahl j in 2j + 1 Zeemankomponenten
auf. Die ,,richtigen LinearkombinationenU  bei der Einführung der
magnetischen Zusatzenergie als Störung sind, ebenso wie in der
einfachen Theorie, die qi selber. Wenn man auf ein Y$  den
Operator OB anwendet, wo R eine Drehung um Z mit a ist, multi-
pliziert sich ?3$  lediglich mit et!‘a. Das Magnetfeld hebt die Ent-
artung vollkommen auf, im Magnetfeld gehört nur je eine Eigen-
funktion zu jedem Eigenwert.

Wenn man den durch das Magnetfeld bedingten Zusatzoperator Hs
nach den Komponenten &., J&,, ,&  der Feld&rke  in eine Reihe
entwickelt,

He = ~aVz+8vVv+~dVZ+~~VZZ+*.~, (3
so müssen die Koeffizienten V,, V,, V,  der ersten Potenz einen
axialen Vektoroperator bilden, da ja @ auch ein axialer Vektor
ist und das ganze Hz  ein Skalar sein muß. Die Energiestörung
erster Näherung in einem Magnetfeld, das die %-Richtung hat,

@z  (qL  v, @)fl I

ist nach der Formel für die Matrixelemente von Vektoroperatoren
[vgl. die mittlere Formel (19 b), Kap. XXI] proportional zu p. Die
Aufspaltung im Magnetfeld ist daher bei kleiner Feldstärke pro-
portional zur ersten Potenz der Feldstärke und erfolgt in 2j f 1
äquidis tante  Komponenten. Sie ist jedoch im Gegensatz zum Auf-
spaltungsbild der einfachen Theorie nicht mehr für alle Terme gleich
groß und läßt sich nicht mehr allgemein berechnen. Nur im Falle
,normaler Kopplung u, wenn (27) des vorangehenden Kapitels eine
gute Näherung für die Eigenfunktion ist, kann man sie zahlen-
mäßig angeben.

Anders die Intensitätsverhältnisse der Zeemankomponenten !
Die Stärke der Linie, die von der PKomponente  des oberen Terms
zur EL’-Komponente  des unteren Terms führt, ist, abgesehen von einem
konstanten universellen Faktor, je nachdem das Licht in der %-
Richtung oder rechts oder links um 2 zirkular polarisiert ist, das
Quadrat des Absolutwertes von
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Das sind aber die Matrixelemente der drei verschiedenen (0,  - 1,  + 1)
Komponenten eines Vektoroperators. Ihre Verhältnisse fUr  veru
schiedene  ~7  EC’  uud  Polarisation kann man direkt aus (19), Kap. XXZ,
entnehmen. Aus diesen Formeln ersieht man auch, daß sich die
magnetische  Quantenzahl p nur um 0 (n-Komponente) oder um & 1
(o-Komponente) ändern kann. Die lntensitätsverhältnisse  sind bei
einem j-j- 1-Ubergang  z. B.

44 p  + p  - 1 = ~j+~!(f-l-  p-1);
A fl-+  ,u = W+p)(j-pl;

1

I

(3)

A p+,ut 1 = (i-p-  l)(j-p).
Die Summe der drei Ausdrücke in (3),  der übergangswahr-

scheinlichkeiten vom oberen Zustand mit  der magnetischen Quanten-
zahl p in alle Zeemanterme des unteren Niveaus, ist unabhängig
von p für alle Zeemanterme des oberen Niveaus gleich. hssebe
gilt auch für die Summe der obergangswahrscheinlichkeiten aller
Linien, die den unteren Zeemanterm  gemeinsam haben.

Beinäherem Zusehenist dieser Summensatz der t’bergangs-
Wahrscheinlichkeiten auch nicht so überraschend.  Die Summe
der drei Ausdrücke in (3) ist ja die gesamte Wahrscheinlichkeit f%r
den obergang des Zustandes !F:j in einen Zustand mit der Energie
des  unteren Niveaus. Da aber die Zustände ?!F  mit verschiedenen p
bei einer Drehung des Achsenkreuzes in Linearkombinationen von-
einander übergehen und sich so im wesentlichen nur durch eine
Drehung unterscheiden, die gesamte Ü bergangswahrsheinlichkeit
andererseits von einer Drehung unabhängig sein muß, darf sie auch
von p nicht abhängen.

Man verifiziert diese Regeln am einfachsten, indem man von  (188).
Kap. XXI, ausgeht und

1 $f;?; Nt.irrct  l2  = ,z Az  aci’(R)~!,a’j’tZZ),!,ID’W’(R):PT)o)(R),gI t
a(f) (R) ,,,  LL, @=j”  (R)rtAP ,Tut,;  N,j,y’T~~A;  ~,~,~,

bildet. Wenn  man jetzt über p und q summiert, so erhält  mau re&& Wegen
der Unitarität  von B(j)  und 2>@” an  Stelle  der ersten vier Faktoren bwAb,,,.

Wenn mau dauu  noch  über alle Drehungen integriert, ergibt sich  wegen
der Orthogonalitätsrelationen  nach Kürzung mit s d  R:

also direkt die Unabhängigkeit der Summe (*) von p’.
W i g n e r , Gruppentheorie
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3. Ein zu 2 paralleles elektrisches Feld spaltet bei gerader
Elektronenzahl einen Term mit der Gesamtquantenzahl. j - ähnlich
wie in der im Kap. XVIXI behandelten einfachen Theorie - in
j + 1 Komponenten auf, die zu den Darstellungen

3q  3 (j - ‘1,  . . . , $W,  3(l), 310) oder  3(0’)
der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe gehören. Der letzte
Term gehört zu 3 (0) oder zu 3@‘),  je nachdem ,w (- l)j gleich
+ 1 oder - 1 ist. Auch die Auswahlregeln des Kap. XVIII lassen
sich genau so, wie es dort geschah, ableiten, mit dem einzigen
Unterschied, daß überall j an Stelle von L zu setzen ist.

Bei ungerader Elektronenzahl sollen die Verhältnisse etwas
genauer untersucht werden. Nicht wegen des  Resultates, das man
fast sofort hinschreiben könnte, sondern weil in ähnlichen  Fällen
Zweifel über die richtige Anwendung der Theorie entstehen könnten.

Die Schwierigkeit besteht darin, daß den Drehungen R bei
ungerader Elektronenzahl eine Matrix & %(n  (R) mit unbestimmtem
Vorzeichen zugeordnet ist. Dasselbe gilt im allgemeinen auch für
Drehspiegelungen Ii)(jg  w)(R  1) = & w P(j)(R),  nur der Inversion.
kann eindeutig + w 1 zugeordnet werden. Nun hebt das elek-
trische Feld die Inversionssymmetrie auf, und obwohl noch viele
Drehspiegelungen übrigbleiben, ist es für die zugeordneten Matrizen
eben wegen ihrer Zweideutigkeit gleichgültig, ob w  = + 1 oder
WC- 1 ist. Man hat daher das Empfinden, daß durch die Zwei-
deutigkeit der Darstellungen etwas Wesentliches verlorengegangen
ist. Bei gewissen Symmetrien ist dies auch der Fall, nicht aber,
wie wir sehen werden, bei der hier vorliegenden Symmetrie.

Um zu eindeutigen Darstellungen zu gelangen, kann man von
der Tatsache ausgehen, daß die Drehsymmetrie bei ungerader Elek-
tronenzahl durch die Operatoren 0, , die eine zu der zweidimensionalen
Unitaren  Gruppe holomorphe Gruppe bilden, in Evidenz gesetzt wird.
Um auch die Invarianz Drehspiegelungen gegenüber zum Ausdruck
zu bringen, braucht man noch die Operatoren O;rO,,. Die Gesamtheit
der Operatoren 0, = 10,;  OrOu  ist das direkte Produkt der
Spiegelungsgruppe Ox = 1, O1 und der Gruppe der 0,. Bezeichnet
man das allgemeine Element der Gruppe des direkten Produktes der
Spiegelungsgruppe und der unitaren  Gruppe mit l) 3, so kann die ganze

1) Die 3 sind also Elemente einer abstrakten Gruppe, keine Matrizen,
sondern Paare Ju,  wo J  entweder .&?  oder 1 und u ein Element der unitären
Gruppe ist. Das ?Mtiplikationsgesetz  ist (vgl. Kap. XVI) Ju. J1 ttl  = JJ1 u ul.
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Drehspiegelungssymmetrie durch die O,, die eine zu der Gruppe
der 8 holomorphe  Gruppe bilden, in Evidenz gesetzt werden. Die
3 und O8 entsprechen entweder einer reinen Drehung - in diesem
Fall hat 8 die Gestalt EM  - oder einer Drehspiegelung, dann hat 8
die Gestalt 1~. Umgekehrt entsprechen aber zwei 3 bzw. 0, jeder
Drehung und Drehspiegelung.

Wenn man nun ein äußeres Feld einführt, bleiben nur jene 3
bestehen’), die solchen Drehungen bzw. Drehspiegelungen entsprechen,
die auch bei Vorhandensein des äußeren Feldes zur Symmetriegruppe
CTSS  Systems gehören. Die diesen entsprechenden Matrizen D (3)

bilden eine (eindeutige!) Darstellung der Gruppe der entsprechenden 8,
und die verschiedenen Terme des Systems mit Feld geh6ren  zu den
verschiedenen Darstellungen dieser Gruppe. Zu dieser Gruppe ist
die Symmetriegruppe des Systems nicht mehr holomorph, sondern
(zweistufig) isomorph, weil je zwei 3 derselben Drehung oder Dreh-
spiegelung entsprechen.

Im Falle eines homogenen, zu Z parallelen elektrischen Feldes
gehören die Drehungen um 2 und die Spiegelungen an den Ebenen
durch 2 zur Symmetriegruppe. Der Drehung um Z mit a ent-
sprechen die 3 [die Gestalt der Matrizen u = B(‘12)  entnehme man
(16), Kap. XV]

Die Spiegelung an der %Y-Ebene  ist das Produkt einer Inversion
und einer Drehung um X mit z. Die entsprechenden 8 sind daher

Den Spiegelungen an anderen Ebenen entsprechen Produkte von (5)
und (5a). Den Gruppenelementen (5) bzw. (5a) entsprechen in der
Darstellung des direkten Produkts der Spiegelungsgruppe und der

1) naa heißt  nur diese fihren Eigenfunktionen in Eigenfunktionen liber.
19*
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unitaren Gruppe, die zu einem Term mit dem Spiegelungscharakter w
und der Gesamtquantenzahl j gehört:

bzw. [man setze in (21), Kap. XV, a = 0, b  = - 1 für aZ  und
a-0, b= 1 für & und multipliziere mit w]

0 o**.o-w

Die Matrizen (6), (6 )a und ihre Produkte bilden eine Darstellung
jener Untergruppe des direkten Produkts der Spiegelungsgruppe
und der unitären  Gruppe, deren Elemente den durch das elek-
trische Feld nicht aufgehobenen Symmetrieelementen des Systems
entsprechen. Wir können diese Darstellung ausreduzieren, indem
wir die Zeilen und Spalten vertauschen, so daß ihre Reihenfolge
4, j9 -j + 1, j- 1, . . ., - +, $ anstatt -j, -j + 1, . . .,
j- 1, j wird. Dann zerfällt sie in lauter zweireihige irreduxible
Darstellungen:

ZCrn)  (aa)  = (

e-tma 0
0 eimaj

0
; 2(m)  ta:) = ~-~~‘“a~  eimij (7)(

2w(&)  = (-l)j--m .; -ow  ; Z(m) (82) = (-l)j-“(- w  o
( >

O w), (74

wobei rra  die Werte
m 4, j-l,j---2!  l **, $, �p (8)

durchläuft, so daß ein Term mit der Gesamtquantenzahl j in j + %
Starkeffektkomponenten aufspaltet, deren elektrische Quantenzahlen
in (8) stehen.

Nun ist es in diesem Falle so, daß die Darstellungen Zcm) für
w= + 1 und w = - 1 äquivalent sind, weil sie durch Trans-
formation mit der Matrix

(0’ 3
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ineinander übergehen. Die Terme mit denselben elektrischen Quanten-
zahlen, die aus positiven bzw. negativen Termen entstehen, sind in
starken elektrischen Feldern bezüglich ihrer Transformations-
eigenschaften und daher auch bezüglich ihrer Auswahlregeln nicht
mehr zu unterscheiden. Dieses Resultat war auch zu erwarten, da
auch bei gerader Elektronenzahl die Gültigkeit der Laportesohen
Regel im allgemeinen aufgehoben wurde, es blieb nur ein IJnterschied
zwischen 0 und O’-Termen erhalten. Bei ungerader Elektronenzahl
fällt auch dieser Unterschied weg, weil überhaupt keine 0 oder O’-
Terme vorkommen.

4. Wenn man den durch das elektrische Feld erzeugten Störungs-
operator in eine Reihe, wie (2), entwickelt, so folgt aus dem polaren
Charakter des elektrischen Feldvektors, daß die Koeffizienten V,,
Vy, VS polaren Charakter haben müssen. Daher verschwinden die
Matrixelemente

die einen mit der ersten Potenz der Feldstärke proportionalen Effekt
geben könnten, weil  ?P’F’  und !??;j gleich en Spiegelungscharakter
haben.

Die Aufspaltung erfolgt erst in der zweiten Näherung, die zu @
proportional  ist ,  und es läßt  sich zeigen,  daß sie sich in dieser Näherung
in einer Verschiebung und in einer zu pa  proportionalen Aufspaltung
äußert .

5. Den größten Teil der bisher abgeleiteten Regelmäßigkeiten,
soweit sie sich auf den isotropen Fall beziehen, kann man vom
mathematischen Standpunkt aus in der Formel (19) des Kap. XXI

Ti&  ; N’j’pl = Sjtpe(jw) g pt e,  p’ T Nj; N'j' (9)
zusammenfassen, die das Verhaltnis  von Matrixelementen

(W

zu bestimmen gestattet, wenn die cntsprecbenden Eigenfunktionen
???!fj  und !P,?j  bzw. YFFffj’ und ?I?yj’ zu demselben Eigenwert 13jN
bzw. ET gehören, also Partner voneinander sind, und wenn die
Operatoren T(e) und T(o)  Komponenten desselben irreduziblen
Tensoroperators

OR’  T(e)  0 R = ‘T;1 d”‘(R)oa T(O).u
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sind. Ein irreduzibler Tensor ist unter anderem ein Skalar (die
zugehörige Darstellung ist a(O))  oder auch ein Vektor, dessen Dar-
stellung g(1)  äquivalent ist, usw. Die !Z”Nj;Nrj’  sind dabei Zahlen,
die man mit allgemeinen Methoden nicht mehr bestimmen kann,
und die auch von der speziellen Gestalt des Operatorensystems T
und des zugrunde gelegten H amil ton sehen  Operators abhangen.

Wir hatten bisher nur eine einzige Formel, die sich nicht auf
die Form (9) bringen läßt, das ist die Formel (8) für den normalen
Zeemaneffekt im Kap. XVIII. Bei ihrer Ableitung mußte bemerkt
werden, daß der fragliche Vektoroperator L, durch

tw
gegeben ist. Sonst ist aber die Ableitung von Regelmäßigkeiten,
die liber (9) hinausgehen, nur mit Hilfe weiterer Annahmen möglich.

Ein Fall, in welchem eine solche Annahme zulässig ist, ist
der sogenannte normale Kopplungsfall von Spin und Bahnimpuls,
das ist der schon im vorangehenden Kapitel behandelte Fall, daß
die Feinstrukturaufspaltung der Terme klein gegen den Abstand des
jeweils nächstgelegenen Grobstrukturterms ist. Dann läßt sich nicht
uur eiue  Gesamtquantenzahl definieren, auch die Begriffe des
Multiplettsystems  und der Azimutalquantenzahl werden sinnvoll.
Es empfiehlt sich, dies auch äußerlich  zum Ausdruck zu bringen,
indem man die einfache Laufzahl N der Terme mit derselben Gesamt-
quantenzahl durch ein dreifaches Symbol NSI;  ersetzt, wo wie
gewöhnlich S das Multiplettsystem,  L die azimutale Quantenzahl ist,
und N nur noch zur Unterscheidung der Terme mit gleichen S, L
und J dient*). Im Rest dieses Kapitels wollen wir uns mit dem
,,normalen Kopplungsfall”  beschäftigen.

Die Eigenfunktionen haben nach (27) des vorangehenden Kapitels
die Gestalt

-NSL?l$yJ  = ‘71  s:LU:-,p  &$m-,u,  $. (11)

Die UNSL mNSL
h--s,E(,  &-s+1,,l1>  ***9  u‘3,  ppNSL sind Partner in bezug auf

die QR und gehören zu den verschiedenen Zeilen von Ib@),  für die
N S L wNSL .

3v,-LI  &,-L-t11  “‘1 e$sLL gilt dasselbe in bezug auf die Opera-

‘) Wir benutzen hier wieder - wie immer
- das Zeichen J für die Gesamtquantenzahl.

im normalen Kopplungs-
fall
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toren PR  und die Darstellung 9 (‘). Wenn (11)  gilt, kann man noch
das Verhältnis von Matrixelementen

( ?&fsLJ, T””  ?P:“s’L’J’)  = Zf+$$LJ,;  NtStL,Jtm,, (1%
mit verschiedenen J, J’, m, m’, 6, e,  aber gleichen NS&  und hrt  SL
berechnen, wenn die T(OQ)  Komponenten eines Tensors sind, der
in bezug auf die QR vom Grade 4,  in bezug auf die PR vom
Grade p und in bezug auf beide irreduzibel ist:

QR 1 T@Q)QR = 51 Pc@  (B),,,  T-‘), W9

p;' T@Q) p R = ; pc')  (@Q ,,, T'"  Q').

Q'
\ VW

In Wirklichkeit, d. h. in bezug auf die OR, muß dagegen T nicht
irreduzibel sein, es gehört
0; 1 TC6  Q) 0R = Q;’ PF’ TtuQ)  PRQR

= 2 Q; ’ pc’) (@Q Q’  TtuQ”  QR  =
Q’

2 acq’  (R), 0’  @)@)QQ T’“I Q’)
U'Q

zu einem direkten Produkt zweier irreduzibler Darstellungen.
Da die zy”  für 2, = - S, . . ., S in bezug auf die QR zu

B(s)  gehören und Partner voneinander sind, gilt für sie wegen (13s)
die (9) analoge Gleichung

(
UNSL
&p J

(OQ)+,N' S’  L’
&v’y’  -> -8 (8’2) (Q>vt u,v’  SS’vatNSJ,~u;  N’S’L’#  * (144

Ähnlich gilt wegen (13 b) und weil die vNSL  fiirp=-L, . . . . LkW,lL

in bezug auf die PR zu B(L) gehören

(
uNSL
&fL ,T(“Q),&!‘L’) = ~~+Q,,uts~~)Q~~~Lv;NtstL’>~.  (14b)

Durch Vereinigung von (14a) und (14 b) erhält man

(
i;rNSL (ue)
wvp ,T rk’N’S’L’

HV’,ll’ >

=I  a,+  u  v,  ’ ~PfQ,~‘S~~~s~~~tNSL;N’S’L’.  (14)

Es ist daher wegen (11)

(
PmSLJ, T(~Q)  p.$S’LtJ’)

=
Zl

,(L S)
bJ,um-p  S~‘pfm’-p’

(L’S’) 6 ,
m-,Uta,  m' - ~d~+Q,,U'  @&LU si’;)Q tNSL;N’SL’

PP’

=
(L’ S’)

x s~~?&u SJ' ptQ m-p+ab'm+utQ,m'sS~-puSL',uQ
ALP)  t

XSL; N’S’L’. (9
!’

Durch diese Formel kann man im Prinzip das Verhältnis von Matrix-
elementen (12) mit gleichen NS L und IV’  S’L’ immer bestimmen.

Dabei sind, wie auch in (9),  alle s$T,  deren erster unterer
Index größer als die Summe der beiden oberen Indizes oder kleiner
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als der Absolutwert ihrer Differenz ist (J) L + S oder J< 1 L - S I),
gleich Null zu setzen. Dasselbe gilt für 1 p 1 > L, für 1 v 1 > S oder
Ir+vI>J-

6. Zunächst mag es einem so scheinen, als ob die durch (13)
definierte Operatorenklasse eine sehr gekünstelte wäre. Bei näherem
Zusehen zeigt es sich aber, daß fast alle wichtigen Operatoren
Tensorkomponenten oder Summen von Tensorkomponenten der-
artiger Operatoren sind. Vor allem sind die spinfreien Operatoren
den QR  gegenüber alle symmetrische Operatoren, also Skalare, so
daß für diese (13a) mit q  = 0 gilt. Sie transformieren sich daher
unter der Wirkung der PH  ebenso wie unter der Wirkung der OR,
und sind auch in bezug auf die ersteren Skalare, Vektoren usw.,
wenn sie es in Wirklichkeit sind.

Bei spinfreien Operatoren, wie immer, wenn q  = 0 gilt, zeigt
(16) unmittelbar - was wir auch schon von früher her wissen -,
daß die skalaren Produkte (15) verschwinden, wenn S’ zfz  S ist. Ist
auch p = 0, d. h. der Operator auch in bezug auf die PR, also auch
in bezug auf die QB ein Skalar, so muß auch L’ = L sein, und da
auch e = 6 = 0 gilt (ein Skalar hat nur eine O-Komponente),
kann man die Summation in (15) wegen si:,pi  = s!$i’- ,UO  = 1
mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation der s (28), Kap. XVII,

c
us) (JA59

SJ,ccm--/c  s,l’,~tm-/~  = 8 .J.7’ (16)
P

ausführen. Man erhält für die Matrixelemente eines Operators,
der beiderseits ein Skalar Cp  = q  = 0) ist, daß sie

(
yFNSLJ,T .@%‘J’)

m =  6SSfQLL’~.JJ’Qmm’tNSLj  N ’ S ’ L ’  (IT)

erstens fiir J’ -;t J oder r~’ + m verschwinden und für J’ = J und
7n’ = m von rra  unabhängig sind - das ist nur die Regel für
Operatoren, die den QR gegenüber symmetrisch sind -, und zweitens,
daß sie auch von J unabhängig für alle Feinstrukturkomponenten
eines Grobstrukturterms gleich sind. Hierzu genügt es nicht. mehr,
daß T in bezug auf die  OR -: PRQR  ein Skalar sei, es muß sowohl
in bezug auf die PB  wie auch in bezug auf die QR ein Skalar
sein, und auch der ,,normale Kopplungsfall” vorliegen.

Ein Operator, der beiderseits ein Skalar ist, ist z.  B. der H ami 1 -
tonsehe Operator Ho der einfachen Schrödingerschen Theorie. Es ist
in diesem Falle
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wo ENsL  ein Eigenwert der eisfachen Schrödingergleichnng  ist, der - da
diese ja keine Feinstrakturaufspaltung  gibt - für alle  FeinstrukturkornpO-
nenten gleich ist.

Die HönI-Kronlgschen  Intensitätsformeln
I s t  TW = V(e)  in bezug auf die QR ein Skalar, in bezug

auf die PR ein Vektor, wie z. B. der Operator des Multiplizierens mit

der für die Ubergangswahrscbeinlichkeiten  mal)gebend  ist ,  so  ist
P = 1,  Q = 0, und man kann ftir (16)

VNLLJ~;  N’S’L’J’m’

schreiben. ES  muß diesmal, damit die Matrixelemente (Ma)
nicht verschwinden sollen, S’ = S und L’ = L oder L’ = L 1;  1
(und J’ = J oder J’ = J+ 1) sein. Da wir die Verhältnisse der-
Matrixelemente

v$sLJm; N’SL’J’m  = S:JZg6m+p,m’ ~iVSL.7;  N’SL’J’ (18)

für verschiedene m, m’, 8 schon kennen, können wir für diese spe-
zielle Werte einsetzen und nur für diese speziellen Werte die Ver-
hältnisse für verschiedene J, J’ berechnen. Die Formeln fiir  die s
werden am einfachsten, wenn wir m = J, m’ = J’ und 8 = na’  - m
= J’ - J einsetzen. Es ist dann z. B. für L’ = L - 1, J’ = J + 1
wegen (27 b), Kap. XVII, und der Tabelle auf S. 208

(L  SI (L 1)
SJp J - u  SL- 1,u 1

(- l)- f(LtS-J)! (2Jt l)!- -
= &J+L+S+l)!(JtS-L)I(J-ScL)! 1/

_fy)I(S+J-p)!  ~(L-y-l)(L-#&J

(L-pw-Jtp)! f2.&(2L+l)
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und daher erhält man für die Summe (15 a) mit Hilfe von (16)

PN S L J J ;  N’SL-lJ+lJ+l

=
(I, 1)

x s>fu?  - p SL
(L-1s)

-I~~SJ+I,U+IJ--u Z’NSL;  N’SL-1
C L

(.LtS--J-1)  (L+S-J)  (JtS-Ltl)  (JtS-Lt2)I=
--vNSL; N’SL-lt(2 h-2) (2J+3) 2 L (2 L+lJ

und so wegen s$Ji’l  Jl = 1 für das VNSLJ; N’SL’J’  in (18)

VNSLJ; N’SL-IJ+1

= (L+S-J-l)(LtS-J)(J+S-L+l)(JtS-L+2)  vNsL  N sL 1 (19)I
(2Jt2)(2Jt3)2L(2Ltl) i -.

Ganz entsprechend kann man die anderen Formeln

VNSLJ; N’SL-1 J 1

= (i+S-J)(JtS-Ltl)  (J-StL)  (JtLtStl)vNsL  N,SL-I,
2J(‘LJ+2)L  (2L-d) i

VNSLJ; N ’ S L - I J - 1
(1W

= (J-StL-l)(J-S+L)(JtLtS)(JtLtStl)  vNsL  N,SL-l,
2J(2J-1)2L(2Ltl) i

ableiten, wodurch für 1;’ = L - 1 die miteinander vergleichbaren
Matrixelemente auf eine gemeinsame Größe eN,9L  ; N’  s  L _ 1 zurück-
geführt  s ind. Ähnlich erhtit  man für L’ = L

‘NSLJ;  N’SLJ+ 1 I

= @tS--J)(J-StL+l)(JtS-hl)  (JtLtSt2)- -
(2Jt2)(2Jt3)2L(L+l)  -yVNBLiNfSL7

ffNSLJj N’SLJ-1
ww

=- (L+S-Jtl)  (J-StL)  (JtS-4)  (JtLt-Stl) 2;NsL
; ,

2e7(2J-1)2L(Ltl)
N sL,

1
nur daß siL;jL J zum Teil mit dem ersten, zum Teil mit dem
zweiten Faktor in (1 sa) zu vereinigen ist. Nur die Ableitung der
entsprechenden Formel für L’ = L, J’ = J muß etwas anders
geschehen : man muß sF$ in die beiden Teile

--
Ul)

1/L <Ir+ 1) = fL(LL  1)
1/L -

SI,/10 =
d-L-P- - -

VL w + 1)
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zerlegen. Die Summation  über das erste Glied laßt sich in (1Sa)
mit Hilfe der Grthogonalitätsrelation (16) direkt ausführen und gibt

cNSL; N’SL L/tlL  (L + 1):
Auch über das zweite Glied läßt sich die Summation mit Hilfe von

siLp%p  -PdL
(- l)L-au y(L+s-J)!  (2 Jt l)!

= 1/(J+LtS+  l)! (J+S-L)!  (J-StL)!
(Ltp)!  (J+S-p)1

w-p-w  (S-JW

durch Anwendung der Orthogonalitätsrelation  (16) ausführen. Man
erhält so für (1 Sa)

lZ( (Ls)
sJuJ-p 1 2 (Ll)  _ (h-S-J)(J+S-Ltl). __- _._“_” ---*-

P sLpo  - vL;t  1) -- -- (2 J+Zj-iT(m

=
J(Jt  l)tL(L+  l)-S(St  1)-~------ . _--__

2 (Jt  1) tx(I,ti-j
und  hieraus schließlich

VNS,,;  N’SL.7 =
J(Jt  l)tL(L  t l)-S(S+  1)

- --1-  -_.~ ~
2 r/J(Jt  1) vr; (L t 1)

-- vNSL; N’SL* (19 b)

Das Verhältnis der Matrixelemente für L’ z L + I erhält man
entweder in derselben Weise durch direkte Rechnung oder durch
die Bemerkung, daß wegen des hermiteischen  Charakters von V(O)

V%-I.T’~‘;NSLJ~  = ~i%L.h;N’SL-IJ%

diese Verhältnisse aus den Verhältnissen (19) zu berechnen sind.
Diese Formeln (19) enthalten die berühmten Hönl-Kronig-

achen  Intensitätsformeln für das Verhältnis der Intensit&ten  der
Feinstrukturkomponenten einer Linie. !.?m  die gesamte Intensit&t
einer Feinstrukturkomponente NS L J + iV’ S’ L’J’  zu erhalten,
muß man die Intensitäten 1 V$‘\LJ,,,;  Nt  SI,tJrrnr  Is  der einzelnen
Zeemankomponenten  über alle m, m’ und Q  summieren

c 2 ) 68LJm;  WSZ,‘J’m’~*  = c (bSL,T; N’SL’.T’d%nf-m~*
m’m  (J mm’

= ivNSL.T; N’SL’J’I*  x 1 = t2  J’  + l) ivNSL.T; N ’ S L ’ J ’  1’.
m’

Die Gesamtintensität der Linie J + J’ ist daher im wesentlichen
durch die VNsLJ;  N’SL’ J’  bestimmt.
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Die -Landesche g-Formel
7. Eine andere Anwendung der Formel (19 b) bezieht sich auf

den Zeemaneffekt. Die Wechselwirkung des Magnetfeldes mit dem
Atom gibt zu zwei Zusatzgliedern für den H amilt o n  sehen  Operator

Anlaß. Das erste Glied ist v  = q $ L,, wo q = & und q,

die Masse des Elektrons ist. Dieses Glied rührt von der Wechsel-
wirkung des Magnetfeldes mit den durch die Bewegung der Elek-
tronen erzeugten Strömen her und hatte auch in der einfachen
Theorie (Kap. XVIII) dieselbe Gestalt. Es war [vgl. (7) und  (7b),
Kap. XVTTI] L, $ltlrN”L  = NSL

XP wkp Wo
einfach die Multiplikation mit der Z-Komponente des Drehimpulses.
Daher ist nach (26) des vorangehenden Kapitels

L#B!yL  = x L,dyfjY  = cps::Lf:Y  = pEyL,Y
so daß VNSL;  NSL in diesem Falle, wie  der Vergleich mit (14) zeigt,

( QNSL,  L&yL)  z=-z  p  =U,‘,cl

vNSL;  N S L -3-  1/L(L  $-  1 )

wird. Es ergibt sich so schließlich nach (19 b)

vNSL.7;  NS&.7  =
J(J+  1) +qw-- 1) -qs+  1)

2 1/J<J-t  1)
l  ( 2 0 a )

Die Matrixelemente von L, sind daher nach (18)

( yrNs*)J, L,  p-y  J) c  m J(Jt 1) $ L (L t 1) - s (S + 1)
m ZJ(J+ 1)

-* ( 2 1 )

Das zweite Glied v  im magnetischen Zusatzoperator ftir den
Harn il ton sehen  Operator rührt von der Wechselwirkung des
Magnetfeldes mit den magnetischen Momenten der Elektronen her:
es ist gleich dem skalaren Produkt des  magnetischen Momentes
mit der Feldstärke, also (q  = e lli4 1 c  m0 c)

qbz@~+Sg@r+Sdm (2%
bzw. bei mehreren Elektronen gleich der entsprechenden Summe von
Gliedern (22). Hat das Magnetfeld die Z-Richtung, so.ist  v= 7 QS,,
wobei S,  die Z-Komponente des Gesamtspins, das Multiplizieren mit

s, + s, + l l * + Sta (22 a)
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bedeutet, weil sz  nach (21), Kap. XX,  das Multiplizieren mit s  ist.
Es war

L,Y  = f & P{aoo)P (für a = O), (2W

und ähnlich  soll gezeigt werden, daß

@lt, Der Faktor ‘/z  in (23 b) rührt daher, daß der Spin nur einen

Drehimpuls k/4 x hat. ES ist wegen %(‘12)  ((a  OO})$  b , i1 = as(,$‘ra

nach der Definitionsgleichung von QR (6 b), Kap. XXI

. ..pc1’2)({~00))~6k.flk...YP(...,  %k, $k, .$, tk,  . ..)

und hieraus folgt unmittelbar (23 b).
Es gilt daher auch

(c”r,l1
w  N S  Ia‘S  )=v., 2 z r”ir,lc (22 b)

Nun ist S,  in bezug auf die PR ein Skalar und in bezug auf
die QR ein Vektor, während L, in bezug auf die PR  ein Vektor
und in bezug auf die QR  ein Skalar war. Bei der Berechnung der
Ausdrücke (g!tsLJ,  St!P~sLJ)  aus den Größen (22b) muß daher
die Rolle von L und S vertauscht werden, und man erhiilt an %elle
von (21)

( m
~,s,~~~SLJ)  =nz  J(J+  ‘) +  $&!‘ii--  _-.-.- w+I),  (24,

Die Matrixelemente des ganzen magnetischen Zusatzoperators
v+v= q $j L, + q J,j  S,  lassen sich aus (2 1) und (‘24) berechnen.
Die Verschiebung der Zeemankomponente  mit der magnetischen
Quantenzahl m ergibt sich zu

eh43AE,,,=- 4zcm 3J(J+l)+s(S+l)-L(I;t  I). (25.
0 2 J(J+ 1)

Dies ist die bekannte L an d e sehe  g - Formel. Sie besagt, daJ3
wegen der doppelten Größe des mit dem Spin verbundenen magne-



302 XXIII.  Aufspaltung im Magnetfeld

tischen  Moments  die  verschiedenen Terme im Magnetfeld verschieden
aufspalten. Man erhalt  die richtige Aufspaltung, wenn man die
Aufspaltung q@  m des normalen Zeemaneffekts mit

Y
= 1 +w+  l)+w+9-q~+1)

2J(J+ 1)
@Da)

multipliziert.
Die Ableitung der Formeln (19) und anderer analoger Formeln

kann oft einfacher, als es im Text geschah, von der Bemerkung
ausgehend erfolgen, daß die zu berechnenden Verhältnisse von
Matrixelementen nach (15) vom speziellen mechanischen Problem wie
auch von der Gestalt der Operatoren TQ@  unabhängig sind und
nur von ihren Transformationseigenschaften abhängen. In der Tat
sind die zu berechnenden Verhaltnisse lediglich aus den ~5’;: usw.
zusammengesetzte Susdrücke. Die s  sind aber reine, in  (27),
Kap. XVII, gegebene Zahlen, so daß diese Verhältnisse für alle
Operatoren mit  gleichen Transformationseigenschaften dieselben sind,
Man kamr sie für irgendeinen Tensor der verlangten Transformations-
eigenschaft (13) berechnen und das Resultat auf alle Tensoren mit
gleichem p und 4 übertragen.

Die intervallregel
8. Als ein Beispiel hierzu sei noch die Lan d $ sehe  Intervall-

rege1  abgeleitet, d. h. das Verhältnis der Termverschiebungen

der verschiedenen Feinstrukturkomponenten desselben Grobstruktur-
terms berechnet, wo H, der durch die magnetischen Momente der
El’ektronen bedingte Zusatzoperator zum einfachen Sc h r 6 d i n ge r -
sehen  Energieoperator ist.

Der Zusatzoperator H, besteht aus zwei Teilen. Der erste
Teil tragt der Wechselwirkung der magnetischen Momente der
Elektronen mit den durch ihre Bewegung erzeugten Strömen, der
zweite Teil der Wechselwirkung der magnetischen Momente unter-
einander Rechnung.

Der erste und fast immer wesentlichere  Teil besteht aus einer
Summe von N Ausdrücken B = Br + Be + . . . + B,,  wo Bk der
Wechselwirkung des magnetischen Moments des 7c-ten  Elektrons
mit den Strömen entspricht ; Brc  wirkt, abgesehen von den Car t esi.
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sehen  Koordinaten, u*r  auf die Spinkoordinate des  k-ten  Elek-
trons ein *)  :

B,c  = SkxVkx+SkyVky  +SksVkr, (2fi)

wo die Vk @,  VZcyr vrc.  spinfreie  Operatoren sind. Da Brc  in bezug
auf die OR ein Skalar sein muß, und skZ,  sky, Skr die Kompo-
nenten eines Vektoroperators sind, muß dies auch für v-2,  vky,  Vk#
gel ten.

An Stelle der Verhaltnisse der Matrixelemente von B

(
,y’;SLJ):  (v;SLJ’,  B~~SLJ’),

die wir zu berechnen haben, können wir auch diese Verhaltnisse
für ein Bk berechnen, diese Verhältnisse sind ja für alle k gleich.
Weiter  sind SkxVke, skyvky,  sksVka  die zx,  y y ,  sa-Kompo-
nenten  eines Tensors, der (13) erfüllt und ein beiderseitiger Vektor
@ = q = 1) ist. Die Ausdrücke

( yFmNSLJ,  Sk&rTP:sLJ); (?&fSLJ,  skyv&.&yLJ);

@J
NSLJ,  sltx:  vkzyi~SLJ)
m (27)

stehen daher sowohl untereinander,  wie auch mit den entsprechenden
Ausdrücken, in denen J’ an Stelle von J steht, iti einem konstanten,
für alle gleichgearteten Tensoren gemeinsamen Verhältnis. Dasselbe
gilt von der Summe der drei Ausdrücke in (27), so daß es genügt,
das Verhältnis der Matrixelemente

(~lFLJ! (T<”  z) + T(y  2/)  + T’”  2’) lym”‘- “) (28)
für verschiedene J zu berechnen, wenn T ein beliebiger beider-
Seitiger Vektoroperator ist. Diesen Operator werden wir natfirlich
so wählen, daß die Berechnung von (28) möglichst leicht SW-
zuführen ist. Es sei

-‘f-- = L,S Xi T(*g)  = L,S,; T(=z)  = L,S,;  . . . (29)

l) Jeder Operator, der nur auf die k-te Spinkoordinate einwirkt, 1iW
sich in der Gestalt S + Sk p: V,,  + Sk y  v,, + 8k#  v,, schreiben, W O

s, v,,, Vk y,  Vkz:  spinfreie Opeqatoren  sind. In (26) fehlt das Glied  S,
das aber in Bk ein beiderseitiger  Skalar sein müßte und nach (17) nur
eine für alle Feinstrukturkomponenten gleiche Verschiebung und keine AU!-
spalturig  geben würde.
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Zunächst ist

;Oc,,,, = Qlaoo) & P~aooj  + Piaooj $Qiaooj t (30)

Für g = 0 ergibt das nach (23 a), (23 b):

1 d
L, + $s, = y- -&O{aoo} (für  a = 0). ww

Hieraus folgt dann, da 01~~~) ‘iFp,  = erma?K, ist,

(L, + fSJ%?# = m%n
und

woraus man
(L, + 5 Sz)“‘Rt  = m2  %n, (31 al

Z@ NSLJ,m (L, + ; s#,2?P:sLJ)
m= - J

J
= Iz

WS3  = y+ 'y + 1) (32)
m- - J

gewinnt. Man kann hierin auch z und 9 für a einsetzen, da nach
der Snmmation  über W,  keine Achse mehr ausgezeichnet ist. Ist
namlich OR  eine Drehung, die 2 in X überführt, SO ist (32) gleich

x (OW  !i-cSLJ, On-1  (L, + i Sx)” OR. OR-1  lIrZSLJ)

= $J Ca(J)(~-l)m,,~(~(~-i)~,,,(~~~~~,  (Lm+;Sg&iLJ)
m m'm"

= x iTmlmll (?@yLJ,
m'm"

,, + ; spLl?~~LJ)

= c (!lgSLJ: (L, + 4 Sc?J2  yl;nNSLJ).
m

Daher wird

C(!lqyLJ, [(Lst)Sß)2t(L,t~Sg)Bt(L~+~Sx)21YlnNSLJ)
m

c J(Jt1) (2Jt 1). (33)
Da nun  (L, + i Sa,)’  + (L4/ + i SV)*  + (L, + + SJ8 eh  Skalar,
d. b.  ein in bezug auf die OB symmetrischer Operator ist, sind die
2 J + 1 Glieder der Summe links in (33) alle  gleich

f ?PNSL J,m [(L@  + 4 S&J2  t (L* t f S,)”  t (L, + ; s*)2J TNSLJ)
= J(J+  1). (33a)
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Ebenso zeigt man, daß wegen

a u c h

( ccvpwNSL, (LZ + 1; + L,a)gy)  = jq& + 1)
und  nach (17) und (14) auch

(36)

(p NsLJ, (1,  + I-i + L:)%tSLJ)  ZE L(I, + l),

gilt, da l,-,  L 1: + La
(36s)

’em beiderseitiger Skalar ist. Entsprechend
folgt aus

;S  = 1 d Hh’SL
% A>‘/l iraQ(a~oj  dv, Uh’SL

= V&vu (a = Oh (36)

P NSLJ, (+ Sa t :Si f iSZ> YmSLJ) = S (S + 1). (36a)m

Durch Abziehen von (35a) und (36 )a aus (33  a) ergibt sich schließlich

(!zqfSLJ,  (LG& + Ly s, + L, SZ) FpJ)
=  J(J+ v--qL  +  1 ) -  S(Sf-  1 ) . ( 3 7 )

Nach dem Vorangehenden stehen auch die Verschiebungen
dEJNSL der Feinstrukturkomponenten desselben Grobstrukturterms
in  dem durch (37) angegebenen Verhältnis:

= &NSL  [J(J+  l)--A(L  + l)---s(s+  l)].  (374

Die Differenzen der Termverschiebungen zweier aufeinanderfolgender
Feinstrukturkomponenten

dE;f:‘-AE;SL  = hNSL(J+  1) (37 b)

verhalten sich demnach so wie die graUeren  der entsprechenden
Gesamtquantenzahlen. Das ist  die Landesche  Intervallregel,

Die Landesche Intervallregel kann nur im normalen Kopp
lungsfall Gültigkeit beanspruchen, d. h. wenn die Feinstruktur-
aufspaltung klein ist im Verhältnis zu den Abständen der Grob-
strukturterme voneinander. Sie enthält zudem noch die Annahme,
daß man die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Spins.
untereinander vernachlässigen kann, eine Annahme, dre  - wie
Heisenberg gezeigt hat’)  - bei den ganz leichten Elementen,
insbesondere bei He, versagt. Die Intervallregel gilt daher am
besten bei Elementen mittlerer Ordnungszahl.

1) Vgl. Zeitsehr.  f. Ybys.  39, 499, 1926.
W i g n e r , Qruppentheorie 20
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Die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Spins
besteht ihrerseits aus zwei Teilen. Der erste Teil ist ein beider-
Seitiger Skalar, er beeinflußt daher die Feinstruktur gar nicht. Der
zweite Teil gehört beiderseits zu Pt*).  Man erhält im ganzen eine
Termverschiebung, die, abgesehen von einem von J unabhängigen
Glied, zu [J(J  + 1) - L (L  + 1) - S (S + 1)12  proportional ist’).
Das Verhältnis der Proportionalitätskonstante dieses Gliedes zu &NSL
läßt  sich aus allgemeinen Überlegungen nicht mehr bestimmen, so
daß man, wenn man die Wirkung dieses Gliedes nicht vernachlässigen
will, auf eine zweikonstantige Formel angewiesen ist.

XXIV. Das Aufbauprinzip
1. Das Aufbauprinzip soll eine Abschgtzung  der Lage der

Energieniveaus der Atome ermoglichen. Durch ihre Auswahlregeln,
AufspaItungsbilder  usw. kann man zwar die Charakteristika der
einzelnen Terme, wie z. B. die Azimutalquantenzahl, im Prinzip
bestimmen, doch ist auch hierbei eine Abschätzung der Termwerte,
d. h. der Stellen, wo man einen Term vorgegebener Art zu suchen
hat, von großer Bedeutung.

Die eigentliche Bedeutung des Aufbauprinzips liegt aber nicht
in seiner Verwendbarkeit bei der Analyse verwickelter Spektren,
sondern in der Tatsache, daß die Lage der Energieniveaus die
wichtigsten physikalischen und chemischen Eigenschaften des Atoms
bestimmt. So z. B. beruht der stark elektropositive Charakter der
Alkatien auf i brer Fähigkeit, unter verhältnismäßig geringer Energie-
aufnahme ein Elektron abspalten zu kön.nen,  also darauf, daß der
Grundzustand nicht sehr tief unter dem tiefsten ionisierten Zustand
liegt. Umgekehrt erklärt sich die Reaktionsträgheit der Edelgase
durch die besonders hohe Lage der angeregten und ionisierten Zu-
st&nde  über dem Kormalzustand. Der Ausgangspunkt für diese, die
moderne Physik geradezu beherrschenden Gedankengänge - deren
Wiedergabe leider außerhalb des Rahmens dieses Buches liegt - war
N. Boh rs  Erklärung der Grundzüge des periodischen Systems der
Elemente. Die wichtigsten Schritte bei der Aufdeckung des Aufbau-
prinzips. waren u. a. die Land& - Sommerfeldsehe  Entdeckung

1) Der  Beweis  so l l  dem Leser  überlassen werden.
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des Vektormodells, die Russell-Saundersche Formulierung des
normalen Kopplungsfalles, und das Paulische Verbot äquivalenter
Bahnen. Die endgültige Fassung des Aufbauprinzips verdanken
wir den Untersuchungen von F. Hund.

Bei der Abschätzung der Lage der Energieniveaus, der Eigen-
werte der Schrödingergleichung

geht man zunächst von einer vereinfachten Gleichung aus

Ho+ = (H,+  H,+  --- t I-M@ =

(Z ist die Kernladungszahl) in der die Wechselwirkungsenergie der
Elektronen

zunächst  vernachlässigt  is t  und sucht  diese dann durch ein Störungs-
verfahren zu berücksichtigen (vgl. Kap. XVII).

Dieses Vorgehen ist nur dann berechtigt, wenn die vom Kern
herrührende potentielle Energie der Wechselwirkungsenergie W
gegenüber groß ist. Am besten ist diese Voraussetzung bei hoher
Kernladungszahl Z und kleiner Elektronenzahl, also bei stark ioni-
sierten Atomen, erfüllt. Das Näherungsverfahren, das hier verwendet
wird, unterscheidet sich also ganz wesentlich von den bisher be-
nutzten Näherungsverfahren : es bat nichts mit der Kleinheit der
Feinstrukturkonstante

2ze2
a z - = 7,28. lO--”

h  c

zu tun, die fiir die Berechtigung der bisher gemachten Vernach-
lässigurigen maßgebend war. In die Eigenwerte von (1) gehen die
Naturkonstanten e, h, VZ,  schon aus Dimensionsgründen nur in der
Kombination

ein [c kommt in (1) gar nicht vor], und so läßt sich sowohl aus den
Eigenwerten von (la) wie auch aus jedem weiteren Näherungswert

20*
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des Störungsverfahrens der Faktor (*)  herausziehen. Es handelt
sich also n i c h t um eine Potenzreihetientwicklung  der Energie nach
der Feinstrukturkonstante. Die Voraussetzung dafür, daß (1 a) eine
gute Näherung geben soll, ist sogar gewissermaßen entgegengesetzt
der Voraussetzung, die für die Güte der Näherung maßgebend war,
die bei der Feinstrukturaufspaltung verwendet wurde. Die Näherung
ist hier um so besser, je weniger die Störung W  ausmacht, je näher
im Endresultat jene Eigenwerte von (1) liegen, die aus demselben
Eigenwert von (1 a) durch die Störung entstanden sind. Bei der
Peinstrukturaufspaltung ist die Näherung dagegen um so besser, je
weiter im dortigen Ausgangsproblem (1) die Eigenwerte von-
einander liegen.

Ein Umstand, der der Termberechnung mit Hilfe des Aufbau-
prinzips sehr zustatten kommt, ist der, daß man einem großen Teil
der Elektronenwechselwirkung durch eine Modifizierung des Rern-
Potentials Rechnung tragen kann. Wenn z. B. in einem Li-Atom
zwei sogenannte K-Elektronen (N  = 1) und ein höher angeregtes
Elektron vorhanden sind, wird das letztere fast im Laufe seiner
ganzen Bewegung unter der Wirkung eines Kernpotentials 1 e/r
stehen, weil das vom Kern eigentlich herrührende Potential 3 e/r
durch die beiden K-Elektronen, die fast sicher in der Nähe des Kerns
sind, zu “/a  ,abgeschirmt“*  wird. Man wird also an Stelle des
C o u 1 o m b sehen  Potentials - Zea/r in (1 a) - besser ein anderes,
modifiziertes Potential setzen. Dabei muß natürlich auch (1 b) ent-
sprechend verändert werden, damit es zusammen mit (1 a) wieder (1)
ergibt. Die Theorie der Abschirmung wurde in erster Linie von
Hart ree in die Quantenmechanik eingebaut, sie gibt oft über-
raschend gute Werte für die Terme und andere atomare Eigen-
schaften l).

Die nun folgende Ableitung des Aufbauprinzipes rührt von
Slater?  her. Obwohl weder das ungestörte Problem (1 a), noch die
Störung (1 bj die Spinkoordinaten irgendwie enthält, führt S 1 at e r
- im Gegensatz zu allen anderen Entwicklungen des Aufbau-
prinzips - die Spinkoordinate von vornherein ein. Durch diese
scheinbare Komplikation erhält man in Wirklichkeit eine sehr große

l) D. R. Hartree: Proc.  Cambr. Phii. Sec.  24, 89, 1928; vgl. auch
J. C. Slater, Pbys.  Rev. 86, 210, 1930; V. Fock, Zeitsehr.  f. Phys. 61,
126, 1930.

*) J. C. Slater: Phys. Rev. 84, 1293, 1929.
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Vereinfachung, weil man sich SO von vornherein auf die antisymme-
trischen Eigenfunktionen besehranken  kann. Man erhält so als
Eigenfunktionen nicht die spinfreien Eigenfunktionen @ff, die in
bezug auf Vertauschung der Cartesist>hen  Koordinaten der Elek-
tronen zu einer bestimmten Zeile einer DarsteIlung  AS)  der
symmetrischen Gruppe gehören, sondern direkt die im XXII. Kapitel
abgeleiteten HVU  9psL die auch die Spinkoordinaten als Variable ent-
halten und die in bezug auf Vertauwhung  aller Koordinaten der
Elektronen antisymmetrisch sind. Das Nultiplettsystem  der ,#ff
äußert  sich bei den Drehungen QR der Spinkoordinaten : w v ,llps  L gehört
in bezug auf die QR zur v-Zeile von P(m,

2. Die Eigenfunktionen (vgl. Kap. XVII,  3) der Operatoren Hk
seien alle durchnumeriert

Hk d’b (xk Yk #kl  = 4 $‘b @k Yk Zk)t (3

die ,Bahn” b  bedeutet dann die Zusa,mmenfassung  der Hauptquanten-
zahl N, der Azimutalquantenzahl Z und der magnetischen Quanten-
zahl ,u.  Es’wird  dabei angenommen, daß die zufällige Entartung,
das Zusammenfallen der Eigenwerte mit gleichen N,  aber ver-
schiedenen 7, die bei dem Wasserstoffatom im rein Coulombschen
Zentralfeld auftritt, durch die Abschirmungskräfte aufgehoben wird.
Dann liegen die Terme mit verschiedenen Z auch bei gleichem 3 ge-
trennt, und zwar lehrt die detailliertere Theorie, wie auch die
Erfahrung, daß bei gleichem N die Terme mit kleineren T  tiefer,
mit größeren I höher liegen, Da sich die H,,  H,, * . ., H,,  nur da-
durch unterscheiden, daß sie auf verschiedene Variable einwirken,
sind die Eigenwerte aller Hk dieselben Zahlen, und auch ihre
Eigenfunktionen sind dieselben Funktionen, nur jeweils anderer
Variablen.

Durch Einführung der Spinkoordinate sk  entstehen je zwei
Eigenfunktionen

h(.~kYkakSk) = @b txkYkZk)8.ty (6 = + l) (3)

aus jeder Eigenfunktion $+,  (zk yk  &).  Die Eigenfunktionen von He
sind dann als Funktionen aller Koordinaten z1 ylgl  s,  . . . “~,,I/,,z,,s~
die Produkte

@blu,bza2.. . b,a,,

= -@bl ul @,  Y1 z1 ‘@ @bz a2 ($2  9, “9 %)  * - ’ +bfL an @n Y>t 2n %) t4)
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der Eigenfunktionen der &. Je zwei Eigenfunktionen $bI<rI..  . afiO,

und @b;o;... b;t$ sind orthogonal, wenn sie überhaupt verschieden
sind: ist bi + bi,  so verschwindet ihr skalares Produkt schon bei
der Integration über q,  yi,  ai, ist bi  + o;,  so verschwindet es bei
der Summation über si. Die Eigenfunktionen (4) gehören Lei allen
2~  Wertesystemen der o,, 6,) . . , , ofi  zum Eigenwert

E = Ebl +  Ebz  +  * l  * +  Eh,. (44

Außerdem gehören wegen der Xnvarianz  des Hamiltonoperators gegen-
fiber  den Vertauschungen Oy  der Elektronen noch alle jene Eigen-
funktionen zum Eigenwert (4a),  die aus den +blCt.,  . b,u,,  durch
Anwendung der Operatoren Op  hervorgehen :

oP+blu,.  .  .  b,a,(l’7 % . .  .? n’) = +blcrL cl) .  .  .  @bnb,(r*~r (5)

wo P die Permutation
6 it  :: : 19

ist und k: an Stelle der vier Va-

riablen xk Yk  i?k  sk  steht. Durch Umordnung der Faktoren geht die
rechte Seite von (5) in #&,  <rI,  (1’) . . . &,n,On,(r&‘)  über. Wenn man
dann noch für l’, 2’,  . . ., N’ wieder 1, 2, . . . , n einsetzt, erhält man

Der Eigenwert von (5a)

ist ja identisch mit dem Eigenwert (4a).
Man kann jene Eigenfunktionen des Eigenwerts (4a), die durch

Vertauschung der Elektronen auseinander hervorgehen,

zusammenfassen. Wir nennen ihre Gesamtheit eine ‘Konfiguration.
Eine Konfiguration ist dann durch N Symbole (bk  ßk)

(4 $1  (b,  6,) * - ’ (hl %J  = (Nl7, pl  $1  (N,  7,  po  6,) * - * 6%  h Pn %J  C-i-)
ohne Rücksicht auf die Reihenfolge derselben charakterisiert.
Es ist ja klar, daß man, von der Eigenfunktion (5a) ausgehend, in
der schon eine Vertauschung ausgeführt ist, genau dieselben Eigen-
funktionen durch Vertauschung der Variablen erhalten kann, die
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man au*  $bl  ut ,. .  .  b,, u,,auf  diese  W e i s e  erhält, Man  kann daher
im Symbol (t) fiir die Konfiguration irgendeine Reihenfolge  der  b
vorschreiben, z. B. die, die durch

li ( li+l  für Nf  = N,,,; I (7)
u n d

Pi (*pt+1  für Ni = Nr+l,  und li = If+l  J

Q( bi+1 für  Ni = Ni+,, ld = litl, N = Bi-1
gegeben ist. Jede Eigenfunktion gehört  in eine nnd  nur eine  Kon-
figuration, uud Eigenfunktionen verschiedener Konfigurationen  sind
zueinander orthogonal, weil alle voneinander verschiedenen Funk-
tionen der Gestalt (4) orthogonal sind.

Wenn man auf die Funktionen einer Konfiguration  einen
Operator Op anwendet, kann man die entstandenen Funktionen
durch die unveränderten Funktionen der Konfiguration  linear am-
drücken: sie sind ja noch immer Funktionen  der  Konfiguration.
Zu den Funktionen (6) gehört daher eine Darstellung der Gruppe
der Op, der symmetrischen Gruppe n-ten Grades. Mit Hilfe der
Matrix, die diese Darstellung ausreduziert, kann man aus den Funk-
tionen (6) solche Linearkombinationen bilden, die zu irreduziblen
Darstellungen der Gruppe der Op gehören, Umgekehrt kann  mau
mit Hilfe dieser ,, irreduziblen u Funktionen die Funktionen (6)
allsdrücken,  sie erscheinen dann zerlegt in lauter Funktionen, die
zu  irreduziblen Darstellungen gehören. Wir können daher an Stelle
der Funktionen (6) ihre irreduziblen Bestandteile, die Linearkombl-
nationen von ihnen sind, benutzen. Wegen des Pauliprinzips
brauchen wir von diesen irreduziblen Linearkombiuationen nur  die
antisymmetrischen, d.h. die antisymmetrischen Bestandteile der
OP%  ‘/‘bl  u, .  .  .  b,  0,~ die sich nach (6), Kapitel XII, zn

berechnen, wo sp für gerade Permutationen gleich + 1, für un-
gerade Permutationen gleich -- 1 ist.

Zunächst ist es nun allgemein wahr, daß die  antisymmetrischen
Bestandteilt  (8) aller Funktionen derselben Konfiguration bis auf
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das Vorzeichen identisch sind: für Px = E’ ist ja (8) nichts anderes
als  die Determinante l)

und OP,  @blUl . ..bnu., unterscheidet sich von $$IUI  . , . b,,un  nur
dadurch, daß die Variablen vertauscht ,sind,  so daß sich auch die
entsprechende antisymmetrische Linearkombination nur darin von
(8 a)  unterscheidet, daß die Funktionen der Variablen xk jjk ßk  sk  nicht
in der k-ten, sondern in einer anderen Spalte stehen. Das kann aber
durch Umordnung der Spalten, was ht)chstens  eine Vorzeichen-
änderung bedeutet,  ausgeglichen werden.

Es folgt nun umgekehrt, daß man aus den Funktionen (6) nur
die eine antisymmetrische Linearkombination (8a) bilden kann: ist
F antisymmetrisch,  so folgt  durch Gleichsetzen der antisymmetrischen
Bestandteile der beiden Gleichungsseiten von

daß es bis auf eine Konstante gleich xhI ul . . . bnam  ist, weil der
antisymmetrische Bestandteil aller Glieder auf der rechten Seite

Xb lul...b,o,  ist*

Man kann also aus den Funktionen einer Konfiguration
höchstens eine antisymmetrische Linearkombination bilden, und
man kann nicht einmal eine bilden, wenn in dem zugrunde ge-
legten System der o für irgendein Paar 1:,  k,  für das 7>i = bk
(d.h. Ni = Nk;  $ = 8,;  Pi = pk) gilt, auch di  = 6k ist. D a n n
sind nämlich zwei Zeilen der Determinante (8a) gleich und sie
verschwindet .

Es geben also jene Konfigurationen, in denen für
k e i n  P a a r  i, k g l e i c h z e i t i g  bi = b,;  Oi  = & i s t ,  g e n a u
einen im Sinne des Pauliprinzips erlaubten Zustand, die
anderen überhaupt  keinen. Dies ist die ursprüngliche
Formulierung des P a u 1 i sehen  äquivalenzprinzips,  das vor der
Quantenmechanik nur für den hier als erste Näherung zugrunde

l) Der Faktor G wird hinzugefügt, damit xbl 61 . ..b.u, normiert bleibe.
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gelegten Grenzfall formuliert werden konnte, daß die Wechsel-
wirkung der Elektronen vernachlässigt und jedem Elektron eine
,Bahn K  zugeschrieben werden kann. In der Quantenmechanik ist
das Pauliprinzip in seiner ursprünglichen Ciestalt  ein Spezialfall
der allgemeinen, für alle Systeme bei beliebiger Wechselwirkung
gültigen Forderung der Antisymmetrie der Wellenfunktionen l).

Insbesondere folgt hieraus, daß jene Kombinationen b, b, . . . b,,,
in denen drei Bahnen bi  = bi = b,  identisch sind, überhaupt zu
keiner ,erlaubten”  Konfiguration Anlaß geben. In einer erlaubten
Konfiguration müßte dann nämlich Oi  =/x  oj;  Oi  =f=  dk  und dj *  6k
8ein,  was - da die 6 nur zwei Werte - 1 und + 1 haben können -
nicht möglich ist. Eine Bahn darf höchstens zweimal be-
setzt sein.

3. Jetzt w&ren  wir in der Lage, die Anzahl der erlaubten Zu-
stände zu bestimmen, deren Energie bei verschwindender Wechsel-
wirkung der Elektronen (4a) ist. Wenn die Eigenwerte‘Ek der Hk
als Funktionen der xk Yk  #k  allein betrachtet alle einfach W&ren,  80
müßte man nur die erlaubten unter den 2n Konfigurationen abz&hlen,
die durch die verschiedenen Wertesysteme der 6 gegeben sind. Ge-
hören zu einigen Eigenwerten Ek mehrere Eigenfunktionen, so  muß
man mit jeder möglichen Kombination der b,  deren Energiesumme
Ebl + Ebz  + * * * + Eb, 1.  E ist, diese Abzahlung ausfuhren “).

Nun interessieren wir uns aber nicht nur für die Zah 1
der Zustande, die aus den Zuständen mit der Energie (4a) bei der
Wechselwirkung der Elektronen entstehen, sondern auch für ihre
Art, d. h. für ihr Multiplettsystem  und, wenn - wie bei den
Atomen, die uns in erster Linie interessieren - die Drehsymmetrie
nicht gestört ist, auch für die azimutalen Quantenzahlen. Ihre Be-
stimmung geschieht wieder durch die Betrachtung der Symmetrie-

1) Diese Bemerkung, die geschichtlich der Ausgangspunkt der grnppen-
theoretischen Behandlung der Spektraltheorie war, verdankt man W. Heisen-
berg und P. A. M. Dirac.

“)  Gewöhn1ic.h wird angenommen, daß nur solche Kombinationen der b
gleiche Energiesumme

geben, in denen schon die einzelnen
Seite von (d)]  paarweise gleich sind.

Energien [auf der linken und



314 XXIV. Es müssen nicht alle Symmetriearten betrachtet werden

Es wird im folgenden - außer der Symmetrie in bezug auf
Vertauschungen der Elektronen - nur noch die Symmetrie in bezug
auf Drehungen QR und PR  der Spinkoordinaten und der Gart esi -
sehen  Koordinaten ausgenutzt. Die Drehung der Cartesischen
Koordinaten ist nur im kugelsymmetrischen Fall möglich, die der
Spinkoordinaten dagegen immer, weil weder das Ausgangsproblem
(1 a) noch die Störung (1 b) die Spinkoordinaten enthalten und das
ganze Problem demnach ganz unabhängig von der Kugelsymmetrie
sogar in bezug auf jeden Operator invariant ist, der nur auf die Spin-
koordinaten einwirkt. Doch kann man sich auf die Drehungen Qx
beschrgnken,  weil schon diese genügen, um das Multiplettsystem
der einzelnen gestörten Terme zu bestimmen. Die ganze Sym-
metrie, die betrachtet werden soll, ist das direkte Produkt der Op
mit den QR und - im isotropen Fall - noch mit den Pp

4. Betrachten wir zuerst den anisotropen Fall. Wendet man
auf die antisymmetrischen Linearkombinationen ~6~  ,,t  bz 02  . . . bnon  eines
ungestörten Terms E den Operator QR an, so entsteht wieder eine
antisymmetrische Eigenfunktion zu demselben Eigenwert, die man
daher durch die unveränderten antisymmetrischen Linearkombi-
nationen ausdrücken kann. Die Koeffizienten bilden eine Darstellung
der Drehgruppe und die Zahl &, die angibt, wie oft in dieser Dar-
steilurig  die irreduzible P(S) enthalten ist, gibt gleichzeitig die Zahl
der antisymmetrischen, in bezug auf die QR  zu ID(S)  gehörenden Terme
an, die aus E =  Ebl  +  Eb,  + . . l + Eb,  durch die Störung ent-
stehen. Die irreduziblen Bestandteile einer Darstellung der Dreh-
gruppe kann man aber schon bestimmen, wenn man die Matrizen
kennt, die Drehungen um  2 entsprechen: kommt in diesen Matrizen
die Darstellung (e im 9) der zweidimensionalen Drehgruppe am-mal
vor, SO ist in der ganzen Darstellung die irreduzible Darstellung a(a
genau As  = ces - as  .+ ,-mal enthalten (vgl. Kap. XV, 1).

Ist aber R eine reine Drehung um Z mit ~p,  so bedeutet
QR für jede Funktion der Konfiguration (6) - wie wir schon
öfters nachgerechnet haben - lediglich eine Multiplikation mit
&‘U t -*.  + “n)y und dies gilt dann auch für die antisymmetrische
Linearkorn bination Xb q ,  .  .  b, tin’n’  SO d3ß diese zur Darstellung der
Drehungen um Z mit rra = i (6, + . . . + G,) gehört. Hat der Eigen-
wert JY  im ganzen a, erlaubte Konfigurationen mit der Summe
6,+6,+-+O,= 2m, so entstehen aus ihm bei der Störung
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as - as  + 1 in bezug auf Drehungen der Spinkoordinaten zu Ib@)
gehörende Terme.

Da sich diese Betrachtung zunächst auf den anisotropen Fall bezieht
sei bier ein Beispiel betrachtet, bei dem die Eigenwerte Ek der H, alle
einfach sind. Hat man etwa vier Elektronen in einer doppelt besetzten und
zwei einfach besetzten Bahnen

bl = ba =f=  bs  =# b4;  bl  f b4,

so geben folgende Kombinationen der u je eine antisymmetrische Eigen-
funktion 1).

Tabelle 1

(11 “2 (13 04 f (01 + (‘2 t ('3 + 04)

-~~ - -
-1 +1 - 1 - 1 - 1
- 1 +l

il
0- 1 =: ,: - 1 /

- 1 $1 $1

Es ist also

a0
=2; ar=l; (&J=aa=.*.-.O,

es entsteht u.,  - ae = 1 Term mit der Darstellung ‘b(l)  und ao - a;r
= 1 Term mit der Darstellung aco).

Einen Term, zu dem 2 S + 1 in bezug auf die QH  zu P’) ge-
hörende antisymmetrische Eigenfunktionen gehören, hat das Multi-
plettsystem  S. Wenn man die Spinwechselwirkung einführt, spaltet
er nämlich im allgemeinen (im anisotropen Falle!) in 2.5 + 1 Feia-
strukturkomponenten auf. Man kann aber auch leicht verifizieren,
daß diese Definition des Multiplettsystems  mit der früher benutzten
abereinstimmt. Nach Kap. XXII gehört jede Funktion der 8,
die in bezug auf die QR  zu 3’“)  gehurt,  in bezug auf dieQp
zu  A(s)*,  und jede antisymmetrische Funktion F, die in bezug auf
die QP zu A(S)*  gehört,

(9)

l) Da bI = &, ist, kann nach (7a) bei der Abzählung der Kon-
figurationen u1  s a, angenommen werden, ur = u2 ist aber nach dem
Pauliprinzip verboten, so daß nur u1 < u2 übrigbleibt.
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gehort  in bezug auf die Pp zu A(S),  und dies war die Definition
des Multiplettsystems. Das letztere folgt aus (9) mit Hilfe der
Antisymmetrie Oa F = &p  F und Qr  = Pr-1  Op

c c A(’  (p):x  Pp-1  op F = c 2 a(s)  (J’--  l)xx  ppvl  Ep  F
P x

= & f: Acs)  (P- ‘> pp1  F, CW
P x

wei l  &p  = ~~-1 und d(S) unitär  ist.
Die richtigen Linearkombinationen ,der XblO,  . . . bnnan  gehen bei

Einfchrung der Störung W direkt in die Funktionen fii  des
Kap. XXTI über,  die wir dort aus den fertigen spinfreien Eigen-
funktionen der Schrödingergleichung (1) gebildet haben.

Die Bedeutung der S la terschen Yethode liegt darin, daß man mit ihrer
Hilfe die Betrachtung der Symmetrie der Schrödingcrgleichung (1)
gegentiber Vertauschungen der Cartesischen Koordinaten allein
gänzlich vermeiden bzw. sie durch Betrachtung der Invarianz gegenüber
Drehungen QR der Spinkoordinaten ersetzen kann. So könnte man z.  B. das
Interkombinatjonsverbot  darauf zurückführen, daß Eigenfunktionen verschie-
dener Multiplettsysteme in bezug auf die QR zu verschiedenen Darstellungen
gehören, und das Xultipliziercn  mit q + ms  + . . . $ 2, in bezug auf die
QR symmetrisch ist, weil es auf die Spinkoordinaten gar nicht einwirkt.
(Wir haben das Tnterkombinationsverbot  daraus gefolgert, daß die Eigen-
funktionen verschiedener Multiplettsysteme in bezug auf Vertauschungen P,
der C arte s i sehen  Koordinaten zu verschiedenen Darstellungen gehören.)
Wir baben die Slater sehe  Methode nicht in der angedeuteten extremen
Form verwendet , weil wir uns mit allen Symmetrieeigenschaften be-
schäftigen und sie nach Möglichkeit alle ausnutzen wollten.

Obwohl es natürlich Fälle geben mull, in denen man bei Mitberück-
sichtigung der Vertauschbarkeit Pp der Cartes ischen Koordinaten weiter-
gehende Schlusse als mit Hilfe der QR allein erhalten kann, ist es doch
sehr interessant zu sehen, wie weitgehend man die Pp durch die QR  er-
setzen kann.

Eine wichtige Voraussetzung für die Verwendbarkeit der Sl  a t e rschen
Methode ist die, daß die betrachteten Teilchen nur zwei Einstellnngsmöglich-
keiten haben.  Hätte  man es  mit  Tei lchen zu tun,  die  mehr als  zwei ,  etwa
drei Einstellungsmöglichkeiten haben (Drehimpuls gleich h/2 x an Stelle von
4 h/2z, wie das etwa bei Stickstoffkernen der Fall ist), so würde zwar in
der Definitionsgleichung der Operatoren QR  [(6  b), Kap. XXI)] cd(” an Stelle

von a(i) stehen, die ganze Betrachtung ließe sich aber noch genau so aus-
führen,  wie  es  hier  geschah,  mit  dem einzigen Unterschied,  daß die  Äqui-
valenz der QR  mit den Pp nicht mehr gezeigt werden könnte, weil sie auch
nicht vorhanden wäre. In der Tat fallen in diesem Falle mehrere Terme
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der Schrödingergleichung  (1) zusammen, deren Zusammenfallen man dur&
Betrachtung der QIZ allein nicht voraussehen kann. Man müßte dann en&
weder weitere Operatoren einführen, wodurch die Theorie dann ihre E&
fachheit  verlieren würde, oder aber man müßte die Symmetrie den Operatoren  pp
gegenüber zugrunde legen, wie das in den ersten Ableitungen des Aufbau.
Prinzips  1) geschah. Auch aus diesem Grunde wurde in diesem Buch auf  die
Einführung der Vertauschung der C art e s-i  sehen  Koordinaten der Teilchen
und eine Betrachtung der Darstellungen der symmetrischen Gruppe nicht
verzichtet und die Aquivalenz  der QR mit den Pp  bei Elektronen explizite
bewiesen.

15 . Der Unterschied des kugelsymmetrischen Falles vom
asymmetrischen besteht darin, daß die Eigenwerte Er: der H,,  auch

.als Funktionen der X;kYk& allein betrachtet, nicht mehr einfach,
sondern 2 7k  + l-fach sind 2),  und daß man auch bei den gestorten
Termen nicht nur das Multiplettsystem,  sondern auch die Azimutal-
quantenzahl bestimmen muß. Die ungestörten Terme sind dsmnaoh
durch die Angabe der Haupt- und Azimutalquantenzahlen

N,i,, fl249 . .‘, N-4, tH9
der Bahnen gegeben. Um alle Konfigurationen des ungestorten
Terms (j-t) zu erhalten, muß man in den Symbolen der Eonfignra-
tionen

(NI 1, ~16,)  (Na 72  ~2 02) l l * (Ni  7, pn  6n)  e (b,  6,) (b2  69) l * m (hm an) (t)

die p un d die 6 alle möglichen Werte (1 pk/  ( lk  ; dk  = h 1) durch-
laufen lassen. Dabei kann indessen für die Nkr  fk9 pk (7), und wenn
man nur die erlaubten Konfigurationen mitrechnen will, für die 6
sogar (7 a) mit dem oberen Zeichen

bi  <dl+l  f ü r  Ni = Ni+,, li =  lf+I: pi = &+l (7b)
angenommen werden. Jede  erlaubte Konfiguration gibt eine anti-
symmetrische Eigenfunktion (8a).

Wenn man auf alle diese antisymmetrischen Linearkodhm-
tionen der Eigenfunktionen von (jj-)  die Operatoren Qa  Pst

l) Vgl. E. Wigner, Zeitsehr.  f. Phys. 48, 624, 1927; $!j 21 bis 25.
M. Delbrück,  ebenda 61, 181, 1928.

a) Wenn f-f, wirklich die in (1 b) angegebene Form hätte, würden sog@
alle Eigenwerte Er? (Ik  = 0, 1, 2,. . . , Nk- 1) mit gleichem Nk  znsammen-
fallen. Doch wird angenommen, daß das Conlombsche Feld durch die
Abschirmung soweit modifiziert wird, daß die Eigenwerte Ep alle ge-
trennt sind.
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anwendet und die entstehenden Funktionen durch die unveränderten
ausdtickt

QR PR'XNIZ1/$cl  . . . N,,Z,p,on

= 'Cd(R,R')~;ut  ..,~~~~;~~u~...p,a,~N~Z~~<;u~...N~Z~,u~u~>  (10)u'u'

so bilden die Matritzen d (R, 2’3’)  eine Darstellung des direkten
Produktes der Gruppen der QR und der  PR,.  Die Zahl AS&,
die angibt, wie oft in d (R!  R’) die irreduzible Darstellung
P(@  (R) X  W’  (R’) enthalten ist, ist gleichzeitig die Zahl der aus
dem Term (i-j-)  durch die Störung W  entstehenden Terme mit dem
klultiplettsystem S und der Azimutalquantenzahl L. Die ent-
sprechenden Linearkombinationen der x bilden dann wiederum die
erste Näherung für die Berechnung der im Kap. XXII mit WsLUVP
bezeichneten Funktionen.

Zur Bestimmung der Zahlen ASL  genügt es wiederum - wie
sich zeigen wird -, jene Matrizen d (R, R’) zu bestimmen, bei
denen R und R’ Drehungen um i! sind. Ist R eine Drehung um 2
mit a, so wissen wir, daß

Q (&Ool  hhw’~.  . . N,,Z,P,,~,

gilt. Bei der Berechnung von P {af  oo)  @ZL:  (1) . . . $22 (rl)  kann

man Pjd00) auf die einzelnen Faktoren getrennt anwenden,
der Faktor +“z mit der magnetischen Quantenzahl  pk reproduziert

sich dabei bis auf einen Faktor ezpck”’ Es gilt daher
P (a’oo)  XNlZlplu;  . . . NnInpnu,,

= e'(pl+ *-*tp,Ja'
XA’, ll~lUt  . . . N, &l,,tJnl

weil dies fllr alle Eigenfunktionen der Konfiguration
(NI 1, plq)  (N, $2  pg  6,) - 0 - (Nn  7, PL,  ~1,

(W

also auch für alle ihre Linearkombinationen gilt. Die Gleichung (11 a)
bringt zum Ausdruck, daß sich die Z-Komponenten der Dreh-
impulse der einzelnen Elektronen einfach addieren. Aus (11) und
(11 a)  folgt
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Die Matrizen d (H, R’), die Drehungen der Spinkoordinaten
um 2 mit Q und der Cartesischen Koordinaten mit a’ ent-
sprechen, sind Diagonalmatrizen, und das Diagonalelement, da8  der
Eigenfunktion xN1 II.,  cI1..  . N,  ,,Clna,,  entspricht, ist e*@”  f ua’),  wo

ist. Die Diagonalsumme dieser Matrizen erhält man daher durch
Addition der eg@‘a  + F  a’)  aller erlaubten Konfigurationen. Man kann
den so erhaltenen Charakter von A (R, X), wo R und R' Drehungen
um 2 sind, in einer Tabelle (s.  Tabelle 3), ähnlich  der auf S. 200,
zusammenfassen, indem man für jedes v eine Zeile und jedes p eine
Spalte bestimmt und in das Kreuzungsquadrat so viele Kreuzchcn
einträgt, wie erlaubte Konfigurationen mit t (6, +6,  + ..m + 6,) = v
und p1  + fis  + . . . + pfi  = ~1  vorhanden sind.

Nehmen wir als Beispiel zwei Elektronen, deren ungestirte
Energie Ef gleich sei und einem P-Zustand  (E  = 1) entspreche.
Die erlaubten Konfigurationen 81nd  dann ‘) :

T a b e l l e  2

1  j ( - l - - 1) (-- 1 1 )
21(-l-l)(  0  - 1 )
3  (-l-l)( 0  L)
4 (-l- 1) ( 1  - 1)
5 (-l-l)( 1 1)
6 (-1 1  ) ( 0 -1)
7 (-1 l)(  0 1)
8  I(-1  1 ) (  1 - l )

-2 0
- 1  -1

0’ 1 -O,

010
-1’  0
-1 1

0 ; 0

_//___---_---_I_-

9,‘(-llj(l  1 )  0:  1
10’ ( 0 - 1) (0 1  )

I
0 l 0

1q (  0 -1) (1 - 1) j 1 - 1
13  ( 0

Ij
131  ( 0

-1)(1  l)y  0
1) (1-l);  f / 0

141  ( 0 1) (1 1);  1;  1
161  (.  1 -1) (1 l)/  5 0

l /
,

Die letzten beiden Spalten enthalten p,  -t-  ,u,  = p bzw.
f pl + 6,) = v. Jn der nun folgenden Tabelle ist für jede Zeile
der Tabelle 2 ein Kreuzehen  in das entsprechende Quadrat ein-
getrsgen.

1) In der Tabelle 2 sind in den Zeichen der Konfigurationen die Baapt
und Admutalquantefnzahlen  weggelassen, weil  s ie  liir  beide Elektronen
2 bSW. 1 sind. Es steht daher (& Ok) für (N,&‘,  ($)  ==  (2 1 pk  ok).



320 XXIV.  Das Aufbauprinzip

Tabelle 3

yq - 2 - 1 ) 0 1 2

-- 1 + + +
0 t + + +t-+  ++ +
1 4- + +

In dieser Tabelle sind die Charaktere der Gruppenelemente
Q tao  o) P ial oo)  in der Darstellung ß  (22,  R’) zusammengefaßt. Der
Charakter  dieses Elements in der irreduziblen Darstellung V@ X%(L)
ist andererseits

\I, S

c [~~({orOO)>X~(~~({a’O0})1,,;v,
VP

=-=F, vx ty+f-‘),  (13)
, =--

und dem würde in der Tab. 3 ein mit Kreuzehen  einfach angefülltes
Rechteck entsprechen, das sich von v = - S bis v = S’  und von

P = - L bis p = L erstreckt. Wenn man den in der Tabelle 3
dargestellten Charakter als Summe lauter irreduzibler Charaktere,
,d.  h. rechteckiger Kreuzehenfelder schreibt, wird die Anzahl aVP  der
Kreuzehen  im v P-Quadrat  gleich der Summe der Anzahlen ASS  der
in d  (R, R’) enthaltenen Darstellungen PCs)  X jbcL)  mit S > 1 v 1;
L > 1 p 1 sein :

aVP =44L+&+IL+&t2L+"'

+4xt1+ASt1Ltl  -It  *** +4r,ta+  As+lLt2+"'u4)

Dabei ist ASL g leichzeitig die Anzahl der bei der Ausführung des
Störungsverfahrens aus dem Term (t j-) entstehenden Terme mit dem
IHultiplettsystem  S und der Azimutalquantenzahl L. Nach (14) ist

ASL  = aSL-aS+lL-aSLtl+astlLtl. (144
Es zeigt sich also tatsächlich, daß die irreduziblen Bestandteile

der Darstellung d (R, R’) schon durch die Charaktere derjenigen
Elemente bestimmt sind, bei denen R und R’ Drehungen um 2
sind; schon ,diese  Charaktere kanti man nur in einer Weise in
irreduzible Charaktere (13) zerlegen ‘).

l) Dies beruht darauf, daß jede Klasse der Gruppe des direkten Produktes
der QR  und P,, ein Element enthält, bei dem B und R’ beide Drehungen
um Z sind. Da aber alle Elemente derselben Klasse in jeder Darstellnng
denselben Charakter haben, bestimmen eigentlich die’ Charaktere dieser
Elemente den ganzen Charakter.
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Für den Term der Tabelle 3 ergibt (14 a) A,  1 = 1 ; 8,, = 1;
A = 1; alle anderen AgL sind Null. Zwei äquivalente p-Elek-
trruen’)  geben daher einen *P-, einen ‘D- und l5’-Term.  An Stelle
der Rreuzchen der Tabelle 3 ist in der nun folgenden Tabelle das
Symbol des Terms eingetragen, für den das entsprechende Ereuzchen
verwendet wurde (d. h. zu dessen Darstellungscharakter das durch
das Kreuzehen repräsentierte Glied eioa  + *Y~‘)  gebraucht wurde).

Tabel le  4

>g -2 -1 0 1 j 2

- 1

I

YP 3-P g.P
0 ‘D lD *P lS  ‘D *P ‘D SP ‘D
11 3P “P SP

6. Außer dem Multiplettsystem  und der Azimutalquantenzahl
muß noch der Spiegelungscharakter der entstehenden Terme bestimmt
werden. Für die Eigenfunktionen des Einelektronenproblems ist
nach (17), Kap. XIX, der Spiegelungscharakter durch die Azimutal-
quantenzahl Z  gegeben, es ist zu  = (- l)l. Daher gilt unabhängig
von den Eck  und ok,  wenn 01 = Pr  die Inversion bedeutet:

Der Spiegelungscharakter aller Eigenfunktionen des Eigenwerts (j-t)
ist gleich (- 1)11+l2+  ***  +&z, und dies wird auch der Spiegelungs-
charakter aller daraus entstehenden gestörten Terme sein. Der
Spiegelungscharakter der aus (j-t) entstehenden Terme ist positiv,
wenn die Summe der Azimutalquantenzahlen der einzelnen Bahnen
1, + 7,  + ’ - - + Z,,  gerade ist, negativ, wenn sie ungerade ist. ,Es
folgt hieraus u. a., daß optische Ebergänge  zwischen Termen, die
aus demselben ungestörten Term (j-t)  entstehen, durch die Lap or t  e -
sehe  Regel verboten sind.

7. Zum Schl!bß  sei die Berechnung der ersten Näherung fUr
die Energiestörung skizziert.

Bezeichnen wir die Funktionen xN,  II uy(ll  . , . N I p  Q , Nr  dienn nn
~l+~g+  -..p,,  = p und o,+~,+  . . . +o,,  = 2u  ist, deren

1) Das heißt Bahnen mit gleicher Energie und mit der Azimutalquanten-
zahl  1 = 1.

W 1  g n e r , Gruppentheo& 2 1
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Kreuzehen  also im vkQuadrat  der Tabelle 3 stehen, mit xVP1

xvp2’ Xvps’  * * * Die richtigen Linearkombinationen fvp 1, fVP2

fvp33 *-‘! die zur v P-Zeile  irgendeiner Darstellung (b(”  X b(L)  ge-
höreni  können alle als Linearkombinationen der x,,, 1 , x, c1 2,  . . . allein
geschrieben werden :

Dabei ist die Transformationsmatrix u unitär, weil sowohl die xYCLR
&e  auch die frrx aufeinander paarweise orthogonal sind :

Die Störungsenergie erster Nherung  des Eigenwerts von fvpx  ist
~fvpxt W  f,, PJ. Die Summe der Störungsenergien für alle x, d. h.
fUr  alle Terme mit S > 1 v 1; I, > 1~  1 , läßt sich auch ohne Kenntnis
von u berechnen

Hieraus folgt für die Summe der Störungsenergien der aus (j-t)
entstehenden Terme mit dem Multiylettsystem  S und der Azimutal-
quantenzahl L [ähnlich  wie in (14a)]

Entsteht aus dem Term (1-t)  des ungestörten Problems nur
ein einziger Term mit dem, Multiplettsystem S und der Azimutal-
quantenzahl  1;, so ist seine Energie direkt durch (18 a)  gegeben
und mithin auf Quadraturen zurückgeführt.

Bei der’ Berechnung der skalaren Produkte für (18 a)
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kann man den unitären Operator sPOy  auf den anderen Faktor
als s;  1 Op1 hinüberziehen, und da er mit W  vertauschbar ist, mit
ep,Op, zu &p-l  p, OP-,  P, vereinigen. Nun kann man die Summa-
tion  anstatt über P’, über P-1  P’ = 5!’  führen, die Summation über
P ergibt dann einfach r2!. Es wird so aus (19)

wo W  in eine Summe von Gliedern Wik  zerlegt ist, die den
Wechselwirkungen der einzelnen Elektronenpaare entsprechen.

Betrachten wir das Glied mit einem bestimmten Wik.  Es lautet,
mehr im einzelnen hingeschrieben :

Wenn T hierin nicht nur das i-te und k-te Elektron berührt [also
weder die Einheit, noch die Transposition (ik) ist], sondern noch
etwa j in j’ überführt, so verschwindet (20) bei der Integration
über xjyj xj und Summation über Sj wegen der Orthogonalität der
Eigenfunktionen +z: und $J:‘:;. In einer erlaubten Konfiguration

‘3 3
darf ja nicht gleichzeitig 1Nj  = Ny;  7j  = 7j,; pj = pj’  und aj = 65”
se in . Bei dem Glied Wik  genügt es also, T gleich der Einheit und
gleich der Transposition (i Ic)  zu setzen. In beiden Fällen gibt die
Integration über die Ca r  t  es i  sehen  Koordinaten und Summation über
die Spinkoordinaten aller von i und 7 c verschiedenen Elektronen
Lediglich den Faktor 1,  und (20) geht über in

Wenn man hierin noch qUI  aiNd  zi (i) = *z ‘$ (ri) 6,, Ui  USW. einsetzt, WO 1’2

für die Car t esi sehen  Koordinaten X~  yi  q des i-ten Elektrons steht,
kann man die Summation über sir  sk  ausführen und erhält
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Indem man die Integrale (2 1) für alle
0
2 Paare i7c  und alle erlaubten

Konfigurationen (Nr  7, pr  6,) (iV, 7, pa  6,) - - - (A?*  7, pn  O,),  für die
pr + ps  -j- 99 l + pn  = 1~ und 6, j- 6, + l 0. + 6,, = 2 v ist, addiert,
erhält man die Summe (18) der Störungsenergien aller aus (j-j-)  ent-
stehenden Terme, deren S > [ ~1 und L > 1~1  ist. Aus diesen Summen
kann man nach ( I8a)  auch die Summe der Energiestörungen erster
Näherung der Terme mit einem bestimmten S und L berechnen.

Bezüglich weiterer Einzelheiten der Rechnung, insbesondere
des Vergleichs der Integrale in (Zl), den man in gewissen Fällen
ohne sie explizite zu berechnen ausführen kann, muß der Leser auf
die Slatersche Originalarbeit verwiesen werden. Er wird dort
auch zahlreiche interessante Beispiele durchgerechnet finden.
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Störungstheorie.

I;ik = bh, V@k)

Gruppentheorie. x bedeutet bei endlichen Gruppen

Summation über alle Gruppenelemente, bei kontinuierlichen Gruppen
das H u r w i t z sehe  Integral.

c JH = x JS R- (VII, 1; x, 6)
R R

Orthogonalitätsrelationen der unitären, irreduziblen Darstellungen
einer Gruppe von der Ordnung h

r] .W’) (R)~~~~  D’J’ (R)p~ = f- di’jd‘pfp Q,f+s, (IX, 32)
R j

73  ist  die Dimension von D(i). Für die Charaktere x(j)(R)
z x D(.i)  (R),,u  gilt

11
‘531 $‘) (&)* $j) (M) = k bjtj* (IX, 33)

R

Bei kontinuierlichen Gruppen ist h = c 1 durch 1 d  R zu ersetzen
R

(X,  11, 12).
Darstellungen und Eigenfunktionen. Aus

PRf(&  4, “‘, 4 = I’@,, 334,  .“> %ah (XI, 19)
w o

X ,i = 2 Rji Xi Xi = C Rf: Xi (XI,  18)
i .i
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ist, folgt
PS R = Pi&* (XI, 20)

A u s
PR% = c D (R)xv  ex (XI, 23)

x
und  PS’R = Ps  PR folgt

D(SR) = D 69 D W (XI, 25)
A u s

PR fLi) = c m) (R)Ax fl”; PR &”  = 2 IN’)  (R)A,  xs  SA)‘)
A A’

folgt

(ffl, gL$“)  x gii”)* (XII,  8)

Irreduzible Darstellungen der dreidimensionalen
Drehgruppe.

%~J((a  ß Y}>mlm  = eimta  dm(ß),,,l,,, eimy, (XV, 8)

W’2)  ((a  ß y))
~1/2facos~ße-1~2fr-e-1/2~asi~~ße1/2~r

=
e1/2dasin+ße-1/2iY e112~acos$ße’12~Y

1 (XV, 16)

~(~({~ßYl)jr  = j2,li( >
ef5acos5+rJßsinj-rc~ßefPY, (XV, 27a)

(XV, 28)

In der Darstellung ‘b(l)  X z)@ sind die Darstellungen $W
mit

L = pq,  p-q  + 1, . . . . 2 +L 1, 7 +1 (XVII,  14)

ie einmal: enthalten.
z+i

r

st1  B
LpL-p  =

( -  l)yq2L  +  l)!  (Z  +LL)!
1/

(Ztp)!(ZtL-p)!
~(LtZ+Z+ l)! (L+ZJj!  (L-7 +ij! (Z-P)!  (T-w@’

(XVII, 27 b)
2 s(l  f i &I)

Lttm-p L’pm-p = 6LL’. (XvlI,  28)
P
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Faulische Spintheorie.

Q~Wwp,sl  .-. w~wvn)
= ~p(112)(R)1/Z81r1/2tl...~(1~2)(R)1/28 n>

q2p(8*y&  -‘~,z/,~~~?l~.

1,  . . . t,, (XXI, 6 b)

0 R =  PRQR  =  QRPw wa 8)

Irreduzibler Tensor.

0~’ T(Q)  0~ = 2 ‘~COJ)  (R),  (r  T(“). (XXI, 16 b)
a=-w

l$; ft;  Nlj'p'  = (yp;j, T(e)  ?J.$j’)

= 9’vg(.i4 6
Pt Q> P’ TNj;N’j’. @XI,  19)

Dabei ist für s$$  Null zu setzen, wenn

lj - cal<-j’ o d e r  j’>j+o
i s t .

Infinitesimale Drehungen. Infinitesimale Drehung der
Cartesischen Koordinaten:

1 dLzY!  = 7 da p{aoO)T (für a = 0), (XVIII,  7)

der Spinkoordinaten :
1 d

$(s~+s~+~.~+s~)~=~S~~=~~Q~~~~~~  (füra.=O)

des ganzen Zustandes  :
(XXIIJ, 23 b)

1 dL, + ;sz = -T&o{,ou} (für  a = 0). (XXIII,  30a)
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