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Vorwort .

Die vorliegende Abhandlung beschiftigt sich mit den Vielecken und Vielflachen
hiherer Art und den damit zusammenhingenden Fragen. Die Grundziige eines Theiles
dieses Gegenstandes wurden von M. Poinsot festgestellt, ein anderer Theil gehort ganz
dem Verfasser an. Ersteres geschah in dem 1809 verlesenen ,mémoire sur les poly-
gones et les polyédres” (Journal de l'école polytechnique, 10. cahier, p. 16), in welchem
Poinsot insbesondre auch zu den bis dahin als die einzig moglichen anerkannten
5 regelmiissigen Korpern moch 4 weitere von ihm entdeckte zufiigte, die mit dem-
selben Rechte zu den regelmissigen gezihlt werden miissen, als zu den regelmissigen
Vielecken das Sternfiinfeck gehﬁrt,'dessen Seiten Sehnen von % des Kreisumfangs sind.
Den Beweis, dass diese 4 Vielflache hoherer Art die einzig weiter moglichen regel-
miissigen Vielflache sind, lieferten A. L. Cauchy in seinen 1811 verlesenen ,,recherches
sur les polyédres” (Journ. de 'école polyt., 16. cah., p. 68) und M. J. Bertrand in
seiner 1858 verlesenen ,mote sur la théorie des polyédres réguliers” (Comptes rendus,
t. 46, p- 79), indem er, Cauchy’s Beweise folgend, darin an die Stelle der Flichen
die reciproken Ecken setzte. Ich habe im Folgenden den Weg Bertrands einge-
schlagen und den als Grundlage dienenden Hiilfssatz, welcher dort nur ausgesprochen
ist, mit dem mir nothwendig scheinenden Beweise versehen. — Den Begriff des Flichen-
inhalts eines regelmissigen Sternvielecks fasste A. Cayley in seiner Note ,on Poinsot’s
four new Regular Solids” (Philosophical magazine, vol. 17, 1859, p: 123) anders als
Poinsot auf, und diese Aendrung fand ich dadurch fruchtbar, dass sie auf einige Ent-
wicklungen Poinsots angewandt, diesen die bis dahin fehlende Giltigkeit fiir alle
regelmissigen Vielflache ertheilte.

Das Studium der Poinsot’schen Vielflache bietet dadurch eine Schwierigkeit, dass
nirgends, so viel mir bekannt, Zeichnungen derselben bestehen. Ueber das Vorhan-
densein von Modellen habe ich nur eine Bemerkung Bertrands in obiger Note gefunden,
nach welcher es solche in Paris gibt. Ich habe nun Zeichnungen der Vielflache und
Netze ihrer #usserlich sichtbaren Theile entworfen, nach denmen ich mir Modelle
anfertigte. Die Zeichnungen, durch welche das Verstindniss wesentlich erleichtert
werden diirfte, theile ich hier mit. Die schonen grosseren Modelle fiir unsre
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’ polytechnische Schule, ebenfalls aus den Netzen hergestellt, verdanke ich Herrn Max
b Doll, Assistenten der darstellenden und praktischen Geometrie, welcher auch gerne
bereit ist, solche auf Bestellung zu liefern.

In den Nummern 4—7 und 10—22 habe ich einige Sitze aufgestellt und be-
wiesen, die meines Wissens noch nicht ausgesprochen wurden. Dieselben beziehen
sich hauptsichlich auf die Anzahl der Doppelpunkte eines Vielecks und auf die Anzahl
seiner Schnittpunkte mit einer Geraden und gelten auch fiir krumme Linien.

R A e e

Carlsruhe, im Juli 1864.

Chr. Wiener.
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I. Ucber ebene Vielecke.

1. Unter einem volistindigen ebenen Vieleck oder Polygon der nten Ord-
nung oder einem vollstindigen ebenen n-Eck versteht man n Punkte in einer Ebene,
welche micht in Einer Geraden liegen, und die Gesammtheit der Geraden, welche dieselben
durch ihre Verbindung bestimmen. . : :

Unter einem vollstindigen ebenen Vielseit der nten Ordnung oder einem
vollstindigen ebenen n-Seit versteht man n Gerade in einer Ebene, welche nicht durch
Einen Punkt gehen, und die Gesammtheit der Punkte, welche dieselben durch ibre Durch- .
schnitte bestimmen. . ’

Unter einem einfachen ebenen Vieleck oder Vielseit der nten Ordnung oder
einem einfachen ebenen n-Eck oder n-Seit versieht man 2 Punkte in einer Ebene, welche
nicht in Einer Geraden liegen, und den Zug der n Strecken, welcher von einem der Punkte zu
einem andren schreitend, jeden einmal durchlzuft und sich durch die Riickkehr zum Ausgangs-
punkte schliesst. Jeder der 7 I'unkte heisst ein Eck, jede der gezogenen Strecken eine
Seite des n-Ecks oder n-Seits. Das einfache n-Eck hat auch n Seiten, von denen zwei in
jedem Eck zusammenstossen. Das einfache n-Seit hat auch z Ecken, von denen zwei jede
Scite begrenzen. Wir werden von den beiden Namen fur dasselbe Gebilde in Zukunft den
Namen ,,n-Eck* gebrauchen.

Das einfache n-Eck ist schief, wenn die n Punkie nicht in einer Ebene liegen. Bei
vollstéindigen riumlichen Vielecken kommen auch die za legenden Ebenen in Betracht, so dass
diese Gebilde mit den Vielflachen reciprok sind. Ilier sprechen wir nur von einfachen ebe-
nen Vielecken und wollen daher unter Vielecken immer diese verstanden wissen.

9. Bei einem Vieleck bilden die zwei in einem Eck zusammenstossenden Seiten, ohne
verlingert zu werden, zwei Winkel, welche sich zu 4 Rechten ergiinzen. Um die n zusam-
mengehirigen Winkel des Vielecks zu unterscheiden, denken wir uns eine Seite so verlingert,
dass ihre ganze Linge gleich dem Umfange des Vielecks ist, und unterscheiden die beiden
Seiten dieser Geraden, etwa mit Farben, oder als rechte und linke fir den auf der Linie vor-
wirts Schreitenden, breclen dann die Gerade um ein Eck nach dem andern in der durch
das Weilerschreiten bedingten Folge, bis sie mit dem ganzen Umfang zusammengefallen ist,
und nennen nun die # von derselben Seite der Geraden, der rechten oder der linken, gebil-
deten Winkel die Vieleckswinkel. Wir wollen, um Verwechslungen zu vermeiden, einmal
filr allemal und ausnzhmslos die linke Seite wiihlen, so dass die Vieleckswinkel stets auf
Jder linken Seite des den Umfang Umschreitenden liegen. Da aber die Richtung des Umschrei-
tens noch gewiblt werden kann, so stehen doch noch die beiden Moglichkeiten offen. Wir

wollen nun in der Regel, insbesondere wenn durch irgend welche Umstinde die Richtung des
Wiener, iber Vielecke und Vielflache. 1




~ R - e e e e A
. v nrmie, o xm e B i e & 0w e < SRR S LRI T M S B T T P T RS IR A £ AT T L A A O m
At e P o

P-4

A

— 2

ROy o

Umschreitens nicht vorgeschrieben ist, den Umfang so durchschreiten, dass die Summe W
der auf der linken Seite liegenden Vielecks- oder Innenwinkel die kleinere von beiden
miglichen Summen ist. Es entspricht diess dem allgemeinen Gebrauche bei gewohnlichen
Vielecken. Da die Summe der aul der rechten Seite liegenden Winkel 4 nR—W betrigt, so
1 "muss in diesem Falle <4nR—IW oder W < 2nRk sein.

] : 3. Unter den Aussenwinkeln verstcht man diejenigen Winkel, von denen jeder an
I einem Ecke durch eine Seite und die Verlingerung der hier anstossenden gebildet wird, und
» der daher der Neben- oder Supplementwinkel des an demselben Ecke liegenden Innenwinkels
ist. Ein Aussenwinkel ist positiv oder negativ, je nachdem der zugehirige Innenwinkel kleiner
oder grisser als 2 Rechte ist. Da ein Vieleckswinkel kleiner als 4 Rechte, so ist ein Aussen-
winkel seinem Masse nach kleiner als 2 R; er liegt zwischen + 2 R und — 2 R.  Wir
wollen die Seiten des Vielecks in der Richtung des Durchlaufens verlingern; dann ist der
Aussenwinkel an einem Ecke gleich der Drehung, welche die herumgcbrochene Gerade an die-
sem Eck erleidet; er ist positiv, wenn diese Drehung nach links, negativ, wenn sie nach
rechts erfolgt. .

: Die algebraische Summe S der Aussenwinkel ist eine ganze Anzahl von 4 Rechiten, oder
| - . es ist S==a . 4 R, worin @ eine ganze Zahl. Denn biegt man die Gerade auf dem ganzen
| Vieleck herum, so dass sie der Reihe nach mit jeder Seite zusammenfillt, so muss sie, weil
sie in jhre erste Lage zuriickkebrt, den ganzen Winkelraum eine ganze Anzahl mal
durchlaufen.

4. Wir wollen zu einem Vieleck als erste Figur cine andre bilden, welche die zweite
heissen soll, indem wir von einen beliebigen Punkte aus Parallele mit allen Seciten des Viel-
ecks und zwar in der Richtung, in welcher sie durchlaufen werden, zichen. Eine Seite und
ilre Parallele sollen entsprechend heissen. Die Entsprechenden zweier aufeinanderfolgenden
Seiten bilden dann zwei Winkel, welche sich zu 4 R erginzen. Der kleinere von beiden, der
| also kLleiner als 2 R, ist gleich dem durch die Seiten gebildeten Aussenwinkel. Solche gleiche
i : Winkel in beiden Figuren migen ebenfalls entsprechend heissen. Das Zeichen dieser Winkel
g + lassen wir naturgemiss mit dem der Aussenwinkel ibereinslimmen; es ist demnach positiv,
‘ wenn die weniger als 2 R Dbetragende Drehung der Entsprechenden einer Seite nach der
der folgenden nach links, negativ, wenn sie nach rechts erfolgt. Fig. 2 und 3 sind derartige
] zweite Figuren zu den Vielecken in Fig. 1 und 4. .

5. In jeder zweiten Figur zu einem Vielecke wird jede von der Mitte
aus einseitig gezogene Gerade ¢ amal mehr in .dem Sinne iberschritten,
in welchem ¢Umdrehungen stattfinden, als in dem entgegengesetzten. Findet
irgendwo eine solche entgegengesetzte oder rilckschreitende Drehung statt, so muss sie durch
zwei Wendegerade begrenzt sein, an deren einer die vorschreitende Drehung in die riick-
schreitende, und an deren anderer die riickschreitende in die vorschreitende umwendet. Daher
milssen solche Wendegeraden paarweise oder in gerader Anzahl vorhanden sein. Betrachtet
man zwei von einer Wendegeraden ausgehende, also entgegengesetzte Drehungen, so decken
sie sich, soweit die kleinere reicht, ganz, und wenn man sie beide wegliisst, so bleiben @ und
der Ueberschuss der Anzabl der vorwirts- und der riickwirtsgerichteten Ueberschreitungen
einer jeden Geraden G ungeindert. Zugleich wird die Anzahl der Wendegeraden um 2 ver-
mindert. Entfernt man so alle Paare von Wendegeraden, so bleiben nur a vorwirtsgehende
Umdrehungen ibrig, wobei sich ubereinstimmend mit Nr. 3 ergibt, dass @ eine ganze Zall

ey
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ist, weil die Endlage der sich drehenden Geraden mit der Anfangslage zusammenfillt. Dann
wird jede Richtung G amal vorwirts, und daher wird sie bei der urspriinglichen Figur a mal
mehr vorwiirts als riickwirts tiberschritten. .

6. Man nennt 2 die Ordnung und @ die Art des Vielecks. Ein 7-Eck z. B., dessen
Seite 3mal den Winkelraum durchliuft, ist von der 7. Ordnung und der 3. Art.

Die gewolnlichen Vielecke sind von der ersten Art. Fig. 8 und 9 zeigen ¢in 7-Eck
von der 2. und 3. Art. 4 kann auch Null sein; dann muss aber 2 > 3, damit das Vieleck
geschlossen wird. Um z. B. ein Viereck Oter Art zu bilden, theile man (Fig. 1) einen Winkel,
der, damit das Viereck geschlossen werden kann, grosser als 2R ist, auf 2Arten in 2 Theile,
so dass jeder Theil kleiner als 2 R, und betrachte die 4 entstandenen Winkel als die Aussen-
winkel eines Vierecks. Die Summe derselben ist dann Null, und ein geschlossenes Viereck
(Fig. 2) mit parallelen und gleichgerichteten Seiten kann gebildet werden.

Es kann auch a negativ sein; aber wir erhalten dadurch keine neue Art von Vielecken;
denn ein Vieleck von der aten Art ist zugleich ein solches von der — aten Art, wenn man die
Vicleckswinkel auf die andere Seite des Umfangs verlegt. Dadurch erhilt jeder Aussenwinkel
und in Folge dessen auch @ das entgegengeselzte Zeichen, olne dass das Vieleck selbst ein
anderes wird. Sollen beim Umlaufen die Vieleckswinkel stets auf der linken Seite liegen, wie
wir angenommen haben, so wird das Umkehren des Zcichens von a durch Umkehren der Um-
laufsrichtung hervorgebracht. Ist diese Umlaufsrichtung willkiirlich, so kann ein Vieleck immer
als. ein solches von positiver Art betrachtet werden; ist die Umlaufsrichtong dagegen vorge-
schrieben, so milssen wir die positive und negative Art unterscheiden.

7. Um die Art @ eines vorliegenden Vielecks zu bestimmen, bilde man zu
ibm die zweite Figur, so gibt nach Nr. 5 der Ueherschuss der Anzahl der positiven iber die
der mnegativen Ueberschreilungen eciner Geraden & das Zeichen und die Grosse von a. Be-
zeichnet man die belichige Richtung G mit ,abwirts, so ist bei einer positiven Ueberschrei-
tung von G die unmittelbar vorher durchlaufene Gerade nach links, die unmiitelbar nachher
durchlaufene nach rechts gekehrt. Die Vieleckssciten, denen sie entsprechen, haben dieselbe
Richtung, bilden daher einen dussersien Eckpunkt links, indem sie beide rechts von der durch
das Eck gelegten Lothrechten licgen; zugleich ist der gebildete Vieleckswinkel offenbar aus-
“springend.  Dagegen entspricht einer negativen Ueberschreitung von & ein dusserster Punkt
rechts des Vielecks mit einspringendem Vieleckswinkel. Daher ergibt sich & aus dem YViel-
eck. sclbst als der Ueberschuss der Anzahl der #ussersten Eckpunkte links mit ausspringendem
Vieleckswinkel iiber die Anzall der tussersten Eckpunkte rechis mit einspringendem Vielecks-
winkel. Dabei ist klar, dass, wenn eine lothrechte Seile des Vielecks vorhanden ist, deren an-
liczende Seiten beide rechts oder links von ihr liegen, diese Seite oder Ein Endpunkt der-
selben als ein dusserster Eckpunkt rechts oder links gezihlt werden muss; dass dagegen,
wenn von den anliegenden Seiten eine rechts, die andre links liegt, entweder beide Endpunkte
oder keiner derselben als solche Punkte zu ziblen sind. Wir wollen uns fiir das lelztere als
{as einfachere entscheiden.

S. Die Summe der Vieleckswinkel # eines n-Ecks ist gleich 7. 2 Rechte weniger der
Summe der Aussenwinkel, weil jeder Winkel gleich 2 R weniger dem Aussenwinkel, oder

W—=n.2R—a.4R=(mn—24a).2R. e

Da bei einem Vieleck a sowell positiv als negativ genommen - werden kann, so folgt,

dass, wenn # der kleinere von beiden dadurch mioglichen Werthen sein soll, @ positiv sein
1* :
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Und da @ =u; 4+ u,, so ist auch

— 4 —

muss. Fir a =0 sind beide Werthe gleich, so dass die Winkel eines Vielecks Oter Art auf
jeder Seite des Umfangs dieselbe Summe haben.
' Da ¥ jedenfalls positiv ist und nicht Null sein kann, so muss wegen Gleichung (1)

n> 2a oder a <;; oder die Zahl, welche die Art eines Vielecks ausdriickt, muss kleiner

als die halbe Anzahl der Seiten sein. Fiir ein n-Eck ist # um so grosser, je kleiner a. Der
grosste Werth, den die Winkelsumme eines n-Ecks annehmen kann, W =n. 2 R, tritt fur
@ =0 cin. Der kleinste Werth wird spiiter bestimmt.

9. Ein Vieleck ist nach der gewohnlichen Begriffsangabe convex, wenn es von einer
Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden kann, oder wenn es nur auf Einer Seite
einer jeden verlingerten Seite liegt. Diese Bedingungen fallen, wie in Nr. 21 bewiesen wer-
den wird, sowohl unter einander, als auch mit der andren zusammen, dass das Vieleck erster
Art und dass jeder Vieleckswinkel kleiner als 2 Lechte oder ausspringend, oder dass jeder
grosser als 2 R oder einspringend oder uberstumpf ist. Die Unterscheidung von convex und
nicht convex ist bei Vielecken andrer als erster Art nicht maiglich, wenn man eine der beiden
ersten Begrilfsangaben anwendet, weil diese Vielecke von einer Geraden stets in mehr als zwei
Punkten geschnitten werden; die Unterscheidung ist aber dieselbe fiir alle Arten von Vielecken
bei Geltung des letzten Begriffes. Da nun der Begriff des Vielecks gegen den gewihnlichen,
der nur solche erster Art umfasst, erweitert wurde, so muss folgerichtig ein Begrifl fiir con-
vex aufgestellt werden, welcher adch fiir diese Erweiterung zuliissig ist, und desswegen sagen
wir: Ein Vieleck ist convex, wenn jeder Winkel desselben kleiner oder wenn
Jeder grosser als zwei Rechte ist.

" Es gibt keine convexen Vielecke der Oten Art, da letztere Aussenwinkel von entgegen-
gesetztem Zeichen, also ausspringende und einspringende Vieleckswinkel haben mussen.

10. Ein Doppelpunkt eines Vielecks ist ein solcher Punkt, der zweien nicht anein-
anderstossenden Seiten desselben gemein ist.

Zerlegt man ein Vieleck ¥ der aten Art durch einen Doppelpunkt in zwei
Vielecke ¥, und V,y deren Arta, und a, ist, wenn man sie in demselben Sinne,
wie als Bestandtheile von ¥ durchliuft, so ist a=a, + a, :

Sind & und ¢ die im Doppelpunkt sich schneidenden Seiten,
sind b, und ¢; deren Bestandtheile in Vis b, und ¢, die in V,,
und beginnt man bei ¢ den Umlauf um ¥, so sei, wenn man
in b angekommen ist, u, die Anzahl der beschriebenen Umdrehungen.
Um 7 ganz durchlaufen zu haben, fehlt noch die Drehung bc =
be aus b; in ¢, so dass

U + be = a,. .
Durchliuft man aber ¥ von & aus weiter, bis man in ¢ angelangt ist, von Neuem u, Um-
drehungen beschrieben und den Umlauf um ¥ vollendet hat, so muss zu der zweiten Bewe-
gung, um ¥, umlaufen zu haben, noch die Drehung ¢b = — bc von ¢, in b, zugefiugt wer-
den, so dass

S Uy — be = a,.

a=a1+ar N
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11. Unter Diagonale eines Vielecks versteht man gewohnlich die gerade Verbindungs-
linie zweier Ecken, welche nicht an einer Seite liegen. Wir wollen in den folgenden Sitzen
unter Diagonale die gerade Verbindungslinie zweier Punkte des Vielecks, welche nicht auf
Einer Seite liegen, verstehen. Wir wollen diese Erweiterung des gewohnlichen Begriffes da-
durch herbeifilhren, dass wir in ihm als Eck jeden Punkt des Vielecks zulassen, an welchem
dann der Vieleckswinkel moglicherweise 2 I ist.

Zerlegt man ein Vieleck ¥ der aten Art durch eine Diagonale in zwei
Vielecke ¥, und V,, deren Art @, und a, ist, wenn man sie in demselben
Sinne, wie als Bestandtheile von ¥ durchliuft, so ist a=@a, + a,— 1, wenn
die Diagonale innerhalb der beiden Vieleckswinkel ihrer Endpunkte liegt,
es ist a==a, + a, + 1, wenn sie ausserhalb dieser beiden Winkel liegt, und
es ist a==a, + a,, wenn sie innerhalb des einen und ausserhalb des andren
von beiden liegt. ‘ '

Sei d die Diagonale zwischen den Ecken § und » mit den
anstossenden Seiten &,, b, und ¢, ¢,, welche in der Folge &,
by ... ¢, ¢, durchlaufen werden, beginne das Durchlaufen des
ganzen Vielecks in der Seile ¢, und sei, wenn man in b; ange-
langt ist, die Anzahl der beschriebenen Umdreliungen 1, so wird
das Vieleck ¥, vollstiindig beschriehen sein, wenn noch die Dre-
hung von b, in d (= b, d) und von & in ¢, (=d c,) zuge-
filgt wird. Daher '

ay=u + 0 d+ dc,
Geht man aber von b, zu b, mit der Drehung b, b, iber und
fihrt fort ¥ zu umlaufen, und hat von b, bis ¢, wieder u, Um-
drehungen beschricben, so muss man zu u, noch die Drehungen
¢, 4 und d b, zufigen, um V, beschrieben zu haben; daher
ay==14y, + ¢; d + d b,
Geht man aber von ¢, zu ¢, mit der Drehung ¢, ¢, tber, so ist ¥ beschrieben, Daher
a=1u + b by u, + ¢ ¢,

Daraus folgt
a=a, +a,+ b+ ¢
wenn b=—=b b, — b d—db,
und N c=1c¢4 € — ¢ d— dcy.
Nun ist aber, wenn 3, die Verlingerung von b, iiber B, unter allen Umstinden Drehung
b, b, = Winkel b," by,
oder by by = W. b b,
und ebenso — b d=—W.b d,
wobei diese Winkel als Aussenwinkel kleiner als 2 R und positiv oder negativ sind, je nach-
dem sie vom ersten zum zweiten Schenkel durch eine Drehung nach links oder nach rechts
beschrieben werden. '

Daher ist b, b, — b, d = W. b, by — W. b d=W.db' + W. b b,=W. ay, b,,
oder es ist b, b, — b; d unter allen Umstinden gleich dem W. @b b,, der durch Drehung
des d in b, und von da in &, stets um den Drehpunkt B erzengt wird. Liegen b, und d
auf derselben Seite von b, b/, so ist by b, — b, d = W. db," b, derjenige Winkel d b,, der
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kleiner als 2 R; liegen sie dagegen auf verschiedenen Seiten von b, b, soist by b, — b, d
= W. db,’ b, derjenige Winkel db,, welcher b," in sich schliesst. In keinem Falle kann W. @3," b,
die Seite b, in sich schliessen. Ferner ist, wenn d’ die Verlingerung von d uber 8,

—dby=—W.d by=W. b, d,
der stets kleiner als 2 R oder als 4 Umdrehung ist. )
" Daber b=W.db b, + W.b,d =W.db'b,d"

Oder b ist der Winkel mit dem Scheitel g, welcher durch Drehung des & durch 2, und 2,
in & beschrieben wird. Er ist, weil dic Grenzschenkel Verlingerungen von einander sind, wenn
man ihn durch 4 R als Einheit misst, jedenfalls ==+ 4, da jede der 3 Drehungen <} ist;
das Zeichen hingt von der Lage des b;" und b, gegen d ab.

Liegt d innerhalb des Winkels b, b,, so folgen bei negativer Drehrichtung aufeinander
by, d, b,. Bei positiver Drebrichtung kann daher @ nur mit Durchschreitung von by nach b,
gelangen. Da aber b, bei Beschreibung des Winkels d b," b, keinenfalls durchschritten werden
darf, so ist W. d b, b, negativ. Da ferner W. @b b, + W. b, &' = + }, und, ohne Be-
achtung des Zeiclens, W. 0, d <4, so muss die Summe das Zeichen des ersten Gliedes
haben, oder es ist diese Summe = b = — 4. '

Liegt & ausserhalb des Winkels &, b,, so folgen bhei negativer Drehrichtung aufein-
ander b,, b,, d. Bei ncgativer Drebrichtung kann daher d nur mit Durchschreitung von b,
nach b, gelangen. Da aber &, bei der Beschreibung des Winkels d b," b, nicht durchschritten
werden darf, so ist W. d b, b, posiliv, und es muss dann, ebenso wie vorhin, b= W. d &,
b, d’ dasselbe Zeiclien haben, oder es ist & = +4- {.

Ersetzt man b, b, b,, durch ¢, ¢, ¢,, so tritt  an die Stelle von 8, und man erhilt
auch fir y das Ergebniss, dass ¢ = — } oder + §, je nachdem d innerhalb oder ausser-
halb des Vieleckswinkels ¢, ¢, liegt. v

Daraus folgen denn die Behauptungen uusres Satzes. Liegt nimlich d innerhalb der
Winkel bei 8 und p, so ist b= —1, ¢ = — § und

a=a 4+ a,—t—Lt=a + a,— 1.,

Liegt d ausserhalb der Winkel bei 8 und p, so ist b=+ §, c= + 4 und

a=a+a,+i+t=a +a+1.

Liegt d innerhalb des Winkels bei S und ausserhalb des bei p, so ist b =— {.
¢ =4 % und

a=a; +a,—t+t=0 + a,

Liegt d ausserhalb des Winkels bei # und innerhalb des bei p, so ist b == + 4,

€ == ~— %- und . ‘
a=a ta,++—4%t=a,+ a,

Zusatz. Schneidet man von einem Vieleck ¥ der aten Art durch eine Diagonale,
welche innerhalb der Vieleckswinkel an ihren Endpunkten liegt, ein Vieleck ¥, der 4 1ten Art
ab, so ist die Art des ubrigen Vielecks ¥, @, = a. Ebenso, wenn die. Diagonale ausserhalb
der Winkel an ihren Endpunkten liegt, und ¥, von der — ften Art ist, ist die Art des
V, a,=-a. Denn im ersten Falle gilt ¢ = a; + a, — 1; fiir g, =1 wird dann @ = &,
Im zweiten Falle gilt @ == a4, 4 a, + 1, was fur a) = — 1 wieder 4 = a, liefert.
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12. Jedes Vieleck, das keine Doppelpunkte hat, ist von der ersten Art,
und zwar von der + lten Art, wenn die Vieleckswinkel auf der inneren, und von der — 1ten,
wenn sie auf der dusseren Seite des Viclecks liegen.

Ein Vieleck 7 ohne Doppelpunkte scheidet den Raum seiner Ebene in einen zusammen-
hingenden endlichen oder inneren und in einen zusammenhingenden unendlichen oder dusseren
Theil. Die Vieleckswinkel liegen auf der inneren Seite des Vielecks, wenn sie und der innere
Raum auf derselben Seite desselben liegen. Da wir ein Vieleck stets so umlaufen, dass die
Vieleckswinkel links liegen, so liegt dann auch der innere Raum links. Beweisen wir, dass
in diesem Falle, wenn also die Vieleckswinkel innen liegen, das Vieleck + 1ter Art ist, so ist
zugleich bewiesen, dass es, wenn die Vieleckswinkel aussen liegen, — 1ter Art ist, weil durch
das Verlegen dieser Winkel auf die andre Seite nach Nr. 6 nur das Zeichen von @ umgekehrt wird.

Legt man durch das Vieleck eine Schnittgerade G, die wir lothrecht nennen wollen, so
ergibt sich, dass sich auf derselben Stiicke Dbefinden, welche abwechselnd im Aussen- und im
Innenraume licgen, dass demnach beim Durchlaufen des Vielecks in den in & aufl einander folgenden
Schnittpunkten diese Gerade abwechselnd nach rechts und nach links itherschritten werden muss,
und zwar im untersien Punkte, unter dem sich susserer Raum befindet, ‘stets nach rechts, im ober-
sten stets nach links. Verschiebt man & von links nach rechts uber das ganze Vieleck, so verschie-
ben sich die Schnittpunkte gegeneinander, olne je ibereinander wegzuschreiten, weil dies nur fiir
Doppelpunkte miglich ist, deren das Vieleck keine besitat. Bezeichnen wir die dussersien Eck-
punkte links, an denen also die zwei anliegenden Seiten rechts vou der durchgehenden Loth-
linie liegen, mit / und die &ussersten Eckpunkte rechls mit r, so mussen diese Punkte in
Paaren von aufeinanderfolgenden / und r vorhanden sein. Sobald die sich bewegende G durch
einen Punkt I geht, tritt ein Paar nebeneinanderliegender Schnittpunkte ein, zwischen welche
spiter wieder ein solches Paar trennend eintreten kann. Geht & durch einen Punkt r, so
treten ein Paar benachbarter Schanittpunkte aus. Es ist nun klar, dass an dem am weitesten
links liegenden Punkte 7, sowie an dem am weitesten rechls liegenden Punkte r der Winkel
ausspringend oder <C 9R sein muss. Denn an beiden muss der untere Schenkel nach rechts,
der obere nach links durchlaufen werden, weil diese Schenkel hier jedenfalls die tiefsten und
hochsten Schnittpunkte liefern. Daler liegt der ganze Vieleckswinkel am ersten Punkte rechts,
am zweiten links von G, ist also jedesmal < 2R. Fehlen weitere Punkte 7 und r, so ist
das Vieleck nach Nr. 7 von der -4 lten Art. Sind dagegen noch mehr Punkte / und 7 vor-
handen, so filhre man & von dem am weitesten rechts liegenden Punkte {, wo zwei Schnitt-
punkte cintreten, nach rechts. Diese ‘Schnittpunkte konnen durch zwischentretende nicht mehr
getrennt werden, weil kein Punkt { mehr durchlaufen wird. Man gehe soweit, bis einer von
beiden Schnittpunkten zuerst einen Punkt r erreicht hat; der andre Schnittpunkt sei gleich-
zeitig s. Man verbinde r und s durch die in G licgende Diagonale d, so bilden die Zige Ir,
Is und die schliessende d ein Vieleck ¥, welches durch eine Diagonale von ¥ abgeschnitten
ist. ¥, bat nur einen dHussersten Punkt links (Z) und einen rechts, der durch die Seite d
ersetzt ist. Liegt d innerhalb ¥, so liegt es auch innerhalb der Vieleckswinkel an seinen
Endpunkten, und dann ist der untere Zug {d nach rechts durchlaufen und V7 ist von der
+4 iten Art. Liegt aber @ ausserhalb ¥, so hiegt es auch ausserhalb der Vieleckswinkel an
seinen Endpunkten, und dann ist der untere Zug Id nach links durchlaufen und V) ist von
der — 1ten Art. In beiden Fillen ist nach dem Zusatze zu Nr. 11 das itbrige Vieleck 7,
von derselben Art wie 7, Durch das Abschneiden des ¥, ist zugleich ein Punkt / und ein
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Punkt r entfernt, die jedoch nach der Art ibrer Wahl nicht die alleraussersten sein konnen;
1 es hat daher V, zwei solche Punkie weniger als V. Entfernt man so stets ein weiteres Paar
:' dieser Punkte, bis nur noch die alleriiussersten iibrig sind, so ist stets die Art des iibrigblei-
] benden Vielecks dieselbe geblieben, und da das letzte Vieleck von der --1ten Art, so ist es auch

.

: das urspriingliche.

i 13. Die Anzahl 4 der Doppelpunkte eines Vielecks Oter Art ist wenig-
; stens 1, und die eines Vielecks 4 ater Art wenigstens a— 1. Der Ueber-
schuss von A itber den kleinstmiglichen Werth ist eine gerade Zahl.

Ein Vieleck Oter Art hat also 1, oder 3, oder 5, . . . Doppelpunkte; ein solches Iter Art 0,
oder 2, oder 4...; eins 2ter Art 1, oder 3, oder 5,...; e¢ins + ater Art & — 1, oder
a + 1, oder a 4+ 3, ... Doppelpunkte. Ein Vieleck — ater Art kann durch Umkehrung der
" Umlaufsrichtung als ein solches <+ ater Art betrachtet werden, worauf es unsrem Satze
' unterliegt.

Iat das Vieleck keine Doppelpunkte, so ist es nach der vorhergehenden Nr. Iter Art,
was unsrem Satze entspricht. Ilat es aber Doppelpunkte, so zerlege man es durch einen
solchen in zwei Vielecke, jedes dieser wieder, bis lkeines mchr einen Doppelpunkt besitat,
also alle von der + 1ten Art sind. Sei ilre Anzahl @, so ist die Anzahl der durch die
Zerlegung weggefallenen, oder der zerlegenden Doppelpunkte @ — 1. Es bleiben nun
v noch die Doppelpunkte iibrig, in welchen sich die einfachen Vielecke schneiden. Ilhre Anzahl
20 muss eine gerade, also 0 Null oder eine ganze Zahl sein, da sich offenbar zwei Vielecke
i erster Art nur in einer geraden Anzahl von Punkten schneiden kinnen. Daher ist

A4=0p—1 4 20. 2)
Nach Nr. 10 ist bei der ersten Zerlegung und dann auch bei jeder folgenden a gleich
der algebraischen Summe der Zahlen, welche die Art der einzelnen Vielecke ausdriicken. Sind

@, und @, die absoluten Zahlen, welche die Anzall der letzten Vielecke 4 Iter und derjeni- ;
gen — lter Art ausdriicken, so ist

i 9=t g e =9 — 9y, 3
b und daher mit Beachtung von (2) 4

“g : d=a—1 + 2p, + 26. @)
. Weil @, eine absolute Zahl, die im Aligemeinen auch Null sein kaun, so ist 2¢, Null

»2;’: oder eine gerade absolute Zahl. Fir @, + 6 =0 ist 4 == a — 1, sonst ist </ um eine ge-
i rade Zahl grosser als ¢ — 1. Bei a =0 kann nicht @, =0 sein, weil dann nach den

Gleichungen (3) auch ¢; =0 und @ = 0 sein milsste, was unmiglich. Daher ist Py =1 ) ;
X der kleinste zulissige Werth, woraus 1 als kleinster Werth von A folgt. Damit sind die Be- |
hauptungen unsres Satzes bewiesen.

14. Wird ein Vieleck von einer Geraden geschnitten, so ist die Anzahl
: Z der Schnittpunkte eine gerade, und die Anzall derjenigen, in welchen die Gerade
von dem Vieleck von der einen zur anderen Seite iberschritten wird, ist gleich der Anzahl
derer mil entgegengesetzter Ueberschreitung. Beim Durchlaufen des Vielecks folgt stets einem
Schnittpunkte der einen Art ein solcher der andren Art.

15. Zu einem Vieleck ohne Doppelpunkte kann stets eine Gerade ge-
funden werden, welche dasselbe in wenigstens zwei Punkten schneidet.
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Denn jede Verbindungsgerade zweier nicht auf Einer Seite licgenden Punkte des Viel-
ecks ist eine Gerade, fiir welche 2> 2. .

16. Zu einem Vieleck mit einem Doppelpunkte kann stets eine Gerad
gefunden werden, welche dasselbe in wenigstens vier Punkten schneidet.

Denn legt man durch den Doppelpunkt eine Gerade, welche von den beiden sich in ihm
schneidenden Seiten beim Durchlaufen des Vielecks in derselben Richtung iiberschritten wird,
so milssen nach Nr. 14 ausser den beiden im Doppelpunkt vereinigten Schnittpunkten noch
2 andre mit entgegengesetzter Richtung des Uebergangs, also im Ganzen 4 solche vorhanden
sein. Daher X 4.

17. Zu einem Vieleck von einer hoheren als der zweiten Art kann stets
cine Gerade gefunden werden, welche dasselbe in wenigstens sechs Punkten
schneidet. . '

Zerlegt man ein solches Vieleck ¥, fir welches also @ wenigstens = 3, durch Doppel-
punkte in Vielecke + 1ter Art, so ist nach Gleichung (3) in Nr. 13 die Anzahl der positiven
um wenigstens 3 grosser als die der negativen. Unter den Doppelpunkien gibt es nach Glei-
chung (2) in Nr. 13 wenigstens 2 zerlegende.

Stossen nun in cinem zerlegenden Doppelpunkte § zwei
Vielecke 17, ¥, + fter Art zusammen, so hat jede durch

ihn gelegte Gerade G wenigstens 4 Punkte mit 77 gemein. 7
Denn sind b, und & die erstdurchlaufenen und b, und ' /

die letztdurchlaufenen Stitcke der beiden sich in B schnei-
denden Seiten, so ist jedenfalls der eine Innenwinkel 4" 0,

X

von ¥, im Innren des andren &, ¥ von 17y enthalten. Wenn

daher G in Winkel 37 by liegl, so liegt sie auch in by &/, und \
R - . . \

da bei Vielecken = 1ter Art Vieleckswinkel und innrer Raum \,

nach Nr. 12 auf derselben Seite des Umfangs liegen, so liegt
ein Stiick von € auch im lnnren von 77 und T7, muss also
jedes ausser in B, in nmoch einemn Punkte, beide zusammen
also in 4 Punkten sclneiden. Liegt dagegen & im Winkel
b, V", so licgt es ausserhalb V), dagegen innerhalb 77, muss dieses also in 2 von f§ ver-
schiedenen Punkten schneiden, und bhat dann mit beiden Vielecken zusammen wieder 4 Punkte
gemein. Die Gerade fp, welche noch durch einen zweiten zerlegenden Doppelpunkt geht, hat
dann jedenfalls 6 Schuittpunkte mit F73 denn y ist kein Schnittpunkt von F7y und T3 es
liegt dalier nur auf einem oder auf keinem von beiden. Im erstren Falle kemmt noch t, im
letztren Falle kommen noch 2 Schnittpunkte zu den fraheren hinzu. Da aber auch im erstren
Falle X gerade sein muss, so ist Z= 6.

Stossen dagegen keine zwei Vielecke + Iter Art in cinem zerlegenden Doppelpunkte zu-
sammen, so muss cs ein  Vieleck 77 - 1ten Art geben, aul welchem 3 solche Doppelpunkte

liegen. Denn ligen auf jedem hichstens 2, und man ginge von einem solchen Vieleck zu .

einem derjenigen beiden uber, welche von ilun durch einen Doppelpunkt getrennt sind, von
diesem zu demjenigen, welches von ihm durch scinen zweiten Doppelpunkt getrennt ist, u. s. w.,
und ehenso nach der andren Scite, so missten, da keine zwei Vielecke = 1ter Art aufein-
ander folgen sollen, zwischen den @ positiven wenigstens @’ — 1 negative Vielecke erster Art

liegen, und das ganze Vieleck konnte hochstens -+ 1ter Art sein. Da aber @ > 2 sein soll,
Wiener, iber Vielecke und Vielflache, ' 2
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so kann diese Voraussetzung nicht eintreffen und es muss ein Vieleck 7’ % lter Art mit we-
nigstens 3 Doppelpunkten geben. Da ferner wenigstens ein negalives Vieleck vorhanden sein
muss, so ist die Anzahl der Viclecke + 1ter Art wenig-
stens gleich 5 (Glelchun"en (3) in Nr. 13, worin p,>1,
a>2, also @ >4) und die Anzahl der zerlegenden
Doppelpunkte wenigstens gleich 4 (Gleichung (2)
Nr. 13). Verbindet man einen vierten solchen § mit
den dreien 8, y, & auf 7’ durch Gerade, so muss Je-
denfalls eine. derselben F’ schneiden, weil man von
einem Punkte hiochstens zwei Gerade nach Punkten
eines Vielecks ziehen kann, die dasselbe nicht schneiden.
Diese Gerade & sei {B. Dieselbe kann nun bei 8
und bei ¢ das ¥’ schneiden, oder bei einem (wie G’),
oder bei keinem von beiden. In den beiden letzten
Fillen muss sie wenigstens 1 oder 2 von 8 und § ver-
schiedene Punkte mit 7’ gemein haben, und dain § und § je 2 Schnittpunkte mit 7" liegen und
die Anzahl der Schnittpunkte eine gerade ist, muss sie ¥ in beiden Fillen in wenigstens 6 Punkten
treffen. Wenn dagegen & bei 8 und § das ¥’ schneidet, so muss es auch jedes der anstossen-
den Viclecke + Iter Art schneiden. Denn & hat dann die beiden in 8 und ¢ zusammen-
stossenden Seiten des P’ aul seinen entgegengesetzten Seiten, daher auch deren Verlingerungen,
welche die Seiten der anstossenden Vielecke sind; es schneidet also auch diese. Dies geschieht
ausser in 8 und § noch in zweien von diesen wcrschledencn Punkten. Daher ist auch in die-
sem letzten Falle unsres Satzes 6.

18. Unter einer Wendeseite eines Vielecks verstehen wir eine solche Seite desselben,
an deren einem Ende der Vicleckswinkel kleiner und an deren andrem er grosser als zwei
Rechte ist. Eine Wendeseite entspricht einer Wendegeraden der zweiten Figur (Nr. 5) Ein
convexes Vieleck kann seinem Degriff nach keine Wendeseiten haben.

Ein Vieleck kann nur eine gerade Anzahl von Wendeseiten haben. Es
folgt dies daraus, dass wenn man beim Umlaufen des Vielecks eine Wendeseite mit einem aus-
springenden oder einspringenden Vieleckswinkel verlisst, man mit einem gleichartigen Winkel
auf die folgende Wendeseite eintreten muss, der letzte Eintritt auf die erste Wendescite aber
nothwendig mit einem Winkel geschieht, ungleichartig von dem, mit welchem man sie verliess.

19. Wir wollen nun noch die obere Grenze der Anzahl X der Schnittpunkte einer
Geraden G mit einem Vieleck bestimmen. Wir bilden zu dem Ende die zweite Figur zum
Vieleck und ziehen darin auch die Entsprechende G” zu G parallel mit derselben.

Dann ergibt sich zunichst, dass wenn in dieser eine Reibe anfeinanderfolgender Geraden
auf derselben Seite von &’ liegen, der Zug der entsprechenden Seiten in der ersten Figur &
nur in Einem Punkte schneiden kann, weil, wenn man den Zug durchliuft und eine zu G
Parallele mitfithrt, diese sich stets in demselben Sinne bewegt, also nicht mehr als einmal mit
G zusammenfallen kann; nur hiermit gleichzeitig kann aber der Zng die Schnittlinie G treffen.
Dagegen zeigt in der zweiten Figur ein Uebergang der Geraden ither &' die Moglichkeil eines
Schnittes der den ubergegangenen Geraden entsprechenden Seiten mit & an. Denn in ihnen
findet gegen letztere ein Zuritckschreiten statt.
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Es ergibt sich also, dass ein Schnilt so oft maglich ist, als in der zweiten Figur die
sich drehende Gerade die & uberschreitet. Wenn man daher zu einem Vielecke (Fig. 3) die
zweite Figur (Fig. 4) bildet und darin jeden durchlaufenen Winkel mit einem Bogen anstreicht,
so ist die paturgemiss immer gerade Anzahl der Schnittpunkte der G mit dem Bogen gleich -
der hochstens moglichen Anzahl der Schnittpunkte der & mit dem Vieleck. Fir & und 6
ist in unserem Falle* X228, fir ¢ und ¢ XZ26. Die Grenzen der Richtungen, welche
228 und TZ6 liefern, ergeben sich bestimmt in den Linien 1" und 6" oder 1 und 6. Es
ist noch zu bemerken, dass, wenn die zweite Figur gegeben ist, man der zugehorigen ersten
durch gehorige Linge der Seiten immer die Eigenschaft geben kann, dass sie eine Gerade so
oft wirklich schueidet, als die Entsprechende in der zweiten Figur von den Bogen geschnilten
wird, dass sie also z. B. eine mit &' DParallele in 8, oder ¢ine mit g’ Parallele in 6 Punkten
wirklich schneidet. ’

20. Um die Kennzeiclien fir die Zahl X an dem Vieleck selbst festzuslellen, bemerken
wir, dass zuniichst ebensooft ein neuer Schnittpunkt mit irgend einer Geraden moglich ist, als
in der zweiten Figur eine Umkehr in der Drehung statifindet, d. i. so oft, als die Anzahl der
Wendegeraden und die damit gleiche Anzahl o der Wendeseiten in der ersten Figur anzeigt.
Wenn ferner auf einem Zuge des Vielecks zwischen zwel aufeinanderfolgenden Vendeseiten
die Drehung von einer zur anderen mehr als § betriigt, so ist die Drehung der entsprechenden
Geraden in der zweiten Figur auch griosser als 4, und dann ist ausser dem durch die Umkehr
der Drehung moglich gemachten Schnitte mit einer Geraden noch ein zweiter maglich und so
fiir jede folgende halbe Drehung. Wir konnen daher, unter Beruicksichtigung, dass X eine
gerade Zalil sein muss, sagen:

Bei einem Vieleck ist die Anzahl X seiner Schnittpunkte mit einer Ge-
raden huchstens gleich derjenigen geraden Zahl, welche gleich oder um die
Einheit kleiner ist, als die Anzahl @ der Wendeseiten vermehrt um die Summe
n der ganzen Zahlen, welche angeben, wie oft eine halbe Dreliung auf den
Ziugen durchlaufen wird, welche durch je zwei aufeinanderfolgende Wende-
seiten abgeschlossen sind. Oder es ist

ZZ04 1 oder TZw +n—1,

je nachdem 7 eine gerade, oder eine ungerade Zahl ist. — Ist keine Wendeseite vorhanden,
so wird der einzige vorhandene Zug durch eine beliebige Seite als Anfang und Ende ab-
geschlossen. — Natirlich kann X nicht grosser als die Anzahl der Seiten des Vielecks sein.

Es leuchtet ein, dass aus der zweiten Figur zu ecinem Vieleck die obere Grenze von X
weiter herunter gesetzt entnommen werden kann, als aus der ersten, zumal wenn die Rich-
'tuno der Schnittgeraden gegeben ist.

Zusatz. Ein convexes Vieleck der alen Art wird von einer Geraden in hochstens
2a Punkten geschnitten. Denn es ist fiir es @ =0 und 7 =2a.

21. Es ergibt sich jetzt sehr leicht die in Nr. 9- behauptete Uebereinstimmung

der dort gegebenen Begriffe von convex.
Ein Vieleck, welches von einer Geraden nur in 2 Punkten geschnitten werden kann,
liegt auch auf nur einer Seite jeder seiner verlingerten Seiten. Denn lige das Vieleck auf
zwei Seiten einer seiner Seiten, so konnte letztere eine Wendeseite sein oder nicht. In erstrem
i ' Falle kann man stets eine Gerade durch sie ziehen, welche auch die beiden anstossenden

r
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Seiten trifft, fir welche also X'> 2; im erstren Falle schneidet die verlingerte Seite das

’:] . . - - . .

B | Vicleck noch in wenigstens 2 Punkten, also eine Parallele mit ibr anf der Seite der an-

; : stossenden Seiten in 4 Punkten. Umgekelrt, liegt ein Vieleck nur auf einer Seite jeder seiner

} ' - Seciten, so kann es von einer Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden. Denn wiirde

L -

es in mehr als zweien geschnitten, so lige es auf beiden Seiten der durch einen miltleren
: Schnittpunkt gelienden Seite. — Endlich ein Vieleck, welches von einet Geraden nur in zwei
Punkten geschnitten wird, ist in dem von uns angenommenen Sinne convex und von erster
] Art. Denn wire es nicht convex, so hitte es eine Wendescite, und wiire es nichit erster Art,
so litte es eincn Doppelpunkt, und wirde beidesinal in mchr als zwei Punkten geschnitten
werden konnen. Umgekelrt kann ein convexes Vicleck der ersten Art nach dem letzten Zu-
satz von einer Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden.

99 Diese Siitze iiber die Anzahl der Doppelpunkte und der Schnittpunkte mit einer
Geraden sind von der Anzabl der Seiten unablingig; sie gelten daher auch fir die Grenze
von unendlich viclen Seiten oder fiir krumme Linien, da bei dem Erreichen der Grenze keine
Unstetigkeit cintritt. Die Wendeseite wird dann zar Wendelangente, d.i. zur Tangente in einem
Wendepunkte.

93. Als Flicheninhalt eines Vielecks wird gewshnlich der endliche oder kleinere
der beiden Riume bezeichnet, in welche das Vicleck scine unbegrenzte Ebene theill.  Dabei
entsteht kein Zweifel, so lange keine Doppelpunkie vorhanden sind. Sind aber deren vorlian-
den, so ist der Flicheninhalt nach obigem Begriffe zweifelhaft. Das Gesetz der Stetigkeit for-
dert, dass dann positive und negative Flichenriiume unterschieden werden. Denn selzt man
bei einem Viclecke, dessen Seiten sich nicht schneiden, aufl eine Seile ¢in nach aussen liegendes
: Dreieck auf, um welches die Fliche des Vielecks vermelrt wird, nihert dann den neuen Eck-
L : punkt der fritheren Seite, so nimmt der Zuwachs der Fliche ab und wird beim Durchgang
*L durch die Seite Null und beim Eindringen ins Innere negativ. Die dann stattfindende Abnahme
der Fliche vergrossert sich stetig um das wachsende, nach innen gekehrie Dreieck. Damit
i diese Stetigkeit bei einem zweiten Durchgang des Punktes durch das Vieleck nicht unter-
brochen wird, muss nicht nur der bis zu demselben reichende Theil des Dreiecks abgezihit,
sondern auch noch der ausserhalb befindliche mit negativem Zeichen zugefiigt werden. Der
ganze Inhalt kann dann auch negativ werden.

‘ Dassclbe Ergebniss wird in einfacherer und allgemeiner Weise erhalten, wenn man den
: Inhalt eines Vielecks fiir die algcbraische Summe der Flichen erklirt, welche eine Ge-
! rade beschreibt, deren cines Ende sich stets in einem festen Punkte der Vielecksebene befindet,
und deren anderes Ende das Vieleck einmal beschreibt, wobei die durch Drehung der Geraden
in einem Sinne bescliriebenen Flichentheile positiv, die durch Drehung in entgegengesetztem
Sinne beschriebenen negativ sind. Man sieht, dass nach der Wahl der positiven Drehrichtung
s der Inhalt desselben Vieleeks positiv und negativ werden kann. Wihlt man bei einem con-
vexen Vielecke der ersten Art den willkirlichen Punkt im Inneren, so bekommen alle Flichen-
theile dasselbe Zeichen, sonst entgegengesetzte. Wihlt man den Punkt im Unendlichen, so
treten auch negative Flichentheile auf. Man kann dann alle Flichentheile offenbar ohne
Aendrung des Ergebnisses auch von einer die Richtung nach jenem Punkte schneidenden
Geraden an zihlen, und wenn man dieselbe senkrecht schneiden lisst, erhilt man das bei
rechtwinkligen Coordinaten gebriuchliche Verfahren der Flichenbestimmung. Die sonst drei-
eckigen Flichentheile werden dann Paralleltrapeze. Bei einem Vielecke ater Art kommen

e
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immer Flichentheile vor, welche bei dieser Begriffisbestimmung des Flicheninhalts zwei- oder
mehrfach zu demselben gezihlt werden miissen; aber gerade die dadurch alsbald herbeizu-
filhrenden mit anderen Ergebnissen abereinstimmenden Folgerungen sind ein weiterer Grund,
welcher uns zu dieser Begrifflsangabe bestimmt.

24. FEin regelmissiges Vieleck ist ein solches, dessen Seiten untereinander und 4

dessen Winkel untereinander gleich sind. Man betrachtet gewdhnlich nur die erste Art, es 2
gibt aber auch solche héherer, jedoch keine Oter Art. Denn die regelmassigen Vielecke ¥
sind jedeufalls convex, da alle Winkel gleich, also alle kleiner oder alle grosser als 2 R sind. ';7
Wir nennen die kleineren die Vieleckswinkel. Die Vielecke Oter Art sind aber niclit convex. g

25. Um jedes regelmassige Vieleck und in dasselbe lasst sich ein Kreis Fy
beschreiben. o
Diese Eigenschaft ist unabhingig von der Art des Vielecks. Der Mittelpunkt beider
Kreise ist der gemeinschaftliche Schnittpuukt O aller Geraden, welche die Seiten des Vielecks
cenkrecht halbiren. Denn errichtet man in den Mitten zweier aufeinander folgender Seiten

Senkrechie und wiederholt dieselbe Construction an zwei anderen aufeinanderfolgenden Seiten, i
so kann man wegen der Gleichheit der 2 Winkel und aller 4 Seiten die zweite Figur in 2 i
Lagen mit der ersten zur Deckung bringen, woraus folgl, doss die durch den Schuittpunkt ’ o

zweier aufeinanderfolgenden Senkrechten auf diesen abgeschnittenen Stiicke alle gleich sind.
Die Senkrechten auf der ersten und dritten Seite schuelden daber gleiche Stiicke derjenigen
auf der zweiten ab, oder alle drei schneiden sich in demselben Punkte O, durch welchen
dann auch die Senkrechten auf der vierten und auf allen folgenden Seiten gehen. Dieser
Punkt ist gleich weit von allen Ecken und von allen Seiten entfernt, er ist daher der Mittel-
punkt des umschriebenen und des cingeschricbenen Kreises,

Man erhalt demnach die Eckpunkle eines regelmassigen n-Ecks erster Art, wenn man
den Umfang eines Kreises in n gleiche Theile theilt. :

Um die Eckpunkie eines regelmissigen n-Ecks ater Art zu erhalten, muss man den o

afachen Umfang in ngleiche Theile theilen; jeder Theil wird dann amal —)11 des einfachen L

Umfangs. Es fallen also fir denselben umschriebenen Kreis und denselben Anfangspunkt
alle Eckpunkte aller Artem von n-Fcken in die der ersten Art hereir, und man erhilt das
n-Eck ater Art, indem man die n Theilungspunkte des Kreises von a zu a verbindet.

26. Es gibt so viel Arten eines regelmassigen n-Ecks, als es Primzahlen

.on—1 .
zu 2 ven 1 bis gibt.
Ist @ kleiner als » und eine Primzabl zu =z, ist der Kreisumfang in 2 gleiche Theile
= getheilt, und geht man von Theilungspunkt zu Theilungspunkt jedesmal um a Theile weiter,
so kommt man erst dann zum Ausgangspunkte zuriick, wenn man alle n Punkte durchschritlen

und @mal den Umfang durchlaufen hat. Denn wenn man zum erstenmal zum Ausgangspunkie
zurickkehbrt, so muss die Anzahl der durchlaufenen Theile (= % des Umfangs) das kleinste

Vielfache von ¢ und von 2, d. h. a.n sein. Daher muss man 2 verschiedene oder alle
n Theilungspunkte und emal n Theile oder amal den Umfang zurickgelegt haben.

Sind dagegen a und 7 keino Primzahlen gegeneinander, so sei @ ihr grisster gemein-
schaftlicher Theiler, und es sei @ =a’. ®, n =n'. ©@. Dann ist das kleiiiste gemeinschaft-
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a.n. O
liche Vielfache = a’. #’. ®, so dass man bei der Rickkehr zum Ausgangspunkte . =

’

o . . .
n’ mal eine Seile und - = a’mal den Umfang zurickgelegt hat. Das regelmassige

sy ’ a .
Vieleck hat daher nur n—:-(% Seiten und seine Art ist durch &' = & ausgedriickt. Es werden
also von den 7 Theilungspunkten nur diejenigen von @ zu @ durchlaufen. Es muss daher,
damit ein n-Eck entsteht, ¢ Primzahl zu » sein.

Da eine Seite des Vielecks zugleich eine Sehne zu @ und zu n—a Theilen des Kreises
ist, so liefert n—a, an die Stelle von @ gesetzt, kein neues Vieleck. Oder, jeder Werth von

@, der grosser als % ist, liefert dasselbe Vieleck, welches schon durch den Werth von g,

der jemen zu =n erginzt, geliefert wurde. Da ferner 3 keine Primzahl zu n sein kann,
. .on—1 .

so gibt es so viele Arten von n-Ecken, als es Primzahlen zu n vou 1 bis 5= gibt.

97. Wenn eine Zahl n die einfachen Factoren o, 8, 7... hat, so dassn=aP 1 )" ..., wop, ¢, r
ganze positive Zahlen, so ist bekanntlich die Anzahl der Primzahlen zu z, welche kleiner sind als n,

ausgedrickt durch n (1 — i—) (1 — %) (1-— 1;) ... Da nun zu jeder Primzahl eine zweite

gehort, welche die Erginzang der ersten zu n ist, und da beide in unserem Falle dasselbe
Vieleck liefern, so ist die Anzahl & der Arten eines regelmassigen n-Ecks nur die
Hilfte der obigen Zahl, oder es ist

, R 1 1 1
r=50- (=5 0=%)--
. . . . ;__n—1
Wenn 7 eine Primzahl, ist ¢ = n und N = 5
Man findet pach diesen Formeln, dass es von dem Dreieck nur eine Art gibt, von dem
Viereck nur 1, von dem Finfeck 2 (Fig. 5, 6), von dem Sechseck 1, von dem Siebeneck 3
(Fig. 7. 8, 9), von dem Achteck 2 (Fig. 10, 11), von dem Neuneck 3, von dem Zehneck 2,
von dem Elfeck 5, von dem Zwolfeck 2 Arten.

28. Die Summe # der Vieleckswinkel wird um so kleiner, je grosser a. Fir
die drei einzigen regelmassigen Vielecke, welche nur in Einer Art vorkommen, namlich das
Dreieck, Viereck und Sechseck, ist der Reihe nach W =—2R, W =4R, W=8R. Wil
man fiir die ibrigen den kleinsten Werth von 7 finden, so muss man in die Formel (1) Nr. 8

W= (n—2d).2R
die grosstmoglichen Werthe von a einfiuliren. Fir n ungerade ist diess a = ’—1—;—1, dann
wird W =2R. Fur n doppelt gerade, oder theilbar durch 4, ist die grosste Primzahl,

welche kleiner als ;iist, a =;— —1; dafir wird W =4 R. Fir n einfach gerade ist far

n . . .
a =g 2, W =8R. Es sind diess dieselben Werthe, wie bei den drei Vielecken einzi-

ger Art.
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Far unregelméssige Vielecke gilt nur die Bedingung der Nr. 8 a < !21' woraus fir
n ungerade: W =2 R, fir n gerade: n = 4 R als kleinster Werth der Winkelsumme folgt.

29. Man bemerkt, dass die regelmissigen Vielecke hiherer Art die Gestalt von Sternen
haben. Sie fallen in den Begrill der regelmassigen Vielecke ebenso herein, wie die erster
Art. Die Eigenthumlichkeit, dass sich die nicht aneinanderstossenden Seiten ohne Verlinge-
rung schneiden, wihrend sich die der ersten Art nur durch Verlingerung treffen, widerspricht
nicht dem Begriffe der Regelméssigkeit, wie er in Nr. 24,  uibereinstimmend mit dem allge-
meinen Gebrauche, aufgestellt wurde. Es wird nur gewdhnlich noch stillschweigend die An-
forderung der Counvexitit im engeren Sinne gestellt. Diess geschieht hier nicht; die Anfor-
derung der Convexitit im erweiterten Sinne wird von selbst erfallt. Jedenfalls bilden die
Schnittpunkte nicht zusammenstossender Seiten ebensowenig bei den Vielecken hoherer Art
wie bei denen erster Art Eckpunkte, an denen Vieleckswinkel liegen.

Noch bestimmter spricht hier die Apalysis, in welcher die Vielecke verschiedener Art
ganz gleich berechtigt erscheinen. So erhilt man, wenn r den Halbmesser des umschriebenen
Kreises bedeutet, durch die Formel )

r /545
2
die Seite des regelmassigen Finfecks, sowohl erster als zweiter Art. Ebenso liefert
r
5

die Seiten der beiden einzig moglichen Arten des regelmassigen Zehnecks (1. und 3. Art).

(—1+¥5)

30. Der Flacheninhalt eines regelmissigen Vielecks hoherer Art ist durch
den vorhin [esigestellten allgemeinen Begriff bestimmt. Wahlt man als willkiirlichen Punkt
den Mittelpunkt, so ist die Fliche des n-Ecks gleich der Summe der n Dreiecke, welche die
Seiten zu Grundiinien und den Mittelpunkt zur gemeinschaftlichen Spitze haben. Man be-
merkt, dass demnach bei einem regelmissigen n-Eck ater Art der Kern, welcher ein regel-
missiges n-Eck erster Art ist, amal, andere Theile weniger oft und die Flichentbeile zunichst
bei den Ecken nur einmal zur Fliche gezahlt werden missen.
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Il Ueber Viclflache.

31. Ein vollstandiges karperliches Vieleck der nten Ordnung oder ein
vollstaindiges korperliches n-Eck besteht aus n Punkten, dic nicht in Einer Ebene lie-
gen, und aus der Gesammtheit der Geraden und Lbenen, welche diesclben durch ihre Ver-
bindung bestimmen.

Ein vollstindiges Vielflach oder Polyéder der nten Ordonng oder ein
vollstindiges n-Flach Dbesteht aus n Ebenen, die nicht durch Einen Punkt gehen, und aus
der Gesammtheit der Geraden und Punkte, welche dieseiben durch ihre Durchschnitte bestimmen.

Ein einfaches korperliches Vieleck ist dasselbe Gebilde wie ein einfaches
Vielflach. Der Unterschied in der Benennung fabrt auch eine andere Ordnung nach sich,
jndem die Anzahl der Ecken und Flichen im Allgemecinen verschieden ist.  So ist das Ikosa-
éder ein korperliches 12Eck und ein 20Flach. Wir folgen der gebriuchlichen Benennung
nach der Anzalil der Flichen und sagen:

Ein einfaches Vielflach oder Polyéder der nten Ordnung oder ein ein-
faches n-Flach ist die Gesammtheit von neinfachen ebenen Vielecken, von denen jedes
jede seiner Seilen mit einer Seite Eines andren Vielecks gemein hat.  Daraus folgt von sclbst,
dass die Gesammtheit der Vielecke eine von allen Seiten geschlossene Oberfliche bildet.

32. Die das Vielflach bildenden Vielecke heissen Seitenflichen oder Seiten. Die
gemeinschalllichen Seiten zweier aufeinanderfolgender Seitenflichen heissen Kanten. Jede
Kante gehirt zweien und nicht mehr als zweien Seitenflichen an. Die Punkte, in welchen
die Enden mehrerer Kanten zusammenfailen, heissen Ecken. An jedem Ecke bilden die an
ibm zusammenstossenden Secitenflichen ein korperliches Eck; es miissen von jedem Ecke
wenigstens drei Scitenflichen und drei Kauten ausgehen. Die Kanten winkel sind die Innen-
winkel der Seitenfiichen.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Begriff der Fiachenwinkel. Die an jeder Kante
zusammenstossenden beiden Flichen bilden zwei Flichenwinkel, welche zusammen 4 Rechte
betragen. Bildet man das Netz des Vielflachs, indem man dasselbe nach einer Reihe von
Kanten &ffnct und um die andern Kanten alle Seitenflichen der Reihe nach in die Ebene
einer solchen umklappt, unterscheidet man dann die beiden Seiten dieser Ebene, etwa durch
weiss und schwarz, und bildet dann wieder durch Zurickbiegen das Vielflach, so sind die
Flachenwinkel desselben dicjenigen, welche von derselben Seite jener Ebene, entweder der
weissen oder der schwarzen, gebildet werden.

33. Man unterscheidet Vielflache verschiedener Art. Ein Vielflach ist von.der
Aten Art, wenn man in seinem Innren einen derartigen Punkt angeben kann, dass jede durch
ilin gelegte Ebene das Vielflach in einem Vieleck 4ter Art schneidet. Die Projection des
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Vielftachs auf eine um jenen Punkt als Mittelpunkt gelegte Kugel, von diesem Punkte aus, be-
deckt dann die Kugel an jeder Stelle mindestens 4mal. Doch ist die 4fache Kugelbedeckung,
cbensowenig wie bei einem Vieleck die afache Kreisbedeckung, fir sich ein Beweis, dass das
Vielllach von der Aten Art ist. Es kann dasselbe Ergebniss bei einem Vielflach niederer Art
durch Flachenwinkel, die theils kleiner theils grosser als 2 Rechte sind, bewirkt sein. Nur
bei einem Vielflach mit Winkeln, die alle kleiner oder alle grisser als 2 R sind, ist bei
Afacher Kugeldeckung nothwendig auch die Art durch 4 ausgedrickt. »

34. Der Begrifl der Convexitat muss fir die Vielllache ebenso wie fir die Vielecke
erweilert werden. Gewohnlich nennt man ein Viellach convex, wenn es von einer Geraden
nur in zwei Punkten geschnitten werden kann, oder wenn es nur auf Einer Seite jeder ver-
lingerten Seitenfliche liegt. Beide Bedingungen fallen wieder zusammen. Zunichsl wenn
ein Vielflach von einer Geraden nur in 2 Punkten geschnitten werden kann, so liegt es nur
auf Einer Seite jeder Seitenfliche. Denn lige es auf beiden Seiten einer solchen, so wirde
durch eine Schnittebene ein Vieleck zu liefern sein, welches aal beiden Sciten von einer
Seitenlinie lage, und dann misste nach Nr. 21 diess Vieleck und damit das Vielflach
von einer Geraden in mehr als 2 Punkten geschnitten werden kdnnen. Und umgekelrt,
wenn ein Vielflach hur auf Einer Seite jeder Seitenfliche liegt, so wird es von jeder durch
eine Schnitigerade gelegten Ebene in einem Vieleck geschnitten, das nur auf Einer Seite jeder
Seitenlinie liegt, und dann kann nach Nr. 21 dieses und damit das Vielllach von der Geraden
nur in 2 Punkten getroffen werden. :

Abweichend hiervon wollen wir ein Vielflach convex nennen, wenn alle seine Fla-
chenwinkel kleiner als 2 Rechte, oder wenn alle grosser als 2 Rechie sind; im lelztren Falle
sind alle ihre Erganzungswinkel zu 4 R kleiner als 2 R, und diese wollen wir dann die Fla-
chenwinkel nennen. Nicht convex ist ein Vielflach, wenn es Flichenwinkel besitzt, welche
kleiner, und andre, welche grosser als 2 R sind.  Bei gewohnlichen Vielllachen, d. i. bei denen
erster Art, liefert dieser Begrilf dieselben Unterscheidungen, wie die vorher angefihrten. Ein
solches Vielflach kann nimlich ven einer Geraden nur in 2 Punkten geschnitten werden. Denn
eine durch die Schnittgerade gelegte Ebene schneidet das Viclflach in einem Vieleck erster
Art, dessen Winkel alle kleiner als 2 R, weil sie die Schoitte mit Flichenwinkeln sind, die
ebenfalls kleiner als 2 R. Ein solches Vieleck und damit das Vielllach kann aber nach
Nr. 21 von der Geraden nur in 2 Punklen geschnitten werden. Und umgekehrt, wenn das
Vielflach von jeder Geraden nur in 2 Puukten geschnitten wird, so miissen alle durch die Schnitt-
gerade gelegte Ebenen nur Vielecke erster Art liefern, deren Winkel alle kleiner als 2 R sind;
und dann muss auch das Vielflach erster Art sein und nur Flachenwinkel kleiner als 2 R
haben. — Auf die Vielflache hoherér Art kann aber nur der letztere Begriff von convex iiber-
tragen werden, indem dieselben, entsprechend den ebenen Vielecken, nach den beiden ersteren
Begriffen keine Unterscheidung zuliessen, sondern alle nicht conves waren.

35. Um die Anzahl der maoglichen Schaittpunkte einer Geraden mit
einem Vielflach zu bestimmen, wenn eine Ebene gegeben ist, in welcher die Gerade lie-
gen sol, bestimme man den méglichst grossen Werth jener Zahl far das Schoittvieleck der
Ebene mit dem Viellach. Soll die Gerade durch cinen im Endlichen oder Unendlichen ge-
gebenen Punkt gehen, so projicire man von ihm aus das Vielflach auf eine Ebene; dann ist

die grosste Zahl, welche das Vielfache der Projectionen von Seitenflachen an irgend einer
Wiener, ber Vielecke und Vielflache. 3
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f Stelle angibt, die gesuchte Zahl. An die Stelle der Ebene kann auch eine Kugel treten, wo-
+ bei die Summe des Viellachen auf gegeniberliegenden Stellen genommen werden muss.

36. Der korperliche Inhalt eines convexen Vielflachs erster Art ist der

; , endliche oder kleinere der beiden durch das Vielflach geschiedenen Raume. Ein innrer

N Punkt ist ein solcher, von welchem aus man nicht in den unendlich fernen Raum gelangen

kann, ohne das Vielflach geschnitten zu haben. Den korperlichen Inhalt eines Viel-

4 . flachs im Allgemeinen kann man wieder ganz entsprechend wie den eines Vielecks fest-

: ; ) stellen. Man schneidet das Vielflach durch Ebenen, welche alle durch eine beliebige Gerade

gehen, und von denen jedenfalls durch jeden Eckpunkt eine gelegt sein soll. Die aufeinander-

,i i folgenden Schnittvielecke haben entsprechende, d. h. aul derselben Seitenfliche des Vielllachs
4
{

e Rzt

liegende Seiten, wovon jedoch die eine zu einem Punkte geworden sein kann. Durch die
‘ Ebene zweier solcher Vielecke und den zwischen ihnen liegenden zum Vielflach gehorigen
.,H i ‘ Flachenzug ist eine keillormige korperliche Schicht abgegrenzt. Den korperlichen Inhalt der-

‘ selben erhalt man, indem man ein Dreieck legt, dessen eines Eck in einem beliebigen Punkte
jener beliebigen Geraden und dessen beide andre Ecken auf entsprechenden Seiten der Viel-
ecke liegen. Indem man dieses Dreieck sich so drehen lisst, dass sein erster Punkt seiné
Stelle nicht andert und jeder der beiden andren Punkte eines der Vielecke beschreibt, be-
schreibt es den korperlichen Inhalt einer Schicht. Die Raumtheile sind positiv oder negativ,
je nachdem sich das Dreieck nach der einen, oder nach der entgegengesetzten Richtung
“dreht. Die Summe der korperlichen Inhalte der Schichten ist der kdrperliche Inhalt des Vielflachs.

37. Ein regelmissiges Vielflach ist ein solches, dessen Seilen congruente regel-
missige Vielecke und dessen Flachenwinkel gleich sind.

Daraus folgt die Congruenz aller Ecken und die Eigenschaft, dass wenn man zwei regel-
: massige Vielflache von gleichen Seiten und Flichenwinkeln mit einem Paare von Ecken zum .
; Decken bringt, sie sich mit allen Stiicken decken. i
' Alle regelmissigen Vielflache sind convex, da alle Flachenwinkel gleich, also alle klei- :
ner, oder alle grosser als 2 Rechite sind. Wir nennen in Zukunft nur die kleineren die ;
Flachenwinkel. ,

A e
e i A 3 Nl L Bt o

y 38. Um jedes regelmiassige Vielflach und in dasselbe lasst sich eine
i | Kugel beschreiben. Die Mittelpunkte beider fallen in einen Punkt zusammen, der auch
. : der Mittelpunkt des Vielflachs heisst. Dieser Satz ist unabhangig von der Art des Vielflachs,
: d. i. von der Anzahl, wie oft dasselbe den inneren Raum umhilit. Jener Mittelpunkt ist der
gemeinschaflliche Schnittpunkt der Senkrechten, welche man in den Mitten aller Seiten er-
richtel. Denn errichtet man in den Mitten zweier zusammenstossender Seiten Senkrechte, so
schneiden sich dieselben, weil sie in der Ebene liegen, welche die Grenzkante senkrecht hal- .
birt. Jedes solche Paar von Seiten kann mit jedem anderen Paare auf zwei Arten zur
Deckung gebracht werden, und da dann auch die Senkrechten und die auf ihnen gebildeten
Abschnilte zur Deckung kommen, so sind alle vier Abschnitte unter einander gleich. Die
Senkrechte einer Seite wird daher von denen aller anstossenden Seiten in demselben Punkte
getroffen; durch denselben Punkt gehen die Senkrechten der daran stossenden Seiten und so
der Reihe nach aller folgenden, so dass sie alle durch Einen Punkt gehen. Derselbe ist

1

! gleichweit von allen Ecken und von allen Seiten entfernt, ist also der Miltelpunkt der um- ]
: l schriebenen und der eingeschriebenen Kugel.
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39. Die zweilen Endpunkte aller von einem Eck eines regelmiassigen
Vielflachs ausgehenden Kanten bilden ein regelmiassiges Vieleck. Denn da
die Kanten gleiche Sehnen der umschriebenen Kugel sind, so liegen die zweiten Endpunkte
‘auf einem kleinen Kreise, zu welchem der gemeinschaltliche erste Endpunkt der Pol ist. Ver-
bindet man die zweiten Endpunkte durch Gerade auf den Seitenflichen des Ecks, so sind
diese als entsprechende Seiten congruenter Dreiecke gleich. Sie Dilden daler ein in jenen
kleinen Kreis eingeschriebenes regelmissiges Vieleck.

40. Um ein regelmiassiges Vielflach zu bilden, dessen Seiten n-Ecke und des-
sen Ecken »flichig sein sollen, stelle man zuerst ein Eck desselben her. Zu dem Ende
bilde man, dem vorhergehenden Satze gemiss, ein regelmissiges v-Eck, dessen Seite gleich
der Diagonale des eine Seitenfliche bildenden regelmissigen n-Ecks iiber 2 Seiten ist, und
setze dariiber eine gerade Pyramide, deren Endkanten gleich den Seiten des n-Ecks sind. An
der Spitze der Pyramide ist dann das verlangte Eck gebildet, dessen Seitenllichen man zu
den n-Ecken vervollstandigen kaun. Von den gewshnlichen regelmissigen Vielflachen wird still-
schweigend — nicht durch die Begriffsangabe — verlangt, dass sie convex in dem Sinne

.sind, dass sie von einer Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden kénnen; daher
darf das n-Eck und das v-Eck nur von der ersten Art sein, weil jeder dieser Umstinde far
sich mehr als 2 Schnittpunkte maoglich macht. In diesem Falle muss die Summe der Kan-
tenwinkel am Fcke << 4R sein, woraus bekanntlich folgt, dass fir = 3 nur sein kann:
v=3, v=4, v=0_0, fir n=4: v =23, far n =25: » = 3. Dadurch sind 5 Arten von
moglichen Ecken bestimmt. Da wir aber diese Anforderung nicht stellen, sondern allein den
aufgestellten Begriff cines regelmassigen Vielflachs erfillen wollen, wobei Gbrigens das Gebilde
von selbst convex in dem erweiterten Sinne wird, so ist eine unbegrenzte Anzahl Arten von
Ecken maéglich, welche einem regelmissigen Vielflach angehoren konnten. Es konnen nam-
lich beide vorkommende regelmassige Vielecke von hoherer Art sein, nimlich das n-Eck von '
der aten und das v-Eck von der aten Art. Wir wollen dabei unter einem kérperlichen
Ecke von der aten Art ein solches versichen, welches von einer Ebene in einem
Vieleck der aten Art geschnilten wird. Unser Eck des Vielflachs ist dann von derselben Art «, -
wie das v-Eck. Die einzige Beschrinkung, welche bei der Bildung der Ecken besteht, ist
die, dass der Halbmesser des dem w-Eck umschriebenen Kreises kleiner als die Seite des
n-Ecks sein muss. '

Um zu dem gebildeten Ecke das ganze Vielflach herzustellen, muss man an den End-
punkten seiner Kanlen gleiche Ecken bilden, welche immer die zwei in der Kante zusammen-
treffenden Seitenflichen mit dem ersten Ecke gemein haben, und muss so fortfahren, bis man
ein geschlossenes Vielflach erhilt. . Diess ist bei den oben erwilnten 5 Arten von Ecken
moglich, wie man durch Verfolgen von Eck zu Eck bis zum Schlusse nac11“'e§st. Man findet
dann, dass

aus n = 3, v = 3, das Vierflach oder Tetraéder,

aus n =3, v =4, das Achtilach oder Oktaéder,

aus 7 =3, v =5, das Zwanzigflach oder lkosaéder,

aus n = 4, v =3, das Sechsflach oder Hexadder, oder der Warfel,

aus =5, v==23, das ZwollNach oder Dodekaéder

gebildet wird. ) )
3*




B .
e . 2 . Cale oi@r % & . " v mramms = - e A ST e

— 20 —

-

Von den unzihligen anderen Ecken, welche selbst, oder deren Seitenvielecke hoherer
Art sind, fihren abet pur vier zu einem geschlossenen regelmissigen Vielllach. Um dieses
zu beweisen, sind zwei Sitze nolhig, welche zwar fast von selbst einleuchten, die aber doch,
um jeden Einwand zu beseitigen, bewiesen werden sollen.

41. Sind irgend welche Punkte im endlichen Raume einer Ebene ge-
geben, so kann man immer ein, aber auch nur ein convexes Vieleck der
ersten Art finden, dessen Ecken sich unter den gegebenen Punkten befinden,
unddas dieibrigenPunkteinseinemInnerenoderinseinenSeiten einschliesst.

Man ziehe von jedem Punkte einseitige Strahlen mach allen iibrigen Punkten. Diejeni-
gen Punkte, an denen diese Strahlen in einem Winkel, der\< 2 Rechite ist, eingeschlossen
sind, werden Ecken, die aussersten Strahlen Seiten und jener Winkel ein Winkel des Viel-
ecks. Solche Punkte sind immer maoglich. Denn verschiebt man eine Gerade in der Ebene
der Punkte, bis auf ibrer einen Seite keine der Punkte mehr liegen, sie aber durch einen
derselben geht, was wegen der Endlichkeit der Abstande stets moglich ist, so ist dieser letz-
tere Punkt ein Eck, von dem die 2 bezeichneten Seiten ausgehen. Der andere Punkt auf
einer Seite oder, wenn mehrere darauf liegen, der dusserste, ist dann ein weiteres Eck.
Die so gebildete Figur ist ein geschlossenes Vieleck, weil von jedem Eck zwei Seiten aus-
gehen; das Vieleck ist convex, von der ersten Art und schliesst alle Punkte, die keine Ecken
sind, in seinem Inneren oder seinen Seiten ein, weil auf der einen Seite jeder Seitenlinie
keine der Punkte liegen; es ist nur in Einer Art moglich, weil die Eckpunkte und die beiden
von jedem ausgehenden Seiten ganz bestimmt sind.

' 42. Sind irgend welche Punkte im endlichen Raume gegeben, so kann
man immer ein, aber auch nur ein convexes Vielflach der ersten Art finden,
dessen Ecken sich unter den gegebenen Punkten befinden, und das die abri-
gen Punkte in seinem Inneren oder in seinen Seiten einschliesst.

Man ziehe von jedem Punkte einseitige Strahlen nach allen aibrigen Punkten. Diejeni-
gen Punkte, an denen diese Strablen auf derselben Seite einer durch den Punkt gelegten
Ebene liegen, werden Ecken des Vielflachs. Man erkennt dies dadurch, dass man alle Strah-

. len oder ibre rickwirts gehenden Verlingerungen durch eine Ebene schneidet. Ist es mog-
lich, die ersteren Punkte von den letzteren durch eine Gerade za trennen, so liegen die
Strahlen auf derselben Seite der durch diese Gerade und den Scheitel des Strahlenbiindels
gelegten Ebene. Solche Punkte sind immer maglich. Denn verschicht man eine Ebene, bis
auf ihrer einen Seite keine der Puvkte mehr liegen und sie durch einen derselben geht, so
ist dieser letztere ein solcher. Um die von einem Eck ausgehenden Seitenflichen zu erhal-
ten, schneide man die Strahlen durch eine Ebene, parallel mit derjenigen, von welcher die
Strahlen auf einer Seite liegen, lege um und durch die Schnittpunkte ein convexes Vieleck
erster Art nach Nr. 41, so sind die Ebenen, welche durch dessen Seiten und den Scheitel
des Strahlenbiindcls gehien, Seitenflichen des Vielflachs. Auf jeder Kante des entstandenen
korperlichen Ecks liegen noch einer oder mehrere der gegebenen Punkte; der eine oder der
dusserste von den mehreren ist ein weiteres Eck des Vielflachs.

Das so erzeugte Gebilde ist ein geschlossenes Vielflach, weil von jedem Eck ein ge-
schlossenes korperliches Eck ausgeht und “auf jeder Kante desselben ein zweites Eck liegt;
das Vielflach ist convex, von der ersten Art und schliesst alle Punkte, die keine Ecken sind,
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in seinem Inneren oder in seinen Seiten ein, weil auf der einen Seite jeder Seitenfliche
keine der Punkte liegen; es ist nur in Einer Art moglich, weil die Eckpunkte und die davon
ausgehenden Seiten ganz bestimmt siud.

43. Hilfssatz. Wenn bei einem convexen Vielflach erster Art jedes Eck
dieselbe Anzahl von Flachen besitzt, so kann diese Anzahl nicht gréosser als
5 sein. :

Dieser Satz ist eine liangst bekannte Folgerung aus den Euler’schen Sitzen iber die
Anzall der Ecken, Kanten und Flichen eines Vielflachs.

44. Ein regelmissiges Vielflach hoherer Art hat dieselben Ecken, wie ;
ein regelmassiges Vielflach erster Art.

Die Ecken des regelmissigen Vielllachs P der héoheren Art liegen auf einer Kugel. Legt
man nun nach Nr. 42 ein convexes Vielflach p erster Art, welches jene Ecken zu Ecken hat
oder sie im lIoneren oder auf den Seitenflichen einschliesst, so ergibt sich, dass es hier
solche eingeschlossene Punkte nicht geben kann, weil alle Punkte aul derselben Kugel liegen.
Die Vielflache P und p haben daher alle Ecken gemein. Es wird nun behauptet, dass p ein
regelmassiges Vielflach der ersten Art sei. Bilde ein mit P congruentes Vielflach ¢, und dazu
das convexe Vielftach ¢ erster Art mit denselben Ecken, so muss, weil die Ecken von 2 und :
0 beim Decken zusammenfallen auch ¢ mit p congruent sein. Weil P und { regelmassige V
Vielflache, so findet das Decken stets statt, sobald ein Eck des ( auf ein beliebiges Eck des
P gelegt und eine Seite des ¢ mit einer des P zum Decken gebracht wird. Daher sind
auch alle Ecken des p mil einem des ¢ und daher untereinander gleich und haben inshe-
sondere auch gleich viele Flachen. Das Decken des O mit P ist fir dieselben beiden Ecken
auf wenigstens 3 Arten moglich, da wenigstens 3 Flachen von einem Ecke ausgeben. In
jeder Lage decken sich dann p und g. Eine Flache b des ¢ an jenem Eck kommt dann
mit wenigstens 3 unterschiedenen Flachen &, b, b, ... des p zur Deckung. Zwischen die-
sen Flichen konnen aber keine mehr an jenem Eck auf p liegen. Denn lage zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Flacken b,, b, von jeuen gedeckten noch eine Fliche ¢;, so misste sie,
wenn b und ¥, sich decken, von einer Fliche ¢ des ¢ gedeckt werden. Bei jeder neuen
Lage der Deckung miisste ¢ dann andre Flichen ¢,, ¢, ... decken, so dass an einem Ecke
wenigstens 6 Flichen &, by, by, ... ¢, €5 €5 ... liegen missten. Dies ist aber nach der
vorigen Nr. nicht moglich. Es konnen also keine Flachen aufl p zwischen by, by, b, . . . liegen,
und p hat daher ebensoviel Flichen an einem Eck als P. In diesen Flachen by, by, by ...
sind alie von dem Eck ausgehende Kanten mit einer solchen Kaute des ¢ und daher unter
einander gleich; ebenso sind die von diesen gebildeten Kantenwinkel mit einem des g und
daher unter einander gleich. Ferner kommen die Flichenwinkel an jenen Kanten des p der
Leibe pach mit demselben Flicheuwinkel des ¢ zum Decken, sind also ebenfalls unter ein-
ander gleich. Dasseibe gilt von dem Ecke des g. Da man aber dasselbe Eck des 0 und ¢
mit jedem Eck des 2 und p zur Deckung bringen kann, so sind alle Kanten des p mit jenen
von einem Ecke des g ausgehenden untereinander gleichen gleich und daher ebenfalls unter-
cinander gleich; ebenso sind alle Kantenwinkel des p untereinander und alle Flichenwinkel
des p untereinander gleich. Die Seilen des p sind daher gleiche regelmassige Vielecke und
das Vielflach erster Art ist ein regelnassiges.
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45. Es gibt nur vier regelmassige Vielflache hoherer Art

Um dieselben zu finden, lege man gemiass der vorhergehenden Nr. von einem Eck eines
gewohnlichen regelmissigen Vielflachs der Reihe nach alle Gattungen von Geraden jedesmal
nach den gleichweit entfernten ubrigen Ecken, untersuche, ob durch zwei gleiche Gerade
eine Ebene geht, in welcher die darin liegenden Ecken des Vielflachs zugleich die Ecken
eines regelmassigen Vielecks hilden, von denen die zwei Geraden Seiten sind. Kann man
durch jede Gerade zwei derarlige Ebenen mit gleichen Vielecken legen, so sind die Geraden
Kanten eines regelmassigen Vielflachs, welches ein neues ist, wenn das so gebildete korper-
liche Eck mit keinem der gewdhnlichen regelmassigen Vielflache ibereinstimmt.

Das Vierflach liefert von einem Eck aus nur diejenigen drei gleichen Geraden, welche
sein eigenes Eck bilden.

Der Wirfel liefert von einem Eck aus drei gleiche Geraden, welche sein eigenes Eck
bilden; ferner drei Diagonalen der Seitenflichen, welche aber ein Eck des Vierflachs bilden,
deren zwei in dieser Weise in den Wirfel gestelit werden kénnen.

Das Achtflach liefert von einem Eck aus vier Gerade, welche seine eigenen Kanten
sind. Eine derselben mit einer benachbarten liefert die Seitenflichen und das Eck des Acht-
flachs selbst; eine mit einer gegeniiberstehenden liefert ein Quadrat, aber nur eines.

Das Zwolfflach besilzt zwei gegeniiberstehende Ecken, wihrend die abrigen zu 3
und zu 6 in vieren zu dem Durchmesser jener Ecken senkrechten Ebenen liegen. Demnach
gibt es ausser dem Durchmesser viererlei Abstinde eines Ecks von den dbrigen.

a) Die kirrzesten Geraden, welche Ecken eines Zwolfllachs verbinden, sind die Kanten
desselben, von denen 3 von einem Eck ausgehen. Sie bilden das Eck des Zwolfflachs selbst.

b) Die nichst lingeren Geraden im Zwolfflach sind die Diagonalen ither wenigstens zwei
Kanten, von welchen sechs von einem Eck aus moglich sind. Zwei benachbarte in einer
Seitenfliiche liefern das Funfeck dieser Fliche, aber jede Gerade nur eins. Zwei benachbarte mit
einer zwischenliegenden Kante liefern ein regelmissiges Dreieck, aber jede Gerade nur eins. Zwei
nicht benachbarte mit einer zwischenliegenden Geraden und Kante liefern ein Quadrat, und
jede Gerade deren zwei. Das dadurch entstehende regelmissige Vielflach hat aber das Eck
des Warfels, ist also cin Wiirfel. Deren gehen 2 von jedem Eck aus und im ganzen Zwolf-
flach stehen 5. Zwei Gerade mit zwei zwischenlicgenden Geraden nach jeder Seite liefern
ein regelmissiges Finfeck, aber jede Gerade nur eins.

¢} Die nichst lingeren Geraden in dem Zwolfflach sind die Diagonalen iiber wenigstens
drei Kanten, von denen 6 von einem Eck ausgchen. Zwei benachbarte, welche nach den End-
punkten einer Kante gehen, liefern kein regelmissiges Vieleck. Zwei benachbarte, welche
nach den Endpunkten einer Diagonale einer Seitenfliche gehen, liefern ebenfalls kein regel-
missiges Vieleck. Zwei nicht benachbarte mit einer zwischenliegenden Geraden liefern ein
regelmissiges Dreieck, und jede Gerade deren zwei. Das dadurch entstehende regelmiissige
Vielflach hat aber das Eck eines Vierflachs, ist also ein Vierflach. Deren gelien 2 von jedem
Eck aus und im ganzen Zwolflach stehen 10. Zwei Gerade mit zwei zwischenliegenden Ge-
raden nach jeder Scite liefern kein regelmiissiges Vieleck.

d) Die nichst lingeren Geraden in dem Zwolfflach sind die Diagonalen iiber wenigstens
vier Kanten, von denen 3 von einem Eck ausgehen. Je zwei derselben liefern in ibrer Ebene
ein regelmissiges Finfeck, welches durch die zwei Geraden, welche Seiten sind, als Finfeck
zweiter Art hestimmt wird. Durch jede Seite gehen deren zwei. Das entstehende regelmiissige
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Vielllach mit 3flichigen Ecken ist kein gewihnliches, da seine Seitenflichen Finfecke zweiter
Art sind. Es ist das nachher zu beschreibende 20 eckige Sternzwolfflach,

Das Zwanzigflach besitzt zwei gegenilberstehende Ecken, wihrend die ibrigen zu 5 in
zweien zu dem Durchmesser jener Ecken senkrechten Ebenen liegen. Demnach gibt es ausser
dem Durchmesser zweierlei Abstinde eines Ecks von den ibrigen.

a) Die kiirzesten Geraden, welche Ecken eines Zwanzigflachs verbinden, sind die Kan-
ten desselben, von denen 5 von einem Eck ausgehen. Zwei benachbarte liefern-die Seiten-
flichen und das Eck des Zwanzigflachs selbst. Zwei nicht benachbarte mit einer zwischen-
liegenden Kante liefern ein regelmissiges Fiinfeck erster Art, und jede deren zwei. Das da-
durch gebildete Eck ist 5flichig und von zweiter Art, d. i. ein Sterneck. Das entstehende
regelmissige Vielflach ist daher kein gewdhnliches; es ist das sterneckige Zwalfllach.

b) Die nichst lingeren Geraden in dem Zwanzigflach sind die Diagonalen ither wenig-
stens zwei Kanten, von denen 5 von einem Eck ausgehen. Zwei benachbarte liefern ein
regelmissiges Finfeck zweiter Art, und jede deren zwei. Die Ecken derselben fallen mit denen
der Fiinfecke erster Art zusammen, welche die Seitenflichen des sterneckigen Zwolfflachs sind.
Das gebildete Eck ist S5flichig und von der ersten Art. Das entstehende regelmissige Viel-
flach ist wegen der Seckigen Seitenflichen zweiter Art kein gewohnliches; es ist das 12eckige
Sternzwdolfflach. Zwei nicht benachbarte mit einer zwischenliegenden Geraden liefern ein
regelmissiges Dreieck, und jede deren zwei. Das dadurch gebildete Eck ist 5flichig und von
der zweiten Art. Das entstchende regelmissige Vielflach ist daher kein gewohnliches; es ist
das sterneckige Zwanzigflach.

Hiermit sind alle Moglichkeiten erschiopft, und es gibt daher nur die vier ermittelten
regelmissigen Vielflache hoherer Art. Cauchy ist bei dem Beweise dieses Satzes nicht ven
den Ecken, sondern von den Flichen ausgegangen, indem er zeigte, dass die Flichen jedes
regelmiissigen Vielflachs hoherer Art mit denjenigen eines gewohnlichen regelmiissigen Viel-
flachs zusammenfallen missen. Der Beweis ist ganz reciprok mit dem Bertrand’s, nach wel-
chem unser Beweis gebildet ist, wie {iberhaupt Ecken und Flichen reciprok sind. Wir werden
jene Wabrheit, dass die Kerne der neuen Vielllache regelmissige Vielflache erster Art sind,
bei der Anweisung zur Herstellung des Modelles benutzen.

46. Bei der Beschreibung der regelmissigen Vielflache hilierer Art, welche jetzt folgen
soll, bezeichnen wir die Art des Yielflachs, d. i. die Anzahl, wie oftmal es die Kugel bedeckt,
mit 4, die Art der Seitenfliche mit a, die Art des Ecks mit a.

1) Das zwanzigeckige Sternzwélfflach, von Poinsot Sterndodekaéder der vierten
Art (dodécaddre 6toilé de qualritme espéce), von Cayley grosses Sterndodekagder (greal
stellated dodecahedron) genannt, ist in den Fig. 12, 13 in der geraden Stellung auf
einem Eck und auf 5 Ecken und auf Taf. 1Il perspectivisch dargestellt. Es entsteht, wie
schon bemerkt, indem man in dem gewohnlichen Zwdlfflach von jedem Eck aus die Dia-
gonalen ither wenigstens 4 Kanten legt, welche nach den dreien dem gegenuberstehenden zu-
nichstliegenden Ecken gehen. Durch diese Diagonalen als Kanten sind drei aus Sternfunf-
ccken (@ = 2) gebildete Seitenflichen bestimmt, deren das Vielflach 3'520 == 12 besitzt. Das

20

P .
Eck ist dreiflichig und erster Art (e¢==1). Die Anzahl der Kanten ist =30. Um

die Zahl 4 zu ermitteln, projiciren wir eine Seitenflache, das Sternfinfeck &, by by b, b, b
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in Fig. 20 vom Mittelpunkt aus auf das gewohnliche Zwolfflach. Fallt man von &, und b
Senkrechte auf die Kante a; b, so treffen sich diese in deren Mitte %,; die Ebene b, %, b;,
welche die Sehne a, b, senkrecht halbirt, gebt durch den Mittelpunkt m. Daher ist b, 2y b;
die Projection der Kante b, by auf das gewohnliche Zwolfflach. Nimmt man die Fliche des
Funfecks @, a, a; a, a; als Einheit, und bedenkt, dass bei der Flichenbestimmung eines
Sternfinfecks der innere Theil doppelt zihlt, dass ferner @, a, 2y 0y by =4, hy b 0y +
h, b, 0, = 4, so ist die Projection des Sternfinfecks auf das gewohnliche Zwolfftach

12.7
12
7mal die Kugelfliche und kann von einer Geraden in hochstens 14 Punkten geschnitten wer-
den, wobei die Schnittpunkte auf einem inneren Flichentheil des Sternfiinfecks doppelt zihlen.
Poinsol rechnete den inneren Theil des Sternfiinfecks nur einmal zu seiner Fliche, und er-
hielt daher die Anzahl der Kugelbedeckungen, die er mit £ bezeichmet, =1 4+ 5.3 =—=4.
Daher nennt er das Zwolfflach von der vierten Art. Wir werden alsbald auf diesen Unter-
schied zuriickkommen.

245.2.24+5.4=7. Daher 4= == 7, oder umser Vielflach bedeckt genau

Das Modell des iusseren Theiles unseres Vielflachs kann man so bilden, dass man auf
jede Fliche des gewdhnlichen Zwanzigflachs cine gerade Pyramide aufsetzt, deren Seitenflichen
Verlingerungen der Ebenen der regelmissigen Finfecke sind, welche durch eine Kante der
betrachteten Seitenfliche und noch durch 4 andre Kanten des Zwanzigflachs als Seiten gebil-
det werden, oder, was dasselbe ist, eine Pyramide, deren Endkanten Verlingerungen der han-
ten des Zwanzigflachs sind, welche durch die Ecken der betrachteten Seitenfliche gehen, aber
picht zu Flichen gehiren, welche an il mit einer Kante anliegen. Oder man kann das zu-
sammenhiingende Netz dieser 20 Pyramiden nach Taf. II bilden, indem man beachtet, dass
der Winkel des Sternfinfecks 2 Rechte ist. Nach den stark ausgezogenen Linien muss das
Papier oder der Pappdeckel ganz durchschnilten, nach den fein ausgezogenen von oben, nach
den punktirten von unten eingeschnitten werden.

47. 2) Das zwolfeckige Sternzwolfflach, von Poinsot Sterndodekaéder der
zweiten Art (dodécaédre étoilé de seconde espeéce), von Cayley Kleines Sterndodckaiéder (small
stellated dodecahedron) genannt, ist in den Fig. 14, 15 und auf Taf. Il dargestelit. Es ent-
steht, indem man in dem gewihnlichen Zwanzigflach von jedem Eck aus die Diagonalen iiber
wenigstens zwei Kanten legt, welche nach den fitnfen dem gegeniiberstehenden zunichstliegen-
den Ecken gehen. Durch je zwei aufeinanderfolgende als Kanten sind 5 aus Sternfinfecken -

(a = 2) gebildete Scitenflichen bestimmt, deren das Vielflach 2 '512 =12 besitzt. Das Eck
ist finfflichig und erster Art (@ = 1). Die Anzahl der Kanten ist 5—7—21—2— = 30. Um die Zahl

A zu ermitteln, projiciren wir eine Seitenfliche, das Sternfinfeck b, b b; b, b, b, Fig. 21,
vom Mittelpunkt aus auf das gewohnliche Zwanzigflach. Dabei projicirt sich eine Seite b, b,
auf die gebrochene Linie &, 2, b;, wo wieder %, in der Mitte von ad;. Daraus ergibt sich,
' 5.12_,
i 20 T
folgt. Das Vielflach bedeckt also gemau 3mal die Kugel und kann von einer Geraden in
hiochstens 6 Punkten geschnitten werden. DPoinsot schreibt ihm aus derselben Ursache wie

0

dass die Projection des Sternfiinfecks == 5.2.% oder 5 Dreiecksfliichen, woraus 4 ==
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bei dem vorhergehenden Vielllach nur ein zweifaches Decken der Kugel zu und nennt es daher
von der zweiten Art.

Um das Modell des 4usseren Theiles unseres Vielflachs za bilden, denke man sich die
an eine Seitenfliche des gewohnlichen Zwolfflachs aostossenden 5 Flichen und deren Durch-
schnittskanten verliogert und dadurch eine Pyramide ither derselben gebildet. Eine solche
Pyramide setze man auf jede Seitenfliche auf. Oder man bilde das zusammenhingende Netz ¥
dieser 12 Pyramiden nach Taf. IL . E

48. 3) Das sterneckige Zwanzigflach, von Poinsot lkosatder der siebenten Art k
{icosatdre de septieme espéce), von Cayley grosses Ikasagder (great icosahedron) gemannt, ist £
in den Fig. 16, 17 und auf Taf. LIl dargestellt. Es entsteht, indem man in dem gewdhnlichen o4
Zwanzigflach von jedem Eck aus die Diagonalen iber wenigstens zwei Kanten legt, welche : s
pach den filnfen dem gegenilberstehenden zunichst liegenden Ecken gehen. Diese Geraden .1
sind die Kanten des neuen Zwanzigflachs und fallen mit denen des zwolfeckigen Sternzwolf-
flachs zusammen. Die Flichen werden aber hier von einem Eck aus durch je zwei Kanten ‘-
gelegt, welche durch eine solche getrennt sind. Diese Flichen sind Dreiecke (¢ = 1), und L

. 5
das Vielflach hat deren 2 =—20. Das Eck ist funfflichig und zweiter Art (x = 2). Da

P

RS

.
3
sich jede der 20 dreieckigen Seitenflichen auf je 4 + 6.4 oder 7 der 20 Seitenflichen des
gewshnlichen Zwanzigflachs projicirt, Fig. 22, so ist A=2—(20—7 ="T7. Das Vielflach bedeckt
also genau 7mal die Kugelfliche und kann von einer Geraden in hochstens 14 Punkten ge-
schnitten werden. In diesen Zahlen ist keine Abweichung von denen Poinsot’s. ‘

Das Modell des 4usseren Theiles unseres Vielflachs kann man so bilden, dass man auf .
jede Seitenfliche des gewohnlichen Zwolfflachs aus den Ecken dieses Funfecks ein Sternfiinf- ¥
eck zeichnet und itber diesem eine gerade Sternpyramide aufstelll, deren 5 eigentliche Kanten
die Verlangerungen der .5 drillen Kanten des gewohnlichen Zwolfflachs sind, welche nach den o
Ecken der gewihlten Seitenfliche laufen. Dann miissen noch Stiicke des Kerns ausgesternmt P
werden nach der Verlingerung jeder Fliche einer aufgeselzten Pyramide bis zu ihrem néchsten A
Schnitte mit einer andren Fliche, welche durch eine Kante des Kerns geht.  Will man dies '
Ausstemmen vermeiden, so verbinde man die Mitten der Seiten einer Seitenfliiche des gewdhn-
lichen Zwolfflachs zu einem Funfeck erster Art, setze darauf eine gerade Pyramide, deren Kan-
ten nach den Mitten der Kanten des Zwolfllachs laufen, welche von den Ecken der der erst-
betrachteten gegeniiberstehenden Seitenfliche des gewohnlichen Zwolfflachs ausgehen und nicht
in der letzteren liegen; nachdem 12 solche Pyramiden aufgeselzt sind, selze man ' wieder auf
alle Seitenfliichen derselben neue Pyramiden auf, von denen zwei Seilentliichen Verlingerungen
der anliegenden Seitenflichen der ersten Pyramiden sind, und deren dritte durch den Schnitt
der zwei genannlen Seitenflichen mit den wbereinstimmenden benachbarter Pyramiden be-
stimmt ist. An diesen Korper milssen dann noch 30 Zwickel angesetzt werden, welche die
bis jetzt noch ausgelassenen mitilern Stiicke der Kanten des Zwauzigflachs und die zwei davon

) ausgehenden Flichen zu Kanten und Flichen haben und sonst noch durch vier Flichen des
bis dahin gebildeten Theiles begrenzt sind. Man kann auch das Modell aus dem auf.Taf. I
gezeichneten zusammenhdngenden Netze des #usserlich sichtbaren Theiles unsres Zwanzngﬂach.s
herstellen. Fig. 26 zeigt die ganze dreieckige Seitenfliche desselben; die 9 schraffirten klei-

Wiener, tiber Vielecke und Vielflache. 4
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neren Dreiecke von zweierlei Gestalt bleiben von aussen sichtbar und werden daher im Netze
benutzt. Die Winkel, welche sich auf Grundlage der in der Figur dargestellten Construction
ergeben, sind dort beigeschrieben. Bei Anfertigung des Modelles dieses Vielflachs aus dem
Netze ist es riithlich, in das Innere jeder Sternpyramide einen sternfilnfeckigen Carton herein
zu leimen, um dem Ganzen die gehirige Steifigkeit zu geben.

49. 4) Das sterneckige Zwolfflach, von DPoinsot Dodckaéder der dritten Art
(dodécaédre de troisiéme espéce), von Cayley grosses Dodekaéder (great dodecahedron) genannt,
ist in den Fig. 18, 19 und auf Taf., IIl dargestellt. Es entsteht, indem man in dem gewishn-
lichen Zwanzigflach von jedem Eck aus die finf Kanten auch als Kanten des neuen Vielflachs
beibehilt, die Flichen aber durch je zwei Kanten legt, welche durch eine solche getrennt sind.
5.12

5
Eck ist funfllichig und zweiter Art (¢ = 2). Da sich eine der finfeckigen Seitenflichen ge-
5.12

20
Das Viellach bedeckt also genau 3mal die Kugelfliche und kann von einer Geraden in hich-
stens 6 DPunklen geschnitten werden. In diesen Zahlen ist keine Abweichung von denen
Poinsot’s. :

Diese Flichen sind Fiinfecke erster Art (@ = 1), und das Vielflach hat deren =12, Das

rade auf 5 Dreiecke des gewohnlichen Zwanzigflachs projicirt, Fig. 23, so ist 4 — == 3.

Das Modell des dusseren Theiles unseres Vielflachs kann man so bilden, dass man nach
vollendetem zwolfeckigen Sternzwolfflach 30 Zwickel in der Gestalt von Vierflachen einsetzt,
deren jedes zu seinen 6 Kanten hat: eine Kante des gewohnlichen Zwolfflachs, welches den
Kern bildet, die vier weiteren Kanten der 2 Seitenflichen der aufgesetzten Pyramiden, welche
von jener Kante ausgehen, die Verbindungslinie der Spitzen dieser beiden Pyramiden. Oder
man kann 2 .12 dieser Zwickel sogleich in einem Sticke mit den 12 Pyramiden bilden; je
2 derselben bilden mit der 5seitigen Kernpyramide, mit der sie gemeinschaftliche Grundflichen
haben, zusammen eine Pyramide mit gleichschenklig dreieckiger Grundfliche. Oder man kann
das zusammenhingende Netz des adusseren Theiles nach Taf. Il bilden. Fig. 24 zeigt eine
ganze Scitenfliche, deren 5 schrafllirte Theile von aussen sichtbar bleiben und deswegen im
Netze benutzt werden (Fig. 25). Man kann sich auch dadurch eine Vorstellung von unserem
Vielllach machen, dass man auf jede Seitenfliche des gewohnlichen Zwanzigflachs nach innen

cine gerade Pyramide aufsetzt, deren Kanten Diagonalen iiber wenigstens 2 Kanten des Zwan-
zigflachs sind.

50. Die folgende Tabelle stellt die Zahlen zusammen, welche fur die gewohnlichen und
die Sternvielflache gelten, wobei bedeuten soll:
die Anzahl der Flichen;
die Anzahl der Ecken;
die Anzahl der Kanten;
die Anzahl der Seiten einer Fliche;
die Anzahl der Seiten (Fliclien) eines Ecks;
die Zall, welche die Art der Fliche bestimmt, oder die Anzahl, wie oftmal die Sei-
ten der Fliche den Umfang des Kreises umspannen;
die Zahl, welche die Art des Ecks bestimmt, oder die Anzahl, wie oftmal die Fli-
chen des Ecks den Umfang eines Kegels umspannen ;

eIy
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A die Zahl, welche die Art des Vielfiachs bestimmt, oder die Anzahl, wie oftmal das
Vielllach die Kugel bedeckt, wobei eine Seitenfliche als die Summe der Dreiecke
betrachtet wird, deren Spitze im Mittelpunkt und deren Grundlinien die Seiten der
Fliche sind;

A die Anzahl, wie oftmal das Vielflach die Kugel bedeckt, gezillt in der Art Poinsol’s,
wobei jeder Theil der Fliche eines Sternvielecks nur einmal gerechnet wird.

pas Vieltach | # | B | K | n | v | o] o] 4 4
Vierflach | 4 4 6 3 ‘ 3 1 1 1 1
Sechsflach | 6 81121 4 3 1 1 1 1
Achtflach | 8 l 6 |12 3 ) 4 1 \ 1 T - 1 !
Zwolfflach | 12 | 20 | 30| 5 3 1 1 1 1 |
Zwanzigflach | 20 | 12 —30" 315 1 | 1 1 - _1—
’ |
20eckiges Sternzwoélfflach | 12 | 20 1 30 | 5 | 3 | 2 ’ 1] 7 4
Sterneckiges Zwanzigflach | 20 | 12 | 30 | 3 i 5 1 2 T o —7#
12eckiges Sternzwolfflach | 12 i 12 1301 5 1 5 2 1 3 2
Sterneckiges Zwélfflach | 12 | 12 ;;(; ﬁ5—1 5 1 2 ? o _3—

Dabei sind die polar-reciproken Vielflache in Paare geschrieben. Das Vierflach ist mit
sich selbst reciprok; das Sechsflach mit dem Achtflach, so dass, wenn man in Bezug auf eine
concentrische Kugel fiir jedes Eck, jede Kante, jede Fliche des Sechsflachs die polare Ebene,
die polare Gerade und den polaren Punkt sucht, diese die Flichen, Kanten und Ecken des
Achtflachis sind. Daher sind auch die Anzahl derselben, wie die Tabelle es zeigt, wechsels-
weise gleich. Ebenso sind Zwolfllach und Zwanzigflach reciprok. Die Sternvielflache bilden
auch zwei reciproke Paare; bei jedem Paare sind #und £, K und &, nund v, ¢ und &, 4 und
A wechselsweise gleich. Wahlt man dagegen statt .4 die Zahl £ von Poinsot, so findet diese
Gleichheit nicht statt; und dies ist der Grund, welcher Cayley bestimmte, die Flichen der
Sternvielecke in der angefilbrten Weise zu zihlen, und welcher uns zu dem in Nr. 23 aufge-
stellten Begriffe der Fliche eines Vielecks iiberhaupt fiihrte.

51. Was diec Benennung der neuen regelmissigen Vielflache betrifit, so
konnten wir Poinsot nicht folgen, welcher die Art mach der Zahl A’ bezcichnete, weil wir
mit Cayley 4 an die Stelle von A setzen. Hitten wir nun die Benennung entsprechend ge-

indert, so wiren noch weitere Zusilze nithig gewescn, um die dann entstandenen beiden
4%
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Zwolfflache dritter Art zu unterscheiden. Ausserdem gibt aber die Anfihrung der Art keine
Anschaulichkeit. Wir konnten aber auch Cayley nicht folgen, weil die Bezeichnung gross und
klein willkirlich ist und gerade so gut umgekehrt werden kann. Wir unterschieden daher
die 4 Vielflache in: sternflichige und sterneckige, so dass wir die Benennung sternflichiges
Vielflach oder kurzer Sternvielflach und sterneckiges Vielflach erhielten. Die beiden letzterer
Art unterscheiden sich sofort durch die Anzahl der Flichen als sterneckiges Zwanzigflach und
sterneckiges Zwolfllach; die beiden ersteren haben aber die gleiche Anzahl von 12 Flichen;
wir unterschieden sie daher noch durch die Anzahl der Ecken als zwanzigeckiges Sternzwolf-
flach und zwolfeckiges Sternzwolfflach. .

52. Mit Zugrundlegung unseres Begriffes von dem Flicheninhalt eines Vielecks lasst
sich die Beziehung, welche Poinsot 2wischen den Werthen F, 4, n, v, « aufstellite, die aber
nur fur Vielflache mit Seitenflichen erster Art gilt, auch fiir solche mit Seitenfliichen einer
hoheren Art ausdehnen. Projicirt man ein Vielflach vom Mitlelpunkte'einer Kugel .aus auf
diese Kugel, so ist die Projection einer neckigen Seitenfliche ein aus grossten Kreisen gebil-
detes Kugel-n-eck. Wir zerlegen dann dasselbe von einem Punkte aus durch grosste Kreis-
bogen nach den Ecken in Dreiecke, wobei wir den Punkt im Inneren wihlen, was bei den
regelmissigen Vielecken, auf welche wir die Anwendung machen werden, immer maglich ist.
Messen wir nun den Winkel zweier grossten Kreise durch den Inhalt des Kugeldreiecks,
welches durch sie und denjenigen grissten Kreisbogen gebildet wird, zu welchem der Scheitel
des Winkels der Pol ist, und setzen wir dabei das Mass des rechten Winkels = 1 und dem-
nach die Kugeloberfliche — 8, so ist bekanntlich der Inhalt eines jener Theildreiecke
i=w — 2, wenn w die Summe der Winkel im Dreiecke ist. Der Inhalt 7 des Kugelvielecks
ist daher ’

I=Xw—2n,
und da Zw = I + 4 a, wobei ¥ die Summe der Vieleckswinkel und 4 @ die Summe der
an dem inneren Punkte zusammenstossenden Dreieckswinkel, so ist

I=W—2n+44a. . . (3)

4
Ist das Vielflach regelmiissig und liegt die Kugel mit ihm concentrisch, so ist auch das sphé-
rische n-Eck regelmissig, und wenn » ein Winkel desselben, so ist W —=n. v; daher

I=nv—2n+44a.
Da die FFlichen des Vielflachs A mal die Kugel bedecken, ist
Frnv—2n44a)==A4.8.
Ferner ergibt sich fur die v Winkel an einem Ecke, welche @ mal 4 Rechte bilden,

a.d
yv=a.4, V—_ —,
v -

Diesen Werth in die letzte Gleichung eingesetzt, gibt

F(”“.'4—2n+4a)=4.s. (6)

v
In dieser Gleicbung ‘ist zu beachten, dass die 6 darin vorkommenden unbestimmien Grossen

F, n, v, a, @, 4 ganze positive Zahlen sind; dass F>3, n>2 v> 2 a <2£, a < %.
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und dass a Primzahl zu % und « Primzahl zu v ist. Es lassen sich aus ibr alle regelmissigen
Vielflache aufzihlen, und es ist dann nur noch zu untersuchen, ob ein mach den Ergebnissen
gebildetes Vielflach geschlossen ist.

53. Bei den gewohnlichen Vielflachen ist a =1, a =1, 4 = 1, daber
) n.4
F(——v '_2”+4)=8. (7

Fir n =3 wird # ('—f — 2) = 8; dann liefert

v==3: F==4, das Vierflach;

ve=4: F=28, das Achtflach;

v =5 : F==20, das Zwanzigflach;

v =6 : F = oo, die Kugel, als Grenze;
v > 6 : F negativ.

Fir n = 4 wird F(%;—ti) == 8; dann liefert

v =3 : F =6, das Sechsflach;
v =4: F = oc, die Kugel, als Grenze;
v > 4 : F negativ.

Fir n =5 wird F (2”9 — 6) == 8; dann liefert

v=23: F=12, das Zwolfflach;
v > 3 : F negativ.

Fir n = 6 wird ¥ (-2;,3 —_ 8) = é; dann liefert

v =3 : F =00, die Kugel, als Grenze;
v > 3 : F negativ,

Fir n > 6 wird ¥ stets negativ; denn die Gleichung (7) lisst sich auch schreiben

%_—_”—;‘3_2,;4.4:%[,:(2_%”) +v(2—«}n)],
und darin ist stets 2 — % v Null oder negativ, und 2 — § n ist fiur n > 6 negativ. Die danach
gebildeten Vielflache sind bekanntlich alle geschlossen, so dass es § regelmissige Vielflache
erster Art gibt. Wenn man die Grenze noch herein zieht, so ist das sechste die Kugel, welche
auf 3 Weisen, nimlich bei 3-, 4- und 6-eckigen Seitenflichen, als Grenzvielflach betrachtet
werden kann.

: 54. Bei den Vielflachen hoherer Art wird a4, « und 4 nicht als 1 vorausgesetzt.
Wollte man @ = a == 1, dagegen 4 > 1 setzen, so wiirde man F als ganze Vielfache der
in der vorigen Nr. erhaltenen Werthe, d. h. man wirde Vielflache erhalten, deren Flichen
sich z2u 4 decken. Die Vielflache wiren also A gleiche zur Deckung in einander gestellte ge-
wohnliche Vielflache. Demnach kann nicht ¢ und « gleichzeitig = 1 sein. Wir wollen die
Formel (6) nur fir diejenigen Fille ervrtern, welche zu den Vielflachen fithren, die als
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die einzig moglichen, also geschlossenen, nachgewiesen sind. Setzen wir zucrst # = 3, wobei
nach den zu Ende der Nr. 52 angefithrten Bedingungen a <—;~, also @ == 1 ist, so kann
man v = 3 und v = 4 machen; jedes'mal ist nur ein Eck erster Art moglich, oder es muss
a=1, weill ¢« < ; sein muss. Vereinigt man 5 Dreiecke an einem Eck, oder setzt v = 5,

i 6o kann @ — 1 und @ = 2 sein. & ==1 liefert das gewohnliche ZwolfMlach, & == 2 dagegen
ein neues Vielflach.

q Fir n=3, a=1, v =5, & =2, wird aus (6)

| F(B—s+4)=a.5
4.0
F=22,

Die kleinsten moglichen Werthe fur F und 4 sind F =20 und 4 =17, welche das stern-
eckige Zwanzigflach bestimmen, das die Kugelfliche 7mal bedeckt. IIshere Werthe fiir
v bei n = 3 liefern keine geschlossenen Vielflache melr.

i Fiir n = 4 gibt es kein neues Vielflach.

Fir n — 5 kann zuniichst @ = 1 sein, so dass die Seitenflichen Fiinfecke der ersten
Art sind. v =23 hat @=1 zur Folge, woraus wegen a ==« =1 kein neues Vielflach
entstcht. » = 4 hat wieder @ = 1 und daher ebenfalls kein neues Yielllach zur Folge; » =5
L , lisst ¢ = 1 und @ =2 zu. Nur & =2 kann ein ncues Vielflach liefern.

Wir haben danmpn n =5, a =1, v =25, a == 2,
F=—A.4.
A muss mindestens gleich 2 sein, da schon « == 2 ist; aber erst 4 =3 liefert ein geschlos-
senes Vielflach mit F == 12 oder 12 Flichen, nimlich das sterneckige Zwolfflach, das

; die Kugel 3mal bedeckt. Hohere Werthe von » bei # =5 und a =1 liefern keine geschlos-
; senen Vielflache mehr. -

. ‘Fiir n =5 und a = 2, oder fur Sternfinfecke als Seitenfliichen wird fir v =3, a =1
u% 5 P A ._l 2l
.. . 7
i was fir A=—7 und F =12 das zwanzigeckige Sternzwdlfflach liefert, das die Kugel
7mal bedeckt. Fir v = 5, « = 1 dagegen wird
F=4.4,

wodurch fir 4=3 und F =12 das zwolfeckige Sternzwolfflach bestimmt ist, wél-
ches die Kugel 3mal bedeckt.

55. Die Euler’sche Formel zwischen der Anzahl der Ecken, Flichen und Kanten
eines Vielflachs ’

gilt bekanntlich nicht fiir alle Vielflache. Sie gilt hauptsichlich fir diejenigen, welche auf




SIS T e hm s e ot Vi - . g . N e A . e
W‘-a; Y0 S amuda < woneer r v Srprer o e ¢ v on it € -t r R i om0 i e T DT I AT g L R W T R S e ML R 2 S e Rt g

— 31 —

eine Kugel von deren Mittelpunkt aus so projicirt werden kinnen, dass die Projection nirgends
eine Verdopplung zeigt. Solche Vielllache sind die sternartigen nicht, und fur sie gilt die
Formel auch nicht.  Wir wollen nun die von Poinsot gegebene Entwicklung eciner neuen Formel,
welche nur fir zwei seiner Vielllache gilt, durch Beachtung des Begriffes der Fliche eines
Sternvieleeks so erweitern, dass sie auf alle 4 anwendbar ist.

Sei bei der Projection eines Vielllachs auf eine Kugel von deren Mittelpunkte aus wieder
1 der Flicheninhalt, # die Summe der Winkel der Projection einer Seitenfliiche, sei durch
n die Anzahl der Seiten und durch a die Art dieser Seitenfliche ausgedriickt, so gilt die
Formel (5) Nr. 52

I—=W —2n+ 4a.

Bezeichnen I, W', n’, a’ dieselben Grossen fir eine zweite Seitenﬂﬁche u. s. w., 8o ist
I'=W —2n 4+ 44,
S U 8. W, »

Fugt man diese Gleichungen zusammen, so wird

I+ I'+...=W+WH+...—204+2+..)F4@+d +..))

Fiir regelinissige Vielflache und die concentrische Kugel wird nun, wenn 4 die Art des
Vielflachs oder die Anzalil der Bedeckungen der ganzen Kugel (= 8) ausdriickt,

I+Y 4 ...=4.8.

Da ferner die Summe der Projectionen der Kantenwinkel um ein Eck herum so vielmal
4 Rechte, als die Art « des Ecks ausdriickt, und Z die Anzahl der Ecken, so ist

W4+ W +4...—=a.4.L.
Sodann ist n 4 n° 4 ... gleich der doppelten Anzahl der Kanten, oder
n4n+...=2K.

Da endlich @ == 4’... und F die Anzahl der FLichen, also auch die jener Posten, so wird

g A

a+a 4+ ...=a.F

Dies Alles in der obigen Gleichung eingefiihrt, so wird nach Theilung durch 4
¢. E+aF=K+ 24 ”'
» Fir die gewsholichen regelinissigen Vielflache ist ¢ =1, a =1, 4=1 und es gelt

die Formel in die Eulersche iiber. ]
Fiir das erste Paar reciproker Vielflache hiherer Art, nimlich fur das 20eckige Stern-
zwolfflach und das sterneckige Zwanzigflach ist 4 =7, und die Gleichung wird 44 = 44;
fir das zweite Paar, piamlich filr das 12eckige Sternzwolfflach und das sterneckige Zwolfflach

ist 4=3, und die Gleichung wird 36 = 36.
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