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Ueber eine eigenthiimliche Bestimmung einer
Function durch formale Anforderungen.

(Von Herrn Ernst Schrider in Karlsruhe.)

Bei meinen Untersuchungen iiber die Functionalgleichungen, welche
Beziehungen mehrargumentiger Functionen zu sich selbst und jhren Um-
kehrungen ausdriicken, bin ich gelegentlich des Studiums einer an sich sehr
merkwiirdigen Gruppe von solchen Gleichungen zu der Wahrnehmung
gelangt, dass dieselben bisweilen hinreichen, nicht nur innerhalb abge-
schlossener Zahlensysteme die Function vollstiindig zu definiren, sondern
iiberhaupt in folgender Art Aufschluss iiber dieselbe zu geben. :

Trgend ein Argumentwerthepaar der (nur hinsichtlieh zweier Argu-
mente in’s Auge zu fassenden) Function bestimmt allemal ein gewisses
System von Werthen, zu welchem jene selbst und auch noch andere gehoren
und deren Anzahl fiir die in Betrachtung gezogene Gruppe von Functional-
gleichungen charakteristisch ist. Wir mogen dieses System von Werthen
ein endliches Zahlensystem, und zwar das jemem Argumentwerthepaar zu-
geordnete mennen. Zu je awei Zahlenwerthen, die man aus diesem end-
lichen Zahlensysteme herausgreifen und (in bestimmter Folge) als Argument-
werthe annehmen mag, gehoren alsdann Functionswerthe, die -ebenfalls
smmer nur Zahlen des genammten Systemes sind — sodass die Definition
der Function auch innerhalb des letzteren abgeschlossen werden kinnte —
and zwar ist die Zuordnung der Functionswerthe zu den Argumentwerth-
zusammenstellungen eine vollkommen bestimmte, eine unter Ausschluss jeder
Wilikiir durch die Functionalgleichungen mit Nothwendigkeit bedingte.

Ich werde dies an der gedachten speciellen Gruppe von Functional-
gleichungen eingehend nachweisen, und lege dsmit ein Bruchstiick: jeper
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190 Schrader, iiber Functionalgleichungen.

Untersuchungen vor, welche sich als functionentheoretischer Beltrag zur
Lehre von den endlichen sowohl als den unendlichen Mannigfaltigkeiten
ansehen lassen werden, insofern sie mit Aufschluss geben iiber die in for-
maler Hinsicht bemerkenswerthesten Weisen, auf welche die Elemente einer
Mannigfaltigkeit ihren eigenen Zusammenstellungen eindeutig und eindentig
umkehrbar zugeordnet werden konnen,

Die Schlussparagraphen werden eine hiemit im Zusammenhang stehende

Episode aus der Lehre von der Zusammensetzung linearer Transformationen
behandeln.

§. 1.

Eine Function f, von mehreren Argumenten fasse ich nur hinsichtlich
zweier derselben in’s Auge, die ich als allgemeine Zahlen eines Zahlen-
gebietes betrachtet, mit @, b oder ¢ bezeichne. Anstatt f:(a, b) schreibe
ich aber kiirzer bloss a.b oder ab > Was ich auch ein symbolisches Product
nennen werde. Diese Schreibweise ist, solange man nur mit einer. einzigen
Function zu thun hat, hinreichend ausdrucksvoll, da das blosse Nebenein-
anderstellen der Argumentwerthe in einer bestimmten Ordnung geniigt, den
Functionswerth zu bestimmen. Die Einfithrung dieser Abkiirzung — der
grosstmoglichen, welche iiberhaupt gedacht werden kann — wird zudem
durch das nachfolgende genugsam gerechtfertigt erscheinen, und Verwech-
selungen beuge ich durch die Erklirung vor, dass (mit einer ans dem Text
leicht erkenntlichen Ausnahme) bis zu den drei Schlussparagraphen in dem
ganzen Aufsatze niemals von gewdhnlichen, sondern ausschliesslich nur von
dergleichen symbolischen Producten die Rede sein wird.

Dies vorausgesetzt muthe ich der Function ab folgende Eigen-
schaften zu.

1. Dieselbe soll sammt ihren nach a oder b genommenen beiden
Umkehrungen vollkommen eindeulig sein, namentlich also auch fiir jedes

Werthesystem der Argumente wirklich einen dem Werthgebiet der letzteren
angehirigen Zahlenwerth besitzen,

2. Dieselbe soll die durch die Formel

1) as =a
ausgedriickte Eigenschaft allgemein besitzen,

Ich nenne diese Eigenschaft
4y, um daran zu erinnern, dass sie ein specifis

ches Gesetz der Operationen

Schrider, iber Functionalgleichungen.

» 3 .® & 3 3 =
des Logik‘calcﬁls *) ausdriickt. Dieselbe stellt das emfuerl;ste qu_naigw(}esetz. o
vor. welchem die Function tiberhaupt unterworfen we et]um ktmnil ; :feme.. !
nur, das Vorkommen specieller Zahlenwerthe und Zahlepver pfungsweisen

inen Forme hlossen wird. S
: ligemeinen Formeln ausgese er : e
e ; gDie Function soll ausserdem die etwas complicirtere Funetio '

gleichung: 0 e

; ichtige Motive anfiihren. : .
- il:;eli)eizz)izngdame . dass (bei Ausschluss von Zahlengebieten, die

ie ‘ deren die
nur eine einzige Zahl enthalten wiirden) die Anzahl der Werthe, de

S : i
Function ab sowie ihre Argumente a und b fihig sind, nicht klein

y : . nnte die :
kann, als acht. Fiir ein Zahlensystem von acht Werthen aber ko :
)

ition der Function schon zum Abschlus:s gebmht v;vedrdenl.“nl V;.x:nn:;
D'eﬁm ; rthe festsetzt, ist an sich gleichgiiltig, da es bei der i
diese W;]nt rechen d’er Werthsysteme beider Argnm_ente und d?sfzn -
e ios nkSI:nmt,‘ mit andern Worten lediglich aukomu!t a.nf dlerth or: mf:l;i
X;“;::d:ct;enhes zu den Factorenwerth:in. ng::;l:l w:rn i:;11.e Z;; vz l:a e
e wer::nvol:lat:;elzzz Ve::uschnngen ist aber — wie sich

iirfen. Abgeseh . g
;zi:nbghaupten liisst — das ganze System von Functionswerthen ein vollig

bestimmtes, so wie es weiter unfen von uns abgeleitet w‘1‘rd. I]];(:‘i;lt ‘mg::
il naloge — man konnte sagen ncongruente — e
gefﬂndenel; :n en bestehen fiir jedes Octupel von errthen, wel‘(; es i
Odel‘. s ll:iedine beliebige (von ihnen) bestimrflt wird, dera.rli,h ass s
ﬁ;gs:eier;:amenwechsel der Argumentwerthe die neuen Bezichunge:

i fundenen hervorgehen. . ~ i
= emﬁ?llenf ew‘;rn diese Behauptungen nun emgel;:;nd zu beg;ﬂel:ldcz) ;eggnlx:in:l:::
swerthe Aufschliisse ergeben
ich ausserdem bemerkenswe: e h e k-
;::i(:: (;:;tung, iiber gegenseitiges Bedingen oder auch einseitiges ge-

: . solchen.
haben von gewissen Functionalgleichungen oder Gruppen von sole

' i i ikkalkuls, Leipzig, Teubner
#) Vergl. meine Schrift: der Operationskreis des Logtkhl : 4

1877, 37 Seiten. . = ibweise wiirden also_die Formela (1.) und (2.) lauten:
i e somlon S i s e Frmd

256*
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Die Formel, deren Geltung wir als dritte Eigenschaft unserer Function

beilegten, konnte beilsiufig auch ersetzt werden durch jede der beiden fol-
genden:

(3.) b[|(cblale] =a, |(cb)(ba)|c= a; |
dieselbe kann jedoch nicht eher in ihrem richtigen Lichte dargestellt werden,

als bis man auch die inversen Functionen zu der fraglichen mit in den
Bereich der Betrachtung zieht.

§ 2.
Die Auflésung einer Gleichung, wie:
f(a,b) = ¢
nach den Unbekannten @ oder b wird vermittelt durch Je eine neue Function,
die man etwa mit:
b=f.(g,a) resp. a=fi(d,9)
bezeichnen konnte. Von diesen neuen Functionen wurde bereits §. 1. sub 1.

ausgemacht, dass sie niemals mehrdeutig und auch niemals sinnlos oder
undeutig sein sollten.

Gleichwie wir aber die erste dieser Gleichungen kiirzer mit
ab = ¢

darzustellen iibereingekommen sind, wollen wir auch die beiden letzteren
Gleichungen kiirzer so schreiben:

b=g:a, a=%,

mithin die inversen Functionen der gegebenen symbolisch als Quotienten
darstellen.

An andern Orten*) habe ich schon angefiihrt, dass alsdann nicht

bloss fiir die vorliegende sondern fiir jede sammt ihren Umkehrungen ein-
deutige Function ab wie in der Arithmetik die Formeln gelten:

b
() b@b)=Fb=big=(bapb=L b _,

Aus diesen ,Fundamentalrelationen“ folgt dann umgekehrt leicht —

. *) Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fir Lehrer und Studirende, I Band,
Leipzig, Teubner 1873; Ueber die formalen Elemente der absoluten Algebr:
Schweizerbart 1874 ; vergleiche auch:

Ueber v. Staudts Rechnung mit Wtrfen und ver-
wandte Processe, Math. Ann. Bd. 10, S. 305 u. fig.
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Wir unterscheiden drei Systeme 8%, S% und S, von zwolf, zwolf
und sechs allgemeinen Gleichungen.

Von Charakter sind diese Gleichungen keineswegs complicirter als
diejenigen, welche in der elementaren Arithmetik von der eigentlichen
Multiplication und ihren Umkehrungen gelten, und von welchen ich bei-
spielsweise das Associationsgesetz: b(ac) = (ba)e oder eine der ihm #Hqui-

valenten Formeln, wie ¢(b:a) =—%b, “;c =—:—:c, c:(b:a) = (ac):b, etc. an-

filhren will.

Durch ebenso einfache Schlussfolgerungen als die gind, durch welche
man in der elementaren Algebra diese letzteren Gleichungen aus einander
ableitet (vergl. mein schon citirtes Lehrbuch) gelingt es leicht auch, zu
zeigen, zundichst, dass von den sechs Gleichungen S, eine beliebige, als
giiltig angenommen, fiir eine eindeutige und eindeutig umkehrbare Function
ab auch die Geltung der finf iibrigen Gleichungen zur nothwendigen Folge.
hat, sodass also diese sechs einander gegenseitiz bedingen.

Weiter lisst sich durch nicht minder elementare Methoden zeigen,
dass auch die Gruppe der zwolf Gleichungen S%, solidarisch ist, piimlich
keine derselben ohne die tibrigen bestehen kann; und gleiches gilt von der

Jede von diesen Gruppen, oder also anch nur eine von deren

Gruppe 5.
Gleichungen, zieht aber ausserdem noch die sechs Gleichungen S, mit lo-
gischer Nothwendigkeit nach sich — welcher Schluss indessen nicht um-
kehrbar ist.

Es mogen, obschon die Folgerungen hier etwas weniger nahe liegen,

dieselben ebenfalls dem Leser iiberlassen sein. .
Eine jede von den Gleichungen Si; z. B. bildet demnach eine aus-

reichende Primisse zu der Gruppe von achtzehn Gleichungen (wobei sie

selbst eingerechnet ist), welche durch die Vereinigung der Gruppen S und
S, entstehen. Ich werde die Gesammtheit dieser Gleichungen mit S, be-

zeichnen, sodass kurzmoglichst ausgedriickt:
Sis = S5+ S0

bezeichnet. Am Schlusse unserer Betrach-

ist; analog werde S&+So= S
tungen wird es erwiesen erscheinen, dass die Annahmen Sy und S;, — ab-

gesehen davon, dass ihnen die Formelgruppe S, gemeinsam ist — auch
unabhiingig von einander bestehen konnen.

Ein derartiges Systém logisch mit einander zusammenhiingender
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Formeln, von denen z. B., wie hier bei S,, alle aus einer einzigen von
ihnen — wenn auch nicht aus einer jeden — folgen, pflege ich einen
Algorithmus zu nennen, wobei mir vor Augen schwebt, dass fir die Funec-
tionen, fiir welche der Algorithmus gilt, die Formeln desselben ganz Hhnlich
als Rechenvorschriften zur allgemeinen Umformung von Buchstabenausdriicken
benutzt werden kionnen, wie in der allgemeinen Arithmetik die oben er-
wihnten Gleichungen, als da sind a(be) = (ab)e, c:(b:a) = (ac):b und an-
dere, welche fiir die gewohnliche Multiplication massgebend und als eine
Norm der Buchstabenrechnung gelidufig sind.

Der Algorithmus bildet eine logische Einheit und unterscheidet sich
dadurch von der bloss susserlichen Forme]zusammenstellung, dass er niemals
getrennt von demjenigen, was etwa noch aus den Gleichungen desselben
gefolgert werden konnte, also stets im Zusammenhange mit seinen Con-
sequenzen zu denken ist. %, ist bloss ein Formelsystem, S,; ein dasselbe
neben S, in sich begreifender Algorithmus, von dem jenes System die
»Primissen“ zusammenfasst, d. h. diejenigen Gleichungen, deren Jjede, fiir

sich allein als geltend angenommen, schon den ganzen Algorithmus nach
sich zieht.

Die simmtlichen vorstehend z

ur Sprache gebrachten Gleichungen
besitzen die gemeinsame Form:

o (a, b) )= Y (a, b, ©),
woferne unter ¢ und Y das Ergebniss de
vermittelst zweier successiven von den
(mal, zu und dureh, oder f,, f,, 12

Von den beilsinfig
denkbaren Gleichungen d
erdenklichen Combinatione
zigen Algorithmen, welche
zusammen ausmachen.

Durch jede der Vertauschungen ¢,, ¢, ¢; geht nimlich das System
S;s in das S, iiber und umgekehrt (eventuell an

ch unter Buchstabenwechsel),
sodass diese beiden Algorithmen auch als zu einander conjugirte bezeichnet
werden diirfen.

r Verkniipfung von a, b und ¢

drei symbolischen Grundoperationen
) verstanden wird.

1008 (oder — 18 Identitsiten abgerechnet — 990)
es genannten Formelgebietes, sowie von allen
n derselben, sind nun S,, und Ss: die beiden ein-
einer zweigliedrigen®) Art angehoren, eine solche

*) n-gliedrig soll eine Art genannt werden, wenn sie » verschiedene individuelle
Algorithmen in sich begreift; es kann nur 1, 2, 3 oder 6-gliedrige Arten geben.

_ dem angegebenen S
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:elgznii w;le fiir die' dem A.lgor.ithmus Ss gehorchende Function die beiderlei

ymbo ;c en Qnot}enten Jjeweils als Producte angeschrieben werden kinnen.

i ?,tzt man in dem System der Formeln Sz, auf jede Art zwei Buch-

Gle'elll einander gleich, und beriicksichtigt %, 8o ergeben sich die folgenden
ichungen, in welchen die Ausdriicke einer j i i

. . elche jeden Zeile we :

sich, als vielmehr je mit dem ersten linkerhand verglichen zu d::iil;l :lllntz.r

= b@h)= (Ga)b= > _

90 ~— ~ ~~ ~ ~ = ~—~ ~
5 it et gu. 03, (%] (73 Oy Oy3 O3
= : 5 6= a(ab)=b:(a:b)=(b:a):b= (ab)b = (a:b)a = a:(ba)
@ Qo 012 ‘;:3 6-';3 8‘; (,T; ; 6\
-O3;.

Auf dieselbe Weise fliessen aus S, die Gleichungen:

ab =b(b:a)=%a

% o
Diese Gleichungen sind bede [ einfac
- : utend einfacheren Charakte i
urspri'inghzchgx S;s, insofern in dieselben (statt drei) nur mehrmzv::: a:lllle
gememe Zahlen als Operationsglieder oder Ar i :
. - . te eingehen; zud
sind diese rechterhand zwar ebenf: i 3 e
alls durch zwei successi i
aber nur durch eine einzi i Yol
ge von uns i i

= Mol ern drei symbolischen Grundoperationen

Das ganze Tableau erscheint i
i int als ein Conglomerat von fiinf Formel-
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0oy (0235 Oty 1)y Ooy
beziiglich bestehend aus denjenigen Gleichungen, ‘welche sich in (7.) und

(8.) gleichnamig bezeichnet finden. T :
Von diesen bildet die erste und die letzte fiir sich allein eine ein-

gliedrige Art, wogegen die drei mittleren die eine Hiilfte einer sechsglie-
drigen Art vorstellen, deren drei andre Glieder zu ihnen conjugirt sein
wiirden, aber nicht mit ihnen zmgleich zu gelten brauchen; diese wiirden
mit oy, Oxn, 03 Zu bezeichnen sein. : ik

Wihrend man (weiter nichts als die Eindentigkeit der drei Grund-

functionen und ihre durch (4.) ausgedriickten Beziehungen der Umkehrung
7u einander voraussetzend) mit Leichtigkeit die Formeln einer jeden Gruppe
auf einander zurtickzufithren im Stande ist, besteht, wie ich beweisen konnte,
ein solcher logischer Zusammenhang zwischen den verschiedenen Gruppen
micht. Diese finf Gruppen werden daher als selbstindige Algorithmen zu
bezeichner sein, welche auch ohne einander fiir gewisse Functionen einzeln
Geltung haben konnen, und zwar verdienen die o5 ete. besondre Beachtung
als Algorithmen, welche einer der einfachsten sechsgliedrigen Arten, die es
giebt, angehoren.

Ich werde nun statt der urspriinglichen Gruppe .+, von formalen
Gesetzen lediglich die Formelgruppe (7.) [und (8.), welche letztere aber,
wie man sogleich sehen wird, aus (7.) von selbst mit folgt] von unserer
gesuchten Function als erfilllt annehmen. Zeigt gich durch diese die
Funetion in der geschilderten Weise — namentlich also fir ein acht Ele-
mente umfassendes Zahlensystem vollkommen — bestimmt, so ist nicht
nur die in §. 1 ausgesprochene Behauptung bewiesen, sondern auch erkannt,
dass — fiir das begrenzte System wenigstens — die formalen Gesetze (7.)
logisch #quivalent mit denen 4,48, sein missen. :

Fiir die bevorstehende Untersuchung ist es zweckmiissig, die Glei-
chungen (7.) und (8.) als reine Multiplicationsgesetze darzustellen, d. h. sie
in Form von solchen Functionalgleichungen anzuschreiben, in welche aus-
schliesslich die Funetion f,, nicht aber deren inverse Functionen f, und f;
mehr eingehen. Auf welche Art man auch — unter Benutzung von (&) —
die Gleichungen (7.) und (8.) von ihren Divisoren befreit, immer wird man
die finferlei Gruppen derselben beziiglich iquivalent finden mit nachste-
henden bloss auf die symbolische Multiplication beziiglichen Formeln:

: (9) a=(ab)(ba), das ist @u;

26*
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(10.) ab = b{(ab)a}, das ist 0y;
(11) a=|(ba)alb und (12.) a = |b6(ab)|(ab), das ist oy;
(13.) a = |b(ba)|b, (14.) a=b{b(ab)}, (15.) a = b{(ba)b|, das ist o,;
(16.) a(ab) = (ab)b, das ist o, oder die Gruppe (8.).
Durch Vergleichung von (14.) mit (15.) zeigt sich nebenbei, dass
auch stets ;

(17.))  a(ba) = (ab)a .
sein wird; ferner kann man aus (11.) und (13.) durch Vergleichung die
Formel (16.) schliessen; womit der Nachweis erbracht ist, dass die Formel-
gruppe (8.) aus (7.) mit folgt.

Aus (7.) oder (16.) folgt leicht auch 4y, indem man z. B. a:a fiir b

in (16.) setzend erhiilt: ala(a:a)| = |a(a:a)|(a:a), oder mit Riicksicht auf
(4.): aa=a(a:a)=a.

§. 5.

Indem wir nun ein specielles Werthsystem der Function ab auf-
suchen, ist es noch gut, folgende Bemerkungen allgemein vorauszuschicken:
@) Ich werde die Ungleichheit von Zahlenwerthen mit einem quer-
durchstrichenen Gleicheitszeichen andeuten, in Anbetracht, dass das bis-
weilen hiefiir gebriuchliche aus ,grosser oder kleiner“ abgeleitete Zeichen
< auf manchen Zahlengebieten, wie z B. schon auf dem der gemeinen
complexen Zahlen, fiir diesen Zweck ungeeignet erscheint.

wie x + 4 soll also einfach die Gleichheit zwischen den Sp
#z und 1 verneinen.

(3) Bedeuten u + x und » + 4 specielle Zahlen und jst der Functions-
werth x4 =z bekannt, so folgt ui + 7 und x» + <.

Denn wiire ui =1, so hitten wir ui =4 und wiirde sich hierin wegen
der Eindeutigkeit der symbolischen Theilung oder der beziiglichen inversen
Function f, der symbolische Factor 4 beiderseits pstreichen® lassen; es er-
giibe sich also u =z im Widerspruch mit der Voraussetzun

Sobald also fiir einzelne Werthepaare der Argume
rigen Functionswerthe in Zahlen bereits festgesetzt ode
werden ebendiese Zahlen fiir gewisse Reihen von andern Werthsystemen
der Argumente als Functionswerthe fernerhin ausgeschlossen sein. Genauer:

Ist der Functionswerth zi— ¢ gegeben, so ist der Zahlenwerth =

Ein Ausspruch
eciellen Zahlen

g; W s W.
nte die zngeho-
r bekannt sind,
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unzullissig fiir alle iibrigen symbolischen Producte, welche die Form xa
oder ai haben. : :
Ich werde die so von selbst fir die Function gewisser Argument-

systeme nicht mehr disponibeln Zahlenwerthe kiinftighin kurz als ,,direct”

unzuldssig bezeichnen. 2

Vorstehende Bemerkung passt auf alle Functionen, welche die Eigen-
schaft 1. des §. 1 besitzen. .

) Fiir zwei einander gleiche Argumentwerthe sind die zugehdrigen
Functionswerthe wegen 4, oder der Annahme 2. des §. 1 bereits bestimmt.
Wofern man also den Argumenten die speciellen Werthe 1, 2, 3, ... libe.r-
haupt beilegen darf, so ist 1.1=1, 2.2=2, 3.3 =3, etc. — wobei die
Malzeichen auch weggelassen werden mogen.

d) Fiir unsere auch noch die formalen Gesetze (7.) erl"ﬂ]lex.lde Fune-
tion kann die symbolische Multiplication auch nicht einmal in einem spe-
ciellen Falle commutativ sein, d. h. fiir 2 + 4 ist stets x2 < az. ,

Denn wire A = Ax, so konnten wir den Werth beider Producte =
nennen. Nach (9.) wiire dann einerseits

% = (1) (Ax) =7z, andrerseits i = (Ax)(x) =177,
also x =4, im Widerspruch gegen die Annahme. S

Ich gebe die nachfolgende Herleitung mit einiger Ansﬂlhrhchkext,
weil mir dieselbe als ein vorziigliches Paradigma zur Erliuterung (!er Methode
erscheint, durch welche ich noch sehr zahlreiche Resultatc.e ﬁh?hcher Natur
(Functionstafeln) gewonnen habe, die ich in spiiteren Mittheilungen dann
ohne weitere Andeutung iiber ihre Herleitung zu verwerthen gedenke.

§. 6.

Wenn ein Zahlengebiet (sit venia verbo!) nur aus einer e.inzige‘n

Zahl bestinde, welche ich 1 nennen will, so wire auf diesem Gebiete die
Funetion ab durch die Gleichung 11 =1 vollstiindig definirt, und wiirden
alsdann die simmtlichen formalen Gesetze, von welchen in diesem Aufsa.tz
gesprochen — ja alle erdenklichen, in denen Zahlen nur dnrc.h dl‘e drei
Grundfunctionen sich verkniipft finden — identisch befriedigt sein, in An-
betracht, dass fiir die Argumente a, b, ¢, ... iberhaupt nur die Annahme
a=0b=c=---=1 gestattet erscheint..

Da dieser Fall weiter kein Interesse besitzt, wurde schon in §. 1
als eine selbstverstindliche die Annahme eingeflochten, dass das zu be-
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trachtende Zahlengebiet mehr als eine Zahl enthalte, welche als Werth von
den Argumenten sowie der Function angenommen werden kann.

Es existiren dann mehrere (mindestens zwei) von einander verschie-
dene Zahlen in dem Gebiete, von welchen nichts hindert, zwei erste ins
Auge zu fassende — anstatt etwa mit ¢, und @, — kiirzer mit 1 und 2
selbst zu bezeichnen. 2

Nach ) ist dann 11 =1 und 22 =2.

Da in der Bezeichnung von a, b als ,allgemeine Zahlen“ die An-
nahme stillschweigend eingeschlossen lag, dass diese Argumente innerhalb
des Zahlengebiets unbeschriinkt variabel seien, so konnen sie auch die
Werthezusammenstellung 1, 2 sowie die 2, 1 annehmen. Fiir die Producte
12 und 21 sind aber nach [3) die Werthe 1 und 2 als Functionswerthe
bereits direct ausgeschlossen und nach J) miissen beide Producte einen
verschiedenen Werth haben.

Daher muss das Zahlensystem zum mindesten vier Elemente ent-
halten, und indem wir festsetzen, dass

(A4) 12=3 und 21=4

gein solle, thun wir weiter nichts, als geeignete Namen fiir diese beiden
neuen Werthe einfilhren. Auch fiir diese muss 33 =3 und 44 =4 sein.
Ausserdem folgt nach (9.): 1 = (12)(21) und 2 = (21)(12) und demnach
ist auch

34=1 und 43=2

bekannt. Die Gleichungen (16.) und (17.) je auf beide moglichen Arten
auf die Zahlen 1 und 2 angewendet geben aber:

13=32, 24=41 31=14, 42 =23

Fiir die Producte 13 =32 sind nun durch das bisherige die Werthe 1, 2
und 3 von vornherein ausgeschlossen, nimlich fiir 13 direct die Werthe
1 und 3, fiir 32 die 3 und 2, fiir beide also, da sie einander gleich sein
sollen, alle drei Werthe.

Wiire aber 13 =4, so wiirde sich nach Gleichung (14.) in Gestalt
von 1= 3{3(13)| ergeben 1 =3(34) =31 =11, also 3 =1, im Widerspruch

mit dem friiheren. Es muss also auch 13 =32 eine neue von 1, 2, 3, 4
verschiedene Zahl sein.

Dasselbe gilt von 24 =41 — fiir welche Producte die Werthe 1,

R T R A T A T L R A R A S S e el A A A e
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i cen — da die Annshme 24=41=3
2, 4 bereits ausgeschlossen erscheinen : ; :
nach (14.) liefern wiirde 2 =4}4(24)} = 4(43) —.—-42 im W'lderq;]ruch :!111:
9 —2922. Dies hitte auch mit Riicksicht auf die Symmetrie schon 0
Weiteres behauptet werden konnen. s .

Nicht minder miissen die Producte 31= 14 sowie die 42=23 zltlm:c:::
yon 1, 2,3,4 verschieden sein, was fir die ersteren nur l.)ezﬁg m: -
Werthes 2, fiir die letzteren beziiglich 1 besonders nachzuweisen ki
Annahme 31=14=2 wiirde aber nach (14.) geben: 3::1{1(31)!: 12( )2.;_ {
was unvertriiglich ist mit 3=33. [Ebenso wiirde die Ammhl:e Gi;mh—
das Ergebniss liefern: 4=22(42)| = 2(21) =24 entgegen der ung
4 = 44]. : L : o

]Die Werthe 13 und 14 sind nun zuverlissig verschieden; daher

iissen
= (B.) 13=32=5 und 31=14=06

zwei weitere Zahlen des Gebietes sein. ‘ . ; i
Auch von diesen miissen ferner die Producte 24 —41 und 42=23

gich wiederum unterscheiden. Denn wiire 24 =41 =6, s0 miisstz2 n:c;hgg)g
gein 1=(14)(41)=66 im Widerspruch mit 66=6. Wenn ferner Be_' h_
wiire, wiirde ebenso folgen: 2 =(23) (32)=55=5., was der Beziehung
9 4+ b widerspricht. Man konnte hier auch auf J) 810?1 berufen. |
Bleibt also nur noch 41 #5 and 23 + 6 zu zeigen. : .
Nach (9.) muss nun 1= (13)(31) =56 and 3 =(31) (13526— 65 sex:l;
Wiire aber 41 =5, 80 erhielten wir nach (9.): .4= (41)(14) = . ;l;tgigsb
dem ersteren, und wire 23 = 6, so0 erhielte.n wir ebgnso 2= (23)(32) =
dem letzteren von diesen Ergebnissen. :
entgege]?,s miissen daher 41 und 23 =42 abermals zwel n(_aue un.d zwa;.r
von einander verschiedene Zahlen gein, weshalb nichts ibrig bleibt, als

zu sefzen:

(C.) 41=24=1 and 42=23=38.

stem enthilt sonach mindestens acht Elemelfte.
?Va:ndzezh}::zyaber die Gleichung (9.) ebenso wie oben aunf dl; Yert::‘i
paare (1,2) and (1,3) auch noch auf die Paare. 1, 4), (2, 3)1, lge, m)it[den
(3,4)] an, so gewinnt man noch sechs neue Bezlehuflgen;ls w;i (; il
friither gefundenen iibersichtlich z.usammenge:stellt, gich ~
folgenden Tableau links vom Striche befindlichen darstellen:
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=11=34=56 =67 =28=45=172=83,
2=22=43=178 =85 =16 =37 =51 = 64,
3=383=12=65 =58 =47=26=84=171,
4=44=21-87 =76’=35=18=63=52,
5=55=13=32[=27 —74—46 =[68 = 81],
6=66=31=14|=48 =82 =25 =[57 = 73],
1=71=24=41/=15 =53=38=[86=62],
8=88=42=23/=36 =61=17 =[75 = 54].

Man konnte nun zeigen, dass, wenn die Grundgleichungen (9.) bis (17.)

unseres Algorithmus auch nur fir das erste Quadrupel von Werthen 1,2

3, 4 durchweg erfiillt sein sollen, auch noch die tibrigen von den vor-

stehend angegebenen Gleichungen gelten miissen mit Ausnahme derer fiir
die in eckige Klammer gesetzten Ausdriicke.

Am raschesten mochten jedoch die noch ausstehenden Gleichungen
auf folgendem Wege zu gewinnen sein,

Nach (14.) schliesse man:
1=2{2(12)|=28, 2=1{1(21)}=16, 3=4{4(34)|=
und hieraus sogleich nach (16.) weiter:

2(28)=(28)8, 1(16)= (16)6, 4(47)
oder beziiglich:

47, 4=3(3(43)}]=35

=(47)7, 3(35)=(35)5

4=18, 3 = 26, 2

= 37, 1=45;
desgleichen aus friiheren Gleichungen:
(78)8=17(78), (56)6 =5(56), (87)7 — 8(87), (65)5 = 6(65),
d. h.
1=72, 2 =51, 3=84 4 = 63;
endlich: :
(12)2=7(72), (51)1=5(51), (84)4—8(8), (63)3 = 6(63),
d. h
3=11, 4=52 1=83, 2 = 64.

Damit sind alsdann die Werthe der erst
simmtlich gewonnen. Daraus schliesse
und 2(26)=(26)6, d. h. 7=
bisherigen Gleichungen — in

en vier Zeilen unseres Tableaus
man nur etwa noch: 4(45) = (45)5
15 und 8 =36, und bemerke nun, dass die
dem man aus den Doppelgleichungen (B.),

' beziiglich zu ersetzen durch
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(C.) je die eine Hilfte auswiih.lt — angeselien werden kinnen als die auf
Grund von (7.) aus den Priimissen e

12=3, 21=4, 13=5, 31 —6; : ; _.se o

Folgerungen. (Die vier letzten von fhesen 1?r§mls ;go g
e : Ibst von den beiden ersten wenigstens insofern Folg i
:ill;d di::nsits I?:oducte linker Hand jedenfall; :roriln sii:mﬁ:lh::: $ =
ein;':: e%;ifh‘:)i:il:;mzt:mg:u:: 01:1‘::8 ';a;e;rthe festsetzen, sind diese ﬁer
ne

- g

Tableau sich ebenfalls findenden Gleichungen: : . : 63 g : _ |
13=5, 31=6, 15=71, 51=2, 36=328, : Q, o
ieht man, dass es, wofern der Algorithmus auch fiir das uadru
80 8 )

3’ 5’ 6 g 1 ¢ g

13567284, : :
i en.
;t anderen Worten die (2357846) cyklisch zu vertause 2o
s So aber folgen die moch fehlenden Werth_edlvon s
: ' direct die von 9,
. aus denen von 3 folgen ' ‘dannun-
gekmtel; v::lldl‘iltzh die von 8. Und hiemit ist das ganze Tableau n
die von ¢,

mehr gewonnen.
§ 7. !
i i im vorigen
Wenn noch 2 mit 8 vertauscht wird, so stellt aslchl d:: t::ten ng“nd
pl(::n gefundene System von Beziechungen am eleg .
Paragra

_ zwar wie fOlgt’ dal;— 11:23=34=45=56=67=78=827

9 — 992 — 17 — 75 = b4 = 48 = 83 = 36 = 61,
3=33=71=18=86=65=52=24=4’Z,
A—44—58=81=12=27="76=063=35,
(18.) \y_55-46—62=21=13=38=87=174
6—66=85=57=173=31=14=42=28,
7=77=32=26=68=84=41={5=53,
8 — 88 — 64 = 43 =37 =72 =256 =51 =16,

27
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oder in leicht verstindlicher Abkiirzung :
' 1—-2345678,
2—1754836,
3 —7186524,
4—5812763,
5—4621387,
6—8573142,
7—3268415,
: E.]s ist dieses Ergebniss (18.8)—332;'2 5nli.cht:s als ei ?
g;r;;nlal:::e ies;‘hriez;me Tabel{fz o.on Funclionswerthen , un(?u::v;{mdb:i;:icr’l‘: ;il:
s a::cwzlll hvollstsf.ndlg fir ein aus acht Werthen bestehendes
it kmm,en. 4 c] lt,am die f&rgumen.twerthe ad libitum herausgegriffen
i Funcﬁons;v — selben Gebiete gehoren aber auch stets die zugeho-
e Werthene ta;, sodas.s man ‘bei der Erklirung der Function bei
g D.s e elrll bleiben, mli: ihnen das ganze Zahlengebiet ab-
lich von véllig b.eliebliegeiz %VEZ::E]: ntgadleses Za'hlengebietes il
g ' ; man, wie schon oben erwii i
kanlifnerlljluicl})llsirzeigclzlwl):ios:():lx:hfll:lllices. einer Buchstabengrisse aa:llll:;ht:
wie iori
31:13111]:::!111 f:n(zl- l.)eli.ebige Werthe vorstellen lklz;lll(:le‘:ls,, sv;:(ic}:)e?s;e;ri%?ioﬁ
B iejenigen secl.ls bestimmt, welche sich noch durch Multi (13'-
mittelbar oder mittelbar) aus ihnen ableiten lassen, .

agoy, o, (oo wie o, «
y o (e,a5), ete., und es leuchtet aus unserer Herleitung des -

(18.) die Thatsache ein, dass — was das Wesen der Function auszzbllliaus
cht —

die Zuordnungsweise zwi i
wischen diesen achterlei Functi
4 : unct
aus ihnen herausgegriffenen Argumentwerthe i A
Anforderungen ,+S,, oder

(19.)

(7.) eindeutig bestimmt ist

- 5 . 3 = der

tz.wll.s?hfen den aus irgend zwei andern Argumentwerthen o' a'gflsmlt’ o

le 1c(;1t10n ableitbaren Werthen ein dem vorigen congruelit,es“‘g e
)

Elllé); enl:ng(en b;ast}«lahen muss, welches sich durch b’lossen Namen
nte (ndmlich einfach durch " mi
ool 7 ch Vertauschung der o' mit den

Entsprechend der eindeutigen
muss aber auch unser symbolisches

System von
wechsel der
@) in jenes

Umkehrbarkeit unserer Funetion f
. . . l
Einmaleins eindeutig umkehrbar sein:
?

paaren durch unsere formalen
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es liefert in der That ein ebenso in sich vollendetes ,,Einssueins* sowie
,,Einsdurcheins®. Diese beiden lauten beziiglich:

1=1:1=2:6=6:3=3:7=7:4=4'8=8'5=5:2
2=2:2=1:8=8-7=7:3=3:5=5.6=6:4=4:1
8—-38:3=7:5=5H 1=1:2=2:8=8:4=4:6=6:7
= 4=4:4=5:7=7:8=8 6=6:1=1:3=3:2=2:5 =
@0%) \g_5.5-4:3-3:6=6:8=8:2=2:7=7:1=1:4
6=6:6=8:1=1 b—=5:4=4:7=7:2=2:3=3:8
7—=7:7=8:4=4:2=2:1=1 6=6:5=5:8=8:3
8—-8:8=6:2=2:4=4 5=5:3=3:1=1:7=7:6,

resp.
1=11=214=46= 6|8 =83=3/p=5[7="172

2 =22 =15 =58 =86 =6[7= 714 = 4|3 =31
3-33=78=8b5=>54=41= 116 =612 =27
(20°) 4=4l4=5|1=1|7=7l3=318=8l2=2l6=6|5
: 5=5I5=4I2=2I3=3I7=7l6=6|1=1|8=8|4
6=6l6=87=71= 12 =25 =b5|3 =34 =48
7=17=86=64=45=52= 2|8 =8|1=1[3
8—88=63=32=21=14= 4|7 = 7|6 = 516,
wofern wir beziiglich des letzteren — was schon im Hinblick auf §. 2 durch
die Symmetrie geboten erscheint — die Briiche aufwdrts gelesen denken,

statt —:f also auch alb (lies: @ in b) schreiben.

. Durch diese beiden Tafeln, deren letztere genauer algo als ,Einsineins“
7u bezeichnen wiire, erscheinen die beiden inversen Functionen f, und f; der
gesuchten ebenso eindeutig und innerhalb unseres achtelementigen Zahlen-
systems vollstindig explicirt, wie f, durch (18.).

Hiernach ist nun ersichtlich, dass von den denkbaren Verkniipfungen
der Elemente unseres Systems durch irgendwelche von den drei Grund-

fanctionen keine aus diesem System herausfiihren kann; vielmehr sind alle

(symbolischen) Grundoperationen unbedingt ausfiihrbar innerhalb des be-

grenzien Zahlensystems selbst, oder innerhalb der Octade von Werthen.
Nunmehr miissen wir uns aber noch iiberzeugen, dass fiir die durch
(18.) tabellarisch definirte Funetion f, wirklich die Gesetze des ‘Algorithmus
27*
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S, allgemein erfiill sind, welch
unter a, b, ¢ verstehen mag,

geniigt, fiir eine einzige von d
zu leisten.

Eine Frage derart, ob in dem System

Function) ein Algorithmus gelte oder nicht gelte, kann nicht anders als
empirisch entschieden werden.

Doch wird die Untersuchung ausserordent-
lich vereinfacht durch die Wa 5
System — hier (18.) — in sich
Es geniigt in dieser Begj
fassen, und zwar die folgenden ac

Elementen, wobei dag vor die Klammer gesetzte achte
festzuhalten ist, sowie die daneben

wVerwechselungen“ d. h. Producte vo
'1—(8572468)
2 (7431586) | (12)(37)(45)(68)
3— (1627854) | (13)(48)(56)(72)
4—(8265173) g;;ég’:)) ((Sggz))
5—(6184237) o i
6 —(5348712)
7—(2813645) | (17 (85)(23) (46)
8— (4756321) | (18)(26)(34) (57).

Nachdem die Zulissigkeit der ersten Su
en an d

en zwolf Gleichungen S,

ehung fiinfzehn Substitutionen ing Auge zu
ht cyklischen Vertauschungen von Jje sieben
Jeweils unveréindert

gesetzten Quadrupel von (einfachen)
0 je vier Transpositionen :

aus ihnen ableiten.

Mit Hiilfe vorstehender
ziiglich acht, achtundzwanzig
mente 1 bis 8 zur ersten, zw

Substitutionen lassen nun aber von den be-
und sechsundfiinfzig Combinationen der Ele-
eiten und dritten Klasse alle folgenden sich

e drei von den acht Werthen man auch
d. h. fir jede Triade vop Werthen. Eg

diesen Nachweis

(d i fir die in jhm gegebene
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verden damit die Gesetze

acht-nur ein Minimum von Rechnung,.und werden _ i

ursacht - ; : t sein. : i _

A+ 8y als durchginglg fiﬂ lfll.geczr;:::-l.“ ng der Giltigkeit von Mgonthrlzz

Kol cpRrn <Y h die Bemerkung werden, welc

: kann auch noe 190 s

i g ?dgﬁzﬁl‘gzﬁg der drei Functionstabellen (18.) und (20.) auf-
sich bei eine ;

: : die Substitution: :
driingt: dass die @) (364)(578)

i h aus
iirli iejenigen Substitutionen, welche sich noc

g nam'ﬂ(ll(:ll:n al::itdl?:::ei (21.) oder (2?.) n.eu ?rgedli):n dﬁ‘;?du:?
e djrch, Veﬂ.“n dige erste Tabelle in die zweite, diese l'ltlden s
i El'f"l_g bes{m(,l' erste iiberzufiihren, wofern man.nur mi 2}
letztere wieder n-lh::l : und | gleichzeitig im Frelse vorrxz‘ﬂ‘mg g Gl
Vel‘kniipflll.lgszel(} d.el"en Worten, die gleichzeitige Anwex:lr il

Es ist, mit ;:nder cyklischen Vertauschung G der dre i
stitntionen (23.) Gn:nndoperationen zuliissig, indem sie das m e
AECel ke .Oder bellen nur in sich selbst heruma:ichwmgt,' . mchdiejenig.en
drei Functionstabe el auf dem Gebiete (18.) gilt, zug!_elc i v
dass, wenn eme Fom;ten miissen, welche sich dl.ll'ch. (em;nwendmngon 4
e aus jener ergeben (die dreimalige gl
Anwen:l“n%; ::1)11;1 c:fothwendig wieder in sich selbst. zuriick).
filhrt die Fo.

a 3

! g g ] f"‘

man sie mit

i dem erhelit.
und ble = -Z—, wie aus folgen

“ s o€ Funectional-
en wir die Tafel (18.) kurz ein ,,Lounng:yi;e;‘ di:. et pbs
. - oder des Algorithmus 4,+ Sis, 80 min iledes B -ebiet
glelchungellll jedes der beiden Schemata (20.) e S dmehsmgda:gMalj
5 3;‘110 fnan Doppelpunkt oder vertieales: Ticug ein Losungsgebiet des
sein, wofern 11t (18.) keineswegs S etwa .
. . Dagegen ste . d einem Beispiel —
zeichen ersetz.t vor, da man an irgen e zu (2)
anderen Alg"“‘h.m“sde ;" ZS‘;‘; _ 'sich leichtlich iibe;z'eugta daga. die
i Indices b} 1 5 . rmllt wir .
2;13(‘111;“‘3 ionlie e Slsj'hler sI;l:ll::ete von Ss+4, erhalten, “A:fm:icht
: - aber ein Losung 2 g ese:
W{n 3?) ?lie simmtlichen Producte riickwiirts zu. 1
man nur m 2




zuverlissig ,,complet*.

seiner Consequenzen auf dem Gebiet

und S;,+ 2,
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Weise ergiebt sich niimlich das zu dem (18.) conjugirte Einmaleins, welches

auch dem zu 2,48, conjugirten Algorithmus Gentige leisten muss. Durch

blosse Permutation der Zahlenelemente lisst sich dagegen dieses Einmaleins
auf keine Weise aus jenem ableiten.

Gleichwie der Algorithmus eine zweigliedrige , Art®
bestimmte, so charakterisirt also auch das Einmaleins o
cationstafel (18.) eine zweigliedrige ,, Gattung ¢
Solche werden wir zu einer Gattung zihl
von den fiinf Vertauschungsprincipien e

unter den Grundoperationen
einerlei Art aber nur,

schungen der Zahlenele

von Algorithmen
der die Multipli-
von Multiplicationstafeln.
en, wenn sie durch irgendwelche
. €, also durch Vertauschungen
, in einander tibergefiihrt werden konnen, zu
wenn dies schon durch Substitutionen oder Vertau-
mente allein hingebracht werden kann,
) folgten aber durch ¢, die beiden Sy-
oben gezeigt, zu derselben Art wie (18.)
aus (18.) drei neue Multiplicationstafeln,
conjugirte ist, deren beide andern dann durch ¢
die zweite Art der Gattung zusammen ausmachen,

Aus dem Losungsgebiet (18.
steme (20.), welche hiernach, wie
gehoren. Dureh ¢,, ¢, ¢ folgen
deren erste die zu (18.)
aus ibr hervorgehen, und

§. 8.
Mittelst des Lusungsgebietes

gezeigt werden, dass von dem Gebj

¢ (a, b, ¢c) =vy(a,b,c) keine andern,

(18.) konnte iiberhaupt nun leicht
ete der 990 Gleichungen der Form

als die bereits in % und S, zusammen-
gefassten, aus irgend einer Formel von 8% folgen komnen. Fiir eine jede

Gleichung dieses letzteren Systems ist also die s»s Tragweite” auf dem ge-
nannten Formelgebiete gleich achtzehn erwiesen; so gross ist nimlich sicher
die Anzahl derjenigen Gleichungen dieses Gebietes, welche — sje selber
eingerechnet — aus ihr gefolgert werden konnen. Unsere Angabe iiber
die Consequenzen jenes Algorithmus auf diesem Formelgebiete ist mit an-
deren Worten vollstiindig, oder der Algorithmus 4,4 S,, ist auf dem Gebiete

In gleicher Weise erscheint der Algorithmus 4o+ 8, hinsichtlich

¢ nunmehr unzweifelhaft abgegrenzt
oder ,limitirt“. Als das nlogische Product — 4, i, als der gemeinsame
Formelcomplex — der beiden zm einander co

njugirten Algorithmen A+ Sy
kann derselbe keine ausserhalb des angegebenen Systemes S,

Funciionalgleichung 211
Schrider, iber Funciionalgleichungen.

g chnng des Geb.etes q’ a, b c =|P (/] b c) mehl‘ zuar F01ge
|ie el](le (}le. 1 ( s U ) 5 ( 9. = 3 :
ane 3

dachten Formelgebietes ist definitiv gleich

sechs.

winnen sein mdchten.

Dass iibrigens die Annahmen S, !tl:l(}. S‘;; ean;;:; nt::ls;li)nh:?glg von der 4,

gemacht werden kﬁnnen,]‘:eft2 :s: ;zx: : 518= o
e T S
3=%=m=m=n=m=ﬁ=m=%
4=66=74=43=38=81=12=25=5~

=) 5=77=68=85=54=42=21=13=36
6=88=47=72=26=65=53=31=li
7=22=15=58=83='37=76=64=45
8=33=51=16=62=24=48=,87=7 i

welches sich durch e.in d
nur mit dem Unterschle.de, ;
der gleichen Nothwendigkeit,

soli ehr als ein Elem
dae ek mo%hthcmh:sv;n ?):llno:n den 2,, welches nicht auch noch a.nderell
gon 45 .

gebieten des Al

em des §. 5 analoges Verfahren gewinnelf lllltes::t |
dass dabei der Abschluss des Sy.atems nic :
wie dort, erfolgt. Immerhin ist vorstehendes

ent enthaltenden Losungs-

: i a,b,c)= y(a, b, c) geniigte. .
T de:zfl}v(::;:;? (pdi.s’s die Gesetze S, in (24.) iib;;':l:n‘[::vsrﬁlﬂt
c ; |
ind n[l{ll:s n:lan zuniichst beachten, dass das Element rzugt
sind,

erscheint, und es darum nicht mehr als die

sechs folgenden Substitutionen:

(2345678),
(2468357),
(2584736),

(25.)

(2637485),

(2753864),
(2876543) -

giebt, welche das System in. sich selbst
Durch diese Substitutlone? .
gelberi — lassen sich aus den Unionen

verwandeln. : 2
d zwar schon durch die erste der- .

resp. Binionen, Ternionen:
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1112123
2123|124
241125
251234
235
236
237
246
alle iibrigen ableiten. Folglich ‘braucht nur
mutationen, im ganzen also fiir 2 x 1+4x6+8
von S;; wirklich nachgewiesen zu werden, und
Da auch die Algorithmen des §- 4 auf
keine Geltung haben, so ist die. Unabhiin

und S, auch von den dortigen, iiberhaupt von allen hier zur Sprache ge-
brachten Functionalgleichungen erwiesen; auch diese Algorithmen sind auf
gedachtem Formelgebiete scomplet’, und man kann
stens — geradezu S, als das lo
Die Art und Weise,
unsere Function ab bestimmt
thiimliche, als sich bei andere

fir diese in allen resp. Per-
X 6 = 74 Fille, die Gltigkeit
stimmt in der That die Probe.
dem Gebiete (24.) simmtlich
gigkeit der Algorithmen S, Sie

— auf diesem wenig-
gische Product 8Sis.S:;; bezeichnen.,

wie durch die Anfordemngen +S in §. 7
erschien, ist insofern in der That eine eigen—
n Algorithmen in der Regel herausstellt, ‘dass

erschienen.

Einen Algorithmus, der letztere Ei
einer gewissen Berechtigung einen
Das Associationsgesetz
Multiplication erfiillte Formel
siittigten Algorithmen liefern,

genschaft besitzt, konnte man mit
ngesdttigten* nennen,

» Sowie iiberhaupt jede von der eigentlichen
gruppe, wiirde dann Beispiele von nicht ge-

§. 9.

och fiir die vorstehend zur Sprache ge-
pen von Functionalgleichungen diejenigen
welche auf dem Gebiet der linearen Func-
hlen existiren. Diege Losungen verdienen

Zum Schlusse will ich n
brachten Algorithmen oder Grup
Losungen vollstiindig angeben,
tionen gemeiner complexer Za
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2 ; : e
schon darum, weil sie eindeutig und emdeut.lg m.nk;il;rb;ﬁelz nal;ﬁ:mm.
sind, ein ganz besonderes Interesse, weshalb ich s;:it S ot
suchten Algorithmen jeweils aufgesucht ha?e.d muﬁdzmhmnmg' =
selben wird zugleich ein Beifrag zur The?ne der Zucam‘ s e

ormationen geleistet sein, indem die hl?l' in Betrac —
%m::’l{ell mit sich selbst in bestimmter durch die Formeln des Algori
i kter Weise sich zu ihresgleichen zusammensetz:m miissen. :
ausgedrszn edei: punmehr erstmalig auftretenden gewdhnlichen oder. e.ge::-
lichen Multiplication muss aber die symbohs.che — ::;::, durch ,Emk]a(
merung ihres Malzeichens — fortan untersf:hleden wF :

Es handelt sich dann um die Functionen der Form:

dab+t-as+ b+ 7
(26) a()b=f(a, b) = J.¢b+¢|¢+ﬂ.b+7. 1
welche den Gesetzen unserer Algorithmen Gen.lige leisten, so;;ldul:lz
diese vollstindiger als bisher, niimlich durch Emklamm;m b
plications- und Divisionszeichen anschreibt — vorausgc;sembmgige -
unter den ,Coefficienten® 4, e, B, ¥, J, ete. von a, | i
werden. :

e ;;rizmizl; leicht zu sehen, sind die linearen Lésungen des Algo-

rithmus 4, in der Eqmel enthaltenb: e
@7) k) s0b = SO =
in rmation
Durch eine iibereinstimmende linear gebrochene Transfo

werden:

eb i
o= 2525 Tie—d)
a eabtb—a
(28.) a+e(5 1), ea
1+oa bte
byt P

: i en
deren geometrische Deutung nicht ohne Interess.e wiire. Dlt:se mI!;(l:rrmin
e:;altfn ‘die minimale Anzahl, niimlich gar k.el;_len Param;7 ; = ,be-
Tnbetracht ‘dass ¢ auch bei gegebenen Coeﬁiclre;ten von ((wn. o

, . . L en
iebi d z. B. gleich 1 specialisirt we: kann hrend v
al;:’lg fi:w:;l:it:: 0 und oo dafiir ausgeschlossen bleibeéns).
.ﬁsurml fir Mathematik Bd. XC. Heft 3 u. 4.
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Wenn dagegen e, —f33, =0 ist, so kann man .
: = man nach B :
formiren auf eine der beiden Formen: ; Akt Belichen Gans

29. - = (al+ﬂl)ab @
e

?n denen die Coefficienten dieselben Werthe haben miissen, welche ihnen
in (27.) zukommen, sodass also in der Form hier noch ein Parameter
ﬂ:a.= o3 znri%ckbleibt. Die zweite Form schreibt geometrisch vor: die
:thzllung der die .Punkte @, b in der Ebene der complexen Zahlen ver-
indenden Strecke in dem gegebenen Verhiltniss 3:e und stellt den Theil-

punktbalii1 das Product der Factorenpunkte hin, wihrend die erste Form
von ebendieser Construction die Transformation nach inci i
proken Radien vorstellt. B
Soll die linear gebrochene Funection (26.) den Gesetzen S, gehorchen

80 miissen (Wenn man sich zuerst an eine der beiden ersten unter (5.) an-,

gefiihrten Gleichungen S, hiilt) die Coeffici
Gloiokutgen cliillon. ) cienten derselben folgende sechs

(30, (B3, —B,9)(u—v) =0, (a7,—a,7)(u—9) =0, p(af,—a,f)+¥(73,—y,8) =0
: (1971 _ﬂlr)(l"'i‘v) = 0’ (asx_ala)(l"}'v) = 07 v(aﬁl—alﬂ)"l"‘(ral—yla) =0,
worin u«, v unbestimmte Constante bedeuten. o
Diesen Gleichungen kann durch geeignete Besti
ﬁclenten. als Functionen unabhiingiger Parami:ler zZwar Egtl:feigezugg e'f-
symmetrischer Weise) geniigt werden, und es ergeben sich durch Einset =
der so erhiltlichen Werthe zweierlei Losungen. Die eine lautet: e

%4, %A %,4
abt+ 21 g | %,
(31-) a()b = P x,); el %A, b+ x:l:
q RN ®,A %A A
ab+ =1 o h
x4, %A, L %A, b xJ.:

Aber dieser Bruch reducirt sich durch Streichung des in Zihler und
Nenner gemeinsamen Factors b+i%‘— zu:
= :

%34, x,4

a 3

(82) a()p=L. %k T
q9 = %,4

":3: & xala

g aDlvt: r?nder;:tLtisun%'l ist hiezu conjugirt, geht also, indem man rechts
auscht, aus der angegebenen hervor, d. h i

: ; . b. man wiirde sie de-

finirt erhalten, wenn man die rechte Seite selbst ’= b(.)a setzte e
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Sobald aber a(.)b von einem der symbolischen Factoren @, b un-
abhiingig ausfillt, ist die eine der zugehorigen Umkehrungen nicht mehr
eindeutig sondern im allgemeinen unmdglich (undeutig). Die andere um-
gekehrte oder inverse Function von a(.)b dagegen wird eben dann absolut
unbestimmt oder unendlich vieldeutig. Vier andere Lisungen einzelner
Gleichungen von S, (und zwar derjenigen der zweiten resp. dritten Zeile
in (5.)) erhielte man noch definirt, wenn man den Ausdruck von a(.)b in
(32.) gleich a(:)b oder b(:)a resp. (—ba—) oder (%) setzte. In dem vorliegenden.
Falle existiren also sechs unter sich vollig disparate Losungen der Glei-
chungen von S,, fiir welche immer eine der drei Grundfunctionen eindeutig,
cine zweite alldeutig und die dritte undeutig wird.

Da ein solcher Fall mit unserer Voraussetzung der vollkommnen
Findeutigkeit unserer drei Grundfunctionen sich nicht vertriigt (zufolge deren
ja erst die sechs Gleichungen S, einander gegenseitig bedingen mussten),
werde ich dergleichen reducible Losungen kiinftig unerwdhnt lassen. :

Wir miissen hiernach sagen, dass der Algorithmus S,, und um 8o
mehr also auch die ihm iibergeordneten S,; und S;,, im Gebiet der linearen

Functionen keine Lisung besitzt.
Das gleiche stellt sich schon in Bezug auf den noch einfacheren

Algorithmus o, heraus, oder es ist in unserer symbolischen Schreibweise

auf dem genannten Gebiete:
(33) Ao,=0, AS,=0, ASsx=0.

§. 10.
Im Gegensatz hiezu besitzt der Algorithmus o, fiinferlei einander
ausschliessende Losungen, welche sich ungezwungen in zwei Ausdriicke

zusammenfassen lassen.
Soll die Form (26.) der ersten Gleichung (7.) von 05 und damit

auch den iibrigen Gleichungen dieses Algorithmus geniigen, so miissen die

Coefficienten derselben identisch die Gleichungen erfiillen:

ai—y,0, = ud, (e —By = pe, (Bi—e1)d, = pd,, Bi—y:9: = pey,
dy+y0—2ee, = pB+vd, (al—ﬂl)‘”’(a—ﬂ)‘,x = pf+vdy,

(B—o)y F(Bi—o)y = nwytve, 761"“716-219/31 = pytvey,

d—yd =B, (e—Py=vy, |(B—e)@=2B; F—yI="n,

worin wieder u, v unbestimmte Constante vorstellen.

(34.).

28*
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Eine erste Losung giebt nun, wenn man zur Abkiirzung e% = setzt,

der Ausdruck an:
q
(35.) Aoy) a()b=L.7 ,
+ 1 -:T(r+i—3e)ab—(r—i-—s)a—-(r+i—e)b-}-%(r—i+e)
wobei sich 4 = 2p, » = —2¢ bestimmt.

Eine zweite hiermit disparate Lisung, die ich 40,; nennen will
aus dem vorstehenden Ausdruck hervor, indem man
d. h. & durch &' =1—¢ ersetzt.

Definirte man also & nur als Wurzel -der Gleichung &—¢+41 — 0, so
wiirde der vorstehende alsdann mit A0y zu bezeichnende Ausdruck die
beiden Lisungen in sich vereinigen. -

Ersichtlichermassen wird nun eine der Umkehrungen der vorstehenden
Function durch Vertauschung von a und b mit ihr selbst identisch, sodass
sich die Gleichungen eines der einfachsten Algorithmen auch noch erfiillt

zeigen, den ich — dem Vertauschungsprincip e, entsprechend — mit C, pe-
zeichne, niimlich als symbolische verstanden:

(r-H—e)ab—-(r—i+a)a—(r+i+:)b+%(r—i+3e)

, geht

i mit —¢ vertauscht,

(36) @) ab=bia, Ly,

woraus dann folgt, dass unser Ausdruck zugleich dem Algorithmus o,, gentigt
und zwar dessen entsprechende Lisung vorstellt, vollstindiger also mit
A (03+0,) zu bezeichnen sein wird.

3 Uebersichtlicher stellt sich dieses Ergebniss dar,
anderes Paar von Algorithmen der in Rede stehenden sec
ins Auge fasst. Darnach erhalten wir als
Function:

wenn man ein
hsgliedrigen Art
.:1 (0:+0y5) die symmetrische

l(r—i—e)ab—(r_1+e)(a+b)+l(r—1+3e)
(37.) a()b = % ’ =

> rH1—39ab—(r+1—)(a-+B)+ T+ )

zugleich also auch dem ,, Commutationsgesetze “ der symbolischen Multi-
plication oder den Functionalgleichungen :

(38) C) a()b=b()a, a(:)b =
geniigend.
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Die bisherigen Losungen enthalten zwei willkiirliche Parameter:

P und r

! Durch lineare Transformation lisst sich aber /ito,, ’guf gine beliebige -

der beiden kanonischen Formen bringen:

ab
(89.) a()b=—a—cb+ty und a(.)b=m,

in welchen  auch beliebig specialisirt und z. B. gleich.O ge?efzt werden ku:z.
Die drei anderen linearen Lisungen von o sind in dem Ausdrucke

thalten:
~ b~ (e+1)qab+pa+reb, wo ¢—e—1=0
(40.) Aoy) af. qea+gb+ple+1)

als Wurzel einer cubischen Gleichung die Zahl ¢ Mmmt Dabei sﬁellt
sich heraus:

w=q(e-1), r=p(-1)
Wenn

(41.) V3 1+ 15769 = 0,986991.-- = w, ¥} — 1569 =0,337727-..=0

i o=t+0, 0=— Eu—ev, @3= —su—¢e'0

enannt wird, so mag dem A das Suffixum 1, 2 ‘oder 3 ge.geben werdelnl;
jge nachdem man fir ¢ die erste, zweite oder dritte von diesen Wurze
gewihlt. Die Cubikwurzeln (41.) lassen sich in der Form o+ BVy, wo

. rational sind, nicht ausziehen. ' -

- 7Die Ltisungen, der vorliegenden Grqppe (40.), dle. nur e;n?:d Padr:;
meter p:q enthalten, lassen durch lineare Umformung sich auf jede
beiden kanonischen Formen bringen:

- b (o+1)ad
(42). a(b=-72-, a(b="LT7=,

welche aunch mit den (fiir ¥ =0 sich ergebenden) kanonischen Formen (39.)

zusammenfassbar sind in die einheitlichen Ausdriicke:
b
(43) a()b="T,
: e gbii iy
der Gleichung ‘zu gentigen hat: " =¢'+1. ; .
i Von diesen Ausdriicken geben die vorangehenden die all.geﬁemlrj:
projective Verwandlung an, und erschopfen diesel!)el.l. alle mﬁghchenl
sungen des Algorithmus o, im linearen Functionsgebiete.

e
ea+b’

resp. a(.)b=
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Ebenso wie o¢,, und o;; konnen zwar auch ¢, und 0;; Zu einem
commutativen Algorithmus zusammentreten, welcher jedoch im linearen Ge-
biete einer Losung entbehrt.

Die Algorithmen o,, und o, dagegen sind _umoertrdglich“ mit ein-
ander, d. h. sie konnen nicht ohne Widerspruch zu der vorausgesetzten Ein-
deutigkeit der Grundfunctionen gleichzeitig bestehen.

Da nun, wie leicht zu sehen, die Annahme 0,40, mit logischer
Nothwendigkeit auch die Geltung von o,, nach sich zieht, s0 werden keine
anderen als folgende drei Arten von acht Combinationen zwischen unseren
sechs o-Algorithmen bestehen konnen, nimlich erstens die durch Oy3+05+0,,
reprisentirte zweigliedrige Art, deren anderer Repriisentant also durch Riick-
wiirtslesen der Indices erhalten wird, sodann die beiden dreigliedrigen Arten,

welche 6,40, resp. 0, +o0; vertritt, woraus dann die tibrigen Vertreter
durch cyklische Vertauschung von 1, 2, 3 hervorgehen.

§. 11.
Es ist endlich der Algorithmus g,
noch reicheren Fiille von Losungen ausgezeichnet, welche eg keineswegs

miihelos ist, durch eine erschopfende Untersuchung ausfindig zu machen.
Jener Algorithmus umfasste die Gleichungen :

durch das Vorhandensein einer

(a:(ab) = ba=%

MLy gy =b:a= (a:b)b

a

a b
a; =T '—_?-b.

Soll die linear gebrochene Function
a(:){a()b] =b(.)a von diesen Gleichungen
Eindeutigkeit der drei Grundoperationen au
miissen die zwolf Relationen erfiillt sein:

al()\+7ldl = _,“J, 0‘1(“+7’1) =—uf, (ﬁl+d\)(yl =.“d\1, ad‘, 4,3 =.“ﬂ11
ad+yd 1—ef3—Py,=potvd, | [i—0?= po+vd,,
a2“7 = .u7’+”ﬂ: ,f ﬂl?’ |+7 Jl‘ad_alﬂ =y 1+”ﬂ1 ’

aﬂ"‘ﬂx?’:”% (a+71)7=1/y, !ﬂ(ﬂl'l'd\) =—va, ﬂ”l'}’?d: —VY1,
in denen 4 und » unbestimmte Constante vorstellen.

(26.) auch nur der ersten
(und folglich bei vollkommner
ch den iibrigen) geniigen, so

(45.)

wobei sich u = qo(p+4), v=—pe(e—1) bestimmt.
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Diesen Gleichungen geniigen identisch diejefﬁgen Werl:h:a1 delii?swf-
ficienten, welche aus der Vergleichung von (26.) mit der folgenden nng
unmittelbar zu entnehmen sind :

4
%o(z+e>ab—e<x—z)a—=(e—1)b+7(::—9)(@—1)

- :
(46) A%,) a()b = | £ e+ e+ Dab—x(o+ Da—e—Db+ - e—0)

i
. ° . e L i — md
Diese Losung enthiilt drei arbitriire Parameter: e und %) e
sie umfasst als Particular- oder auch als Grenzfille -alle iiberhaupt m g
i i en Losungen von @ . |
e lSntl:l?: man Zun%lér Losung 4* nach der im §.-9 angegebenen li{e- ' -
thode die iibrigen fiinf Ausdriicke auf, w'elche mit 1hr. aznm ‘_1,;;” At;n =
.Gattung“ von Lisungen gehorige zu bezeichnen und mit hspov,em 1;1 £ ‘;
: ; i den, so hat man sec
2 _f! yon g, zu benennen sein wer n, so | .
Aell;aute Ausd(:i)icke; dieselben unterscheiden sich namhc.h dadnrcl;f d:s:
ivischen den nur ¢, #, A enthaltenden Factoren der drei let?ten. e::ﬁ ;
und der drei ersten Zihlercoefficienten ein Platzwechsel -@eﬂwme
den hat. ' : . o
5 ell;emungeachtet decken sich aber diese sechs Ausdriicke; b:;ajﬂ;:;::
leichumfassend oder Hquivalent, solange d.ie Patameter atls ga.nzb 5w
%ahlen aufgefasst werden, und sind daher in gleicher Weise er .
allgemeine Losung Ag@, des Algorithmus g, zu reprﬁsenpn:en. el on
meinen, d. h. mit Ausnahme der Particularfille, wo gewisse b
zwische:n den Parametern der einen bestehen, lii%st sich nimlic Jfo :nire :
diesen sechs ebenbiirtigen Formen der Ag, in J.ede ander.e tral:;s =
dadurch, dass man die Parameter der ersten geeigmet bestimmt ksl
tionen v,on den (natiirlich anders zu bezeichnenden, etwa zu accen
tern der zweiten. : .
PammeHierbei finden allerdings kritische Fille eben dann statt., wel:ln (ll;:'d ::-
hufs volliger Umformung des einen Bruchs in den anderann l:trewl:n r:c e
i i llein die diesen Fillen entsprec
ionsfactor Null oder unendlich wird. A .
tl:‘(:)nrilen der zweiten in Rede stehenden Liosung kinnen dann. w:::llgstens durch
einen Grenzenilbergang aus der ersten Liisung' a:]i:lellte:m vlvn et;n.unendﬁch
Da dieser Process, bei dem man einz ; !
werden, andere in bestimmter davon abhiingiger Weise verschwinden za
? > z /



220 Schroder, iber Functionalgleichungen.

lassen hat, nicht selten (hier in den vier ersten der sechs unten folgenden
Fille) ein ziemlich complicirter ist, so thut man gut, zu einer allgemeinen
Losung der<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>