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‘Soll eine ganze homogene Funktion » ter Ordnung von 3 Veranderlichen , z,, 2, (geometrisch:
. eine Kurve nter Ordnung) .

$’:+ (bl &y _i—_ bg -Tg) -z:'—l + (b" $: + bm &3 zg-*" bn x:) z’:—2'+ i
ein Produkt von = linearen Faktoren '
('ZO—'_“I &+ ay 3’2) ('2"0'*"51 xl+ﬂ2£ﬁ) (-”o"i“)’l-’/'l +)’2-’"2) ceas
darstellen, so ergiebt sich ein System von

r+1)(=+2)

1.2 _

Bedingungsgleichungen fiir die 2% Grossen e, @3 B, a3 715 723 - - --; dasselbe soll immer mit I

bezeichnet werden. Eliminiert man hieraus zundchst alle 2# Grossen mit Ausnahme der Koeffi-

cienten eines Faktors, z. B. @, e, so erhilt man ein anderes System von » -+ 1 Gleichungen, das
sich leicht zu ‘ :

1

(n+1) (n+2)
1.2
erginzen lasst, von denen nur »— 1 von einander unabhingig sind; dasselbe soll stets mit II
bezeichnet werden. Aus seiner Herleitung ist klar, dass es auch fir die Koefficienten jedes an-
deren Faktors gilt. Die letzten :

am—1)
1.2
dieser Gleichungen enthalten weder ein von «,, @, unabhingiges Glied, noch ein solehes erster
Ordnung; addiert man zn jeder derselben diejenigen Gleichungen, welche sich aus ihr dadurch er-
geben, dass By, Ba; 71, 723 - - fir @, @ gesetzt werden, so treten an die Stelle der Terme

o off
Ausdriicke
aiwg—i—ﬁi'ﬁ‘;‘—w‘-rfrg—i—----,

welche sich in Folge von I rational durch die Koefficienten ;, &5, by, biay Doy - « . . ausdriicken

lassen. Man erhilt dadurch #_—_22 Gleichungen, welche in den Koefficienten by, by, .... von

der (n—+1)ten Ordnung sind.
" Dies Verfahren wird im folgenden als allgemeine Methode bezeichnet und fiir die 2te,

3te, 4te und Ste Ordnung durchgefiibrt; ausserdem werden fir die 2te und 3te Ordnung noch
1*
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auf anderem Wege die Bedingungsgleichungen hergeleitet und fiir den 3ten Grad die Aufgabe:
»wann die Funktion in eine 1ter und eine 2ter Ordnung zerfillt“ gelost.

Die Gleichungen II sind die Bedingungen, unter demen die vorgelegte Funktion einen
linearen Faktor enthilt (oder gleich dem Produkte einer Funktion (»—1)ter und einer 1ter Ord-
nung ist). Man erhilt dieselben daher einfacher, indem man die Koefficienten der Funktion den
entsprechenden des Produktes gleichsetzt und die Koefficienten der Funktion (»—1) ter Ordnung
eliminiert; die letzteren lassen sich rational durch e, @, ausdriicken.

Eine andere Methode zur Herleitung der Gleichungen II ist folgende. Fiigt man zu den
beiden Gleichungen der gleich Null gesetzten vorgelegten Funktionen nter und 1ter Ordnung noch

Ug Zo—+ Uy &+ ug2g = 0
hinzu und eliminiert hieraus 2, 2,, 25, so erhilt man eine Gleichung in uy, %, %, Diese ergiebt

durch Spezialisierung von w,, u,, », diejenigen Werte von :—;, %: welche die beiden Funktionen
(diejenige mter Ordnung und 2, + a; 2, + e, ;) gleichzeitig zum Verschwinden bringen. (Fiir
diesen Zweck hat Hesse dies Verfahren oft benutzt.) Soll nun 2,4+ @, 2, + e 2, in der anderen
Funktion als Faktor enthalten sein, so miissen die Koefficienten der fiir wy, u;, w aufgestellten
Gleichung simmtlich verschwinden.

Wihrend im Falle der Existenz eines linearen Faktors die Koefficienten rational sind, er-
geben sich bei » linearen Faktoren die Koefficienten nicht rational. Dies folgt aus der speziellen
Natur des Systems I. Da dasselbe sich nicht andert, wenn zugleich &, mit 8, (oder y, oder d;....)
und @, mit 8, (oder y, oder d,...) vertauscht wird, so miisste ein rationaler Wert von e, auch
fir 8y, 71, dy, ... zuldssig, oder o, = Bi=r1=20,...., ebenso ey =g, =y, =d,... sein,
was im allgemeinen nicht stattfindet.

Fir » =2, wo die Bedingung fiir die Existenz eines und zweier linearen Faktoren die-
selbe ist, sind e, @; B, B nicht rational. Dies folgt auch daraus, dass nach Elimination von
@, aus den 3 ersten Gleichungen von II sich 2 Gleichungen 2ten Grades fiir e, ergeben, die in
den Koefficienten von «® und e, zur fIbereinstimmung gebracht werden konnen, also entweder
keine oder beidle Wurzeln gemeinsam haben; das Eliminationsresultat giebt daher die Bedingung
an, dass das letztere stattfindet (vergleiche § 1, C 1).

§ 1. Zerlegung einer ganzen homogenen Funktion 2ter Ordnung von 3 Veriinderlichen
in 2 lineare Faktoren.

A. Allgemeine Methode.

Soll

"”: = (bl Z —+ by &) T —+ by -2"21 —+ by 2, &y —+ by 4’:
gleich dem Produkte

(@0 =&ty &y + @, 23) (20 =+ By 2, + B2 23)
sein, so miissen folgende Gleichungen bestehen:
e+ =25 o3+, = b,
a8 = by, oty By = bog
oy By + oy 8, = by
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Durch Elimination von g, 8, erhilt man:
— e, +byay— by =10
2e100 — bty — by, + by =0
—a, + b e, — by, = 0.

Eliminiert man aus je zwei aufeinanderfolgenden Gleichungen diejenigen Glieder, welche
keine der Grossen &y, b, ... zu Koefficienten haben, so erhilt man:

"‘bgalag_l_bla: —bma9+2bna1=0
bgaf _blalag_"bual_*-?b“ag:o-

Eliminiert man endlich aus diesen beiden Gleichungen diejenigen Glieder, deren Koefficient
b, ist, so erhdlt man:

bn af — bm [22% ag—'-b" u: == O-
Diese 6 Gleichungen bilden das System II. _

Addiert man zu der letzten Gleichung diejenige, welche aus ihr hervorgeht, wemn e, a,
durch g, 8, ersetzt werden, nimlich:

bmﬁ‘. - buﬁl pz"'buﬁ: =0
und bedenkt, dass aus I sich ergiebt:
@, + B =06, —2by a,+ B, =05;—2by
oy e+ By fy = b, by — ba,
so erhilt man die Bedingungsgleichung: '
L by b2+ by b2+ b7, — b, by byg —4 by by = O:
Den 3 ersten Gleichungen von II kann man die Form geben:
(2“2“52)%—620‘2‘*‘2622:0
RLas—by)ay—biag+ by=0 oder 2, —b)as—bya;+by=0
2ea;—b)ay,—bya,+2b, =0.
Soll daher:
Btz oz =zt i+ fazy
sein, so miissen auch folgende Gleichungen bestehen:
2a,— by =0 2¢,— b, =0
— by +2byy= 0 — by +2b,=0
—biag+ bpy=20 — by, + b= 0.
Daraus folgt:

by _ 2by _ by
& =g ——z =
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Methoden, bei denen entweder das Gleichungssystem I oder II allein zu Grunde
gelegt wird.
B. 1) Will man I allein benutzen, so liegt es nahe, die sich aus den 4 ersten Gleichungen
ergebenden Werte: -
_u+W _ b+ W
- “="3
b — W, by — W,
B =% -2 ____’2“?
in die 5te einzufiibren; hierbei ist gesetzt:
b, — 46, = W?
by — 45y w;.
Dadurch erhilt man:
vazq:blbz_?bm,
woraus sich durch Quadrierung und eine leichte Reduktion die Bedingungsgleichung ergiebt.
2) Aus
e+ B b,
B+ ey = b
folgt:

(@ — o) &y = by ey — by
(e — Bo) B = — b, Ba—+ by
und durch Multiplikation beider Gleichungen:
(“2 — B e, B = —0bla Ba + by bys (a3 + Bs) — 53,
und hieraus unter Benutzung der Gleichungen I die Bedingungsgleichung.

C. Unter alleiniger Benutzung von 1I kann man folgendermassen verfahren:
1) Aus der 2ten Gleichung ergiebt sich:

- bye, — bi .
2, — b, °
setzt man diesen Wert fiir e, in die 3te Gleichung ein, so erhilt man:
(4829 — 32) (a® — b, @) 4 b}, — b, by by + by b = 0;
soll diese Gleichung mit der ersten:

g

(@) — b @)+ by = 0
vertriglich sein, so muss

(4 b” — b:) b""—' b:z + bl bg blg = bm bf == O
sein; unter dieser Bedingung haben beide Gleichungen jedoch beide Wurzeln gemeinsam, die
letzteren sind daher nicht rational.
2) Giebt man der 1ten, 3ten, Gten Gleichung die Form:
(2“2_62 )ag*—(bg aa_"2bﬂ ) =O
(2 by — bia az) &) = (612 e, — 2, 0‘9) =20
(2611_61 @) — (& — 2g¢ )0‘1= 0,

so ergiebt sich:

(2 @ — by) (2 oy — by o) (2 by — b, ax) = (62 oy — 2 bm) (612 e — 2 by, ‘12) (61 —2 a,)*)

oder:
(83812 — 28, byy) (e} — b0, + bu) ey~ (by by — 2 b2 byy) (@3— by oy + bas) &
+ (818, — 2by) (622“: — byeyay+ bue;) — 2(bud;+ basd}—+- b3, — b, bybyy — 4by1by) ey, oea
oder:
by b: —+ by b: +bfz — b, b, by — 45, by = 0.

3) Betrachtet man die 6 Gleichungen II als linear in den 6 Termen @}, o, a,, o, e, @, 1,
so muss ihre Determinante -verschwinden. — Zweckmassiger ist jedoch folgende Modifikation.
Durch Elimination der Terme @), @ @, o erhilt ‘man:

(4629_ b: )al+(blbﬂ_°2blﬂ )a,—l— bg bu-2616”=0
(6162-2612 )“1+(4bu_ b: )az+ b, blz—2bzbu=0
(ba b12 e 2 bl bgg) oy —+ (61 bu — 2 62 bu) (22} —"—4 bll bﬂﬂ -— b:z = ().
Die Determinante dieser Gleichungen ist das Quadrat von
2 by by b,
by 2 by b |,
» b, by 2
da sie ibr adjungiert ist; jene und daher auch diese muss verschwinden. Unter dieser Bedingung
sind 2 von den 3 Gleichungen Folgen der dritten.

Da die 3 Gleichungen auch fiir B15 B2 gelten, so geben die Verhiltnisse der Koefficienten,

ndmlich z. B.:
4bn°—b: 6261—2512
bgbm_2blbﬂ, bgbm—2blbgg

e o x & . .ge
diejenigen Werte von =, =2, welche Zot e &y oy 29, 2o+ By 2, B2 gleichzeitig zum Ver-
Lo Xy

schwinden bringen (geometrisch: die Koordinaten des Durchschnittspunkts der beiden Geruden);
sie sind rational, wihrend die Koefficienten der Geraden von einer Quadratwurzel abhingen.

§ 2. Zerlegung einer ganzen homogenen Funktion 3ter Ordnung von 3 Verinderlichen
in drei lineare Faktoren, sowie in eine Funktion 2ter und 1ter Ordnung.

. A. Allgemeine Methode.
Soll

@y~ (by @+ by a3) 27+ (bn 2} + byg 2y @3~ bag 22) 2y~ by &\ byia &} 2y~ bagy 1y 22~ by z;
gleich dem Produkte
(@ —+ &y 2 + @y 2,) (20 —+ B 2,4 B @) (@47, Zy —+ 73 @)
sein, so miissen folgende Gleichungen bestehen:

#) Setzt man in den Gleichungen =, % fiir @;, @, und multipliziert mit «j, 80 ist dies die Funktional-
G
determinante.
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a+pf+rn=25b =20 &y s ya—t Brya ota ¥ 00 fa = by
L ﬁl)’z"*‘)’x“;'*"alﬁ::bn Baya—t ya s -y s =10y azﬁ1)’1+ﬁal’1“1+}’2axﬁx=bun
o B 71="by @ ra=bm @ Ba —+ etaffy 1+ B¢ nnt+fhntnrnetyp oy = f.

Durch Elimination von @,, 8; 71, 7o erbilt man:
— )+ bya) — by oty by = 0
f Saya; — 2bye, 0y — by @) —+ boy @ty + by 0ty — bogy =0
—3aleyt+byal +2b @ ay— bty — by @+ by =0
a; —bial +byey—by =0
und hieraus:
—byay @, 4+ by @) + 2 by @ 0ty — by @2 — 3 bogg @y + bogy @2 = 0
bye) @y — by ey @) — by &} + by @) — bogy 0ty — bya @tg = 0
—ba) +baia+bye; — 2,0 — by oy + 3 by = 0
— by &} @y + by @y &) — by @) + By &> — by @y @y + byl =0
by — bpa; g+ by ey @) — by @ - 2byy0 @ g — 3byyy a, =0

L— bma:“l‘b”la: ag_blmala: ""bulai =O-

Addiert man zu jeder der 3 letzten Gleichungen die entsprechenden und bedenkt, dass
aus [ folgt:
@) +B +yi =08 —28, @+ +y, =0, —20by
@+ i =0, —3b by +3by a4y =05 — 3byby—+ 3 bay
eyt Bty = bn_ by — by
o, ¢+ BBy~ s =810y — by by — by by —+ by
&, “:‘i‘ B 5:""7’1 7: = b:bx — by byg — by byg by ’
so erhilt man die Bedingungsgleichungen:
b: b”_ b: bﬂl - b: biblﬂ+2blb261ﬂ+blb: bll_ Sb:blll_ 461 bll 622+blbfa+ gbmbﬂl_bﬂbllﬁ +bllb221 _— 0
ML {838y —8)bya— b2bybiy—+2b,bybogy—+b2 by — 351 basy — 45911 boy 0307, 9 by bage— b1obasy +bagbyye =0
b: 6m— b: bﬂbﬂl—*-bl b: bllﬂ == b: blu - 3 bl bll bm+bl bnbm—f‘bx blﬂbﬂl—*_ bﬁbll bﬂl—bﬂbﬂblﬂ-l—g bﬂbﬂﬁblll = O‘

Sollen 2 der linearen Faktoren einander gleich werden, so miissen &, und &, Doppelwurzeln
der Gleichungen Il sein, also die Ableitungen nach @, und «, verschwinden:
3“:—'261 al+ bu =0
b]a:—2b“al+3bul =O
bg a: _— blﬂ ey —+ bllﬁ =0
Daher:
3 26, by 3 2 b, bag
b, 2%, 36y |=0 b, by, bgey |=0.
by byy byyq by 2 by 3 bgga

Ausserdem ergeben sich fiir e, und «, in bekannter Weise die Verhiltnisse der Unterdeterminanten.

6eyeg—2by ¢y — 28, aty+ by = 0 Ba, —2by ay+ by =0
2bla1a2— 612a1—2bua9+261m=0 bla:— bma2+ bm=0
263a1a9—2bma,—— blga2+2bggl=0 bga:—2bmaa+3bm=0-
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Neben diesen Gleichungen besteht noch folgende:
Bbys 2 by by
by 2bys 3by | = 0.
b bis by s
Man erhilt dieselbe durch folgende Betrachtung. Denkt man statt der Grossen ay, @y; by, by, ...
resp. L i e gesetzt, so &ndert sich nichts in der 1 ;
R e Y ’ vorgelegten Funkhon, sobald
oy @1y @93 Doy bygyy bogyy o . ..

Qg4 gy O3 bm, bm, 61“, ce e o

verwandelt werden in Tesp. e, &g, @3 byyyy bossy Bing, - - .. oder in
Dadurch erhilt man iberhaupt aus jeder Gleichung 2 andere.
Eliminiert man ferner auch aus den 3 Gleichungen jeder Horizontalreihe @, a3 z. B. nach
den Methoden C des § 1, so erhilt man:
25, 25, 25, bys bog 25, by bys
2 by bp|=0 by 25y bus|=0 28y  Bbm 2By |=0.
by 2 by 2by  2by  3by b bai 25y
Jede dieser 3 letzten Gleichungen einzeln giebt die Bedingung an, dass die 3 Gleichungen:
Tt edt+eazy,=0, 2+ 2+ a2y =0, 2o+ 71yt ya 2, =0 ein Wertsystem gemeinsam
haben. Denn diese Bedingung lautet: '
a; ay 1
B Ba 1|=0.
71 72 1
Das Quadrat dieser Determinante ist jedoch:
b — 25, bibg— by b
biby— ba B —28n b,
b, by 3
woraus sich durch leichte Umformung die erste der 3 Determinanten ergiebt.
Sollen alle 3 linearen Faktoren einander gleich werden, so miissen auch die 2ten Ab-
leitungen verschwinden:
— 3+ b =0 — 3 g+ by =0 28, @y — by =0 25 &g —by =0
2 &y —2by =0 25y 0y — 28y =0 —byoy+bm=0 —byoytby=0.
—byey+3byy; =0 —bpay+3bu=0
Daher:

B. Zerlegung einer ganzen homogenen Funktion 3ter Ordnung von 3 Verinder-
lichen in eine 1ter und 2ter Ordnung.

Betrachtet man die 10 Gleichungen II als linear in den Termen
@), @) o, o, 0, &), 40, @), @, o, 1,

80 muss die Determinante, welche, abgesehen von dem Faktor 2, die Form:

90.




0 by 0 —by
—bﬂ —bl bﬂ 612
b, 0 —by —by
0 0 by 0
by —bs —3bm  bm
0 by by — bua
0 by —by O —by —3bu
— by by —by —3bm —bm by 0 0
bu - bm bn 0 R bm bm _36111 0 0
— bog boyy — by b 0 0 0 0 0
hat, verschwinden; sie ist von der Art, dass die Glieder der Diagonale Null und die zu dieser
symmetrischen Glieder entgegengesetzt sind; da sie gerader Ordnung ist, so ist sie also ein voll-
stindiges Quadrat®). Die Ausrechnung ergiebt jedoch weiter, dass sie identisch verschwindet.
Diejenige Unterdeterminante 9ter Ordnung, welche man erhilt durch Fortlassung der letzten
Horizontal- und Vertikal-Reihe, verschwindet als Determinante derselben Art von ungerader Ord-
nung**); daher miissen auch die ibrigen Unterdeterminanten 9ter Ordnung verschwinden. Es
ergeben sich so 9 Gleichungen fiir die Existenz eines linearen Faktors, resp. die Zerlegung in
einen linearen und einen quadratischen Faktor, von denen 2 unabhingig sind. Diese Gleichungen
sind jedoch O9ter Ordnung in den Koefficienten der vorgelegten Funktion. Da aber diese Be-

dingungen sich als Gleichungen 8ter Ordnung darstellen lassen, so sollen sie auf anderem Wege
hergeleitet werden. 5

S oo =000

(=

Benutzt man nur die ersten 8 Gleichungen, so kann man 8 Terme durch die iibrigen aus-

driicken, z. B.

3 2 2 3 2 2
e, e o e @ @€ @0 @ o

durch @ und 1. Man erhilt dadurch folgende Gleichungen™*):

—(By— Bb)e! = (B, by — By b, Jey+ By by — By by
(Bs—Bby)aiey= (Byy — B bys)as—+ 3(Bs bys— By bs)

—(By—Bb)aje;= (B by — By, )ag+ Bayby, — By by
(By— Bby)e; = (By by — B, by)oy—+ By bag — By by

| -@B: —Bb)al = (B by —By )es+3(Bud, — B, by)
(By— Bby) e; ay= (By — B by)ay+ 5(By by — By by)

—(By—Bb)ay; = (B by —By )ag+ Byb —B;, by
(Bi—Bb)e, = (B —B b )ea+35(By b — By by)

worin zur Abkiirzung+) gesetzt ist:

*) Baltzer: Determinanten 1870. § 7, 1.

#%) Baltzer: Determinanten 1870. § 3, 14.

##%) Baltzer: Determinanten 1870. § 8, 4.
%) Salmon: Hohere ebene Curven, deutsch von Fiedler. 1873.
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= 3 by by By~ buuy by by — 16, B2, — b B2, — B2 B,
8 By busy by —+ by, bia by — 3By 82, — b,y b2, — b, B,
88y, byt bbby — 382, — by b2 — by B
9 bu b by — B b bia by 3 by, b by — B B b3, +by1y B2, — by by by + 2 by by by — B2, B,
9 by bosy — BBy by by + 3 by, b b, — 3 8%, 35, 52, — by b b+ 2 by by by — B2, By

= 9 by by by — B bysa by by 3 By busg b, — 3 by b2, 4By b2, — by by by~ 2 by by by — B2, B,
9 Buss bus — 3 bunn bio by~ 3 b by by — 3 8%, —+ b by — by By by~ 2 by, big b, — 2, B,

9 By bog — B bus bo 3 By by — B by b 35,82, — by, by b, 2 by, b, by — by, B
9 o by — B bagy by 3 By by — B by b 38, b7, — by, by b+ 2 by by by — by b

LBIB = 27 blll 62'22 e 3 (blll 622 b2 +bmbu bl +bIIZb22[) + %b:z - bu(buzbz +6221 bl—l_ bub”) + 3 (bm bﬂbl + bmbllbi)‘

Eliminiert man pun mit Hilfe der Gleichungen IV aus der 1ten und 3ten Gleichung des
Systems I die Terme ] o}, @, ¢ @,, 50 erhilt man
(Bm by — Byby) @y = Bywb, — B; bay
(B bu s—— Bm ) 0y =— %(Bg bﬂ = Bu bg).
Durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhilt man:
(By b, — B, bu) @ = Byb —B b,
(B by — By )“1 =3”"(Bx by — By b).
Dadurch ergeben sich als Bedingungen fiir das Zerfallen der vorgelegten Funktion 3ter Ordnung
in eine 1fer und 2ter Ordnung die beiden Gleichungen
(B by — B, by) (Byby— By byy) = 3 (Bus by — B, bywy) (Biy— B by)
(Bn bl e Bl bu) (Bm bx - Bz bu) =3 (Bm bl - Bl bxﬁ) (Bu —B bn) ’
welche in den Koefficienten der vorgelegten Funktion von der 8ten Ordnung sind.

vL.|

VL %

C. Andere Methoden fiir die Zerlegung der Funktion in 3 lineare Faktoren.

Soll jedoch die Funktion in 3 lineare Faktoren zerfallen, so miissen die Gleichungen VI
auch bestechen, wenn e,, @, durch §,, f. oder durch y,, 7, ersetzt werden; darams ergeben sich
die Bedingungsgleichungen:

: By by — Byby, = 0
B, b,— B, b, = 0
B, b, — Bb, = 0
B, —Bb,=0
By by — Bybyy =0
By, b, — B, by, = 0.
Von diesen Gle{chungen sind nur 3 unabhiingig. Diese Bedingungen lassen sich auch aus dem

System IV herleiten; denn auch hier muss fiir die Existenz von 3 linearen Faktoren jeder Koefficient
verschwinden. Betrachtet man nimlich z.B. die letzte Gleichung

(B,— Bb) ey = (B,— Bb)e,+4(B, b, — B, by),
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S0 miissen neben ihr auch die Gleichungen ~ : o+p+y+0,=4 , &+ B+ 7+ 0, =8,
(32—369)&=(B,—-Bb,)ﬂl+%(326,—315,) a‘ﬂ‘+a‘r1+a1dl+ﬁ’71+ﬁldl+7lal=bll “?ﬂz+“272+usdz+ﬂ=72+ﬁzdz+fsdz=bn
(B,— Bby)y,= (B, — Bb)y,+4+(B,b,— B,b,) “hntebdtard+py.0,=b, Gl @by 0+ 0y 7,0, B, 7,6, — by,
: L : @ By 11 0y =byyy & B 13 Oy = bogey
erfilllt sein. Dies ist aber im Aligemeinen, da die Determinante ; 072040 s 7.0 4 7, o, Rd-vdo iy ,

== Oy
@, &y 1 5 o f 7161+ﬂ2“17161+72a16161+62a1ﬁ171=“1m
B8 B 1 : “xﬂxYnda+“x7148262+“1dxﬁa)’a“"ﬁx?’x“z"x"‘&"x“272""‘}’161“2#2:“112
£ 72 1 “1ﬂ2+azﬂx+“x)’z+“z}'1+“162+“261+ﬁ172+ﬂ27’1+lglJz+ﬂzdx+fldz+rzdx=%
nicht verschwindet, wie oben gezeigt, nur moglich, wenn die Koefficienten dieser Gleichung, sowie ‘ @ (Bora+Bady+7,0,) 48, (@272t 0,+7, 9)+r(ep.+a, Jz"*“ﬂzdz)+3x(azﬂz+azrz+ﬂz)’a) = Gy
aller Gleichungen IV einzeln verschwinden. : : (B, 7, +8,0,~+, 0)+By(enr,+ 0,4, 9)+ (e +e,0, +F.0)+0y (e, +ayy 1) = ay
Es zeigt sich hierdurch, dass im Falle der Existenz eines linearen Faktors die Koefficienten Durch Elimination von BisBss 715 125 0, 6, erhilt man 5 Gleichungen,, aus denen sich durch das
desselben rational sind, wihrend im Falle der Existenz von 3 linearen Faktoren die Koefficienten analoge Verfahren, wie beim 3ten Grad, schliesslich folgende 6 Gleichungen ergeben: :
von einer Gleichung 3ten Grades abhingen. —bnalei+ byl — bl — 2bm e, 03+ by} + by 0 oy, — buusn @~ Bby 0,0, — 6bme; =0
Zerfallt die Funktion in eine 1ter und eine 2ter Ordnung 262-‘7‘7%“2512af"‘:‘*‘2511“1“:‘**5221“:“2"“6112“1“:-3bm “:*4bxm“1“=+3bxxu“:“'3bma:= Y
Tot e &+ oy 2y, )+ (B, 2,4 B, z,) Zo—t By ) + By @, 23—+ B 27, ‘ ~badi+bsaie, —byalal+- by % — 2y ele,+ 3b, q ) — b @+ 30 &, 0, — 6y, =0
- a2 € € by @] 0 — bys @, &3+ by, @, — Sby, @] 0ty + 2bym @, @; — e a:+4bzm a;=0

so ergeben sich 8, 8,, ... als rationale Funktionen von «,, e,: . R x ; ’ . ;

=05 —a Bo=15 = 622,0::—bma,a,—i—bma,a,——bmala,-—6m1al-—l—2blma,az—3b,ma1a,+4blma2=0
LTy 1 27 YT &y

ﬁu=[)u~bla,+af B = by — 2 &+ a, 1312=612_bx“2_62“1+2a1a2;

da @, e, rationale Funktionen der Grossen &,, 3,, . .. sind, so gilt dies auch von Brs B3 Bus By B —

— byony “:+ boom “f & — byy “: @+ bun @, o;— bun a; =0.
Addiert man zu jeder der 6 letzten Gleichungen die entsprechenden und bedenkt, dass
aus I folgt:
Eine C 1) des § 1 entsprechende Methode ist folgende: Setzt man aus der 3ten Gleichung B e e 5 —25,
von II den Wert von e, in die 2te ein, so erhilt man eine Gleichung 5ten Grades fiir a;; ihr : a; + g+ a: 6 —38b, by+3 b,
Grad kann mit Hiilfe der 4ten Gleichung auf 3 erniedrigt werden und zwar 8o, dass die Koeffi- : @t + B+ y* + o b} — 4828, +45,b,+2 b, —4b,,
cienten, welche in den Gréssen by b,y ... von der 3ten Ordnung sind, auch nach der Reduktion @+ B + y g 52— 9%
des Grades dieselbe Ordnung haben. Sollen nun beide Gleichungen auch fiir By, , erfillt sein, : : : : : : =
80 ist — da eine gemeinsame rationale Wurzel o, — B.= 7, zur Folge haben wiirde — dies nur 3 ®+ B+ 40, bs—3bibn+3 b
@, + B, +7i+ 4t b;——4b:b,ﬁ.,—i—écI;:,bz,,+2¢b:,—4bm
& &~ By fo+ 71 73 +0, 6, by 6y — by, '
a?“2+ﬁ:ﬁs+7f72+3fds 5sz—61519—626u+5m
@ e+ By B+ 71 71+ 6, 67 6351 — by by — by by + by,
P‘f“ﬁ""ﬂ:ﬁa"‘}’f?’s"‘d‘:dz b:bz-bzbm"— 2b1babu+bx bxm+6sbxu+6u bn‘—buu
§3. Allgemeine Methode fir die Zerlegung einer ganzen homogenen Funktion ero;+ B Bty 7240, 8 B8y — B3bia — 2 By by bog by by + b1 bags ~ bag by — b !
4ter Ordnung von 3 Verinderlichen in 4 lineare Faktoren. - RICHSE 3 7ira+ 0,01 =35 b2 —48,b,b,,— 252 b,,—25? 6u+2616m+26,6m+bf,+26u6,.—26u,,,
Soll die Funktion so erhilt man die 6 Bedingungsgleichungen.

x: -+ (bl z,+ b, z,) "”; T (b“ “’? + by 2, Zy - by, .2:2) -’”: =+ (bm 'Z'? + by ‘”T 23—+ by, Z, z: + by a::) Zo

4. Allgemeine Methode die Zerlegung einer ganzen homogenen Funktion
+ bun @)+ by @ 2y - by 2 27+ P § Igemeine Me fiir gung g ge

Ster Ordnung von 3 Verinderlichen in 5 lineare Faktoren.
: Soll die Funktion:
(@0 + &, 2+ @, 2,) (20+ B, 2, Br2) @+ 71,2+ 1y2) (2 + 6, 2, d, 2,) 3+(8,2,+by2) 2 (5, 2} 48,8y +-8,02) 03 4 (s’ By ayt-byg, 2, 22 4-bua) 2 4+
sein, so miissen folgende Gleichungen bestehen : - (bmlw:_;_bma,:w’_,_ b, mwfo'v:"l-bm; 22Dy 23) 254y, -""f""bnmz:zn_*"‘bmuw:-'c:‘l—bmu'z:-"’:+bm¢1'”;+bm3:

gleich dem Produkte
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gleich dem Produkte: :
@+ 2+, z) (2+ 2+ By 2) (@ yi 0,47, @) (@ —+ 0, 2+ 0, ,) (2 + &, 2, + &, z,)
sein, so miissen folgende Gleichungen bestehen:
e+ P+ 045 =25
alpl_*_alrl—l.—-q--

-

ottt +8=25
aaﬂa""“a?’z"“""

Hieraus erhilt man durch dasselbe Verfahren, wie fir » = 2, 3, 4 folgende Gleicbungén:

1L

— b} &+ byyef @y — by o +3byy, @ — 2831905 @+ bygy &f — 66y, @ +3by1a 6} ay—byygy e + 10 by 0 — by a ey bised
= +bpaf ) —byaf g +26y, 0 @ —b1196} @3 +bygg af — 2byyy, @ —bgag & + byl @+ 251111905 — 283199 ¢ty @ +Bogayy =0
—bney @+ byye o — byl @ + by, a3 — by & &3 + 2 byag 0 ety — b111203 +bpisn ety & —2bygpe e + b11129 @3 —2bagay; ety @y~ 2bagge, =10
— by +bygey ) = by af @ + byygal —2bym @103 +3bysp 0702 + 3byggy @3 — 119963 — 6 bygag e g+ bageyy & — 4 boggn; @y ety - 1065990003 =
—bmafad by o« a3 — boy f @y—+bagee; + 4bynee — by a3 +281190 0 @y — bggy, af — 1061311103 65111100 LA —3611122“3 azﬂ'b'mu“xa

€ & O 3.2 e 4
bia1 66 + by19 0] @ — bag, 0 02+ byoy @ g+ 2by1110] —byy1g ey @3 +-bagy, @ g—2 bapae} —2byyy 1903 + 3111290105 — Bbggayiaf g2 baaan a3 =

5 4 2.3 3 2 4 3 2
— b o+ 6112“1“: —byy o) &3+ by 1%+ 61113“2 . 251172“1“2 +3bg99, oy —4 b 0] ey— bumag +3 bmn“x“: ‘—Gbmm“;‘ “s+105mm"f
4 2. 3 3.2 4 4
— buan @ 65 11136 @ — byy39.03 02 - by, @ @ — byng &} +5byyy3 @ — byyyy90 0 38111206} & — 2 gy, F g — bygga, o =0
5 ¢ 33 3.2 4 i
e buu“x"*‘bnuax o) 11926 @~ bagg, @ ¢y —bygga ] “2‘*‘511112“; — 26 ey “g+3bmu“f“§‘—4bnmaxa @y +5bygggeaf =0

SE 5 7 P 3 2
bnu @+ by ey —byyped o + bagm1 @3 & — byggyy et - bgsage = 0.

Addiert man zu jeder dieser 10 Gleichunge_n die entsprechenden und bedenkt, dass aus I folgt:

@+ B+ g =5 —2,
“‘;’+ﬁ:’+?’? ++ = 8 —388,5, +3biy,
“:+ﬁ? +7i‘+d‘|‘+5f e bf-4bfbll+4bx by —4byyyy + 263,
o+l 4y + i+ = b —58} by +583 by, —8(bun—8%,) by 45 Buaan —byy byyy)
G+ B+ 3+ =81—28,
Q+a+7 +o+g=8 —38bybyy 3,
R e e 53—453622+4bzbma—452222+25§z
Q+h+y+ditd = 63 —563 bay + 553 by — 5 (Bazsa—5%32) b+ 5 (Bagags — byg bugs)

e +hbh 1y, +adhtae = b by — byg

@iy +B1 B+ 73y +d2, +eie = 516y — by byy— by by, + bus

@ a3+ B yi+ 0 0502 = 6381 — by big — by byy + bygy

ajay +818+yira+03d, +ale = 535 — b2 b1a — 26y by byy + by byyy + b1 b1+ byyy by — by

@ @35y B3+ 0 yi+ 0y 03+, &= 838 —b3byy — 261 b3 byy + by bugy + by byg + bazy by — byag,

3 (“:":‘*'ﬁ’nﬁ:+7’}7;+"‘?d\:+5353)= 36763 —2 836y — 2 b3 by — 45, by byg + 26, bagy + 28, by + bia<+ 251y by — 26119

aley +pig + iy, +IV0 ety = b:ba‘bfbla—*?’5352511+bfbm‘*‘:?51[’11512""26:62[’111—61 brua b3, by—byy byyg—byy, bio—byinby+byy
@ a3+4 i+ 73+ di+e el =

2(afa;+ﬁfﬁ§+727:+d‘fd‘f-l-fié:)= g 26363 — 6365 — 3828, big— 38y b3 byy + b2 byyy + 2by by byyg + 53 byyy + 8, b3,
(428, by; by + 28, 8y, b1g — by bygg — by byyyy — byy bagy — bgg byyy — b1z bya + byyyes

2636} — 836, — 8636y byy — 88y 2 by + 636113+ 28, by by, + b3 bags + 8, 52,
-+ 262 bm bu o 261 692 bl? - 62

so erhilt man die 10 Bedingungsgleichungen.

2eled+AIp -y iy + 020 +elel)=
61122 - bl 62'.’21 - b28 6112 - bll 6222 = bl? 6221 <+ b22211 ?

b: bl _b; bﬂ_ 3 b: 61 622+b:b221 +2 b2622612+ 2 blb26222—62 b2221+b;2 bl_bﬂﬁ bm—bm 612_6?22261_*‘6 [
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§ 5. Zerlegung einer ganzen homogenen Funktion von mehr als 3 Verinderlicheh in
lineare Faktoren. :
Fir das Zerfallen einer Funktion von mehr als 3 Veranderlichen in lineare Faktoren lasst

sich die allgemeine Methode anwenden. Fiir die 2te und 3te Ordnung reicht man mit einer
Vertauschung der Indizes aus. Z

Fir die ganze homogene Funktion 4ter Ordnung von 4 Verinderlichen
z, +(bl'z1+bza’a+63x3)wi feine
bedarf man ausserdem noch besonders folgender Hiilfsformeln:
2y @3 €5y Ba Bt Ya Y3+ 01 03 05) =25, by by — b, bog— by by — b3byg—+byas

8 o 05+ A1 B+ 7192 3+ 070y ) = 362838y — b2by;— 206, 5, bay—2bybybyy — 2835, big+ by bog—+brgbyy + blbm+b,bl,,+b,bll,——.bu,‘,, S

Fiir die ganze homogene Funktion 5ter Ordnung von 5 Verinderlichen bedarf man ausserdem
noch folgender Relationen:
t@lma+ i+ iy + 0300+ e ’ 2
45789 by — b3 by — 8538y by — 353 by byg + 52 bygy — 681 by by byy ~+ 28y by byyg + 28y by byyg + 28y by byyy + 25y byy by
Se o by buy bsy + 283 byy byg + 28 by by — by byygy — by byyyy — b3 biirg — b1y brgs — bya byyg — by brag — bos bysy + bnaas
6 (@lazas + BIBI A+ 713y + 0702y 4 262 &)

65383 bs— 36755033 — 36353 bag— 8536y by — 35355 by -+ b3bagg ~+ b2byss — 66, bybybig+2by by brgs 2byb3 i1zt 283516y + 28, b3y by
+ 28, bigbog + 28513 byg+2 by byg by +2858yy bay— by bagsr —babrigs— b3 brgy +bs b3, — by bm“‘bzzbm—bnbm—‘bnbm—bnbm—bum‘ 3

Slamasay+ B BB+ 7172 737+ 0 s dy+ & 555 8) = ~ :
8 B by — 2by by byy — 28y by by — 28, by byy — 28 by by — 2by by byg + byg by 4 by by - by by + Bybosa~+bybrag +bybigu+bybizy— biaay
60 (alay ey oy + B3 By Bu+ Vi va vava+ 020, Iy Oy + el ey 53 8) ;
6052 by by by — 1552 by by, 7- 1553 by by — 1557 by bys — 305, 53 b, B i 30 by B by by — 308, by by by — 30 8y by by byy + 583 by
+ 100, b3 byay + 108 by bygy + 105, by byog + 105, by byyg + 105, 5, buna ~+ 10 by by buyg + 108, byg by + 108, byg by + 106y b1y bss
+ 108, by by + 108y byg by + 108y by byy + 1085 by byg + 108y byy by + 108, brg by — 5y bygay — BBy brygg — B3 by
— 56y byias — Dby bysy — Sbyg bygy — 5y biag — Dby bugg — 5 g byyy — 5 by bygy — Dby bizg + 5byyg0-
Die Bedingung, dass die 4 resp. 5 linearen Faktoren fiir ein gemeinsames Wertsystem
verschwinden, sowie diejenigen, unter denen 2 oder mehr als 2 der linearen Faktoren gleich sind,
lassen sich in analoger Weise aufstellen, wie bei der 3ten Ordnung.

3
g

=0




1 ‘teu als Funktionen einer unabhingigen Verinderhchen zu betrachten

]II.

Das Addmonstheorem ist der beste Ausgan’gspunkt fiir die Theone der e_ p
Funktxonen.

Natus sum Carolus Weltzien Suerini in urbe Megalopolis die XV mensis Augnstx B h 52 |
matre Luisa e gente Hennemann. Fidei addictus sum evangelicae. Primis literarum elementis imbutu
Fridericianum adii; ad studia mathematica et physica me mcxtaba.*m Bastian; Brauns, ‘Hartwig. Ms:
testimonio instruetus anno h.s. 71 civibus Universitatis Fridericae®Guilelmae Berolinensis adscrrptns
numero per decem semestria commoratus sum. Exercxtatxombus seminarii mathematiei, quas moderantur 11l
et Weierstrass, interfui per sex semestria. stserentes audivi viros Ill. Aronhold; Bauer, Christoffel
Foerster, Helmholtz, Hertzer, Kummer, Kronecker, Liebe, Paalzow, Peters, Pochhammer, Poggendorf’
Sell, Tietjen, Weierstrass, Zeller.
- Cam anno h. s. 75 examen, quod dicitur pro facultate docendi, superassem, in schola, - quae dmtur
Friedrichs -Werdersche Gewerbeschule, auspiciis [I1. Gallenkamp directoris praeceptoris munere fungor.
Omnibus, quorum scholis interfui, viris clarissimis, imprimis Ill. Christoffel, Knmmer, Kronecker, Wei
strass grahas ago maximas semperque habebo.




