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fiir das ganze Gebiet der komplexen Zahlen die 990 besagten Gleichungen
gleichzeitig erfiillt — aber schon dadurch auch, dass eingangs des
Anhang 5 eine Funktion angegeben ist, welche dies wenigstens fiir ein
Zahlengebiet aus zwei oder vier Ziffern thut — ist die Existenz von
Losungen fir alle diese Funktionalgleichungen sowie die Vertriglich-
keit der letztern miteinander dargethan.

) Die 990 ,,Formeln“ unsrer Mannigfaltigkeit &' wiirden in der iiblichen
Gestalt von ,Funktionalgleichungen“ erscheinen, wenn man fiir jedes sym-
bolische Produkt ab wieder f(a,b), fir die symbol. Quotienten a:b und
—Z— aber etwa ¢ (a,b) und o (a, b) beziiglich schriebe. Beispielsweise
" miisste so die Formel:

a

m=b% eigentlich lauten: ¢ {g@(b,c),a}=F{b, v (a,c)}.

Subsumtion.

Um hinfort nicht allzu abstrakt zu redeh, halte ich mich schon bei
der Darstellung der allgemeinsten Begriffserklirungen und Theoreme an
das hervorgehobene spezielle Substrat U.

Unter 4, B, C verstehen wir lauter ,Algorithmen, d. h.- irgend-
welche Gruppen von Funktionalgleichungen, herausgegriffen aus der
»Mannigfaltigkeit®, d.i. dem Gebiete der 990 Formeln U.

Ich unterscheide dabei, wie anderwirts, zwischen Formelgruppen
und Formelsystemen, indem ich unter einer ,Formelgruppe verstehe
ein solches System von Formeln des Gebietes, welches keine ihm nicht
bereits angehorige Formel des Gebietes kraft der ,Prinzipien® nach
sich zieht — also ein System, welches ergiinzt worden ist durch den
Zuzug aller seiner Konsequenzen, so weit diese wieder dem Gebiete U
angehoren.

Von andern Formelsystemen, als den in dieser Weise zu Algo-
rithmen kompletirten Gruppen sei hier iiberhaupt nicht die Rede. Nur
sei in Bezug auf die olme Riicksicht auf logischen Zusammenhang ge-
bildeten ,Formelsysteme® bemerkt, dass sich auf sie ohne weiteres
jener Kalkul anwenden lisst, der fiir Gebiete einer Mannigfaltigkeit
iiberhaupt in der Algebra der Logik aufgestellt worden ist, und den
wir in dieser Anwendung den ,identischen Kalkul mit Formelsystemen®
zu nennen haben werden im Gegensatz zu dem sogleich zu begriindenden
wlogischen Kalkul mit Algorithmen,

Wenn 4 aus B (kraft der ,Prinzipien®) folgt, aber nicht umge-
kehrt, so werden wir hier schreiben:

@) AC B
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Es ist dann in der That das Formelsystem des Algorithmus 4 kleiner,
nur ein Teil (m. a. W. ,echier Teil“) des Formelsystems des Algo-
rithmus B. :

- Allerdings ist auch die umgekehrte Schreibweise berechtigt und wird
im ,Aussagenkalkul® vorgezogen — vergl. Bd. 2 § 28 — im Hinblick
darauf, dass die Zeit, wihrend welcher (resp. die Klasse der Gelegenheiten
bei welchen) die von einer andern B einseitig bedingte Aussage A als
wahr anzuerkennen ist, nur ein Teil sein wird der Zeit (resp. etc.) wihrend
welcher die Aussage A gilt:

Wenn (wann, solange, sooft) B gilt, gilt auch A4 aber nicht umge-
kehrt; A kann auch gelten ohne B.

Ebenso ist nun auch hier die Gesamtheit der Fille in welchen (die
Klasse der Funktionen, fiir welche) der Algorithmus B erfiillt wird, nur
ein Teil von derjenigen, fiir welche es der Algorithmus A ist. Unter
diesem Gesichtspunkt miisste man eigentlich die Schreibung:

B) B A
zur Darstellung des vorausgesetzten Sachverhalts wihlen.

Wenn demnach das Zeichen ( der Unterordnung genau dem
Zeichen < entsprechend verwendet werden soll, so hat man doch fiir ein-
unddieselbe Beziehung a priori unter zwei Schreibweisen die Wahl, nimlich
einer extensiven o), bei der mehr auf die rdumliche (Flichen-)Ausbreitung
der — etwa geschrieben gedachten — Sitze oder Formelsysteme gesehen,
und einer iniensiven ), bei welcher mehr auf ihre zeitliche Ausdehnung,
ihre Giiltigkeitsdauer, das Augenmerk gerichtet wird, oder -— sofern man
von einer solchen nicht sprechen mag — auf die Klasse der Gelegenheiten,
wo sie Anwendung finden, hier also die Fille des Erfiilltseins oder die Klasse
der Ldsungen der Funktionalgleichungen.

Durch die Bevorzugung der extensiven vor der intensiven Schreibung
unterscheidet sich der hier vorzutragende Kalkul schon in der Anlage von
dem spiiter vorzutragenden Aussagenkalkul.

Ich wiirde mich unter Umstinden wol auch der zweiten Schreibweise
anschliessen, muss aber hier der ersteren den Vorzug geben.

Folgt nicht nur 4 aus B, sondern auch B aus A, so sind die
Formelsysteme der Algorithmen A und B identisch dieselben, und

schreiben wir:
A=DB oder B=A.

Denn da wir nur mit Algorithmen zu thun haben wollen, so ist
das Formelsystem A ergénzt zu denken durch Zuziehung aller seiner
Konsequenzen, zu denen nach der Voraussetzung auch B gehﬁrt, und
umgekehrt, d. h. beide sind eines.

Um lediglich auszudriicken, dass A aus B folgt, wihrend un-
bekannt ist oder unentschieden, offen gelassen werden soll, ob auch
umgekehrt B aus A folge, werden wir schreiben:

A€<B desgl B=>=4,
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was man wie bisher als ,eingeordnet“ oder ,sub“ lesen kann, daneben
auch: A folgt aus B, ist Teil von B, in*B enthalten; B bedingt, um-
fasst A, schliesst 4 in sich, involvirt es (,implies* 4).

Darnach miissen die beiden Axiome zugegeben werden:
L A< A4 :
I Wenn A=< B und B=£C, so ist auch 4=£C.

Auch kann man, das Zeichen =< ,der eveniuellen Unterordnung®
als das urspriingliche ansehend, durch dieses das Gleichheitszeichen
definiren mittelst der

Definition (1). Wenn 4 =< B und zugleich B=£ 4, so werde
A = B genannt. :

Versinnlichen wir uns die Algorithmen durch Flichengebiete der
Ebene, so stellt — wenn nur grosse anstatt kleine Buchstaben in sie
eingetragen gedacht werden — die Figur 1, 8. 155, die Beziehung
A C B, und die Figur 2 ibid. die 4 = B dar, und falls 4 =€ B, so
findet entweder das eine oder das andre statt.

Diese Versinnlichung ist aber hier noch mehr als blosse Analogie,
auch mehr als eine Abbildung: Man kann sich geradezu die Flichen-
gebiete in soviele Parzellen zerlegt denken, als wie viele Gleichungen
des Gebietes U der zugehorige (gleichnamige) Algorithmus umfasst,
und in diese Parzellen — wie in die Felder auf einem Bogen karrirten
Papiers — diese Gleichungen selbst hineingeschrieben, so wird damit

das wirkliche Verhiltniss der Formelgruppen A, B zu einander direkt

zur Anschauung gebracht.
Multiplikation.

Wir definiren jetzt das ,logische“ Produlkt A-B oder AB und die
»logische“ Summe A + B zweier Algorithmen, und bringen alsdann die
Grundeigenschaften der so eingefiihrten Gebilde zum Ausdruck.

Hiebei wollen wir fiir alle Definitionen und Sitze durchweg die-
selben Chiffren verwenden, welche den entsprechenden im identischen
Kalkul zukamen, wenn diese auch hier in etwas anderem Zusammen-
hange vorgebracht werden, weil ja gerade die anfingliche Uberein-
stimmung der beiden Kalkuln von erster Wichtigkeit ist.

AB stelle den, den beiden Algorithmen 4 und B gemeinsamen
Formelkomplex vor, es sei also das ,logische Produkt der Formel-
gruppen einerlei mit dem ,identischen“ Produkt der betreffenden Formel-
systeme, cf. Fig. 9., S. 214. s :

Dasselbe werde O genannt, also AB = 0 geschrieben, wenn 4
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und B innerhalb U keine Gleichung gemein haben, und diese O werde
als ein uneigentlicher, der ,,Null-Algorithmus“ mit zu den Algorithmen
gezihlt.

Im andern Falle ist AB auch nicht blos ein Formelsystem, son-
dern selbst wieder ein Algorithmus, indem es alle Gleichungen, die
es innerhalb U nach den ,Prinzipien zur Folge haben kamm, bereits
in sich schliessen muss. :

Ersichtlichermassen gilt nimlich (auch wenn AB nur Formel-
system wére):
Th. 6,) AB=<A und AB=£B.

Hat nun AB innerhalb U eine Konsequenz C, so folgt diese,
weil mit A auch AB gegeben ist, nach Prinzip II auch aus 4, d. h.
es ist C=€ A; und ganz ihnlich folgt C=< B, d. h. es muss C den
Algorithmen A und B schon gemeinsam sein, sich i AB befinden.

Die Multiplikation von Algorithmen ist ein ungemein fruchtbares
Mittel, um neue Algorithmen AB zu limitiren, sie als vollstindige
oder ,,Gruppen nachzuweisen, die Grenzen ihrer Konsequenzen (inner-
halb U) zu erkennen, wenn bereits diejenigen der Faktoren 4, B be-
kannt, diese selbst limitirt sind. (Beispiele weiter unten, Anhang 5
sub ,,Beleg 1¢)

Aus der Ubereinstimmung der logischen mit der (extensiv® auf-
gefassten) identischen Multiplikation geht hervow dass jfzne auch die
Grundeigenschaften von dieser besitzt; sie ist kommutatxv.und asso-
ziativ, auch gilt z. B. Th. 14,) 4-4 = 4 — was alles iibrigens auch
ganz direkt einleuchtet.

Speziell seien hier aber zum Bewusstsein gebracht die der Defi-
nition (3) der Theorie entsprechenden beiden Sitze:

(8,) Sooft X % A und zugleich X = B, so ist auch X < AB. '
(8,)” Jedesmal, wenn X <& AB ist, muss auch X < A und X-€B b

Der letztere (3,)” von diesen beiden Satzen erscheint im Hinblick
auf Th. 6,) und II als geradezu selbstverstindlich: Wenn X aus dem
dem A und B gemeinsamen Formelsystem schon folgt, so folgt es
a fortiori aus A, desgl. aus B.

Nicht in gleichem Grade (der ‘Unmittelbarkeit) leuchte!: aber der
erste Satz (3,)  ein. Liesse man hier ausser Acht, dasi die ?‘ormel-
gruppe X ganz dem Gebiet U angehoren muss, 80 wiirde sich d.er
Satz (3,)" leicht durch Beispiele widerlegen lassen. In der That ist
der Fall denkbar, dass gewisse Behauptungen resp. Formeln X nach
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den ja ausserhald U liegenden ,Prinzipien“ zwar aus den Primissen A
folgen, desgl. aus den Priimissen B, ohne jedoch aus den, den beiden
Primissensystemen gemeinsamen Elementen oder Gleichungen zu folgen,
welche letztere sogar O sein, ganz fehlen konnen. (Betreffs wirklichen
Vorkommens solchen Falles sieche Anhang 5, ,Beleg 24)

Wenn dagegen, wie vorauszusetzen, X, 4, B komplete Algorithmen
desselben Gebietes U sind, so muss, falls X aus 4 folgt, das Formel-
system der Gruppe X geradezu ein Teil desjenigen von A sein, ebenso,
falls auch X aus B folgt, ein Teil von B, und dann also ein Teil
des dem 4 und B gemeinsamen Formelkomplexes (welcher mithin
sicher vorhanden ist).

Sonach gelten also in der That die beiden Teile von (3,), einem
Satze, von dem wir sahen, dass durch ihn das identische Produkt
ausreichend definirt werden konnte. Diese Definition hitten wir anstatt
der von uns gewihlten unmittelbar intuitiven auch hier zu Grunde
legen konnen.

Desgleichen gilt hier das Analogon der
Definition (2,): 0=£ 4,

und zwar hat dieses einfach den Sinn, dass mit dem Gebiet der Felder,
in welche die Formeln irgend eines Algorithmus eingetragen sind,
auch jederzeit unbeschriebene Felder verbunden gedacht werden mogen.
»Nichts“ oder ,leere*Felder“ bilden die Bedeutung des Nullalgorithmus,
wenn wahr sein soll, dass jeder Algorithmus seine eigenen Formeln
und ausserdem O enthilt.

Zsge man indess die 18 Identititen der Formelsorte a,b,c=a,b,c
mit in den Bereich der alsdann 1008 Gleichungen umfassenden Mannig-
faltigkeit U herein, so wiirden diese 18 den Inhalt des Nullalgorithmus
ausmachen. Seine Bedeutung wiirde die Aussage sein, dass die For-
meln a(b:c) = a(b:c), ete., allgemein gelten, ‘und wiirden diese als
konstanter unvermeidlicher Bestandteil sich in jedem Algorithmus mit
vorfinden. Durch sie wiirde aber offenbar iiber Geltung oder Nicht-
geltung von noch andern Formeln des Gebietes kein Prijudiz gegeben.

Addition.

Als die ,logische Summe* A + B definiren wir denjenigen Formel-
komplex, welcher nicht nur die Gleichungen von A und die von B
simtlich enthilt, sondern auch noch alle diejenigen Gleichungen des
Gebietes U dazu, welche aus diesen, wenn sie gleichzeitig als wahr
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angenommen werden, auf Grund der ,Prinzipien“ hinzugefolgert werden
konnen.*) s s -
Diese logische Summe A + B greift iiber die ,,1den't1sc}1e Summe
A () B der Formelsysteme im Allgemeinen hinaus — wie sich nachher
leicht durch Beispiele belegen lassen wird (Anhang 5, ,Beleg 3%).

Die letztere bedeutet bekanntlich das Formelsystem, zu w?lch(?!n
die Systeme A4 und B sich gegenseitig erginzen; dieselbe wird im
Allgemeinen kein ,Algorithmus® sein, weil aus 4 und B zusammen
als Pramissen sich oft noch weitere Gleichungen schliessen lassen
werden, die weder dem A noch dem B fiir sich angel?'éren. .

Es ist demnach die logische Summe zweier Algorithmen etwa in
folgender Weise durch eine Figur zu versinnlichen.

Sehr oft ereignet es sich, dass die logische
Summe A + B siimtliche Gleichungen des Gebietes
U umfasst. Diese konstituiren ja zusammen
selbst einen Algorithmus: U,, welcher inner-
halb des zur Illustration gewahlten Substrates
mit dem Formelsystem U zusammenfillt.

Dieser Algorithmus U, moge — fir flen wiat
Augenblick — mit dem Zahlzeichen 1 bezeichnet werdex.l, eine hon;’
vention, die sich dadurch rechtfertigt, da.ss alsd'ann die .G.lelc un;.i
A-1= A allgemein gelten wird. Dann gilt fiir jedes Indxndl};lm
in der Mannigfaltigkeit der zur Betrachtung vorliegenden Algorithmen
auch das Analogon der -

initi : A=E1.

Defl[!;:ltzoeidgg}z' gelten die beiden Sitze, welche in et::: Theorie die
inition (3,) der identischen Summe zusammensetzien:
Def(131:)'. . Véer;)& A=£X und B=£ X, so ist auch A+B=é§.

(3,)" Wemn A+ B=<X, so st au'ck A£X und B =

Da nach unsrer Definition der logischen Summe offenbar:
Tt s ‘md_ B%A’:*.Bh II als geradezu
sein muss, so erscheint der letztere Satz (3,)” nac .ds g st
selbstverstindlich: Wenn A nebst B und all-em, was beide no; zud
Folge haben, aus X folgt, so folgt natiirlich auch A4 aus un

B aus X. s
Weniger unmittelbar leuchtet der erstere Satz (3,)" ein.

Wiire X kein Algorithmus, sondern blos ein Formelsystem, aller-

Samme* als ,,Produkt®

i i i i bige ”
#) Bei der intensiven® Deutung wiirde unsre 0
zu be)zeichnen s;’in (unser ,,Produkt‘ aber nicht als ,,Summe*).

40%
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dings ganz aus U, jedoch irgendwie, herausgegriffen, so wire ein Fall
denkbar, wie ihn die folgende Figur versinnlicht: wo zwar 4 und B
ganz in X liegen, dagegen 4 + B doch
nicht in X enthalten ist (vgl. An-
hang 5, ,Beleg 4“). Es brauchte dann

(8;)" nicht zu gelten.
a‘ Nun aber sollte X einen Algorith-
mus (innerhalb U) bedeuten, komple-
tirt durch Hinzuziehung aller seiner
nach den ,Prinzipien“ bedingten Kon-
sequenzen. Wenn dieser A zur Folge
Fig. 32. hat, dessen ganzes Formelsystem in
sich schliesst, desgl. B zur Folge hat
so hat er auch alles das zur Folge, was kraft der Prinzipien aus A,
und B zusammen noch weiter gefolgert werden kann, d. h. er hat
-auch 4 + B zur Folge und schliesst dessen ganzes For;nelsystem von

Hause aus in sich.

: Hierfn.it ist sorgfiltigst erkannt, dass die Axiome I und II, sowie
die I_)eﬁmtxonen (1), (@), (8) des , identischen Kalkuls“ auch i,n dem
,,loglsc.hen Kalkul“ mit Algorithmen®) unmodifizirt Geltung haben

Dlese' aber bildeten ausschliesslich die formale Grundlage fiir (.1en
ersten Teil jenes Kalkuls, soweit er in den Paragraphen 4, 5 bis 10
1.1 der Theorie dargestellt ist. Folglich kénnen wir a.ucil alle a.us,
dle.ser Gr?ndlage streng deduktiv dort abgeleiteten Sitze jetzt ohme
weiteres in den logischen Kalkul heriibernehmen, die kleinen Buch-
staben von ebendort in grosse umschreibend — einschliesslich der ersten
Subszgntz'on, Th. 25,), des Distributionsgesetzes.

ass die zweile 26,) nicht gilt, werden wir
(Anhang 5, ,Beleg 5%); doch sei ,bemerkt, dassg evg:: s:;luzirbe;;fsi:

Zweck im Auge Habenden die vorhergehenden und nachfolgenden Be- -
lege des Anhang 5 iiberschlagen werden konnen.

A+B

: Was vo.rstel%end erortert und festgesetzt worden an dem Substrat
0‘tlar. ;esp. fi‘l‘r ((ihe »Algorithmen“ oder ,Gruppen von Funktional-
gleichungen®, das lidsst sich noch allgemeiner und fii die Gruppen-
theorie iiberhaupt aufrecht erhalten. ey

Der Begriff der ,,Gruppe* i i :
el . nGruppe” hat neuerdings fast in der gesamten Mathe-
matik eine rapid steigende Bedeutung und zunehmend vex%)reitete Anwen-

*) Hiitten wir ein umfassender
: . es Substrat ih i i
ein Kalkul mit Kalkuln zu bezeichnen. B o e dleser’ g
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dung gefunden. Sind doch Herrn Dedekind’s Zahlenkorper, Kronecker’s

Rationalitstsbereiche, etc. nichts anderes wie ,,Gruppen, und wie die Sub-
stitutionentheorie sich fast nur um Gruppen von Substitutionen dreht, so

haben auch fir die Geometrie Herrn Walter Dyck’s gruppentheoretische

Untersuchungen, fiir die hohere Analysis Herrn Sophus Lie’s Trans-

formationsgruppen ete. eine fundamentale Wichtigkeit erlangt. Nicht minder

sah die Mechanik sich gendtigt ,,Gruppen® von Bewegungen (Translationen

und Rotationen) zu studiren, und ist mit deren Studium durch Camille -
Jordan u. a. die Bravais-Sohncke’sche Erklirung der Krystallstruktur

erwachsen, u. s. wW.

Unter solchen Umstinden diirfte es wohl verlohnen, die Gesetze, nach
welchen alle Forscher, die sich mit Gruppen beschiiftigen, wenn auch viel-
leicht unbewusst, denken, sich einmal griindlich zum Bewnusstsein zu
bringen, zumal diese Gesetze in ihren elementarsten Grundziigen sich als
keine andern erweisen als die der Logik tiberhaupt und des identischen
Kalkuls, bis exclusive zur zweiten Subsumtion des Distributionsgesetzes.

Ist ein System von Dingen gegeben, die wir ,,Elemente nennen
wollen, und kennen wir einen Prozess, durch welchen aus irgend-
welehen von diesen Elementen sich neue Gebilde erzeugen, herstellen,
pableiten lassen, so vermogen wir auch die letzteren als weitere
,Elemente“ zu dem System der bisherigen hinzuzuschlagen, sie sozu-
sagen dem Systeme als neue Errungenschaft ,anzugliedern®.

Auf diese Weise kann man fortfahren, und den gleichen Prozess
auch auf die (oder irgendwelche) Elemente des so erweiterten Elemente-
systems anwenden, solange iiberhaupt der Prozess noch neue Dinge als
Elemente zu liefern vermag und auf die hinzutretenden anwendbar bleibt.

Den Prozess haben wir uns hienach begrifflich bestimmt zu denken
als eine gewisse Art von Prozessen. Sofern wir ihn eigenmichtig aus-
fiihren konnen, mogen wir ihn auch eine ,,Operation* nemnen, oder, wenn

sich an dieser verschiedene Stadien unterscheiden lassen, ihn hinstellen als
on Operationen* (den Teiloperationen der vorerwiihnten als-
dann ,,zusa.mmengesetzten“ Operationen); die Reihenfolge ~solcher .Tex_l-
operationen kann eine vorgeschriebene, oder aucl.l ganz oder teﬂwel'se.m
unser Belieben gestellte sein, je nach der Art, wie der Prozess begrifflich

bestimmt erscheint. Operationen kinnen (als ,uni-niire“?) schon aus cinem
oder aber als

Elemente (zuweilen oder immer) ein neues erzeugen, e
,Kniipfungen* deren zweie oder mehrere bediirfen um ein neues Element

hervorzubringen (;,binire®, ,ternire und ,,multi-niire®? Kniipfungen). Als
auf Beispiele sei auf Negation und Multiplikation als solche Operationen
hingewiesen.

Durch die Vorschrift, welche die Natur des Prozesses bestimmb
und durch die urspriinglich gegebenen Elemente ist in allen Fillen
die Mannigfaltigkeit der Objekte des Denkens bestimmt, welche durch

den Prozess aus jenen Elementen ableitbar sind.

ein ,,System v
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Vorbehaltlich jedoch dessen, dass die als i

: : ssen,, gegeben hingestellt -
n:fente nicht bereits unvertriiglich miteinander seie: und.dassg als El?mﬂ:
nicht etwa ,,Kla.ssm} von Elementen“ figuriren. Die erstere Forderun ere
scheint .sofort a.}s eine selbst.:verstiindliche. Bei Nichtbeachtung der letiten;
a.bel: 1xlnmss'te spia.terhm. Verwurun'g, Konfusion entstehen, es miissten Wider-
lsprue e smh.erge.aben msofe'rn keine Sicherheit, keine Garantie dagegen vor-
dz;ieh l(lﬁzng mchif —b- be_n d?: nEt}itig fallenden Unterscheidungen zwischen

— ein bestimmtes Element als solches (bei einer bestimmt
iﬁiﬁﬁlgnﬁ) auszgschglassen und zugleich dasselbe als(ein Individaum einzlrl'
! attung oder Klasse, die selbst Element ist, zuzulassen hitt
lsxglcc};stens _k;lzektﬁze Zusammenfza.ssungen von Elem;nten zu einemegzv/sg:;
Icher, mnicht aber gemerelle (zu einer Gattung von solch i

:imederum als ,Elemente* gelten lassen diirfen.g M a W. 3:2 g’;.:timmda;
ethro_zess dfar GrupPe'nbildung' zu unterwerfenden Elemente wird von
Zgnr?is :er:tm — 1;1 dem in den §§ 7,. 9 und 16 erliuterten Sinne — eine
s (im Zov;gc}la.ase rgne, w1(11'd eane gewdhnlicke Mannigfaltigkeit sein
’ , r Prozess der Gruppenbildung ist der Einschrink
zu .tu:terwerfen, muss $o tigschaﬁ'en sein, dass jenes System bei se;:nalelr %ﬂf
welterung zur ,,Gruppe eine solche Mn. stets bleiben wird.

' D.ie also aus den gegebenen ‘Elementen ableitbaren Elemente bilden
mlt.dlesen selbst zusammen ein System, welches die durch die erstern
ibestlm;nte, den}ielben zugehorige ,,Gruppe” zu nennen ist, und diirfen
ene als ausrei 1 < g i
‘]w 2 sreichende ,,Bestimmungselemente“ dieser Gruppe hingestellt

Der Begriff der Gruppe ist hienach ein engerer als der des ,Elemente-

systems*; jede Gruppe ist ein El i j
i i;t et ementesystem, aber nicht jedes Elemente-

Hienach ist klar, dass (zuniichst) die Begriffserklirungen der Ein-
Ofdnung oder Subsumtion, der Gleichheit und der Unterordnung auf
die Gruppen ebenso anwendbar sein werden, wie auf die Elemente-
systeme tiberhaupt, und bedarf der Ansatz: A =< B, oder die damit

iquivalente Redensart: die Gruppe 4 ist 7 :
neuen Erklirung, PP ist ,, Untergruppe der B, keiner

: Die in der Wissenschaft eingefiihrte Arbeitsteilung bringt es mit
sich, .da.ss auch gruppentheoretische Untersuchungen sich illl?mer nur
auf eine (begrifflich) bestimmte Mannigfaltigkeit von Objekten des
Denkefls zu beziehen haben, aus welcher nur die Bestimmungselemente
a]}er in Betracht zu ziehenden Gruppen allein hervorzuheben sind
Diese Mannigfaltigkeit (die wir, wie gesagt als eine gewﬁhnliche‘;
vorauszus?tze.n haben) bestimmt ihrerseits eine Gruppe”, oder besser
gesagt, sie ist — wenn mit Riicksicht hierauf eben vollstindig, um-
fassend' genug, charakterisirt — schon selbst eine Gruppe. ;
Diese Gruppe, die umfassendste, welche alle denkbaren Gruppen
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des vorliegenden Untersuchungsfeldes in sich schliessen wird — und,
als blosses Elementarsystem aufgefasst, etwa ,die zugrundeliegende
Mannigfaltigkeit zu nennen wire — mag ,die vollstindige Gruppe’
(schlechtweg) genannt werden. Sie entspricht der ,identischen Eins“,
1, des Aussagen- und Gebietekalkuls und wiirde nicht unpassend auch

als ,die Gruppe 1“ hingestellt werden.

Dieselbe ist jedoch — bei den Substitutionen z. B. — nicht mit der
identischen Substitution® 1 zu verwechseln, welche letztere vielmehr, wie
nachher erhellt, eine ,Nullgruppe“, ,die Gruppe 0% konstituiren wird.

Als ,Produkt® A-B oder AB zweier Gruppen A und B gilt uns
das System der Elemente, welche sowol der Gruppe A als auch der
B angehoren — m. a. W. das sidentische Produkt® der zugehorigen
Elementesysteme, die ,Gemeinheit” dieser Systeme in Herrn Dede-
kind’s! Ausdrucksweise. Dasselbe muss, sofern es kein leeres (oder

,Nullsystem®) ist, allemal selbst eine Gruppe sein.

Denn wire dies nicht der Fall, so miisste durch den Prozess der
Gruppenbildung aus seinen Elementen ein neues ableitbar sein, welches
ihm selbst, dem Systeme A B, nicht angehort, und darum auch n.icht_dem
System A und dem B zugleich angehéren kann, vielmehr wenigstens einem
dieser beiden’ — sagen wir dem System A — nicht angehéren wird. Da
laut Definition die Elemente von AB aber simtlich auch Elemente von A
(sowie von B) sind, so wire es hienach auch gelungen, aus den Elementen
des Systems A ein neues, diesem nicht angehoriges Element abzuleiten —
im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass A eine Gruppe gewesen.

.. yNullgruppe® oder ,Gruppe 0% nennen wir das Produkt aller er-
denklichen Gruppen, welche in der vollstindigen Gruppe (als Unter-
gruppen) enthalten sind (diese selbst also einbegriffen).

Wo etwa auch ein mit O bezeichnetes Element auftritt, ist diese
,»,Gruppe 0 von dem ,JElemente O“ natiirlich zu unterschei«-ien. :

Die Nullgruppe wird eine eigentliche Gruppe sein auf jedem
solchen Untersuchungsfelde, wo gewisse Elemente in jeder Gruppe

enthalten, allen Gruppen gemeinsam sein miissen.

So z B. wird im Gebiet der Substitutionsgruppen die Nullgrappe be-
stehen aus der einen identischen Substitution 1; in der Gruppentheorie
des identischen Kalkuls — vergl. Anhang 6 — wird die Nullgruppe aus
den beiden Elementen O und 1 bestehen, und auch auf dem Gebiet der
Gruppen von Tunktionalgleichungen oder Algorithmen kgnnen der Null-

Inhalt oder ihre Bedeutung eventuell untergelegt werden: die
b s nebst all den Formeln, welche etwa

»Sechs Fundamentalbeziehungen e €
noch auf Grund derselben allgemein, als analytische Gleichungen, gelteP.
Andernfalles wird die Nullgruppe’ als eine uneigentliche, némlich

inhaltlose oder leere, zu gelten haben.

Swmme A+ B zweier Gruppen A und B nennen ‘wir diejenige
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Gruppe, welche aus den Elementen von 4 und B zusammengenommen
ableitbar ist, welcher m. a. W. die Elemente der midentischen Summe®
der Elementesysteme 4 und B als Bestimmungselemente dienen. Die
erstere greift iiber die letztere im Allgemeinen hinaus, wie gelegent-
lich gegebene Beispiele darthun. :
Es wiirde nun blos eine Wiederholung desjenigen sein, was wir
im identischen oder Gebietekalkul bereits eingehendst durchgesprochen
haben (was uns ferner behufs Angliederung der Dedekind’schen
Kettentheorie obliegen wird, in neuer Fassung aufzufrischen) und was
wir endlich fiir das Substrat der Algorithmen im Eingang gegenwiir-
tigen Anhanges erinnernd in Anspruch zu nehmen hatten , wollten wir
von neuem darlegen, wie aus den hiemit gegebenen Grundlagen wieder
- alle Gesetze des identischen Kalkuls bis zu dem in § 12 charakteri-

sirten Divergenz- oder Abzweigungspunkte hin als auch fiir den

nGruppenkallul* giiltige fliessen. Wir diirfen diese Gesetze fiir ihn
hinfort ohne weiteres in Anspruch nehmen.

Ist der gruppenbildende Prozess eine puniniire Kniipfung, d. h. eigent-
lich gar keine Kniipfung, sondern vielmehr eine Operation, mittelst welcher
je aus einem Elemente immer schon ein eventuell neues als Funktion oder
Bild desselben abgeleitet werden kann — wie z. B. im identischen Kalkul
die Operation des Negirens, in der Arithmetik die der Quadratwurzel-
ausziehung, oder die Herstellung des Briggs’schen Logarithmus, etc. — so
steht nichts im Wege die gedachte »Ableitung” als eine ,,Abbildung® an-
zusehen, und deckt sich der Begriff der »Gruppe® mit dem Dede kind’schen
Begriff der ,Kette“. Des Letateren Ketten sind die durch einen Abbildungs-
prozess erzeugten Gruppen. Der Gruppentheorie orduet die Theorie der
Ketten als ein besondrer Zweig sich unter.

Es konnte sogar scheinen als ob die letztere sich ebensoweit erstreckte,
wie die erstere. Denn ist die eindeutige Abbildung eine solche nur ein-
seitig, nicht auch umgekehrt, ist sie eine yundhnliche“, so mégen irgend-
viele Elemente das nimliche Bild haben. Dieses Bild als das Ergebniss
einer Verkniipfung jener Elemente hinzustellen, geht aber dann nicht an,
weil der Unterschied besteht, dass es diesen nicht erst in ihrer kollektiven
Verbindung, als dem Systeme derselben, sondern dass es ihmen bereits
einzeln genommen, distributiv oder generell, eindeutig entspricht. Immerhin
ergeben sich aus diesem Verhiltnisse vielleicht Ankniipfungspunkte fiir beide
Theorieen.

Die Gruppentheorie ist hienach anzusehen als eine wirkiiche Erweiterung
der Theorie der Ketten, —

Anhang 5.

Substrat zum vorigen Anhang und Material zu dessen Belegen.

Als solches muss ich jetzt ein paar spezielle Algorithmen des
Gebietes U vorstellen. - -
Voraus bemerke ich, dass ich den logischen Z-usamme ang zwischen
den 990 Formeln dieses ’Gebietes lingst vollstindig erforscht hal')e 1;md
denselben auch auf die einfachste Weise zu begriinden vermag. Die Dar-
legung dieses Zusammenhanges ist aber nicht .der Endzweck der gegen-
wirtigen Mitteilung. Vielmehr beabsichtige ich ja, denselben nur .nebenher
zu benutzen, um durch gegenteilige Beispiele da.mutlﬁun, dass gewisse Sitze
i ischen Kalkul keine Geltung zu haben brauchen.
= 10%;1310 ]:a,nnn amizh daher in Bezug auf das — unter. v1¢1en denkbareg,
ebenfalls schon ziemlich von mir durchforschten Formelgebieten [vergl. (L. cgi .
§ 3 und 4] willkiirlich ausgewshlte — Gebiet U da.ra.uf bessc]n‘ﬁ.nken,di e
meinem Hauptzweck dienlichen Thatsachen einfach a:nzufuhren, sofetr: lirt?se
Thatsachen (mit mehr oder weniger Miihfa) von jedermann l;qn 0d :ﬁ'
sind, und brauche ich dabei weder auf die Methoden einzugehen, uzch
welc’he sie (im Zusammenhang) am bequemsten zu beweisen wiren, n
ie sie gefunden wurden. e
damu]%iewzbl;ituig der einen Formeln aus den a.ndex;n, von Sene: k:::mzlet;
i ist z ] d ganz elementar zu bewe
bedingt werden, ist zudem leichi und g ¢ t i
i bleiben. Nur in Bezug a
d deshalb dem Leser iiberlassen :
::hwi?r?ge (und hier besonders wichtige) Problem der Abgrenzung jeder
Formelgruppe will ich beweiskriftige Angaben ma:chen. =
Wesentlich sind es fiinf Algorithmen, mit denen wir Bekann
schaft zu machen haben. e
al") Der Algorithmus U, selbst, bestehend aus8 den siamtlichen
990 Gleichungen des Formelgebietes U [verlgl. (L :;) 8§ 1 ]gsv?u]lkh o
i 1 ass es
Fiir uns ist nur der 1.\*achwe1.s von Be av.lng(:hz ae SR
gibt, die alle diese Funktlona.lglelchungel_l. glei o oxf ’ 31; =
dies:e also, als ,Formeln“ aufgefasst, miteinander vertrag i
’ .
miissen. : 3 5 die
Der Nachweis ist zu leisten durch Angabe einer Funktlb?xz, : (:n
sie wirklich erfiillt. Eine solche wird nun .fu.r -emGZail:;e:E; ;: i
vier Elementen, den Ziffern 1, 2, 3, 4, definirt (in Ges 4

bolischen Einmaleinses) vermittelst der Tafel:

N e o
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1 1:1=2.2=—=8.3=4.4
2=12=2.1=3.4=4.3
3=1-3=3-1=2.4=—4.2
4=1-4=4.1=2-3=3.2,

desgleichen auch schon fiir ein Zahlengebiet von nur zwei Elementen
1 und' 2, durch das erste Viertel dieser Tafel — (es sind das die’
Funktionstafeln 1o ¢)* und 1o,0)* von (I e.)%

ﬁberzeugen wir uns weni & - A
: : gstens fiir ein Beispiel davon, d :
in der That der Fall ist. Unter anderm miisste petwa. gelte’n: ==

L

a:¢c a-b

— eine Formel, aus der nebenbei ibri V ;
eine Formel, ! gesagt, alle iibrigen von U flies di
sgm'lt fir sich schon eine ausreichende Pr;imisse desgAJgorithmusmifselll:ﬂd;:
g_elglelchen er 156 iunerhalb U besitzt). In der Formel diirfen v?rir nun
f:flsa;'b, gi lix:gendﬁvelche von den Ziffern 1, 2, 3, 4 setzen, und miissen
ie ig, allemal eine richtige Gleichun : ich
z. B. herausstellen, dass i Gehgs e

& 1 2
sowie auch — =— —
2:2 2.1?

S35 4

3
2:4 2.8?

etc. ist. Um dies nachzusehen entnehmen wi

wir aus der zweiten Zeile der
Taé'el VOI\?V letzten ,Produkte“ (als zusammengehalten mit seinem a.ngel-
gebenen Werte 2) dass 2:4 = 3 ist, aus der vierten Zeile aber, dass

2-3 =4. Durch Einsetzung dieser Werte kommt also die erstere Glei-

b e Tl . g
chung hinaus auf: — = -, und dass dieses richtig ist, indem beide Seiten
den Wert 1 haben, ist aus der dritten und vierten Zeile der Tafel vom

ersten ,,Produkt” zu entnehmen.

Eb . - 1 2
enso kommt die andre Gleichung auf T oder 1 =1 hinaus. —

Der Leser vergesse bei diesen Betra i
n ; erg chtungen nicht, dass hier keines-
?vecds, voE.,,elger'lthchen“ Produkten und Quotien%en die R:adea?:t, f(::i' v::ll:;e
Jla: ) as s 1;1male1ns schon anderweitig feststeht. Vielmehr ist vorstehend
1 fu(nl ; -3 etc. nur aufzufassen als eine abgekiirzte Schreibung ad hoc
o] )t ;bne?la,fl"i (2},l 3) Ef}:tc.,” und konnten solche Funktionswerte bei der
. e schen Erklirung von f(z,y) doch nach Belieben fest-
So leicht es nun auch fiir ein Beispiel sic i
: . eispiel sich erwies, das Erfiilltsei
c?u}ller be.stl.mmten Formel nachzusehen, so wiirde es doch bei ihr scslfctz
32 Hx; ;ve‘:]tilauﬁg.werden, solches fiir alle Wertsysteme der Argumente aus
o LeE{) ! ;:ajgefblelt)e c;urchﬂlfiihren, und vollends kaum -durchfithrbar, fast
L ufgabe, bei allen 990 Formeln d i
emplrlx)schen Weg :;uszuschreiten. slmdeies Line
er Leser, welcher meinen in j iebi i
i E ) jedem beliebig herausgegriffenen Bei-
spiele sich bewihrenden Behauptungen gleichwol den Glaubei %ersagt, mn;s}

gesetz ausdriickt:
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deshalb verwiesen werden auf die generellen Schlﬁése, durch welche ich
1 c)® und an andern Orten das empirische Verfahren vereinfacht oder

entbehrlich gemacht habe. —
2% Der Algorithmus 4,. Die Gleichung, welche das Assoziations-

b(ac) = (ba)c

ist eine von den 990 Gleichungen U. Aus ihr fliessen noch 15 andere
Gleichungen desselben Gebietes, und nur diese. Ich muss dieselben
vollstindig anfithren. Sie lauten:

(b:a):c = b:(ac), 1l;—c-=%:c,

c:(b:a) ¢(b:a) ¢

(ac): b

(a:b)e . b: E::—
eiecke und des vollstindigen Vierecks als

wo die Seiten der béiden Dr
setzten Ausdriicken

Gleichheitszeichen zwischen den an die Ecken ge

interpretirt zu denken sind.
Die Ableitung dieser 15 Gleichungen aus der Priimisse gibt zum
Uberfluss mein Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, 1. Band, p. 242 sqq.

enden 16 Gleichungen bilden dasjenige, was al.lf dem
Gebiete U der Algorithmus A, der (eindeutigen und eindeutig um

kehrbaren) assoziativen Operationen zu nemnen ist. :
Dass wirklich keine andern als diese 16 Gleichungen des Gebietes

aus dem ganzen Systeme folgen, kann auf die elemental:ste Weise
nachgewiesen werden durch die folgende Tafel von Funktionswerten
1=1-1 =2-2=3-3=4A-4=5-6=6-5
2=2-1=1-2=3-6=6-4———-4-5=5-3
3=3-1= 1-3-—=2-5=5-4=4-6=6-2
e I olie 6 38 e
—4-2 6
6—=6-1=1.6=2-4=4%" —=3.-2=5-5 :
welche auf einem Zahlengebiet yon 6 Zahlen, die mit den Ziﬂ:em 1
bis 6 bequemlichkeitshalber benannt sind, in Gestalt eines symbolischen
Einmaleinses eine vollkommen ecindeutige und ebenso umkehrbare

Funktion definirt. =

Die vorsteh
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Man sieht leicht, dass dieses Zahlengebiet der einfachsten ,Gruppe”,
die es gibt, von nicht durchweg vertauschbaren ,Substitutionen® entspricht,
indem man das Element 1 mit der ,identischen Substitution“, die Ele-
mente 2, 3, 4 mit den ,Transpositionen® (e¢f), (¢p) und (8y) identifiziren
kann, wo dann die Elemente 5 und 6 den ,cyklischen Substitutionen
(efy) und (ayp) entsprechen werden, und unsre symbolische Multiplikation
zusammenfillt mit der eigentlichen Multiplikation der Substitutionen.

Wie die Multiplikation der Substitutionen iiberhaupt, so ist also auch
die vorliegende jedenfalls assoziativ. Und auch der Nachweis, dass keine
andern von den 990 Gleichungen U als die sub A, angefiihrien 16 von
der durch die Tafel definirten Funktion durchaus erfiillt werden, unter-
liegt theoretisch nicht der geringsten Schwierigkeit. Dagegen wiirde, den-
selben ohne weitere Vorbereitung direkt zu liefern, allerdings einen Auf-
wand an Miihe erheischen, welcher der Kenntnissnahme der gesamten das
Gebiet U erledigenden Theorie der Verkniipfung, nachdem dieselbe im Zu-
sammenhange von mir dargelegt worden wire, schon allein fast gleich-

kommen diirfte.

Nebenbei sei noch bemerkt: Lisst man die vertikalen Seiten der
beiden Dreiecke, sowie die Diagonalen des Quadrats in A fort, so
bleiben diejenigen 12 von den 16 Gleichungen 4,, deren jede fiir sich
als eine ,ausreichende Primisse“ von A4, zu bezeichnen ist und also
innerhalb U die Tragweite 16 hat. Dagegen bilden die fortgelassenen
4 Gleichungen einen dem A, untergeordneten Algorithmus K, dessen
Primissen eben jene beiden Vertikalseiten (mit der Tragweite 4) sind.
Von den Diagonalgleichungen des Quadrats bildet jede fiir sich einen
eigenen Algorithmus: J, resp. J;, indem sie keine weiteren Konse-
quenzen innerhalb U nach sich zieht.

Diese Eigenschaft, innerhalb U die Tragweite 1 zu haben, kommt

unter allen 990 Gleichungen U ausser den beiden genannten nur noch
der Gleichung zu: :

Lo be
(cb):a=—,

die somit ebenfalls einen eigenen Algorithmus: J; vorstellt. (Vergl.
unten ,Beleg 1¢)

3% Der Algorithmus C;. Eine Primisse desselben kann zunichst
angegeben werden in Gestalt einer jeden von den beiden Gleichungen:

ab=ba, a:b=%-

Diese gehoren zwar dem Gebiete U nicht an; auf letzterem aber
ziehen sie folgende 30 Gleichungen als Konsequenzen nach sich, die

wir den Algorithmus C, (der kommutativen Operationen) inmerhalb U

nennen.
.

Substrat zum vorigen Anhang und Material zu dessen Belegen.

(cb):a (b¢):a

cb : be
@ a

alb:e) = (b:o)a a:(b:c)

b
—a
c

ia(bc) . a(cb) (c:b):a

oo = e w2 2§

a

wo die punktirten Linien Wiederholungen (Dubletten) anderer bereits

als Seiten ausgezogenen Formeln vorstellen, aus denen sie durch ein-

fache Buchstabénvertauschung hervorgehen und daher picht mitzu-
zihlen sein werden.

Es ist nun bemerkenswert — wenn auc}.x fiir unsern Haugtzwe(ik
unwesentlich — dass 29 von diesen 30 Glelchun.gen.emzeln al§ Pra(;
missen des ganzen Algorithmus ausreichen, somit die Tragweliie 3
haben. Nur die Diagonalgleichung des obersten Quaflfa.ts, d. i die
vorhin erwihnte Gleichung J;, teilt diese Eigenschaft mit den u.bngen
nicht, sondern bleibt ein in sich abgeschlossener Unteralgorithmus

C, mit der Tragweite 1. : s
- Elin:emdem Algogrithmus C, ausschliesslich unterworfene Multipli-

kation definirt auf einem Gebiete von vier Zahlen die Tafel 115 1)*

und, auf eine zweite davon verschiedene Art auch die Tafel 12;,1)*
?

meiner Abhandlung (L ¢)? — welche iautelglz

3
2=2-4
1-1
4-1

4.
4.
2.
1-
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Fiir jede andre von den 990 Formeln U, welche nicht mit einer
von den 30 angefiihrten zusammenfillt, ist der Leser wenigstens in
der Lage, sich zu iiberzeugen, dass sie von den vorstehenden Funk-
tionen nicht, oder nicht durchaus erfiillt wird.

4%) Der Algorithmus Oy, (1. ¢)° § 5 besprochen und limitirt, kann
— nach den Elementen der Arithmetik — definirt werden als die
logische Summe:

0,=A4,+C,.

Bei genauerem Zusehen zeigt sich leicht, dass aus der Annahme,
eine Multiplikation sei assoziativ und kommutativ zugleich, folgt, dass
von den 990 Gleichungen U nun 150 erfillt sind, nimlich alle die
von einander verschiedenen Formeln, welche erhalten werden konnen
durch Gleichsetzung irgend zweier der nachstehend vom selben Rechteck
umrahmten Ausdriicke:

a(be), b(ca), c(ab), (ba), (ac)b, (cb)a

% a(eh), b(ac), c(ba), (ab)e, (ca)b, (be)a

b(e:a), b:g, b:(azc), (c:a)b, b%,

c(b:a), c:-g, c:(azb), (b:a)c, c%,

a:(bc), (a:c):D,
013 .

a:(ch), (a:b):ec, %:

Das erste Rechteck enthilt (als nicht durch blosse Buchstabenver-
tauschung aufeinander zuriickkommende) 14, das zweite 100, das dritte
36 von den genannten 150 Gleichungen, welche zusammen den Algo-
rithmus O, der gewihnlichen Algebra oder sog. ,allgemeinen Arithmetik“
im Formelgebiete U ausmachen.

Auf einem Zahlengebiete von 3 resp. 4 Elementen erfiillen aus-
schliesslich ihn die durch die beiden Tafeln, (L e.)’ 31,1 und 90"
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1=1.1=2-3=3-2
2—38.3=1.2=2-1
3=2.2=3-1=1-3

1=1-1=3.3=2-4=4-2
2=2.1=1.2=3-4=4-3
3=3%-1=1.3=2.2=4-4
| 4—4.1=1-4=2.3=3-2
definirten beiden Funktionen, sodass eine jede von den (innerhalb U

beildufig 60) ausreichenden Primissen von 0,, wie z.B. die Gleichung
(abye ="b (ca), wirklich nur die Tragweite 150 (daselbst) besitzen kann.

59 Der Algorithmus Cy,. Wesentlich werden Wwir jetzt‘nur noch
des nachstehenden Algorithmus bediirfen, welcher 18 Gleichungen des
Gebietes U umfasst: i

a (be) (ch) a

a

> a:(b:c), (e:b)a <
>

(c:b):a

(cb):a

a(b:g) §<A><a:§
V4 -

b
—a

c
c

und C,, genannt werden mbge, in Anbetracht, dass er nur als -ein
Unteralgorithmus des schon anderwirts von mir erwihnten Algorith-

mus C, mit den Primissen ab=a:b= % sich darstellt.

Die 12 Gleichungen an den beiden ersten sechsseitigen Sternen
zichen einander und auch dié 6 am dritten Sternecke nach sich, wo-
gegen von diesen letzteren immer nur die zwei Gleichungen an den
parallelen Dreieckseiten einander gegenseitig bedingen, und ausserdem
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keine Konsequenzen haben. Es sei dies nur nebenbei — zur Orien-
tirang — bemerkt.

Wesentlich ist aber der Nachweis, dass dieser Algorithmus kom-

plet ist, keine weiteren als die angefiihrten 18 Gleichungen des Ge-
bietes U zur Folge haben kann.

Dieser Nachweis lisst sich unschwer filhren mit Hiilfe der nach-
stehenden Funktionstafel*), welche auf die einfachst mogliche Weise,
und das ist fiir ein Zahlengebiet von 9 Elementen, eine eindeutigg und
eindentig umkehrbare Funktion zweier Argumente so definirt, dass sie

eben nur den angefilhrten Funktionalgleichungen C,,, und keinen
andern Formeln von U, Geniige leistet:

1 — 2/58,197346
2 — 3,69,278154
3 — 1,47,389265

4 = 5,82,431679
5 = 6,93,512487
6 = 4,71,623598

7 — 825764913
8 — 9,36,845721
9 — 7,14,956832.

Dieselbe ist in der bei den einfacheren Tafeln noch nicht beliebten
Abkiirzung geschrieben, welche verstindlich wird durch die Bemerkung,
dass die erste Zeile derselben ausfiihrlicher lauten sollte:
1'=2.2=5.8=8.5=1.9=9.7T=7-3=3-4=4-6=6-1,
und so weiter.

Als besonders beachtenswert miissen wir hervorheben, dass in Cy,
nur die beiden wagrechten Seiten des dritten sechsseitigen Sterns eine
Eigenschaft ausdriicken, die auch der gewchnlichen Multiplikation zu-
kommt, sub O, gilt, nimlich die Eigenschaft:

E) ab:c =a:%, %“=c:ib

Dies ist also ein Formelsystem, welches man durch ebendiese

Wahrnehmung, dass - ¢
0,-Cpo = E,
#) Ich habe dieselbe (mit etwas permutirten Ziffern) erstmalig auf dem B7sten

Meeting der British Association, in Manchester — vergl. Report fiir 1887, p. 621
— der Offentlichkeit iibergeben.
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ist, als eine vollstindige Gruppe, als einen eigenen Algorithmus von
der Tragweite 2 (innerhalb U) erkennt.

Belege (iiberschlagbar).

Als ,Beleg 1 (cf. Anhang 4 unter ,Multiplikation) mag ausser der
Schlussbemerkung des vorigen Absatzes noch angefithrt werden, dass die
oben behauptete Vollstindigkeit der aus nur einer Gleichung bestehenden
Formelgruppe J; hervorgeht durch die Bemerkung, dass

4,0, =J,

ist, wo A, charakterisirt ist durch die Priimisse: a:(b:c) = (a:b):ec.
Ebenso ist A,-C, = J;, wo C, die Primisse hat: a:b =b:a. Bte.
-

,Beleg 2 (cf. ibidem). Die etwa N, zu nennende Formel a:a =
folgt leicht aus A, desgleichen also auch die Formel:

M) a:a="0:0.

Dieselbe Gleichung M, ist auch in einem Algorithmus D, entlja.l?en,
von welchem das reine Multiplikationsgesetz (ab) c = (ac) b eine Pramisse
bildet. Jeme M, folgt aber nicht aus dem Algorithmus A4,- Ds, wilcher
— J, ist; denn in der That sind fir J, in Gestalt der Tafeln 1155)* und
12,5)* meiner schon citirten Abhandlung (L ¢.)? Lsungen angebbar, welche
sog;.r dem noch umfassenderen Algorithmus C, geniigen, dagegen die
Formel M, augenscheinlich nickt erfillen. Hier folgt also X (= M) aus
A (= 4,) desgl. aus B(= D,), und dennoch nicht aus A-B(=J. »)- Grund
dieses scheinbaren Widerspruchs zu dem Theorem (35) des Anhang 4"1st
der Umstand, dass eben X, = M, nicht dem Formelgebiet (U) angehort,
innerhalb dessen das Produkt AB aufgesucht wurde.

,,Beleg 3% (cf. Anhang 4 sub.,,Addition“). Das .Hi.nai.uzgrelée{_ dgr
logischen iiber die identische Summe ist schon an dem Beispiel A+ 5}) —al )y
zu sehen, wo sich die 16 + 30 Gleichungen der lgtztem zu den 1 1bel-
chungen der erstern erweitern. Noch einfacher. zelg‘t es 31_ch. an.demse ten
Beispiele, wenn man auf das Gebiet der ,remen M\}ltlphkatlons.gc;:;eb_ze
innerhalb U, d. i auf das Formelsystem O,' des Algorithmus 0, sic = e-
schriinkt: Die eine Primisse b (ac) = (b_a) ¢ von A, mit den \ner}n 51;
chungen des Vierecks unten links in C; fliesst dann zu den 14 Formeln O,

logisch zusammen.

ibi X das Formelsystem, be-
Beleg 4% (cf. ibid.). Versteht man unter .-
Stehex,;d a,usgden 1(50 Gleichungen O; und noch irgendwelchen andern Glei:

a .
chungen des Gebietes U, Z. B. der Gleichung (ca):b = —"> jedoch ohne

e zwe e g ekt Lu75 S sowol

di i Gleichungen E;, 80 ist im Gegensatz zu (8,

Al = All als a.1110h B,= C': ’m X enthalten, dennoch aber A+B,=A+C,=— 0,
?

nicht (ganz) in X enthalten.

SCHRODER, Algebra der Logik.
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Der Hauptbeleg.

,Beleg 5 (ef. ibid.). Man bemerke, dass der obige Algorith-
mus C,, mit den beiden vorhergegangenen Algorithmen 4, sowol als C;

iiberhaupt keine dem Gebiet U angehorigen Formeln gemein hat, dass
also hierselbst:

4,:Cp=0 und C;-Cyy=0
ist. Darnach haben wir auch: :

A4;-Cy+C-Cpy=0+0=0.
Im Gegensatz dazu ist aber:

(4y+ Gy) - Cpo= 0,-Cpy = E;
nach dem unter O; und C,, Gesagten.
Eine Unterordnung:

(A1 +Gy)- Coo % 4, Goo + Gy Coo

ist folglich hier unmdglich. Denn diese, nimlich E, = 0, miisste wegen
der ohnehin giiltigen Subsumtion 0 =€ E; — cf. Def. (2,) — nach der
Definition (1) der Gleichheit auf E, = O hinauslaufen, wihrend doch E,
von O verschieden ist. g

Da nun 0=< E, stetsfort in Geltung bleibt, wihrend, wie gesagt,
die Gleichheit O = E, ausgeschlossen ist, so bleibt nur die andere
Alternative: 0 (C E, iibrig, d. h. wir haben hier:

4;- Coo+ Gy Coo < (Al + 01)' Ooo
und zwar definitiv untergeordnet, C, aber nicht gleich, —.
Dieses Ergebniss findet sich im Einklang mit der anderweitig be-
reits erkannten Thatsache, dass die erste
Subsumtion des Distributionsgesetzes not-
wendig gilt. '
Der Sachverhalt wird — in Anbe-
tracht, dass auch 4, und C, innerhalb U
keine Formel gemein haben — versinn-
licht durch die Fig. 33, bei der wir auch
die Zahl der Formeln jeweils in die Ge-
biete eingetragen haben.
Ein zweites Beispiel, wo wirklichUnter-

ordnung eintritt, wiirde im Anschluss an
das vorstehende erste erhalten, indem man den Algorithmus C,, ersetzte
durch das ebenfalls als ein Algorithmus:

E,=E +E,+E,
nachweisbare Formelsystem seines dritten Sternecks, und ein dritfes
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Beispiel — das allereinfachste — erhielte man durch Ersetzung von
C,, durch E, selber. .

~ Das amnaloge Verhiltniss besteht fiir die angefiihrte;n Be1sp1ele. ?,uch
noch auf dem umfassenderen Gebiete der 3064 (L c.)® charakterisirten
Formeln fort.*) :

Der logische Kalkul unterscheidet sich demnach m‘der That von
dem identischen dadurch, dass in ersterem das Distributionsgesetz nicht
als Gleichung zu gelten braucht, sondern nur einseitig gelten muss als
die Subsumtion:

25,) A-B+A-C£A4-(B+0),
wogegen die umgekehrte Subsumtion:
26,) A-(B+C)<4-B+4.-C
] illt ist. ; -
i njfceflte:);fll;ls kann aus den den beiden Kalkuln “gememsamen Grund-
siitzen nicht die Gleichheit der beiderseitigen.Ausdrucke folgen. i
Noch ein Beweis fir diese merkwiirdige Thatsache, dﬁf von .
Betrachtungen des gegenwartigen Anhanges ganz unabhingig 1st,
wird von mir in Anhang 6 ge-
geben. Derselbe pimmt die
Ausfithrungen des Anhangs 4
fiir ein Substrat in Anspruch
welches ausschliesslich ~dem
Gebiete des identischen K:?I-
kuls angehort und setzt mit- Z ~
hin keinerlei Betrachtungen auf % ’!772'7
extralogischem Gebiete voraus; 7 ///
auch er jedoch wird kein ginz-
lich miiheloser sein.
Das als nur einseitige Sub-
sumtion geltende Distributions- '
gesetz 2D,) des logischen-Kal- Fig. 3.
kuls wiire in diesem durch dl?
Fig. 34 zu versinnlichen, worit

A (B+C) den iiberhaupt (resp. schriige),
AB + AC den doppelt schraffirten Teil vorstellt.

) ( ’b h f()rt'heslvehell Wlll,'de un \ hhelt ein-
es auc. 4 d nlcht 1euelcht doch Glelc

t 03 . . . .

4Iate ) f em Geblet Welches a;“.e denkba.ren Formeln umfa:SSbe, lsb eme noch
, al em )

jbt fir di eisfiihrung gleichgiltig.
offene Frage nnd bleibt fir die Kraft der Bew A
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eintritt, kommt iibrigens auch zuweilen vor, und geben wir dazu noch
folgenden vorletzten

»Beleg 6% Ein gewiéser — niimlich i
: der bereits (L c.)®, § 6 be-
trachtetete — Algorithmus @, umfasst 324 Gleichungen imferhgl{) % (\?c?n

dessen 132 ausreichenden Primissen z. B. die Gleichung a (b:c) = ’a
: SATL D

eine sein wiirde) und hat mit dem Algori

i ! ¢ : gorithmus O, von 150 Glei

. ein gewisses, le1f:ht ausﬁnd%g zu machendes Formelsysil:em von 46 Gl:;zﬁzzgzﬁ
gemein, das einen Algorithmus bildet, welcher @, heissen moge — gals
dessen Primisse z.B. die Formel genommen werden konnte: (b:c) a = a:~

‘Wir haben also: o
0,0, =@, oder (4,+0C) Q= Q.

F . s

inerQnere:ls:il (ﬂleh.e unter A): A,Q, = K,; damu C,Q, = C,, weil C, ganz
- 10. alten; somit: A,Q,+ C,Q, = K, + C,. Dass aber K +01—

ist leicht nachzuweisen. Mithin gilt hier, in der That: s

(4, + ¢, = A
als Gleichung. T sy i
Es kommen also beide durch das Zeichen =< in der ersten Sub-

sumtion des Distributi -
faktisch vor. ributionsgesetzes als Alternative offen gelassenen Fille

i ,,1173 e;zl.eg 7¢ Wir k'c'n-mten auch unser Untersuchungsfeld noch
| hinaus ausdehnen, indem wir es beispielsweise alle diejenigen
(fiuf. eine Funktion zweier Argumente nebst ihren Umkehrun Jen g‘be-
ziiglichen) Funktionalgleichungen umfassen liessen, welche (b%i sym-

bolisch abgekiirzter Schreibung dieser drei Grundfunktionen als Pro-

dukt, Bruch und Verhiltni i i i
ok ki 1 iss) nicht mehr wie sechs Operationsglieder

Alsdann wiirden die Formeln des Gebi i
I wa-salle v ond n des Gebietes nicht mehr allesamt
Zwar]ﬂ?zdw?;den'Fﬁlle vorkommen, wo von zwei Funktiona.lgleichunéen
amar jede fiir 's1ch e?ls allgemeine Formel gelten kann und in der That
Wirkll.lgzn bfsfczt, indem Funktionen. sich angeben lassen, die sie
irklich erfilllen — wo aber beide Gleichungen unméglich zusammen-

bestehen konne i : :
-y n, es keine Funktion geben wird, die sie gleichzeitig

Ein solches Formelpaar wire z. B. dieses:
a=(a-b)-(b-a) und b= (a-b)-(b-a).

Dass jede von diesen F i
ormeln fiir sich als all ingiilti
kanu, thun beziiglich die beiden Tafeln dar: o eahgtise

1 = 1,2345678 1 = 1,2345,6789
2 = 2,1754836 2 — 2,4718,3695
3 — 3,7186524 3 = 3,1561,9824
= 4,5812763 4 = 4,1629,7358
5 = 54621387 5 = 5,8193,4216
6 — 6,8573142 6 — 6,3974,8512
7 = 17,3268415 7 = 7,6832,5941
8 — 8,6437251, 8 — 8,9257,1463
' 9 = 9,5486,2137,
welche in der unter Gy, erléuterten Abkiirzung geschrieben sind, sodass
ausfiihrlicher z. B. die erste Zeile der erstern Tafel zu lesen ware:
1=1-1=——2-3=3-4=4-5=5-6=6~7=7-8=8-2

und die der zweiten:
1 =1-1=2-3=3-4=4-5==5-2=6-7
ete. — Dass aber jene beiden Formeln nicht zugleich bestehen konnen,

geht daraus hervor, dass durch Vergleichung aus ihnen folgen wiirde:
a =", was fiir ein, wie wir voraussetzen, mehr als eine Zahl ent-
haltendes Zahlengebiet, mithin als allgemeine ,Formel® unmoglich ist,
indem es die Gleichheit auch fiir irgend zwei als yverschieden voraus-

gesetzte Zahlen oder Elemente des Gebietes postuliren wiirde.
Ahnlich wiirden sich auch Tille anfiihren lassen, wo von drei Funktional-
irgend zwei zusammen, nicht aber

gleichungen eine jede fiir sich, auch :
alle drei zugleich von einer Fanktion erfullt werden konnen und dergleichen

mehr — worauf ich hier indess verzichte.
Endlich wiirde das Formelgebiet auch solche Formeln mit um-

fassen, welche fiir sich allein schon unzulissig sind, namlich nicht be-

ohne einen Widerspruch mit den Voraussetzungen der

stehen konnen, ¢ z
Eindeutigkeit der Funktion und der Mehrheit resp. Verschiedenheit der
lviren. Eine solche wiirde z. B,

Elemente des Zahlengebietes zu invo
wie der Leser leicht nachweisen wird, die Formel ab=a (ba) sein,
und andre mehr.

Die Gesamtheit der Formeln des Gebietes, als ,Oruppe* oder HAl-
gorithmus® betrachtet mitumfasst also diesmal auch absurde Folgferungen
und -trigt den Charakter der Unmbglichkeit an sich. Zur Bezeichnung

t die 1, die wir oben fiir U ver-

des letztern empfiehlt sich darum nich ir U
wenden mochten, sondern vielmehr ein Symbol, welches die Nicht-
des damit zu Bezeichnenden in sich zu er-

existenz, Unmoglichkeit .
kennen gibt. Als solches bietet die Mathematik aber nur das Zeichen oo

_7.8—8-9=9-6
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der ,absoluten Unendlich“ i o 1
The(;rie des identisch(l:lfhKa(i;Els ge 22‘57]4 :;zBémerkung o

Allerdings wiirde jetzt — ein| stingos Uhicletoan ¢
:;;]Z(Iell.ten un§ exceptionelles Verhaften ri:si; z::lbjszéi ds:: ;1;2?;?:
i F(l)l;mgec;:;voh.nt — wenn A einen zuldssigen Algorithmus innerhalb
s F Deb1e-tes vorstellt, A-co = A zu gelten haben, und nicht
;vil‘;ete;n .(ifr Arithmetik = oo (sofern dort 4==0 i-st). ’Dafﬁr n;ie;
. ,:mda:lél; S::m—dA. al's ein mnemonisches und bequemes Zeichen
oy s mfa;.];mgén Formeln des Gebietes oo zu bezeichnen,
SRt it den lelch}mgen des Algorithmus 4 unvertrig-
muss. Nennten wir g, die erste und ¢, die zweite der obigen

. . . == .
0 u

Anhang 6.

Zur Gruppentheorie des identischen Kalkuls. Geometriseh-logisch-
kombinatorische Probleme von Jevons und clifford.

(Zu § 12, 19 und 24)

Hier kommt die Frage zur Beantwortung, wie viel verschiedene und
welche Ausdriicke der identische Kalkul mit Gebieten oder Klassen aus einer
gegebenen Menge solcher vermittelst seiner drei Spezies iiberhaupt zu
bilden vermag, und ferner im 7usammenhang damit die Frage, wie vielerlei
und welche Aussagen iiber swei Gebiete a, b, iber dreie @, b, ¢, auch wie
vielerlei iiber viere @, b, ¢ d, etc., die exakte Logik imstande ist abzugeben,
solange sie sich noch auf ilrer ersien Etappe befindet, nimlich nur erst iiber
das Subsumtions- und Gleichheitszeichen (micht aber iiber deren Verneinung)
verfiigh — eine Frage, die wir fiir die zweite Etappe erst in § 39 be-
antworten werden.

Die Beantwortung jemer Fragen wird erméglicht durch das Studium
der ,,Gruppen, zu welchen die Ausdriicke oder Funktionen des identischen
Gebietekalkuls zusammentreten.

Als eine Nutzanwendung der Betrachtungen ergibt sich nebenbei ein
neuer Beweis fiir die Nichtbeweisbarkeit der zweiten Subsumtion des Distri-
butionsgesetzes, be welchem es micht erforderlich ist, e extralogisches Sub-
strat iw's Auge zu fassen (vergl. §12).

Und endlich wird auf Grund derselben die Unmoglichkeit dargethan,
die Gleichung zy2 + %% = 0 in drei unabhingigen Parametern symme-
trisch allgemein zu ldsen (vergl § 24).

Es wird zu sagen sein: ein System von Ausdriicken (des iden-

tischen Kalkuls) bilde eine ,Gruppe’ (in Hinsicht der Operationen
dieses Kalkuls), wenn €8 nicht moglich ist, mittelst der drei identischen
Spezies (als da sind Negation und additive sowie multiplikative Ver-
kniipfung) aus denselben einen neuen Ausdruck herzuleiten, welcher
nicht schon mit einem unter ihnen ;dentisch gleich ware, welchen
m. a. W. das System nicht bereits in sich schlosse.

Nennen wir jene Ausdriicke die Elemente” der Gruppe, so wird
also eine Gruppe ihrem Begriffe gemass alle diejenigen Ausdriicke,

welche aus ihren Elementen mittelst der drei Spezies aufgebaut werden

konnen, bereits als Elemente enthalten missen.
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So bilden — um das einfachste Beispiel voranzustellen — die
beiden Ausdriicke

O und 1

zusamuen eine Gruppe — nebenbei bemerkt: die ,,Ndllgmﬂ)e“ — weil
auch ihre Negationen 1 und O sind, die multiplikativen sowol als die
additiven Verkniipfungen dieser beiden Symbole aber immer wieder
auf O und 1 selbst nach den Theoremen 22) und 23) hinauslaufen.
Kommt in einer Gruppe auch nur ein Buchstabe (oder auch Buch-
staben'ausdruck) a vor, so enthilt die Gruppe notwendig auch dessen
Neg.atlon a,, welche es ja moglich ist, mittelst Negirens aus ihm ab-
zuleiten. Dann lisst aber auch a-a,, welches gleich 0 ist, und a+a
welches gleich 1 ist, sich mittelst identischer Spezies aus, diesen ve;-,
fi.igb;.'ren Ell\;ementen ableiten, und folglich muss die Gruppe — sofern
sie diesen Namen wirklich verdi — i
e o ente auch die Symbole 0 und 1

Die Nullgruppe ist (selbstverstéindlicher) Béstandteil einer jeden
Gruppe.

Es bilden, wie leicht nachzuweisen, die Symbole
0,1, a,a, ‘
selbst wieder eine Gruppe. Wir nennen sie die ,,Gruppe von a“, weil

sie aus a allein, wie gezeigt, schon ganz ableitbar ist.

Die Gruppe von @, fillt hienach zusammen mi
; mit der G
die Nullgruppe auch mit der Gruppe von 1. e ais

: Wenn i.n einer Gruppe ein gewisses System von Elementen fiir
sich schon eine Gruppe bildet, so nennt man diese eine »Untergruppe’

von jener, jene auch, wenn man will, eine ,,Ubergruppe von dieser —
vergl. Anhang 4, Schluss. , :

- So war die- Nullgruppe eine Untergruppe der é-Gruppe, gleichwie
iiberhaupt von jeder erdenklichen Gruppe zu nennen. o

In der Gruppe von a kann indess (wie schon angedeutet) der

Buch?tabe @ auch durch irgend einen Ausdruck, eine Funktion des
identischen Kalkuls vertreten sein, und sind z. B.

ab, a, +b,
a+b, ab,

0 b
etc., noch allgemeiner: e

0, 17 f(a; ba'c7 )7 f. (aa b, Gy )
nach dem Obigen ebenfalls richtige Gruppen, die wir als die ,Gruppe
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von ab (oder g, +b|j“ die ,Gruppe von a+b“, resp. ab, -- resp.
f(a,b,c---) bezeichnen diirfen.

Bei Angabe oder Aufzihlung der Elemente einer Gruppe sollen natiir-
lich tautologische Wiederholungen moglichst unterbleiben.  Solange nur die
cinfachen Gebietsymbole oder Buchstaben, welche allenfalls in den Aus-
driicken fiir die Elemente vorkommen, als von einander unabhiingig be-
liebige Gebiete angesehen, gedeutet werden, miissen hienach auch samdliche
Elemente einer Gruppe im Allgemeinen unter sich verschieden sein, m. a. W.
die Gleichsetzung irgend zweier Ausdriicke der Gruppe muss allemal eine
synthetische Gleichung, eine ,Relation® liefern, nicht aber darf dadurch

_ eine ,,Formel“ entstehen.

Diese Forderung ist stricte aufrecht zu erhalten, sobald etwa die
., Anzahl“ der Elemente in Betracht gezogen werden, wenn von dem ,,Um-
fang" der Gruppe gesprochen werden soll — andernfalles wiirde ja der
Gruppe ein bestimmter Umfang gar nicht zukommen. Ist sie erfiillt, so
mogen wir sagen, die Gruppe sei in ihrer ,reduzirten” Form dargestell,
reduzirt gegeben, ausgerechnet, ermittelt. :

Tm fibrigen wird es aber bei den in’s Auge zu fassenden Erzeugungs-
weisen der Gruppen sich empfehlen, dass man im Geiste des Tautologie-
gesetzes Wiederholung von Elementen #icht verbiete, sondern nur fir belang-
los erklire. Wo keine Veranlassung dazu vorliegt, wird man alsdann doch
sie ohnehin unterlassen — so z. B. bei allen Endergebnissen, bei denen ja
auf grosstmogliche Einfachheit derselben fiir kiinftigen Gebrauch zu sehen ist.

Auf der andern Seite gewinnt man so die Freiheit, eine Gruppe z. B.
auch aus einer Ubergruppe entstehen zu lassen dadurch, dass man zwischen
den Elementen von dieser Relationen einfiihrt, z. B. einzelne Elemente, die
urspriinglich verschieden gedacht wurden, einander gleich werden l!i:sst.
Nur aber indem man zulisst, dass verschiedene Buchstaben auch gleu‘:h-
wertig werden diirfen, nur dadurch wird man in der That imstande sein,
sich die volle Allgemeinheit der Betrachtungen mitsamt deren Vorteilen
zu sichern. '

Ein solches System von Elementen der Gruppe aus welchem alle

iibrigen Elemente derselben durch unsre Operationen (der drei_ Spezies)
schon vollstindig ableitbar sind, nannten wir ein ,(ausreichendes)
System von Bestimmungselementen® der Gruppe.

Wir bezeichnen die Gruppe kurz, indem wir hinter den Bl{ch-
staben G ein System von Bestimmungselementen derselben — diese
durch Kommata getrennt — in eine Klammer schreiben.

Auch die Gruppe selbst kann als ein ausreichendes. System von
Bestimmungselementen ;hrerselbst hingestellt werden, insofern l'ner
yibrige“ Elemente, die erst moch aus den angegebenezl abquelten
wiren, gar nicht vorhanden sind. In solchem Falle mogen wir das

Symbol G auch weglassen. -
Sonach werden wir nun haben:
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GO)=G1)=6{0,1}={0,1};

G@=0a (a,) =G{0,1,q, a|} ={0,1,aq, au}
und zudem = G (a,a) = G (0,0) = G (1,0) = G (0,0) = G (1,0) =

= G (0, e, a) =6 (1,a4,a) =G (a,0) = G (a,0) = etc.
indem es auch auf die Reihenfolge bei der Angabe der Elemente nichi an-
kommen wird. »

Nehmen wir i G (@) das a gleich O an, so entsteht:
& (0) ={0,1,0, 1}={0,1},

und ebenso fir @ =1 erhalten wir G (1) ={0,1,1,0} was sich eben-

falls zu {0,1} ,reduzirt® — in Illustration des im vorigen Kontext
Gesagten.

: Die Nullgruppe besteht aus zwei, die Gruppe von a schlechtweg aus
vier Elementen, weil zunichst in ihr das @ als beliebig zu denken.

Bei der Angabe von ausreichenden Bestimmungselementen einer
- Gruppe wird indess im Allgemeinen darauf zu halten sein, dass man
sich unnotiger Weitliufigkeiten nicht schuldig mache, d. h. es sind
iiberfliissige Elemente dabei zu unterdriicken. Als ,jiberflissig” wird die
Angabe eines Bestimmungselementes dann zu bezeichnen sein, wenn
dasselbe aus den bereits angegebenen (resp. den iibrigen ,Bestimmungs-
elementen®) durch die erlaubten Operationen, eben der drei Spezies,
schon ableitbar ist.

So ist bei @ (a, a,) das a, ein iberfliissiges Bestimmungselement, wes-
halb es besser unterdriickt und die betreffende Gruppe einfacher mit G (a)

dargestellt wird. Resp. falls man @, beibehalten will, so wird @ als iiber-
fliissig zu unterdriicken sein. :

Kommen iiberfliissige Bestimmungselemente nicht (mehr oder von
vornherein nicht) vor, so ist das System der Bestimmungselemente ein
yreduzirtes. Wir haben dann ,ein ausreichendes System von unent-
behrlichen Bestimmungselementen® (welche freilich allemal auch durch
ganz andere vertreten werden konnten, und darum nur in einem ge-
wissen Sinne als ,unentbehrliche® hingestellt werden diirfen — nim-
lich als ,nicht-iiberfliissige — wie aus dem Obigen erhellt). Auf ein
solches System soll der schlechtweg gebrauchte Name ,System von
Bestimmungselementen® kiinftig immer hinweisen. —

Unsre nichste Aufgabe sei: die Gruppen aufzusuchen der Aus-
driicke, welche mittelst zwei, resp. 3, resp. 4 Buchstaben a, b, ¢, d
gebildet werden konnen. So weit thunlich mbégen wir auch zusehen,
auf welche Art diese Gruppen in Untergruppen sich gliedern. Vor
allem aber kommt es darauf an, die Anzahl und Beschaffenheit der
verschiedenen , Arten® oder ,,Typen® zu ermitteln, von welchen die als
Elemente der Gruppe auftretenden Ausdriicke sein werden.
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Von zwei Ausdriicken werden wir nimlich sagen, dass sie zum
nimlichen Typus gehoren, wenn sie durch blossen Buchstabenwechsel
aus einander hervorgehen, genauer: wenn es moglich ist, aus dem

einen Ausdruck den andern, dadurch abzuleiten, dass man fiir die ein-

fachen Buchstaben a, @, b, b,, -+ aus denen er sich zusammensetzt und
deren positive uns unabhiingig beliebige Gebiete vorstellen, eventuell
andere (sei es positive, sei es negative) einfache Symbole sub-
stituirt, deren positive ebenfalls unabhingig beliebige Gebiete vorzu-
stellen haben.*) Es wird dann immer auch mdglich sein, den andern
Ausdruck aus dem einen zuriickzugewinnen: indem man nimlich die
vorigen Einsetzungen wieder riickgingig macht. (Postulat?, dass man

- dies immer komme.) -

Vom selben Typus sind z. B. die Ausdriicke
a+abc, uwd b+ad,

weil der zweite (zunschst in der mit ihm squivalenten Form b, +a,b d,=b+bda,)
sich aus dem ersten (der auch zu a + be, reduzirbar) ergibt, indem man
in diesem das @ durch b, — somit das g, durch b — zugleich das b
durch d" und das ¢, durch a, ersetzt, hernach aber die Accente weglisst.
Darnach wird auch der erste Ausdruck sich aus dem zweiten (in seiner
reduzirten Form) ergeben, indem man im letztern b, durch a’, d durch b,
und @, durch ¢, ersetzt, sodann die Accente fortlisst.

Hat man zwei Ausdriicke auf die Ubereinstimmung ihres Typus zu
untersuchen, in welchen teilweise oder durchaus die mdmlichen Buchstaben
auftreten, so ist es ratsam (so, wie es im vorstehenden Beispiel d.nrch-
gefiihrt worden), die Buchstaben des einen Ausdrucks provisorisch mit Ac-
centen z verschen und dadurch von demen des andern unterscheidbar zu
machen.

In der That sollten die Buchstaben des einen Ausdrucks eine von den
gleichnamigen des andern unabhiingig beliebige Bedeutung haben, mfd wi.rd
man so nur die allgemeine fiir das Bezeichnen maassgebende Maxime im
vorliegenden Falle befolgt haben, dass in einer Untersuchung als ver-
schieden Denkbares nicht tibereinstimmend bezeichnet werden diirfe.

Andernfalles liuft man nicht selten Gefahr die gleichnamigen Buch-
staben als solche des ersten und als solche des zweiten Ausdruckes zu
vermengen, Wwie an einem: Beispiel dargelegt werden moge: Um den
Ausdruck:

ax+aby+bec in bzt bey +ac

zu verwandeln und damit zu erkennen, dass beide zum selben Typus ge-

_ hiren, ist erforderlich und hinreichend, a tempo zu ersetzen:

(z durch z, ¥ durch %),

#) Selbstverstandlich ist bei diesen Einsetzungen zu beachten, das naf,h
Th. 32), wenn b fir a gesetzt wird, auch b, fir a, gesetzb werden muss, gleichwie,
wo a durch b, ersetzt wird, auch a; durch b ersetzt werden muss.
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a durch b, somit @ durch b,
b durch ¢, » b, dureh ¢,
¢ durch @, (, ¢ durch a).

Bringt man sich aber zum Bewusstsein, dass gleichzeitig a, durch b und b
durch ¢, (desgleichen b, durch ¢ und ¢ durch a) ersetzt werden solle (im
ersten Ausdrucke), so liegt das Missverstéindniss, der Wahn, nahe, als ob
etwa @, durch ¢, (desgl. b, durch a) zu ersetzen wire. Dies ist nicht der
Fall, denn das b (des ersten Ausdruckes) welches durch c, daselbst ersetst
werden soll, ist ein ganz anderes Gebietsymbol, als das b (des zweiten
Ausdruckes), durch welches das a, (im ersten) zu ersetzen war.

Dem Missverstindniss wird vorgebeugt, wenn man sich die Buchstaben
des zweiten Ausdruckes mit Accenten versieht, wo dann zu sagen ist, dass
man @ durch b/, b durch ¢/, ¢ durch a’, somit auch zugleich g, durch ¥’
b, durch ¢, (¢, durch @) zu ersetzen habe. ; :

_ Jedenfalls wird man bei Beachtung dieser einfachen Vorsichtsmassregel
leichter und sicherer diejenigen (oder solche) Vertauschungen ausfindig
machen, welche den einen Ausdruck in den andern fiberfiihren, sofern es
deren gibt — und andernfalles wird man ebenso die Unmoglichkeit solcher
Verwandlung bequemer erkennen.

In vielen Fillen freilich — wo Vertauschungen von immer nur zwei
Buchs_taben a,uf einmal, sogenannte ,,Transpositionen” schon hinreichen, die
beabsichtigte Uberfilhrung zustande zu bringen, unmd zwar solche Trans-
positionen, die nie einen Buchstaben als Vertauschungselement miteinander
gemein haben — braucht man nicht zu solcher Weitliufigkeit (der Ein-
fihrung und Wiederfortlassung von Accenten) seine Zuflucht zu nehmen.

Man erkennt z. B. augenblicklich, dass von den beiden Ausdriicken:

ab+ac+abe und ab+be + abc

der eine aus dem andern durch Vertauschung von @ mit b und zugleich
von ¢ mit ¢, hervorgeht, mithin auch diese von einerlei Art sein werden.
[Wo dagegen sog. ,.cyklische™ Vertauschungen'von h6herer Ordnung,
Vertauschungen im Ringe herum erforderlich werden, wie beim vorher-
gehenden Beispiel die Ersetzung von a durch b,, von b, durch ¢ und von
;:0 tcllurcli @, da mochte die kleine Weitlsufigkeit sich flir den Anfinger
nen.
Nicht vom selben Typus sind z. B. die beiden Ausdriicke:

ab+ab, und abdb+ ab,
deren zweiter sich auf ¢ reduzirt. Was fiir unabhingig beliebige Gebiete

man auch fir ¢ und b einsetzen moge, nie wird derselbe hier in den
zweiten iibergehen, wie leicht durchzuprobiren wire.

Die ,,Gruppe von a und b besteht aus 16 Elementen, als da sind:
G (a’ b) a {07 17 a, b) a’n bn ab; aAbn a|ba albn a+ b’ a+ bl)
a,+b,a +b,ab+ab, ad, + a,b}
Dass diese Ausdriicke in der That durch die identischen Spezies
aus @ und b ,ableithbar®, nimlich abgeleitet sind, ist augenscheinlich.
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Ebenso ist ersichtlich, dass dieselben unter sich verschieden. Um
es zu beweisen, brauchte man nur ein jedes der Elemente nach den
beiden Argumenten o und b im Sinne des § 19 yentwickelt darzu-
stellen, wie es die beiden letzten derselben, sowie die viere von ab
bis @b, schon sind, Alsdann wiirde sich offenbaren, dass keine der
Entwickelungen durchaus dieselben Glieder enthilt, wie irgend eine
andere, dass sie lauter verschiedene (additive) Kombinationen von den
vier Konstituenten ab, ab,, a,b, a,b, vorstellen, m. a. W. durch die
Werte O oder 1 der Koeffizienten, mit denen diese Konstituenten -in
ihnen (in den Entwickelungen) behaftet sind, sich unterscheiden.

Bleibt also nur noch darzuthun, dass mit dem angegebenen System
von Elementen die Gruppe erschopfend angegeben ist: es bleibt die
,Vollstindigkeit der Gruppe“ zu beweisen.*)

Dieser Nachweis kann auf zwei Wegen geliefert werden.

Der erste Weg besteht in der Anwendung der Methode, durch
welche sich ein gegebenes System von Bestimmungselementen einer
Gruppe allemal zu dieser Gruppe vervollstandigen oder ergénzen lasst.
Bleibt diese Methode bei dem vorliegenden System von (16) Elementen
erfolglos, indem durch sie keine weiteren Elemente demselben hinzu-
gefiigt werden, so musste das System schon die vollstandige Gruppe
gewesen sein.

Bevor wir von dem zweiten Wege sprechen, wollen wir diese
Methode niher in’s Auge fassen. :

Gegeben irgend welche Symbole oder Ausdriicke als Bestimmungs-
elemente einer Gruppe. Es handle sich darum, die ganze Gruppe her-
sustellen. Dies lisst sich unfehlbar, wie folgt, bewerkstelligen:

Man fiige den gegebnen Bestimmungselementen (durch Kommata
getrennt) zundichst die 0 und 1, sowie die Negationen jener hinzu, so-
fern sie nicht bereits unter denselben sich mitangegeben finden. Hier-
mit wird dieser erste Prozess — des Negirens — sich als schon ab-
geschlossen erweisen, indem es nicht notig fallen wird noch weiter
vom Negiren Anwendung zu machen. it

Die Elemente O und 1, die wir uns vorangeschrieben denken,

*) Diese Ausdrucksweise ist bequem und verstindlich, obzwar sie keine ganz
genaue. Threm Begriffe nach ist jede Gruppe eine vollstindige. Eine ,,unvoll-
stindige Gruppe“ wiire eine contradictio in adjecto, verdiente den Namen ,,Grnppg“
nicht, sondern wire als blosses System von Elementen zu bezeichnen. Durch die
Redensart soll der Nachweis gemeint sein, dass das fiir eine Gruppe ausgegebene
System die Elemente einer solchen vollstindig enthilt, gonach den ihm gegebenen

Namen verdiente.
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mogen bei den folgenden Prozessen ausser Betracht bleiben, sintemal
es nicht moglich ist, durch multiplikative oder additive Verkniipfung
eine.s Ausdruckes mit ebendiesen jemals einen neuen ‘Ausdruck zu
gewinnen.

Von der hinter 0,1 stehenden Reihe als nunmehrigem Bestande
von Elementen verkniipfe man nun (in Gedanken), zunschst z. B. stets
multiplikativ, ein jedes Element mit jedem andern, und fiige, wenn das
Produkt keinem einzigen von den bisherigen Elementen gleich ist,
das:selbe allemal als ein neues Element den bisherigen am Ende der
Reihe hinzu. Man fahre solange damit fort, bis sich dureh die multi-
p.likative Verkniipfung keine neuen Elemente mehr ergeben, bis nim-
lich jede zwei von den vorhandenen (den gegebemen nebst den hinzu-

getretenen) Elementen verkniipft worden. Der Prozess des Multipli-

zirens wird sich damit als abgeschlossen erweisen.

. Ebenso verfahre man endlich in Hinsicht ‘additiven Verkniipfens
mder.n man von dem dermalen verfiigharen Vorrate jede zwei Elemente
-Zueiner Summe zusammenhilt und diese, wenn sie von allen bis-
herigen verschieden, denselben sofort als ein neues Element am Ende

der Reihe angliedert. Die Gruppe muss dann vollstindig dastehen, so-
bald auch dieser Prozess des Addirens zu Ende gekommen. ,
Da die verkniipfenden Operationen kommutative sind, so wird
man natiirlich, nachdem ein a mit einem b zusammengeha.lt;n worden
das b nicht nochmals mit diesem @ zu verbinden brauchen. Es ge:
niigt darum, ein jedes Element gewissenhaft mit jedem der ihm vorher-
gehenden in der Reihe verkniipft zu haben. Verkniipfungen der Ele-

mente mit sich selbst konnen wegen der Tautologiegesetze -erlassen
werden.

Aucl.l zul_h‘.ssig zwar, jedoch minder gut wiirde die Taktik sein, ein
Element je mit allen ihm nachfolgenden zu verkniipfen, weil im La.u;' der
Prozesse da.s'Ende der Reihe sich oft noch weiter hina:usschiebt und man
sonach genttigt wire, nachdem ein frithes Element mit allen zur Zeit auf
dasselbe fo]gem.ien, nebst den eventuell ebendadurch noch neu hinzutretenden
schon vollstindig verkniipft worden,  spiter, wenn durch Verkm'ipfen spﬁterelz
Ele_j.nente deren abermals neue hinzugekommen sein werden, nochmals auf jenes
zurtickzukommen um es auch mit diesen inzwischen neuhinzugetretenen noch
zu"verknﬁpfen — und dieses eventuell wiederholt, bei jedem Elemente!” Man
miisste so von jedem Elemente im Sinne behalten oder notiren, bis zu
wc.elcher Sf;elle der Reihe als ihrem dermaligen Endpunkte man e; bereits
mit den ihm nachfolgenden verkntipft hat, von wo an noch nicht; nman

kime aus der gleichmissigen Ord : :
lassungen begehen. . o heraus und wiirde leichter Aus-

Um zu erkennen, dass das so gewonnene Elementesystem die ge-
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suchte vollstindige Gruppe ist, sind folgende Uberlegungen anzu-
stellen.

Nachdem der Prozess des Multiplizirens beendigt ist kann_selbst-
verstandlich durch multiplikative Verkniipfung zweier Elemente kein
neues Element mehr gewonnen werden, auch nicht durch multiplika-
tives Verkniipfen beliehig vieler von den vorhandenen Elementen —
denn solches liuft bekanntlich auf das successive Verkniipfen von
immer nur zweien ebendieser Elemente hinaus, welches, wie wir wissen,
ein neues Element nie liefern konnte. :

Ebenso, nachdem der Prozess des Addirens beendigt, kann addi-
tive Verkniipfang von zweien oder beliebig vielen der nun vorhandenen
Elemente kein neues Element mehr liefern.

Wir wollen die Reihe der nach diesem dritten Prozesse vorliegenden
Elemente kurz die ,Summenreihe“ nennen, und ebenso das System der
Elemente soweit es nach Beendigung des zweiten Prozesses vorgelegen,
die ,,Produktenreihe®. :

In der That kann jedes Element dieser Summenreihe angesehen werden
als die Summe o + § zweier Elemente o und § der Produktenreihe, indem
man, wenn es mit einem Element dieser Produktenreihe selbst zusammen-

fallen sollte, sich nur die O unter § vorzustellen brauchi. _

Ebenso konnte jedes Element o der Produktenreihe angesehen werden
als das Produkt y0 zweier Elemente y und & der vorhergehenden (durch
den ersten oder Negationsprozess erginzten) Reihe — sie moge kurz die
serste® Reihe heissen — (im Gegensatz zu dem urspriinglich gegebnen
Systeme von Bestimmungselementen als der ,nullten Reihe). Denn wenn
das Element auch als ein y zu diesem urspriinglichen System selbst ge-
horte, so braucht man sich nur (unter @ ebendieses y und) unter J die 1

vorzustellen. :
Ich behaupte jetzt, dass auch die Multiplikation irgend zweier

(und darnach auch beliebig vieler) Elemente der Summenreihe kein

neues Element mehr liefern kann. Denn durch &+ p wird sich das

;aine, durch o’ + p’ das andere dieser Elemente darstellen lassen, wo «

und B sowie ¢’ und p’ der Produktenreihe angehoren. Nun ist:
(¢+B) (& + ) =o' +ap' + B+ Bp.

Die vier Glieder rechterhand gehoren aber unfehlbar selbst schon
der Produktenreihe an, denn diese enthilt ja als. Element bereits jedes
Produkt von zweien ihrer Elemente. : :

Die Summenreihe aber enthalt jede Summe nicht nur von zweien,
sondern auch von beliebig vielen Elementen der Produktenreihe; sie
enthilt nimlich auch als Element jede Summe von irgend zweien (und
beliebig vielen) ihrer eigenen Elemente. Im vorliegenden Falle miissen,
z. B. auch we’+ap’, sowie a'f+ B schon Elemente dieser Summen-
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reihe sein, und ebendarum muss auch die Summe dieser beiden wieder
ein ihr selber angehoriges Element sein, wie zn zeigen gewesen.

Bei dem Beweise wurde augenscheinlich kein Gebrauch gemacht
von dei Annahme, dass zuvor der erste Prozess vollzogen sei, dass
die Vervollstindigung des Systems mittelst Einverleibung aﬁ(;h der
Negationen seiner Elemente iiberhaupt stattgefunden habe. Wir miissen
vielmehr allgemein den Satz haben:

Wenn ein System von Elementen so beschaffen ist, dass es durch
multiplikative Verkniipfung zwischen seinen FElementen — wIntermultipli-
zz:ren“ — keine neuen Elemente mehr liefern kann, und man vervollstin-
dzg.t das System soweit, dass sich auch durch additive Verkniipfungen
zwischen seinen Elementen — , Interaddiren” — keine neuen Elemente
mehr ergeben kinnen, so kann auch das so vervollstindigte System beim
Intermultipliziren keine neuen Elemente mehr liefern. M. a. W.:

] Eine ,,Gruppe hinsichtlich Multiplikation”, wenn vermehrt auch zu

emer ,Gruppe hinsichtlich Addition”, bleibt dennoch Gruppe hinsichtlich
der Multiplikation, wird also eine ,Gruppe in Hinsicht beider Opera-
tionen. :

Des Dualismus halber liefert natiirlich dieser Satz noch einen

z‘weiten richtigen, wenn man die Worte ,Multiplikation® und , Addi-
tion“ in ihm vertauscht. 4

Ich behaupte ferner, dass nachdem der erste Prozess vorausge-.

gangen, nun auch die Operation des Negirens aus keinem Element der
Summenreihe ein neues mehr erzeugen kann.

: Zunichst wird als ¢+ 8 das zu negirende Element darzustellen
sein, wo « und B der Produktenreihe angehéren. Und wir haben:
(@ +B), = a,8,.

Der Beweis wi
wire erbracht, wenn etwa auch «, und g, der Pro-

duktenreihe angehoren miissten. Dies lisst sich aber keineswegs be-

ha‘upten. Nachweisbar ist gleichwol, dass «,8, wenigstens der Summen-
reihe angehdren muss. :

Als Element der Produktenreihe ist nimlich:
@« =p0 und ebenso B=yp"9’,

wo p ,.6, ¥, f?' der ,ersten” (abgeleiteten) Reihe als Elemente angehoren.
Da diese mittelst Negirens vervollstandigt worden, so enthilt sie not-

wendig auch schon die Negationen y,, d,, 3, 0/ ebendieser Elemente. -

Nun ist ;
@, ﬁl = (7’| + 61) (7’|’ + a|’) o 7|7|,+ y|6|,+ yl,al a0

- - ! I’
wo die Glieder rechterhand notwendig der Produktenreihe, und dar-
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nach das Aggregat derselben auch der Summenreihe, schon unver-
meidlich angehbren.

Hiermit ist erkannt, dass weder durch Addiren, noch durch Multi-
pliziren, noch durch Negiren aus der Summenreihe neue Elemente
abgeleitet werden konnen. Dies ist also auch nicht moglich durch
irgendwelche Verbindung dieser Operationen unter einander.

D. h. jene Summenreihe muss die gesuchte Gruppe sein. q. e. d.

So sehr die Erginzung von Bestimmungselementen zur vollstin-
digen Gruppe durch vorstehendes Verfahren auch vereinfacht erscheint,
so ist sie doch immerhin noch mithsam genug.

Beispielsweise aus den Bestimmungselementen a, b ergibt sich als
nerste’ Reihe:

‘ 07 17 a’ b’ al’ bl,
sodann als zweite oder Produktenreihe bei strenger Einhaltung der vor-
geschriebenen Ordnung:
0, 1, a, b, a, b,, ab, ab, ab,, a,b,
— ein System, welches die Negationen der vier letzten Elemente in der
That noch nicht enthsilt. Zur dritten oder Summenreihe treten dann zu
den angegebenen noch der Reihe nach:
a+b, a+b, a+bd, a+b, ab+ ab, ab+ab,
als weitere Elemente hinzu.

An ferneren beiliufig von uns angefiihrten Gruppen wird der Leser

reichliche Gelegenheit haben, die Methode einiibend zu festigen.

Ein zweiter Weg, die Vollstindigkeit einer gegebenen Gruppe
nachzuweisen, besteht darin, dass man die Anzahl ihrer Elemente
a priori ermittelt und sich iiberzeugt, dass dieselbe hier vorliegt.

Zu diesem Zwecke muss man ein System von Bestimmungs-
elementen der Gruppe kennen.

Ein solches ausschliesslich und auf jede mogliche Weise aus der

Gruppe herauszulesen, ist eine keineswegs leichte Aufgabe, die wir

einstweilen als ein systematisch erst noch zu losendes Problem vor-

merken. 5
Sehr hiufig geniigt jedoch schon die blosse Beaugenscheinigung,

Okularinspektion der Gruppe, um ein System von Be.stimmnngs-
elementen derselben zu entdecken, indem man eben wahrnimmt, dass
aus gewissen als Elemente auftretenden einfachen oder Buchsta:ben-
symbolen die iibrigen Elemente alle aufgebaut sind — als Funktions-.
ausdriicke des identischen Kalkuls. Diese einfachen Symbole, nach
Weglassung derexz, welche die Negationen von beibehaltenen sind, bil-
den dann das System der Bestimmungselemente. So oben a und b.

SCHRODER, Algebra der Logik. 42
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Sind aber n unabhingig belicbige Symbole als Bestimmungselemente

eimer Gruppe gegeben, so muss dieselbe aus 22 Elementen bestchen.
Die Ermittelung ihrer Elementenzahl ist sonach eine leichteste
Aufgabe.

Analog Jevons? p. 221, 1° und® p. 137... 143 lisst dies sich in der
That unschwer wie folgt beweisen.

Jedes Element der Gruppe ist eine Funktion lediglich der » Be-
stimmungselemente, und enthilt die Gruppe alle Funktionen, welche
durch die Operationen des identischen Kalkuls aus diesen aufgebaut
werden kénnen. :

Denkt man sich jedes Element gemiss § 19 nach den % Bestim-

mungselementen als den Argumenten ,entwickelt, so enthilt diese

Entwickelung, vollstindig angeschrieben, 2* Glieder (vgl. ibidem). Jeder
von den 2" Konstituenten der Entwickelung kann zum Koeffizienten nur
entweder O oder 1 haben, weil laut Voraussetzung noch andere Buch-
staben als die der Argumente nicht vorkommen, und O und 1 die
einzigen speziellen Gebietsymbole des identischen Kalkuls waren. Je-
nachdem wird der betreffende Konstituent als Glied in der Entwickelung
fehlen oder ganz in derselben vertreten sein. Darnach haben wir aber:

23232 32 =20 _ g

A, AR A 2"
verschiedene Mbglichkeiten, die Koeffizientenstellen mit Nullen oder
Einsern zu besetzen, und ebensoviel verschiedene ,,Ausdriicke”, aufgebaut
aus den 7 Argumenten, kann es nur, ebensoviele muss es auch geben.

Die ermittelte Zahl, nur um 1 vermindert, muss auch zugleich
die Anzahl sein der inhaltlich verschiedenen (einander nicht #Hquiva-
lenten) Aussagen, welche von der auf simultane Subsumtionen und
Gleichungen beschrinkten Logik abgegeben werden konnen in Bezug
auf n Gebiete oder Klassen.

Denn da die Aussage eine Subsumtion.oder eine Gleichung sein
soll (zu welcher ja auch ein System von simultanen Propositionen
ebendieser Art stets sich vereinigen lisst), so kann sie als Gleichung
miat der rechten Seite O geschricben werden. Das Polynom, die linke
Seite dieser Gleichung kann aber als eine Funktion der n gegebenen
Klassen, nur einer von den obigen 22" Ausdriicken sein, und somit gibt
es auch anscheinend genau so viel verschiedene Aussagen. Von diesen
Aussagen liuft aber eine auf: 1 — O hinaus, diejenige némlich, bei der
links alle Koeffizienten als Einser angesetzt sind, das Polynom also

Zur Gruppentheorie des identischen Kalkuls. - 659

die Summe simtlicher Konstituenten sein wird. Diese eine Auss'age
ist als absurde, unzulissige, nicht mitzurechnen, sonach die fragliche
Anzahl der iiber n Klassen moglichen Aussagen:

=2 —1.

Eingerechnet dagegen ist (wieder) die ,nichtssagende“ otier piden-
tische Aussage, bei der linkerhand alle Koeffizienten Nullen sein werden
und welche auf: 0 = O hinauslduft. :

Nach diesen Ergebnissén muss also a priori

of _gi_16, 2°—25—256, 2¥=2°—065536,
o 9% __ 4204967296, 2 — 2% — 18446744 073709 551616, - -

die Anzahl sein der im Allgemeinen unter sich vel.'schiedenen Aus-
driicke, welche aus zwei Gebieten a, b resp. aus.drexen a, '?1, ct,i r;sp.
aus vieren, a, b, ¢, d, resp. etc. durch d‘le Opera.tlonfan des i t;]il o bzl;
Kalkuls aufgebaut werden konnen (bei sechs Gebieten mithin 1

18 Millionen Billionen!). - :
Ebendiese muss beziiglich auch die Anzahl sein der Elemente fiir

die Gruppen ‘
G(a,b), resp. G(a, b, ¢), resp. G(a,b, ¢, d), -

Die Vollstindigkeit der oben angegebenen Gruppe G(a,b) ist

hiermit auch auf dem zweiten Wege bewiesen.

Wir wenden uns nunmehr der Frage zu, wie vielerlei und wz}lch;
Typen die Ausdriicke aufweisen miissen, -welche u;fx:e Srlzzﬁze : g :
G(a,b), G(a,b,0), G@a;b,¢, d), -t-z(;n-— in nunmehr ja bek:

= ente zusammensetzen.

S Es zaelisgtEs:;gll, dass diese Frage fl‘ir die Anwendungve;? (11;:- g:;’mi)::-
theorie (von demen wir am Schluss eine geben) von 2 ic bg bean.t-

Leicht ist die Frage bei den Gru?pen G(a) und A(a, ) zut g
worten, die ja oben schon fertig gebildet vor unsern Augen sc; e

Zuinﬁchst miissen die Elemente 0 un.d 1 fir von htjer wdmemma .
Typus erklart werden, welcher Gruppe sie am;l: an.gle; (:iel};n ; gl " l;
sodass jedes von diesen beiden Elementen als 'u: Sl;; e
einen aparten Typus konstituirend zj..nzusehen ist. Es '
nicht moglich, von den beiden Ausdriicken

0-a+0.a, l-a+1-a,

desgleichen von den beiden
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0-ab+0-ab,+0-ab+0-ab, 1l-ab+1-ab+1-ab+1-ab
etc. den einen aus dem andern durch eine Buckstabmvertauschun;} Ia‘b-
zuleiten. ,
Bei G(a) gesellt sich nun zu dem ,ersten” Typus 0, als ,zweiter*
der Typus a, a,, dessen beide Reprisentanten in der That durch die
Vertauschung von @ mit ¢, in einander iibergehen, und endlich als

»dritter der Typus 1. Wir haben also nach Typen ordnend fiir G(a)
das Schema:

0
a, a

1
Die Reihenfolge der Typen bestimmt sich hier unter dem Gesichts-
punkt, dass aus der Entwickelung der 1 nach dem Bestimmungs-
elemente ¢ der Gruppe: 1 =a+a, beim ersten Typus Fkein, be?m
zweiten ein Glied und beim dritten Typus alle zwe; Glieder in einem
Repriisentanten des Typus vereinigt, zu einem solchen zusammengefasst

erscheinen.

. »IKomplementir werden wir zwei Typen zu nennen haben, wenn

ein Reprisentant des einen Typvs die Negation ist von einem Repri-
§entanten des andern. Als ,Repriisentanten” eines Typus diirfen wir
Jeder.l aus den Bestimmungselementen der Gruppe aufgebauten Ausdruck
bezeichnen, der zu dem Typus gehort (,von“ diesem Typus ,,ist?).
i Darnach wire es nicht schwer zu zeigen, dass zwei komplemen-
tire Typen immer gleichviele Reprisentanten besitzen, gleichviel Ele-
mente:» der Gruppe umfassen miissen, und zwar sind die Repriisentanten
des einen gerade die Negationen von demen des andern. ,Entwickelt®
nach den Bestimmungselementen der Gruppe enthilt der eine Repri-
sentant immer gerade diejenigen Glieder, welche in der Entwickelung
des andern fehlen — vgl. den Zusatz auf S. 314 sq.
. Bei strenger Anordnung der Typen nach der Zahl von Gliedern
in der Entwickelung ihrer Repriisentanten werden also komplementire
Typel? einen Rang einnehmen, der sich dadurch kennzeichnet, dass
der eine Typus vom Anfang der Typenreihe gerade so weit absteht,
als dfar komplementiire vom Ende derselben. Es wird sich aber spiter
z1.1melst empfehlen, von dieser strengen Anordnung abzugehen, nimlich
die Reihe der Typen gleichsam in der Mitte zu knicken und die beiden
Schenkel zusammenzulegen, sodass die komplementiren Typen zu
Nachbarn werden.

Von zwel komplementiiren Typen werden wir sagen, dass sie zu-
sammen einen ,,Haupttypus® ausmachen.

.
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Die komplementiren Typen konnten auch einander wdual entspre-
chende“ genannt werden. Zu einem Ausdruck als Repriisentanten eines
Typus erhilt man nimlich den dual entsprechenden, wenn man —
wihrend die in ihn eingehenden einfachen Symbole (seien sie positive
oder negative) ungeiindert gelassen werden — ,plus® mit ,mal“ in
ihm vertauscht. Die Negation erhillt man — nach den Theoremen 36)
— ebenso, indem man nur obendrein noch jene einfachen Symbole in
ihre Negationen verwandelt. Die Negation des Ausdrucks geht also
aus dem dualen Gegenstiick desselben hervor, indem man die Buch-
staben des letzteren mit ihren Negationen vertauscht — sowie um-
gekehrt, d. h. Negation und duales Gegenstiick des Ausdruc_ks .gehbren
zum selben Typus, den wir den komplementiren von demjenigen des
Ausdrucks nannten.

Wie zahlreiche Beispiele darthun, kann aber ein Ausdruck auch
sich selbst, oder wenigstens einem solchen vom nimlichen Typus dual
entsprechen, sodass es auch Typen gibt, die zu sich selber dual und
komplementir sind. . :

Ein sich selber komplementirer Typus ist zugleich ein Haupt-
typus, konstituirt fir sich einen solchen. Ein solchefr l.mnn nach- dem
Vorstehenden aber nur vorkommen innerhalb derjenigen Abteilung,
welche die Mitte innehilt in der Reihe der Typen, somit je gerade
die Halfte aller Konstituenten zu einem Elemente zusammenfasst. .

Dies alles exemplifizirt sich bereits bei der Gruppe G(a), wo die
Verhiltnisse freilich hochst einfach liegen: : :

‘Der mittlere (zweite) Typus, reprasentirt durch a, @, ist zu sich
selbst komplementsr, und zugleich der zweite“Haupttypus. Der dritte
Typus, reprisentirt durch 1, ist komplementir zum ersten, durc?v.()
reprisentirten, und macht mit ihm den ersten Haupttypus aus. ir
haben also bei G(a) drei Typen und zwei Haupttypen.

Der Analogie mit dem Folgenden wegen hebt?n wir noch hervor,
dass sich die Frage nach der Anzahl der Typen in der Gruppe G(a)

geometrisch deckt mit der Frage nach der Anzahl der Arten, auf

welche sich an der zweipunktig begrenzten Strecke, dem (geradlinigen)

yLweieck” Ecken auswahlen lassen.
Man kann entweder keine Ecke,
Ecken auswahlen.

Analog wird bei der Frage nach der Zahl 1
der Typen, in welche die Elemente der |
Gruppe G (a, b) sich einordnen, es darauf o
ankommen, zu ermitteln, auf wie viele Arten

oder irgend cine, oder alle zwei
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sich bei ] i » .
wahl:)n u;;sgzzfmen) Viereck, z. B. beim Quadrate (Fig. 36) Ecken aus-
Offenbar kann man ent-
weder keine Ecke wihlen, oder
wrgend eine, oder irgend zweie,
und dann entweder zwei be-
nachbarte, oder aber zwei gegen-
i a0 iiberliegende, oder irgend dreic

o 26 (mit Auslassung jedes vierten)

oder alle wviere.

3
& ab,

Wenn wir fiir die Konstituenten der Entwickelung der identischen 1‘

Eaflhltden Bestimmungselementen a, b der Gruppe die Nummern bei-
e .a,httil.l, welche aus der Vergleichung der beiden Quadrate der Figur
gsm 1ch. werden, so haben wir in der That bei den Elementen :on
(a, b) die folgenden 6 Typen — in strenger Anordnung:
Erster Typus: 0 -
Zweiter , : 1=—ab, 2=ab, 3=ab, 4—ab
) (g}
Df‘ltter : 142=a, 1+3=0, 2+4=0,, 3+4=a
X}erter : 1+4=ab+ab, 2+3=ab+abd :
Fiinfter i 243+4=gqa+b, 14+8+4=0q,+b, 1+2+4=0a+),
1+2+3—a+b \ I
Sechster , : 1+2+3+4=1,

:nd schliessen sich von diesen dex erste und sechste zu einem ‘Haupt-
ypus, ebenfo der zweite und fiinfte zu einem zweiten Haupttypus zu-
sammen, wihrend der dritte und vierte je fiir sich einen Haupttypus

konstituiren. Wir haben : :
; : also bei zwei Besti
Typen und vier Haupttyen. Sefimmungndipmenten cde

Gmpl::c:g:n:hd%es er}l)ecilgtZ nehmen.wir die analoge Aufgabe bei der
e el una hanglger} Be.stlmmungselementen: G(a, b, c), in
Haﬁptt. 5, ztwar v:rol!en wir die fragliche Anzahl der Typen und
Ercebn)i'si ; e.rf1 a priori e1;m1!;teln. Eine empirische Bestitigung der
i : rean e“’.ll‘ dsmh llmrchtraghch ergeben, indem wir die 256 Elemente
o) }])Kpl in_den elnfacihsten Ausdrucksformen, deren sie im iden-

en Kalkul fihig scheinen, wirklich hinschreiben — was sich der

mannigfa i
e it chen Anviendungen halber, die von der Zusammenstellung
gemacht werden konnen, verlohnen wird.

Numeriren wir in der Entwi i :
' ! wickelung der identi i
den Bestimmungselementen a, b, c: " g e

Geometrisch-kombinatorisches Problem von Jevons.

1 2 3. - 4 5 6 7 s

~

1 — abe + abe+ ab,e + abe,+ a,be + a,be,+ abc + a,b,c,

die acht Glieder kurz mit den dariibergesetzten Ziffern, so erkennt
man sogleich, dass unser Problem sich deckt mit der Aufgabe, die
Anzahl der Arten zu ermitteln, auf welche an einem Wiirfel — mit wie
nebenstehend numerirten Ecken — deren irgend welche ausgewihlt
werden konnen. o

Genauer lisst dies sich 1in folgender Weise einsehen. Denken
wir uns irgend eine Funktion f (@, b, ¢,---) von den ,Argumenten®
a, b, ¢,--- nach diesen im Boole’schen
Sinne entwickelt, so wird nach § 19 ein 7
jeder ,Konstituent” der Entwickelung sich
darstellen als das Produkt der simtlichen
Argumentbuchstaben:

abec - -
— je mit oder aber ohne Negationsstrich

genommen.
Und bei den Problemen der vorlie- ‘

genden Gattung haben wir nur mit den " Fig. f.,_

Entwickelungen der identischen Eins zu

thun, welche der Summe aller jener Konstituenten gleich ist.

Nach dem Gesagten muss ein jeder Konstituent in jeden andern

(zu der nimlichen Entwickelung gehorigen) sich iiberfihren lassen

lediglich dadurch, dass man gewisse Argumentbuchstaben in ihre Ne-
gationen verwandelt. Vergieichen wir irgend zweie dieser Konstituenten

mit einander, so lassen dieselben sich jedenfalls dadurch in einander

iiberfithren, dass man diejenigen Argumentbuchstaben ungeindert lisst,

welche in beiden Konstituenten iibereinstimmend vorkommen, namlich

entweder beidemal positiv (unnegirt), oder aber beidemal negativ .(mit
) erscheinen, dass man dagegen diejenigen

Negationsstrich versehen : :
Argumente mit thren Negationen vertauscht, welche in beide Konstituenten

in verschiedener Weise als Faktor eingehen, pimlich im einen —
gleichviel welchem von beiden — unnegirt, im andern negirt auftreten.

Mit Clifford (siche weiter unten) kann man passend ,Abstand“
| chenden Konstituenten nennen: die

der beiden in Vergleichung zu zi n .
Anzahl der Argumentbuehsta.ben , welche dergestalt behufs Uberfiihrung

des einen Konstituenten in den andern zu vertauschen sind mit ihren

Negationen.
So werden beispie

Isweise die beiden Konstituenten
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abcd und ab,cd

den Abstand 1 besitzen, weil es erforderlich und ausreichend ist, das eine

Argument b mit seiner Negation b, zu vertauschen, um aus dem einen von
ihnen den andern abzuleiten.

Die Konstituenten g,bcd und ab,cd dagegen haben  den Abstand 2,

weil zu diesem Zwecke die beiden Argumente ¢ und b mit ihren Nega-
tionen @, und b, vertauscht werden miissen.

Die Konstituenten ab,cd, und a,b,¢c,d haben den Abstand 3, ete.

Ein jeder Konstituent besitzt von sich selbst oder einem ihm identisch
gleichen (wie z. B. ¢,b,cd von a,b,cd) den Abstand O. :

Nach den Erorterungen besitzt ein Konstituent 4 von einem
andern B denselben Abstand, wie der andere B vom ersten A.

Untersucht man nun beim oben vorliegenden Probleme, wie sich
ein Konstituent oder Glied unserer Entwickelung, z. B. das erste 1
oder gbc als ,,Ursprung® zu den tibrigen Gliedern in Hinsicht seines
»Abstandes“ von denselben verhilt, so bemerkt man, dass es zu dem
Ursprung drei Glieder (Konstituenten) gibt, welche den Abstand 1 von
ihm besitzen, und die man darum passend als die dem Ursprung ,be-
nachbarten oder ,anliegenden Glieder wird bezeichnen konnen. Drei
andere von den 7 iibrigen Gliedern haben von ihm den Abstand 2,
und sollen die dem Ursprung ,abliegenden Glieder heissen. Das letzte
noch tibrige Glied hat von dem Ursprung den grossten hier vor-
kommenden, nimlich den Abstand 3, und mag das denselben ,gegen-

uiberliegende” oder der ,Gegenkonstituent® des Ursprungs genannt werden.

Fir den eben gewihlten Ursprung versinnlicht diesen Sachverhalt
die Figur: :

\
Abliegende Glieder und-
a,be, ab,c

Tl

Gegenglied: a,b,¢,

Anliegende Glieder und
a,be

Ursprung: abe

St

CbbC, a’bl C a bl G
Fig. 38.

Wihrend Ursprung und Gegenglied ungeindert bleiben (festge-
halten werden), kénnen, durch blosse Vertauschungen unter den Argu-

menten @, b, ¢ selbst, die drei anliegenden Glieder ineinander iiber-
gefihrt werden, desgleichen die drei abliegenden.
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Ganz ebenso verhilt sich nun die Wiirfelecke 1 zu den drei ihr
benachbarten 2, 3 und 5, nebst den ihr abliegenden Ecken 4, 6 und 7
und ihrer Gegenecke 8 — wofern die Abstiinde entlang dem Kanten-
system des Wiirfels gemessen werden.

Und wie die Wiirfelecken als gleichweri.:ig zu gelten ha.‘k)en(i md;m
man jede Ecke in die Lage jeder andern bringen kann, ohne dass :}1;
Wiirfel aufhort mit sich selbst zusammenzufallen, so kann me'm: i;\;en
durch blosse Vertauschungen von Arfumggﬁ;ndicz,gl;nzge]ri :n ::i:menten-

i ie auch von jenen unter si 1
iﬁ::ozin iglso:;l:h selber tr;]msformiren, dass irgend zwel dve:lanvgz:
Glieder derselben den Platz gewechselt haben v;verd.en — :o a,s;i ‘;riden
oben iiber den Ursprung abc in seinem 'Verh:.a,ltmss1 er1I ser:un ;,ird
Gliedern gesagt ist, auch von jedem andern Ghedg als Ursprung

gelten miissen. . s o
i ii formationen der Konstitu
analytisch ausfiihrbaren Tra.ns' ¢ n it
S mmlzmina]:i?:h sel%isnt unter geometrischem Bﬂdfa erbhc}:el_l zu k%n;:fri,l w;)rei
- h den ,umgestilpten Wiirfel, das ist den;emgi‘:jl' e v;ertig
l:i;‘ch:;c die Ziﬁ'e’;'n aller Gegenecken ausgetail.sc;]ht wvc;;'g:;,l ;bi —
ben mit dem urspringlhchen =
g?:zzgl znuie I:ie];)e}clﬁuzz mit allen gleichnamigen Ecken gebracht werden

kann i leich® sein wird.
ielmehr nur ,symmetrisch g | :
:Tegf;n s?llil;elkz:l‘:ﬁtuentensmgme in sich se;bst ﬁaﬁ:ﬁrxﬁll;:nf(}:lx;exn
, i i Es sind vor al
ind leicht zu ermitteln. ! e
gr%?:ku;ge:onsmTranspositionen“, bei demen Wir ilsolch:e ngi(;]:setz:;:Z:ben;
schungen, die v”on selbst aus andern folgen, jewells un
) -

(a,0)(1,5)(2,6) (3,1 (4,8); (,0)(1:3) (2,9 (5,7)(6,8);

1,2)(3,4)(5,6)(7,8);
(c, CI) ( (a') E’) (3, 5) (4, 6); (a, c))(21 5) 4, 7); ((bb, CZ§27 3) (8, 7)
" - enden Vertauschungen nach den

Aus diesen schon wiirden sich die folg letton lassen, gleiohwie

ISl[ulf.ip];i:ka.tionsregelnb der ,,Subsﬁtutionen“theorie
ie di ich ergeben:
: dlrekt(:»cb, c)g(2,5,3) (4,6,7); (a ° b%(2,3,5) (4,7,6)

abn G Gy Oy 1 :
(a,a,) (® :‘;'(1,7) (2,8)(3,5)(4,6); (2,@) (¢,6)(1,6) (2,5)(3,8) (4 1)

- 4 (2’3)(518)(677);
(8,0,)(e,c,)(1,4) @ a)(b,b')(c,c,)(LS)(2,7)(3,6)(4,5); -
- . (b,0)(1,0(5,8); -
g:’ bblg (1'; 7) (27 8) 3 &Z:,c(% (11 6) (31 8) H ((b" c))
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(a,4)(b,6)(1,8)(2,6)(3,7) (4,5); €b,0)(a,¢,)(1,8)(2,4)(3,6)(5,7);

b!,c) (a,,c
(¢,¢) (a, bll)) 1,8) (e, 7 (3, 4) (5, 6);

1

(a,b,¢,)(1,6,4)(3,5,8); (4,0,,6)(1,4,7)(2,8,5); (a,b,,¢,)(1,7,6)(2,8,8);
(@,,b,,¢ (@,b,¢, a,,b,c) o
— desgleichen in den drei letzten Vertauschungen die Cyklen simtlich riick-

wirts gelesen, beziehungsweise die beid .
durchweg vertauscht. eiden letzton: Elomento in denselben

s v]‘?a. fe:slv n;.u?tbequemer ist, sich von der geometrischen Anschauung

es Wiirfels lel i i

e ex;l zu la‘ssen., als derartige Zeichenvertauschungen vor-
1, so wollen wir die uns obliegende kombinatorische Unter-

suchung jetzt am geometrischen Bilde ausfiihren.

Wir haben entweder keine Aushebun i i
: g: dies gibt den ersten Typus
welcher der nichtssagenden Aussage entspri i e
g tspricht und g
Gruppe G (a,b,c) liefert. o 3 e e

Oder wir haben ein¢ Aushebung, i i
s ! : ) g, indem wir als Element der Gruppe
ulgend. ein Glied, einen Konstituenten jemer achtgliedrigen Summe 01(3121'
also eine Ecke d.es Wﬁrfels nehmen — einer von Jevons und Cli,fford
so genannten ,einfaltigen Aussage (,ome-fold statement”) entsprechend.

Dies gibt den zweiten Typus mit den 8
sl yp en 8 Repriisentanten oder Formen (als

1,2,8,4,5,86,7,8.

Oder wir haben zwei Aushebungen, indem wir zwei Ecken des Wiirfels
nehmen, .entsprecl?end zweien Konstituenten, welche additiv vereinigt zu
fienken sind zu einem Ausdrucke, als einem Elemente der Gruppe Ooder
als ‘defn‘Pcz}ynom einer (rechts auf O gebrachten) Aussage, die als eine
,,zww;a.ltlgeE oder ,zweifache® (twofold statement) bezeichnet ’Werden diirfte.
auswahv{:;, cken des Wiirfels lassen nun aber auf dreierlei Weisen ‘sich

Beginnen wir jedesmal mit der Ecke 1, s i i
we@er eine ihr benachbarte (anliegende) E(,:keo s]:?):m (f.leh.z w:ilxgg Fir(;]f ?11:31;
dreien 2, 3, 5 und dann gleichviel welche, oder ein,e ablicgende, d. h. 4, 6
oder 7, 'oder die gegenﬁberliegende, somit 8. Dies gibt fiir d}ie lh'e'i fzol-
i,;‘en]den Typen, bei denen die verbundenen (kombinirten) Ecken entweder

n¢ punktc'e eimer Kante, oder Gegenecken einer Seitenfliche des Wiirfels
oder endlich Gegenecken des Wiirfels selbst sind:

- Dl(';_tter T ypus n?it d_en 12 Repriisentanten (wenn wir Raumersparﬁiss
e er die Plus.'.zelchen Jeweils unterdriicken, welche die Ziffern einer jeden
ombination eigentlich verbinden sollten):

12, 34, 56, 78, 13, 24, 57, 68, 15, 26, 37, 48.

Geometrisch-kombinatorisches Problem von Jevons.

Vierter Typus mit den 12 Repriisentanten:
14, 23, 58, 67, 16, 25, 38, 47, 17, 35, 28, 46.
Fiinfter Typus mit den 4 Repriisentanten:
18, 27, 36, 45.

Oder wir haben drei Aushebungen (,threefold“ statement) Auch diese
lassen sich auf drei Arten bewerkstelligen und liefern drei weitere Typen.

Entweder nimlich: zwei von den drei auszuhebenden Ecken sind be-
nachbarte; dann mogen wir 1 und 2 als diese nehmen. Alsdann kann auch
die dritte auszuhebende Ecke einer von diesen beiden benachbart sein (aber
nicht beiden zugleich, weil sonst der Wiirfel ein Dreieck zur Seitenfliiche
haben miisste), gleichviel welcher — wie z. B. 3 der 1, und die drei

Ecken bestimmen eine rechtwinklig gebrochene Linie: 213, ein ,Knie; dies
gibt den -

Sechsten Typus mit den 24 Repréisentanten;
312, 124, 243, 431, 657, 578, 786, 865,
215, 156, 562, 621, 734, 348, 487, 873,
513, 137, 375, 751, 426, 268, 684, 842.

Andernfalles wird die dritte neben 1 und 2 auszuwithlende Ecke keiner
von diesen beiden benachbart sein; dann fallen die Ecken 3, 4, 5, 6
ausser Betracht, und kann jene nur einer von den beiden Endpunkten 7
und 8 der Gegenkante von 12 sein, gleichviel welcher von diesen. Diese
Aushebung verkniipft also die Endpunkte einer Kante je mit einem End-
punkt ihrer Gegenkante und gibt den

Siebenten Typus mit den 24 Reprisentanten:
127, 128, 781, 782, 345, 346, 563, 564,
136, 138, 681, 683, 245, 247, 572, 574,
154, 158, 481, 485, 263, 267, 372, 376.

Oder unter den auszuhebenden Ecken sind keine zwei benachbarte.
Beginnen wir mit 1, so werden also die drei anliegenden 2, 3 und 5 zu
verwerfen sein. Nun kann aber auch die Gegenecke 8 nicht genommen
werden, weil dieser die drei noch iibrigen Ecken 4, 6 und 7 benaqhba.rt
sind und dann keine nicht benachbarte Ecke mehr vorhanden wire, die fiir
die dritte sich nehmen liesse. Folglich miissen in diesem Falle die beiden
andern Bcken unter den der ersten abliegenden 4, 7, 8 ausgewihlt werden,
gleichviel auf welche Weise. Wie 147 bestimmfm dann die 'gewﬁlflten
Ecken ein gleichseitiges Dreieck, welches von Diagonalen dreier Seiten-
fQsichen des Wiirfels gebildet wird, und auf welchem als Grundfliche je
eine Ecke des Wiirfels pyramidenformig steht. Dies ist der

Achte Typus mit den 8 Reprisentanten:
523, 641, 714, 832, 176, 258, 385, 467. —
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Da hiez:mii:.. bei drei Aushebungen alle Miigliéhkeiten erschopft wurden,
80 ld]a.ben Ewu' ul:lerzugehen zu dem Falle, wo vier Aushebungen gemacht
werden. Es wird sich herausstellen, dass di i
iy : ese auf sechserlei Arten ge-

Erster Unterfall: Drei von den vier auszuwihl i

| : enden Ecken bilden die

Figur des .rechte-n Winkels (das Knie, wie 213 ete. beim sechsten Typus)
Sf)dg,ss Zvlvt:]l von ];hnen der von uns in die Mitte gesetzten dritten benachbariz,
sind. sdann kann die vierte Ecke ei i i
=l einer von diesen dreien benachbart

Ist sie der bevorzugten oder mittleren Ecke b i
e : enachbart, so erweist
sie sich als vollkommen bestimmt. Weil nimlich von den d;ei derselbI:n
%gnac}}ba.rten"Ecken schon zwei ausgehoben sind, muss sie die dritte sein.
Vie vier gewihlten Ecken bestimmen dann ein Dreikant (einen Dreifuss);
ihr Sysi_:er.n l.)esteht aus einer Ecke des Wiirfels mitnebst den Endpunkten’
der drei in ihr zusammenstossenden Kanten. Dies ist der

Neunte Typus mit den 8 Reprisentanten:
1523, 2641, 3714, 4832, 5176, 6258, 7385, 8467.

‘ Is.t die vierte Ecke aber einer von den beiden andern benachbart, mit-
}l'll.l b(:}l 213 d.er 2 oder de.r 3, so kann sie entweder demselben durc’h die
bx.sherigen drei Ecken bestimmten Seitenquadrate als dessen vierte Ecke
angehiren, oder, wenn diesem nicht, so sicher dem gegeniiberliegenden
Im ersten Falle sind die gewiihlten vier Ecken diejenigen einer ;uadra:

tischen Seitenfliche des Wiirfels; sie bestimmen dann auf vier Arten jene

zweiteilig im rechten Winkel gebrochene Linie (ein Knie), sowie eine drei-
teilig in Hufeisenform gebrochene Linie. Dies gibt den :

Zehnten Typus mit den 6 Reprisentanten:
1243, 5786, 1562, 3487, 1375, 2684.

Im andern Falle muss die zu 213 hinzu zu wihlende vierte Ecke ent-
:lveder 6 oder r7 sein (weil 5, als der mittleren benachbart, schon unter
em neunten l"ypus' berticksichtigt ist, und 8 zu keiner von den dreien
bel{acp}?\art). Die vier Ecken, wie 6213, bestimmen Jjetzt eine windschiefe
dreiteilig gebrochene Linie (windschiefes Doppelknie) und haben wir den

Elften Typus mit den 24 Repriisentanten:
3126, 5124, 1348, 7342, 1568, 7562, 3786, 5784,
2137, 5134, 1248, 6243, 1578, 6573, 2687, 5684,
2157, 3156, 1268, 4265, 1378, 4375, 2487, 3486.

Bleibt der Fall zu erledigen, wo die vi i ! 1
. . d " e vierte Eck ;
ein Knie 3312 bildenden benachbart ist. S
> ;Xls vierte werc_ien. dann also auszuschliessen sein die Ecken 4, 5, 6
mnd 7, sodass als einzig zulissige 8 geblieben. Die vier erwihlten Ecken

ersche T : o
dea‘chémen als (he:]emgen an emem rechtwinkligen Knie in Verbindung mit
v Gregenecke seines Scheitels und haben wir den

Geometrisch-kombinatorisches Problem von Jevons.

Zwilften Typus mit den 24 Repriisentanten:

3128, 1247, 2435, 4316, 6574, 5782, 7861, 8653,
2158, 1564, 5623, 6217, 7346, 3485, 4871, 8732,
5138, 1376, 3752, 7514, 4267, 2683, 6841, 8425.

Hiermit sind die Fille abgethan, bei denen eine erwihlte Ecke zwei
andern erwihlten benachbart ist, also drei von den vier zu erwihlenden
Ecken in der Lage wie beim sechsten Typus zu einander stehen; demn
das von diesen dreien gebildete Knie koénnte man immer fiir 213 im
obigen Riisonnement eintreten lassen, welches in allen seinen méglichen
Kombinationen bereits anfgefiihrt worden. Sollen Wiederholungen vermieden
werden, so ist also fortan solcher Fall nicht mehr zuzulassen.

Bleibt der Unterfall zu erledigen, wo drei von den vier erwihlten
Ecken in der Lage wie beim siebenten Typus sich zu einander befinden —
wie z. B. 127. In diesem Falle sind 3, 4, 5, 6 als zu 1 oder 2 benachbart
nach dem soeben gesagten zu verwerfen, und bleibt blos 8 als vierte zu-
lassige Ecke iibrig. Die vier erwahlten Punkte bilden jetzt die Ecken von
einem der rechteckigen Diagonalquerschnitte des Wiirfels, und haben wir den

Dreizehnten Typus mit den 6 Repriisentanten:
1278, 3456, 1368, 2457, 1548, 2637.

Bleibt als letzter noch der Unterfall zu erledigen, wo drei von den
vier auszuhebenden Ecken die Figur des achten Typus miteinander bilden.
Und zwar wird auch die vierte Ecke mit je zweien der drei erwihnten nur
diese Figur des achten Typus eingehen diirfen, weil andernfalles (wen.n
nimlich eine Konfiguration des siebten oder sechsten Typus dabei mit
unterliefe) die Aushebungsweise schon im Bisherigen abgethan sein miisste.
Insbesondere diirfen sonach benachbarte Ecken jetzt iiberhaupt nicht mehr
vorkommen.

Gehen wir von ‘der Aushebung der Ecken 235 aus, so sind 1, 4, 6
und 7 als einer (oder mehreren) von den drei erwihlten Ecken benachbart,
su verwerfen und bleibt nur mehr 8 als vierte zulissige Ecke iibrig. Die
vier zu erwihlenden Ecken sind jetzt durchweg von einander ablieg?nde
und bilden das System der Ecken von einem der beiden regelmiissigen

_ (dem Wiirfel einschreibbaren) Tetraeder. Wir haben somit als letaten

Typus dieser Aushebung den

Vierzehnten Typus mit den zwei Repriisentanten:
1476, 2358. —

Nunmehr auch die Fille von 5, 6, 7 und 8 Aushebungen du.rchzy-
ht erforderlich, weil hierbei gerade die Ecken auszuheben sein
i den ersten vier Aushebungen (diese in umgekehrter Re.xhen-
folge genommen) beziiglich zuriickgelassen Yvurden. Die Cl..‘.ypen von jenen
Aushebungen sind zu denen von diesen beziiglich komplementiir. Insbesondere
werden (die) 8 Aushebungen liefern: das Element 1 der Gruppe G (a,b,c),

v
gehen ist nic

werden, die be
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als einzigen Reprisentanten des letzten Typus derselben — entsprechend
der absurden Aussage: 1 = 0. '
Wir miissen demnach im Ganzen haben entsprechend je
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, T, 8 Aushebungen:
1414+34+34+6+3+3+1+41=22 Typen
von Elementen der Gruppe G(a,b,c), mithin so viele Arten von Aus-

driicken, welche aus @, b und ¢ mittelst der drei Spezies aufgebaut
werden konnen.

Und diese Typen konstituiren zusammen:
141434 34 6 =14 Haupttypen
zu welchen sich je die von Anfang und Ende der obigen Reihe gleich-
weit abstehenden Typen beziiglich zusammenthun. — 2

Wir wollen nunmehr von jedem Typus einen Repriisentanten wirk-
lich anschreiben, um denselben auf seine einfachste Gestalt oder be-

quemste Ausdrucksform im identischen Kalkul zu bringen. Es reprisen-
tirt den ;

1. Typus: 0; 2. Typus: 1=abc; 3. Typus: 1 + 2 = abe + abe, = ab;

4. Typus: 1+4 = abc+abc, = a (be+ b,¢,);

5. Typus: 1+ 8 = abc + a,b,¢;;

6. Typus: 1+ 2+ 3 = abc+abe, + abc = a (b + ¢);

1. Typus: 1+ 2+ 7 = abc + abe, + a,b,c — ab + a,b,c;

8. Typus: 2+ 3 +5 = abe, + ab,c + a,bc = a (be, + b,¢) + a,be;

die geringfiigige Vereinfachung findet hier jedoch auf Kosten, unter

Verhiillung der Symmetrie statt.

9. Typus: 1+2+ 3 +5 = abc + abe, + ab,c + a,bec =

=a(be+be)+be=a(+c)+abc=a(b+c)+bc—=ab+ac+be;

10. Typus: 1 +2 + 3 + 4 — abe + abe, + abc + ab,c, = a;

11. Typus: 1+ 2+ 3 4+ 6 = abe + abe, + abc + abe, =
=a (b +c)+abe, =ac+be;

Typus: 1+2+3+8 = abe+abe+abc+a,be,=a(b+c)+ab,c;

13. Typus: 14+ 2+ 748 = abe + abe,+abc+abe, = ab+ab,;

14. Typus: 1+ 4+ 6+ 7 = abe + ab,¢, + a,be, + abec=
=a(be+b,e) +a,(be,+b,c)=b(ac+a,c)+b, (ac,+a,c)=
=c(ab+ab) + ¢, (ab+a,Db);

5. Typus (komplementiir zum 8. Typus): 1 +4 + 647+ 8 —
=abe+abe, + a,be, + abe + a,be, = abe + b, + a, (b, + ¢) =
=(a+b+e¢)(a,+b+¢) (a,+b,+c) =abc+a,b, +a,c,+ b

17

12.

Geometrisch-kombinatorisches Problem von Jevons.

16. Typus (kompl. zum 7. Typ): 3+4+5+6+8="
— ab,¢ + ab,c, + a,bc + a,be, + abc, = ab + a,b + (@,+b)ec, =
— ab, + a,b +a,c, = ab, + a,b + bc, = ab, + a, 0+ ) =
— (a+¢) b, + a,b = ab, +a,b + a,b¢;
17. Typus (kompl. zum 6. Typ.): 4 +5+6+7+8 =
= ab,c, + abe+ a,be, + a,bc+abe = be, +a;
18. Typus (kompl. zum 5. Typ.): 2+3 +4+5+6+7 =
— abe, + ab,c + ab,¢, + a,be + a,be, + a,bec =
= ab, + be, + ca, = ac, +cb, + ba, = (@+b+c)(a,+b+¢);
19. Typus (kompl. zum 4. Typ.): 2+3 +5+6+ lisses
— abe, + ab,c + a,be + a,be, + abe + abe, = be, +bec+a;
20. Typus (kompl. zum 3. Typ.): 3+4+5+ 6+7+8=
= ab,c + ab,¢, + abe +a,be, + abec+abec =a, +b;
21. Typus (kompl zum 2. Typ.): 2+3+44+5+6+7+8=
= abél + ab,c + ab,c, + a,be + a,be, +abec + abec,=a,+b +¢;
22. Typus (kompl. zum 1. Typ.): 1+424+3+4+5+6+7+8=
— abe + abe, + ab,c + abe, +abe+ abe, +abe+abe =1
ir i i hung — ohne das
i stehend von mir durchgefuhr.te Uniersue .
eom?tfiscif Gewand, in das ich sie gekleidet, und ohne die quugnahn_:e
guf Ausdriicke® sowie ,Gruppen® — ist zu.erst von J evons' in Anﬁrii‘:
geno,z’nmen, der sich die Frage vorlegte,) wie welex:lel ,,Aussager;) 511;1;2- a:ht
s charakterisirten Schranken) iber drei Klassen a, b,
?:rdtl):n klzilllmen. Jevons schreibt — freilich in ganz andrer Gesta.l.ti{1 al;
die oben gewonnene — die 256 rechts auf O gebrachten Aussagen mgl ic
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ZQeel,n:o‘d;r lvg; %ﬁssnote hervor, dass was (auch von Jevous) bei ab-
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. dass aber die Einfilhrung einer solchen Restriktion iiberhaupt (ein Verbot,
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robl fir vier Symbole a, b, ¢ 1 : WO
32222%:5’510)}131};;:1@{&;' des niedereren Problems (fiir dreie) nicht revidirt zu

haben scheint.




672 Anhang 6.

Ist ein Ausdruck von einem der vorstehenden 22 Typen gleich
Null zu setzen, so ldsst sich die damit gegebene Aussage oft noch
auf eine einfachere Gestalt bringen dadurch, dass man einzelne Glieder
auf die andere Seite des Gleichheitszeichens wirft, oder auch die
Gleichung in mehrere zerfillt, diese in Subsumtionen umschreibt, ete.

Wir kommen damit den von Jevons in seinem ,logical index“ ge-
gebenen Formen der Aussage niher, werden diese aber meist an Einfach-
heit der Ausdrucksweise noch iiberbieten konnen, weil Jevons des Sub-
sumtionszeichens noch entbehrte und die Einordnung & =< b zum Beispiel
durch die Gleichung a = @b auszudriicken gendtigt war.

Wenn wir uns genau an die oben vorgefiihrten Typus-Représen-
tanten halten, so ergeben auf die angefiihrte Weise in der That sich
leicht die folgenden Aussagen zum

1. Typ. 0 =0 (identische Aussage);
Typ. abc = 0 oder unsymmetrisch ab =< ¢,, oder auch a=£b, +c¢,;
Typ. ab =0 oder a < b;; 3 .
Typ. abe =10 und a =< b+ ¢; oder ab = ac, oder ab, — ac;
Typ. abc =0 und a,b,c, =0 (oder 1€ a+b+c);
Typ. ab =0 und ac = 0; oder a < b,c,;
Typ. ab=0, ¢ < a + b;
Typ. ab=Cc, ac=€b, be <€ a; oder be =€ a =€ be+ by
Typ. ab =0, ac =0, bec = 0;
Typ. a = 0;
. Typ. ac =0, b <e.
. Typ. ab=0, ac=0, 1€ a+b+¢;
- Typ. ab=10 und 1 =€ a+b, oder: a = b, oder a, = b;
- Typ. abe =0, a€b+e¢, b€a+c, c<€a+b, oder ab— ac,,
a,b = a,c, oder ete.
. abc =0, 1€ ab+ ac+ be;
-a=>bund 1=€a+b+c (oder 1 € a+c);
. 1=€a, 1=€b+c .
.a=">=c;
.1=€a, b=g;
- 1€ a =10
l=€a=0b=g
- 1 =20 (absurde Aussage).

2.
3.
4.
5.
6.
1.
8.
9.

el el T
W N = O
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Die Gruppe G (a,b,¢) besteht hienach aus folgenden 256 Elementen:
1. Typus: O; 22. Typus: 1;

2. Typus: :
abe, abe,, ab,c, ab,c,, abe, abe, abe, abe,.

21. Typus: »

a,+b+¢c, a,+b+c, a,+b+c, a+b+c, atbre, a+b+e, a+b+c,a+b+e.

3. ;l‘ypus:
" ab, ad,, ab, ab, ac, ac, ac, 4,6, be, be, b, b,c,.-

20. Typus:
+e, b+e, bre.
a,+b,, a,+b, a+b, a+b, a;+¢, a+c, até, A0, b,+¢,, b+e, i

4. Typus:
- a(be+be), a(be+Dbe), a, (be +b,e), a,(be, +b,0),

b (ac+a,c), blac+ac), bfac+ a,c), b, (ac +a.0),

(ab+apb)e, (ab+ab)ec, (ab+ab)e, (ab, + a,b) ¢,.
19. Typus:

a, +be +be, a+be+be, a+be +be, a+be+be,

b, +ac +ac, b+actac, b+ac +ac, b+ractaq,

ab, +ab +¢, ab+ab +c, ab,+ab+c, ab+ab +c.

5. Typus:
= abe +ab,c, abe +abe, abce+ abe, abe, +abe
18. '.E‘ypus: :
(a+b+c)(a,+b,+¢); (a+b+c,)(a,+b,+c), (a+b;+c)(a,+b+¢), (a+b,+¢,)(a+b+c)

oder: ab, +be +ca, ab tac* be, ab+ac+be, ac+ab+ bcl}

e 1
{oder: ac, +cb, +ba, ac+ ab+ b, 66+ ab T be, ab+ac+ b,c.
6. Typus: ' : ,
9 (b s c) a (b 2 cl) @ (bl 2 cl)’ @ (b| oz C), @ (b 5 c)’ & (b|+c)7 a (b|+cl)1 a, (b+c|),
2 ’

b(a+c), b(a,+ ¢), b(a,+¢c), b (a+c), b(a+ ¢), b,(a+ ¢); bu.(“a“"cu)’ b,(a,+¢);
(a+b)e, (a+b)e, (4,+D)6 (a,+B) ¢ (a+D)e, (a,+b) ¢, (a,+b,) €5 (a+b,)c|.

17. Typus: an

a,+be, a+be, a+be, a+be,
b+ac, b+ac, b*ac,
ab+c, ab+e
43 i

a, +be, a+be, -
+a
¢, b +ac, btac, b, +ac, 16

b+a
ab+e, ab +¢, &b +¢ ab, +e¢,

1
ab +¢, ab+c, :
SCERODER, Algebra der Logik.
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7. Typus:

ab+abe, ab+abde, abc+ad, abe +ab,
ab +abe, ab +abe, abce+ad, abe, +ab,
ac+abe, ac+abc, abc+ac, abc+ac,
ac, + abe, ac +abec, abe + ac, abe+ac,
abe, +be, abe +be, abc+bde, abe+be,
abc+be, abec+be, abe+be, abe+be.
16. Typus:
ab, + ab + a,byc,, ab, +ab+abe, ab +ab+abe, ab +ab+abe,
ab+ab +abe, ab+abd +abe, ab+ab +abe, ab+ab, +abc,
ac, tac+abc, ac+ac+abe, ac+ac+abe, ac+ai+abe,
ac+ac +abe, actagc+abe, ac+ac+abd
a,b,¢ +be, +be, abge +be +be, abe+be+be, abe+be+be,
abec+bec+be, abc+betbe, abe+be+be, abe +be+be,

[in welchen Ausdriicken von dem terniiren Gliede auch jeweils der eine,
0(_1er_ a.bgr der andere von den beiden Faktoren unterdriickt werden darf,
die in einem der fibrigen mit ihm verbundenen- Glieder vorkommen].

8. Typus:

abe, +abc+abe, abe+(ab,+ab)c, abe+b, (ac+ac), a(be +b,¢)+ab,c,
abe+a, (be,+b,c), b(ac +a,c)+abc, (ab+ab)c+ab,c, abec+abe+ab,c.
15. Typus: :

abeta,b,+a,c,+b,c,, abe,+(a,+b,)c+ab,, ab,c+b(a,+c)+a,c,, ab,cra,(b+c)+be,
a(b+e)+a,be+be, abe+b(atc)+ac, abct(atb)e+ab, ab+ac+berab,e,,

[oder: (a+3,+6) (a,+b+6) (4,+b,+0), (a+,+0) (a,+b+0)(a,+B,+3), ote]

9. Typus:

ab+ac+be, ab+(a+b)c, ac+d (a+c), a(d, +¢c)+Dbe,

@ (b+c) 3 bcr b<a|+cx)+a|cn (“|+b|)c+a’|b|’ albl £ 0GG blcl‘\
10. Typus:
11. Typus: e
ac+be, ac,+be, ac+be, ac+be, ac+be, a,c+be, ac+be, ac+be,
ab+bec, ab,+be, ab+b,¢, ab +be, ab +be, ab+bec, ab +be, ab+be,
ab+ac, ac+ab, ab+a,c, ac+ab, ac+ab, ab, +a,c, ac +ab, ab+a;c.

12. Typus:

a(d+c)+abe, a(d+c)+abe, a(b+c)+abe, -a(b,+c)+albcl,

Gy ac+ac +abe,.
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abe,+a, (b+c), abe+a (b+c), abe+a (b +c), abc+a (b+c),
b(a+c)+abc z

6, abe,+b(a +c), abec+b(a+c), b(a+c)+abec,
b, (a+c¢)+abe, b(a+c)+abe, abe+d (a,+c), abe +b, (a +c),
(a+b)c +abe, (a+d)c+abe, abe +(a,+b)c, abgc +(a,+D)e¢
(@a+b) e, +abe, abc+(a,+b)c, abc+(a,+b)¢c, (a+b)ec +abe

13. Typus:

ab+ab, ab +ab, ac+ac, ac+ac, betbe, be+be.

14. Typus:
a(be+bc)+a (be, +b,0), a(be+Dbe)+a, (be+be,)

Die Ausdriicke eines jeden Typus sind so geordnet, dass sie, wenn
der Reihe nach gelesen, genau entsprechen den vorher zusammengestellten
Aushebungen chiffrirter Wiirfelecken. Durch Vergleichung eines Ausdrucks
mit der gleichstelligen Ziffernkombination unter dem gleichen Typus wird
darnach auch sogleich ersichtlich, wie der erstere nach @, b, ¢ entwickelt
sich darstellen wiirde, z. B. der erste Ausdruck (Reprisentant) des elften
Typus muss sein:

ac+be,=3+1+2+6=1+2+3+6=abc+abc +adb,c+abe,

Die Anzahl der Typen und Haupttypen in welche die 216 — 65 536 Ele-
mente der Gruppe G (a, b, ¢, d) zerfallen, hat Clifford® bestimmt —
vergl. auch eine hierauf beziigliche Bemerkung von Cayley?.

Dabei ist es ihm um die Typenzahl der Aussagen zu thun, welche

“in simultanen universalen Urteilen iiber vier Klassen a,b, ¢, d abge-

geben werden konnen (wenn also Alternativen zwischen solchen Ur-
teilen ausgeschlossen bleiben, sodass nur die von uns spiter soge-
nannten einfachen oder monomischen Urteile in Betracht kommen

werden).
Wir wollen iiber den Charakter und die Ergebnisse seiner miih-

samen Untersuchung wenigstens kurz referiren, uns einige Zusatz-

bemerkungen gestattend. - 3
Die 16 Glieder oder Konstituenten in der geordneten Entwickelung

der identischen Eins nach den Argumenten g, b, ¢, d:
' 1 — abed + abed, + abe,d + abed, + abed + -+ a,b,cd,
wollen wir uns wieder mit den Zahlen 1,2, 3,... 16 der Reihe nach’

numerirt denken. ;
Was die Abstandsverhiltnisse dieser 16 Konstituenten betrifft, so

gibt es zu irgend einem derselben als ,,Ursprung® (,,origin*“) vier ,an-
43
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liegende“ (,proximates”), welche den Abstand 1 von ihm besitzen,
sechs ,mittelstindige” (,mediates*), die von ihm den Abstand 2 haben,
vier ,abliegende® (,ultimates*) mit dem Abstand 3, endlich einen
ngegeniiberliegenden® (,obverse) mit dem Abstand 4 — so wie es fiir
den Ursprung abcd das folgende Schema zu erkennen gibt:

1 origin und 4 proximates; 6 mediates; 4 ultimates und 1 obverse.

a,bed a,b, cd ab,c,d,
9 . 13 8

abe,d ab,cd,

7 6
abed—abcd—ab,cd : : a,be;d—a b, e, d,— a,be,d,
2 1 5 15 16 12

abed a,bed,

11 10

abe,d abe,d, a,bcd,
3 4 14
Fig. 89.

Die Frage ist: auf wie viele Arten irgendwieviele von diesen
16 Konstituenten ausgehoben und zu einer identischen Summe ver-
einigt, additiv kombinirt werden kdnnen, wenn man zu einerlei Art
alle diejenigen Aushebungen rechnet, bei welchen die resultirenden
Summen durch blosse Vertauschungen unter den Buchstaben @, b, ¢, d,
a, b, ¢, d, auf einander zuriickgefiihrt .werden konnen.

Auch hier lisst das Problem sich unter geometrischem Bilde be-
trachten. Und zwar liuft es hinaus auf die Ermittelung der Anzahl der
Arten, auf welche bei dem , Analogon des Wiirfels in einer riumlichen
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen” sich Ecken auswihlen lassen. Um
zuniichst fiir dieses Gebilde einen geeigneten Namen zu gewinnen, mége
man bedenken, dass auch zutreffend bezeichnet werden kénnte

die Strecke als Zweieck :
das Quadrat , (reguliires) Vierstreck (Vierseit)

. der Wiirfel, Kubus ,, = Sechsquadrat (Hexaeder)

— indem in dem ohnehin fiir letztern gebriuchlichen Namen ,Sechsflach®
(Hexa-hedron) nur zufillig nicht ausgedriickt erscheint, dass jede Seiten-
fliche ein Quadrat sein solle. :

Fir jenmes fragliche vierdimensionale Gebilde bietet demnach unge-
zwungen der Name ,Achtwiirfel , Oktokub® oder :

) (regulsres) ,,Achtzell

sich dar. Dieses Achtzell ist in der That zu denken als ein vierdimensio-
nales (hyper-)rsumliches Gebiet, welches begrenzt ist von acht Wiirfeln,
von defnen -immer viere in einer Ecke der Figur zusammenstossen und zu
Je zwelen eine quadratische Seitenfliche gemein haben.

Man kann das Gebilde ganz gut auch in unserm (dreidimensionalen)
-Rame veranschaulichen — sei es durch seine Projektion in den letztern,
wo fhe Wiirfel sich als Rhomboeder darstellen, sei es auf eine Weise, die
ich jetzt beschreiben will. '

Schorf das Quadrat kann selber (ich meine nicht eine Projektion des-
selben) mit seinen vier Ecken in eine gerade Linie eingezeichnet werden,
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, désglqichen der Wiirfel mit seinem Ecken- und Kantensystem in eine Ebene,

wofern man nur sich gestattet, einzelne Seiten resp. Kanten desselben zu
verbiegen, dieselben kiirzend oder dehnend.

Fir das Quadrat soll dies Fig. 40, fiir

den Wiirfel Fig. 41 erliutern; in beiden

haben wir auch die Nummern der Ecken 1 2 ‘ 4
eingetragen (bezogen auf die Glieder Fig. 40.

unsrer Entwickelung der identischen Eins nach a, b resp. @, b, ¢).

Zwei Seiten des Quadrates sowie zwei Seitenflichen des Wiirfels er-
blickt man unverzerrt.

Nichts hinderte, beim Quadrat die beiden andern Seiten gerad-
linig anzunehmen; jedoch geschihe dies auf Kosten der Ubersichtlich-
keit, indem die vier Seiten dann in- und iiber- 2
einander fallen wiirden. Nun kann man aber
doech von den Verzerrungen absehen, und deren
ungeachtet die Seiten resp. Kanten fiir gleich-
wertig gelten lassen. Indem man die Qua-
dratseiten den Deformationen geschmeidig folgen
lisst, kann man z B. auch in der Anschauung
das soit-disant ,Quadrat** Fig. 40 in sich selbst
herumschwingen, sodass die Ecke 1 nach 2, 2
nach 4, 4 nach 3 und 3 nach 1 riickt. Ebenso
kann man den — sit venia verbo! — , Wiirfel”
Fig. 41 in sich selbst verschieben, sodass er stets
mit seiner Anfangslage in Deckung bleibt, aber
7. B. die Ecken 3, 1 nach 4, 2, die 4, 2 nach 8,
6, letztere nach 7, 5 und diese nach 3, 1 riicken, - g v
etc. Kurz man kann alle am wirklichen Quadrat Fig. 41.
resp. Wiirfel -ausfilhrbaren Prozesse oder Opera-
tionen im Geiste auch zur Ausfiihrung bringen an den vorstehenden Ab-
bildern dieser Gebilde, welche eine Dimension weniger als das Gebilde
selbst besitzen und — nach Analogie
eines Herbaritms — fiiglich als ,ge-
presstes® Quadrat, ,.gepresster® Wiirfel
zu bezeichnen wiren.

Analog bietet nun der vierdimen-
sionale Oktokub @m dreidimensional ge-
pressten Zustande (gepresst natiirlich
unter Verbiegung und Zerrung von
einzelnen seiner Kanten) sich in einer
Gestalt dar, die wir nebenstehend in
einer annihernd perspektiven, niimlich
orthogonalen Projektion in der Ebene
der Zeichnung darstellen, die 16 Num-
mern an die Ecken setzend.

Vier von den Wiirfeln haben, wie
man sieht, jetzt eine wiegenférmige
Gestalt gewonnen, welche an gewisse

4 : 2
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viersitzige Kinderschaukeln erinnert; zwei von den Wiirfeln sind unverzerrt
geblieben; zwischen diesen erscheint einer als der Kern der ganzen Figur
in unserem Raume; der letzte von den Wiirfeln ist diese ganze Figur selbst,
und schliesst die sieben vorerwihnten in sich, ist aber gleichwol als mit
einem jeden derselben gleichwertig anzusehen.

Das Gebildé hat 32 Kanten, von welchen immer viere in einer von
den 16 Ecken zusammenstossen. Je dreie von solchen 4 von einer Ecke
ausgehenden Kanten bestimmen einen ,,Wiirfel“ und von den vier so -be-
stimmten Wiirfeln (von welchen ebenfalls zu sagen sein wird, dass sie in
dieser Ecke zusammenstossen) haben je zweie wieder eime Seitenfliiche mit-
einander gemein, sodass auch sechs ,quadratische Seitenfiichen in jeder Ecke
zusammentreffen; der Seitenflichen sind es 24 im ganzen.

Anstatt der hier gewihlten Veranschaulichungsweise kann man_ auch
eine exakte Parallelprojektion des vierdimensionalen Gebildes (reguliiren
Oktokubs) in unsern dreidimensionalen Raum betrachten. Eine orthogonale
Projektion derart gibt die Figur (das Kantensystem) des reguliren Rhomben-
dodekaeders (Rautenzwolfflichners, Granatoeders) mitsamt den acht Radien,
welche die dreikantigen Ecken desselben mit seinem Mittelpunkte verbinden,
in welchem letztern die Projektionen zweier Ecken des Achtzells zusammen-
fallen — ein Umstand auf welchen Herr Kollege Hertz mich aufmerksam
machte. Die Projektion ist analog derjenigen, bei welcher ein Wiirfel sich
als regulires Sechseck projizirt, wobei zwei Wiirfolecken in dem Mittelpunkt
des letztern iibereinander fallen. Wie wir diese in der Fig. 43 ein wenig
auseinanderhalten, so wollen wir auch in der Fig. 44 des projizirten Acht-

Fig. 44.

zells die beiden Ecken 8 und 9 behufs Vermehrung der Ubersicht nicht
ganz zusammenfallen lassen, was sie eigentlich thun sollten.

Die 24 quadratischen Seitenfliichen des Achtzells projiziren sich zur

_ einfachste Veranschaulichung des Achtze
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i Hilfte als die 12 rautenférmigen Seitenflichen des Gra.natoedel_'s, zur
:.f;;'n Hilfte als die im Innern des Kérpers liegenden Rautfen, die auf
zweien Gegenkanten einer vierkantigen Granatoederecke stehen und dessen
Mittelpunkt 8 oder 9 zur vierten Ecke haben. "l'{nd ganz deuthch'wn'd
man nun allemal die beiden als Rhomboeder projizirten Wiirfel erbhc!ten,
die auf irgend einer von den vorerwihnten 24 Rauten als auf einer
gemeinsamen Grundfliche stehen. : : : .

In der Regelmiissigkeit der vorstehenden Figur prigt sich mit 'der
Umstand aus, dass die 16 Ecken des reguliren Oktol.mbs auf de:n vier-
dimensionalen Analogon einer Kugelfliche, auf einer »Vierer-Sphire® liegen
miissen.

Wiirde die Seite des Quadrats oder Kante (_les Wiirfels und .thgimbs
zur Liingeneinheit genommen, so wiirde nebenbei gesagt der Radius dieser

1 = ¥
vierdimensionalen Hyper-Sphiire leicht als = —2—VZ =1 sich belechnex.;,
gleichwie der Radius der durch die Ecken eines Wiirfels gelegten (drei-

1 .
dimensionalen) Kugel = Vg, der des dem Quadrat umschriebenen

Kreises — —1—1/2‘ und der des ,eindimensionalen Hypo-Kreises“, gelegt
2

¥ 1 :
durch die Ecken des Zweiecks (der Strecke 1), = & V1= - ist. Die

dem Granatoeder umschreibb}alrlzg Kllllgelllll, weﬁ:g iﬁﬁhduﬁz E:if;l‘(::l
inerlei Art desselben hindurchgehen, i

E)aﬁb;esser, als dem vorerwihnten 1 .der Hyper-Spha.;:, u(i:,c }zlw:il;l ev:ﬁ;e:

ihre Radien unschwer zu finden — 1n A.nbe.tra.cht, t? e

merkung von Hertz) gleichwie in Fig. 43 dle~.Qua,dr;. iago = 44, o ;

ete. und die Dreiecke 235, 476) so in der rﬁufnhqhe; t:gu; zxi 1%'. e

Wiirfeldiagonalflichen 4, 6, 16; 4, 6, 7, etc. sowie die Tetraeder 1, 10, 11,

S <l 5sse prisentiren miissen. Wol die
und 4, 6, 7, 16 sich in natiirlicher Groslsls I;n e aas WA

Herrn Victor Schlegel’s — Modell Nr: 2 , ;
der 15. Serie (Projektionszmode.lle der vier
ersten regelmissigen vierdimensionalen Kor-
per) aus der hilbschen Sammlung von
Modellen fiir den hoheren mgth?matlschen
Unterricht, welche in L. Brill’s Verlage
in Darmstadt erschienen. Das Gebllfle ist
in des ersteren Abhandlung: ,Theorie de‘x‘-
homogen zusammengesetzten Ra.umgeblldel
in den Nova acta der Ksl Leop.-Carol.
Deutschen Akademie der Naturforscher,
Bd 44, p. 343..457, angefiihrt p. 43;;
auch als Stringham’s regulires , e 4
droid® (cf. American Journal of Math.

e o i iektion des Achtzells in unsern
i ntrische Projektion des ;
= Mo:zillo;teg:rjzﬁ;ze durch Fig. 45 dargestellten, bei der man -

Raum vor,
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einen Wiirfel auf die Ebene stellt und von einem Punkte oberhalb d
selben auf diese projizirt. Es sei durch die beifolgenden Fig. 46 und ?;7
2 veranschaulicht — jene wie die
fritheren orthogonal, diese nach
{{opp’scher Manier schief pro-
Jjizirt — bei welcher der innere

in unserm Raume steht.

Es kann nun die geometrisch-
kombinatorische Aufgabe ge-
st.ellt werden, zu ermitteln, auf
wie viele Arten sich an er-
withntem Achtzell Ecken aus-
wihlen lassen, wenn zu einerlei
Art alle diejenigen Aushebungen
gezihlt werden, bei welchen die
Systeme derausgewiihltenEcken
kongruente oder symmetrisch
gleiche Figuren bilden. Und mit
dieser Aufgabe fillt das von
Clifford geldste logisch-kom-
binatorische Problemzusammen,
die Anzahl der Typen zu er-
mitteln, in welche die aus vier
(und nur vier) Argumenten a, b,
¢, d (also ohne Zutritt von Pa-
rametern als Koeffizienten) zu-
sammensetzbaren ,, Funktionen
im identischen Kalkul* zerfallen,
oder die Typenzahl der Aus-
sagen zu finden (vermehrt um
1), welche iiber vier Klassen
oder Begriffe (ohne Hinzu-
ziehung von noch anderen) in
- simultanen universalen Urteilen

ig. 47. abgegeben werden konnen.

5 Um nunmehr Cli ’
E:Zsi;l(lrfli?:ﬁe als a.?f die Typenzahl der Elemente von G (a, llf,f ‘::l,'ddj
o ?} o anazu uhrgn, wollen wir unsre vorangeschickten Resultate
ZUSammens’tellen(a,' d) und. G '_(“;-b, ¢) noch einmal rekapitulirend
e i h-, mffam w1r.fur jede Zahl von ausgehobmen Konsti-
tn oot ke mff‘;lugent die Summe der Formenzahlen der Typen,
PGl e hzeer :n:,'dkas ist die Ges.amtanzahl der Elemente unsrer
zusamm,ensetzen. wickelt aus soviel Konstituenten sich additiv

Di s :
iese Formenzahl ist bei # Bestimmungselementen der Gruppe und A

oder Kern-Wiirfel thatssichlich .
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auszuhebenden von den 2" Konstituenten (der Entwickelung der identischen 1
nach jemen) a priori bekannt, indem sie sein muss: die Anzahl der (addi-
tiven) Kombinationen ohne Wiederholungen zur Aten Klasse von diesen 2"
Konstituenten (oder Entwickelungsgliedern) als ,Elementen. Sie ist mit-
hin der Binominalkoeffizient:

L (21‘)21
s fiir den Binominalkoeffizienten zum Exponenten m und vom

wofern wir un
h’schen Bezeichnungsweise bedienen:

Index A der bekannten Schlomile
m><(m-—1)><(m—2)---><(m—7.+1)=

T>< 2 >< 3 ==X T (m), -

Wir hatten fiir #» = 1, mithin bei G (@), zu

0, 1, 2 Aushebungen (resp-. facher Aussage,

1, 1, 1 Typen, mit zusammen

1, 20 1 oder

() (2)s5(2), Formen (Re

dabei 1 4 1 = 2 Haupttypen. .
Desgleichen hatten wir fir n =

fold statement):

prisentanten oder Elementen der Gruppe),

~

2, also bei G (a,0), zu’

0, 1;- 2. 3, 4 Aushebungen:

nin e T
126 L1 oder

4)o @)y, (4)s) (4)s» (4), Formen, somit

1, 1 Typen, mit zusammen beziiglich

1+ 1 4 2 = 4 Haupttypen.
Ferner fir n — 3, also bei G (4, b, ¢), zu
g a2 3 g Bl T8 Aushebungen:
1t 3 35 3 a8 bl Typen mit zusammen
1 8 28, 56, 10, b6, 28 § 1 oder
(8)er B)1» (B (8)s, (8)as (8)s: (8)s, (8):s (8)s Formen,
was 1L 14+34+3+6= 14 Haupttyen gab.
Endlich fir n =4, mithin bei G (a,b,¢,d), gibt es bei
0,1, 2.3, 45 6,1, 8:9101% 12,13, 14, 15,16 Aushebungen:
1, 1, 4, 6, 19,27,47, 55, 78, BB, 47, 27, 19,6, 4, 1,1 Typewuit
11440,8008, 4368, 1820, 560, 120, 16, 1

1, 16, 120, 560, 1820,4368, 8008,11440,12870;
(16)01(16;1\(16)21(16)31(1674,1(16)&(16)5,(16)1: (16)s, (16)97(16)100(l6)u1(16)121(16)111(16)14:(16)151(16)16

und betrigt die Zahl der Haupttypen:
1—|—1+4+6+19—|—27—|—47+55
In Summa haben wir also fiir
w12, 3 4:
3, 6, 22, 398 Typen und
9 4, 14, 238 Haupttypen.

b

oder
Formen

4+ 78 = 238.
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Die von Clifford gegebne' T i
. f ypenzahl 396 war hier um 2 :
mehren, weil er die Elemente O und 1 der Gruppe, als identische z(lt)-gjlld-

statement) und absurde Aussage (16-fold slatement) nicht mitberiicksichticte
gte.

Ich habe nur die vier erst i
s ersten Typenzahlangaben des obigen Schema’s

Bei drei Aushebungen hat man in d i
rei : er That in Bezu i -
ls;t:{.ndsverhaltmsse der drei ausgehobenen Glieder die folcrendgenalg ];Zl[li)ilii
eiten:  ppm, pmu, puo, mmm, mmo, muwu, 5 oder i
112, 123, 134, 222, 224, 233

wo die Buchstaben p, m, u, 0 als A
4 v 5 U, nfangsbuchstaben auf i
‘cil;:.tczi, ultima.te urtli obverse hinweisen sollen, und selber ”P:‘o?c?;?t%e;;
arunter gesetzten Abstandsziffern — j i i i i
! je an die Seiten eines D k
gesetzt zu denken sind, an dessen Ecken di i Sicder
; : ie drei aus i
stehen. Repriisentanten dieser 6 Typen sind etwa die Agli)shgll')tf(:f: e

abed + abed, + abe,d = ab (¢ + d),

abed + abed, + ab,e,d = a (be + b,¢,d),

abed + abed, + a,b,6,d = abe + ab,c,d,

abed + abed, + abcd, = a{bed + (be, + b,c) d,},

abed + abe,d, + a,b,cd = ab (cd+c,d) + a,b,cd = (ab+ab) cd + abe,d
abed +abe,d, + ab,e,d = (abe + a,b,c) d + abe,d,. - : -

Wie man sieht liuft das Problem i i
' na , arithmetisch gefasst, hinau
fmf (.]1e additive Zerlegung der Binomialkoeffizienten vonb der F:n'm (2";
;lnbdle Formen?hlen der verschiedenen Typen, welche sich bei 4 Aus
ebungen er . Fi = i :
el gge o geben. Fir » =2 und 3 ergaben sich als solche Zer-
D=4+ 2;
®: =) =124+ 4412, (8),— (8), =244 8+ 24,
(8 =24+ 6+ (84 2) + 6 + 24.

?Vaim]sl allgemeine Gesetz scheint jedoch nicht leicht zu ermitteln
e ::)lal.lg nzl}:;l.gelﬁzoblem 'bii beliebigem # und 1 mithin allgemein be-
L y . es sich vielleicht, die 2" Konstituenten der Ent
:s:scg:};?% S0 z: numeriren, dass ihre Ordnungszahlen im ,,dyadischen Zra.hI:n—
s Uesigzztelg:a ersczatillxtlen. KAus dem strenge nach den Argumentbuch-
s . ggoart rgestellten Konstituenten ergibt sich die Ord
Xlrods; ed{?ttschen Parstellung auf’s leichteste, indem man aller ul.:ll;l;%;i:g
gumentfaktoren in Nullen, alle mit Negationsstrich versehenen in Einser

umschreibt. Man kann h i i i
bt Sl n hernach die Entwickelung der identischen Eins so

1 5 4 1
s 2}1 IR P A
. 20 > 20 ’;'" 1#e - %, (als ,identische Surnme).
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Um den Abstand irgend zweier Glieder dieser Summe zu erfahren, setze
man sie mit den gleichstelligen Ziffern (ihrer dyadischen Ordnungszahlen)
unter einander, und setze eine Null an, wo zwei gleiche Ziffern (zwei
Nullen oder zwei Einser) unter einander stehen, eine Eins, wo zwei un-
gleiche Ziffern (O und 1 oder 1 und 0) unter einander stehen. Der ge-
cachte Abstand ist die Ziffernsumme (,Quersumme®) des so gebildeten
Ansatzes. [Den letztern konnte man als das ,symbolische Produkt® der
beiden Glieder im Sinne meiner Abhandlung® § 9 und 10 hinstellen.] -
Fiir 0, 1, 2 Aushebungen hat man jedenfalls beztiglich 1, 1, n als
Doch schon fiir 3 Aushebungen ist die Typenzahl mit ihren

Typenzahlen.
ehorigen Formenzahlen nur sehr miihsam zu ge-

den Typen einzeln zug

winnen.
Das Problem sei den Mathematikern zur Weiterfilhrung empfohlen. —

Was die eingangs angeregte Frage nach der Gliederung einer
gegebenen Gruppe in Untergruppen, und deren Anzahl, betrifft, so ist
dieselbe noch sehr leicht empirisch fir G (a) und G (a,b) zu beant-
worten.

Es enthilt nimlich¥) G, (@) = (0, 1, a,
— pur die eine Untergruppe G (0) = (0, 1).

G, (@, b) enthilt als Untergruppen
erstens die Nullgruppe G (0);
sweitens die sieben vierelementigen Gruppen:

Gy(a), G, (b), G4 (ab), G, (ab), G, (a,b), G, (a}), Gy (ab, + a,b)
drittens die sechs achtelementigen Gruppen:

G, (a,ab) = (0,1,a,4a, ab, a, +b,,ab,, a,+b),

G, (b,adb) = (0,1,b, b, ab, a,+b,, ab,a+b),

G, (a,a0) = (0,1,a,0, a,b,a+b,ab,a+b),

GS (b’ abl) = (O’ 17 b) bl’ abl’ al & b’ albn a -+ b)’

Gy (ab, a,b) = 0,1,ab,a,+ b, a,b,a+b, ab + a,b,, ab, + a,b),

G, (ab,, a,b) = (0, 1, ab,, &, + b,ab, a+b,ab+ab,ab + a,b)
viertens sich selber. als 16 elementige Gruppe. Zusammen enthilt

G (a,b) also 1 + 7+ 6 + 1 = 15 Untergruppen.
Die Gliederung auch dieser Untergruppen wire

Weise anzugeben.
Dagegen ist die analoge Aufgabe, die Untergruppen von Gy (a,

b, ¢) vollstindig anzugeben, eine moch ungeldste und signalisirt sich :

a) — ausser sich selbst

leicht in Zhnlicher

*) Der Deutlichkeit zuliebe fiigen wir die Elementezahl der Gruppe dem

Buchstaben @ als Suffix bei.
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hier abermals eine Reihe von Problemen dem Mathematiker und
Philosophen,

Anstatt von ,Gruppen“ schlechtweg, d. i. von Gruppen hin-
sichtlich aller drei Operationen oder Spezies des identischen Kalkuls
hat man zuweilen Veranlassung, auch zu reden von Gruppen in Hin-
sicht nur gewisser von diesen drei Operationen. Und verdient es,
hier noch kurz erdrtert zu werden, auf wie viele und welche Arten
solches méglich ist.

Von vornherein erscheint es moglich zu reden von einer Gruppe
in Hinsicht keiner, oder wrgend einer, oder irgend zweier oder endlich
aller dreie von den genannten Operationen. '

Der erste Fall bleibe ausser Betracht. Von den tibrigen
3+ 34 1=17 Moglichkeiten erweisen aber nur fiinfe sich als
wesentlich verschieden, wo 5 entstanden aus 3 + 14 1.

In der That ist haltbar der Begriff einer Gruppe in Hinsicht der
Negation fiir sich als eines Systems von Elementen, welches durch
Negiren nicht weiter vermehrt werden kann, welches nimlich zu jedem
Ausdrucke, der als Element des Systems auftritt, auch dessen Nega-
tion bereits als Element enthilt. ;

Desgleichen der Begriff
einer Gruppe in Hinsicht der Multiplikation und (dual entsprechend) der
einer Gruppe in Hinsicht der Addition allein.

Weiter der Begriff
einer Gruppe in Hinsicht der Muitiplikation und Addition (mit Ausschluss

jedoch der Negation) und endlich .der Begriff
einer Gruppe in Hinsicht aller dre; Spezies, der Gruppe schlechtweg.

Beispiele gelegentlich in Band 2.

Dagegen kann es nicht geben:
eme Gruppenbildung hinsichtlich Multiplikation und Negation allein,
desgleichen nicht eine solche nur in Hinsicht auf Addition und Nega-
tion — denn sind die Operationen eines von diesen beiden Paaren von
Spezies zugelassen, so ist es von selbst auch immer die dritte Spezies,
und wird der letzte Fall vorliegen: der Gruppenbildung schlechtweg
oder in Hinsicht aller drei Spezies.

Dies beruht auf der Anmerkung zu den Theoremen 36), wonach
auch (8. 353) ot

(a. b),=a+Dd resp. (a, + b), = ab

allemal gebildet werden kann, sobald es gestattet ist, neben del; Opera-
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tion des vNegirens nur die eine der beiden direkten Operationen des

i Gruppe anzuwenden.
Kalkuls auf die Elemente a und b der P - ;
In der That sind also im identischen Kalkul nur die aufgfezahltetn
fiinferlei Arten der Gruppenbildung’ moglich, von welchen. die ;et}z) e
als ‘die wichtigste diejenige ist, mit der wir uns vorwiegend be-

schiftigten.

- 3

Wir konnen auch das Substrat der hier untersuchten ,,GrTu}}l)pen.‘
benutzen, um (auf's neue) jene Behauptung dfas § 12. unsrert ecz;;
zu erhﬁrizen: dass die zweite Subsumtion des Distributionsgesetzes %

llogistisch beweisbar ist. : .
- %lm logischen Kallul mit ,,Gruppen® (speztll von) Al.Jlstdril;ck;:;
i ie sie im identischen Kalkul vorkommen) g1
Funktionen, wie sie im identisc licul ) S
i i i istributionsgesetzes im allgemei;

t diese zweite Subsumtion des Dis " allgen
;Pn'l;;t ufs gelten gleichwol doch alle andern Sitze des. 1de1;t1§011{1:lll
Kalkuls, wie solche bis einschliesslich des § 1]: der Theorll)e entiv(::: =
Worden’—— insbesondre natiirlich also auch die erste Subsum

istributionsgesetzes. :
DIStrIlanli 1;:d§chten Nachweis zu leisten, braucht man sich nur nach

der oben von uns begriindeten Methode von -der Volls%ingéﬁkﬁﬁk:agz:
stehender vier Gruppen zu {iberzeugen, die wir kuorz mi
gesetzten Buchstaben bezeichnen wollen: -
A = G, (abe, ab+ac+bc) = {0, 1, abe, a,+ b, b _;_,ac 5
ab + ac+ be, a,b, + a,¢, +b,¢,, a,bc + ab,e +abe,, abe+ab,+a, ,; E
B = Gy (ab, be) = {0, 1, ab, be, a,+b,, @, +c,‘: :)b;,::z:_;z,c.c}:
a,+b,+¢,, a,+b,+¢, a+b+e, b(a+c)7 b|+a|cnb(acl+ ") 1

= = e + be, abc, a,be,
1, ac, be, a,+¢,, b, +¢,, abe, adc,

C = G (ac, be) = {0, 1, ac, b¢, o

a,+b,+¢ a16+b+, ¢, a+b+¢, c(a+b), ¢, +a,b,, ¢(ab,+a,b), ¢, +ab+a, o

1 1 177

D — Gy, (ab, ac, be) = {0, 1, ab, zc, be, a,_—:bb:- (cz, +ac,+, :, ::I':
abe, abe,, abe, abe, a,+b,+6; 6+ 0+ G i :
a(b’-i— ¢) ,' b(a+c),cl@atd), e+ b, b+ a,c,;) j_;i'zlé B
a(bc +b c)? b(acl—l-alc)’ c(abl+alb)7 al+bc+blcl7 1 b Ibl’_!-; s +b ’ } .
5 b+ac+b,c,,a,bc+ab,c+abc,,a c+ab,+a.c, -'Len
ab+ac-+bc,. 5 It Ivlon diesen: A, B, G, sind Untergruppen der 'werA =
Die drei ers ezﬁndﬁch erscheint auch bei der fersten A, in s
il SelbSt:l,f%rsl?vesi;immungselemeni;e von dieser nichts anderes smd,
ble:raI”c::)té,lu(}j'tssun:;a Summe der Bestimmungselemente von D.
a
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Da C aus B hervorgeht, indem man b und ¢ vertauscht, so braucht
die Probe auf Vollstindigkeit blos bei den Gruppen 4, B und D aus-
gefiihrt zu werden: fiir diese aber ist sie von erster Wichtigkeit, da
auf der konstatirten Vollstindigkeit die Beweiskraft der Uberlegungen
beruht. [Man miisste sich hier also der nicht unerheblichen Miihe des
systematischen Intermultiplizirens und Interaddirens unterziehen.]

Nach dem aufgestellten Begriffe der logischen Summe von Gruppen
haben wir nun:

B+C=0D,
weil G (ab, ac, bc) die Bestimmungselemente von G (ab, bc) und
G (ac, be) in sich vereinigt. Daher ist:
A-(B+C)=A-D=A
— mnach Th. 20,), weil ja 4 =€ D, wie oben erwihnt, sein musste.

Andrerseits ist es leicht, die Produkte 4- B und 4 - C der ersten
Gruppe in die beiden auf sie folgenden zu ermitteln.

Sucht man die Elemente auf, welche die Gruppen 4 und B, nimlich
ihre Elementensysteme, gemein haben, so bildet deren System not-
wendig wieder eine Gruppe. Diese moge F heissen; so lehrt der blosse
Anblick von 4 und B, dass

E = G, (abc) = {0, 1, abe, a,+b+e¢)
ist, und haben wir also:
A-B=E,.
Ebenso zeigt sich aber auch, dass
A-C=E
ist (wie zum Uberfluss auch schon aus der Symmetrie von E beziig-
lich a, b, ¢ hervorgeht).
Darnach wird sein miissen:
A-B+A4-C=E+E=E.

Nun deckt aber E sich keineswegs mit A4, es ist sonach auch

AB + AC verschieden von, jedenfalls ungleich A (B + (), welches

gleich 4 erwiesen. Man bemerkt, dass E nur eine (d. i. eine ,echte®)
Untergruppe von A ist; wir haben:

EC A
und folglich auch (durch beiderseitige Einsetzung des Gleichen):
AB+ACC A(B+0)

womit nachgewiesen ist, dass es im logischen Kalkul mit Gruppen
Fille gibt, in welchen die Formel des Distributionsgesetzes nur ein-
seitig als eine Unterordnung gilt.
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Die Iinterordnung folgte hier auch schon aus dem Nichtvorliegen
der Gleichheit in Anbetracht, dass AB + AC als £, das ist = oder (,
A(B+C) in Th. 25,) bewiesen ist.

Von der erworbenen Bekanntschaft mit den Typen der Gruppe
G(a, b, ¢) und von der gegebenen Zusammenstellung ihrer. Elemenife
wollen wir schliesslich eine Nutzanwendung machen, um die Theorie
der Eliminationsresultanten sowie diejenige der symmetrisch allgemeinen
Lésungen um einen Schritt zu fordern.

Denken wir uns z, y und # irgendwie durch ,,Par?.meter“ a, b, ¢,
d, ... ausgedriickt, mithin sie als Funktionen des Gebietekalkuls von
eben diesen Symbolen — und nur von diesen = gegeben, so kann
man nach der Relation f(z, y, 2) = O fragen, die als Resul'tante der
Elimination simtlicher Parameter aus den vorliegenden Gleichungen:
z=¢(a,b,c d, DP y=1v(a, b, ¢, d, % z=1(a, b, c, dt")
folgen muss. Das Polynom £ (z, y, #) dieser Besultante kann nur emeis
der 256 Elemente der Gruppe G (2, ¥, 2) sein, da,' es anderfa Sym.lz}c:.e
als 2, y und # selbst laut Voraussetzung mch-t in sich aufweist, m1 111;
bei seiner ,Entwickelung®, nach seinen drei Al:.gumenten z, gl/(,"z a
Koeffizienten nur die Symbole O und 1 zur Verfugu'ng -stehen onn:ien.

Sehr hiufig — wie wir bereits erfahren — tritt insbesondre .etr
Fall ein, dass unser Polynom das Element 0 der Gruppe G (z, ¥, zzl 1:;;
Die Resultante stellt sich alsdann in der Gestalt O =O da; ll;li ,ln :
eine nichtssagende. Wir dirfen alsdann sagen, dass. b((;l 11)1.nt esz m :
gelassenen Werten der Parameter a, b, ¢, d,.. auch du? ; 11e :,i » :';3,3-
von einander unabhingig belicbige bleiben, oder dass Leine 451 ation,
ziehung zwischen denselben bestehn muss oder foIth (S. G)( .

Falls f (z, ¥, 2) sich als das Element 1_ der . r(tﬁ)lfeh n i =, .
herausstellen sollte, wire die Resultante (als da ist: die Gleichung

i rde (Behauptung). -

- S?Z:efe F(all ka.lll)n aber nicht 'zzoﬂfommen, — u1.1d fd;e E}l}'i'zl:rizzf

wird es bestitigen — auch ]%islst es s;:l;eic:?:sge({e:n;} 1 i:; glt;tion nichi.;
i 1 =0 wire als emn Er v

f;:ioﬁe;?lg?ﬁf‘f. . sondern auch von z, y, # anzuerkennen. Als letzteres

miisste es auch in der vollen Resultante fir z, y, 2z enthalten semn.

Eliminirt man aber regelrecht aus der vereinigten Primissengleichung

2,@ + @@, + YUY + YU, +ag+ e =0
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ebendiese drei Symbole, so ergibt sich als die gedachte volle Resultante
nur: 0 = 0.

Der Aussagenbereich, mit dem wir es im vorliegenden ersten Bande
der exakten Logik ausschliesslich zu thun haben, war auf die wnmiversalen
Urteile beschrinkt, umfasste nimlich nur, was mittelst Gleichungen oder
Subsumtionen ausdriickbar ist.

In diesem Bereiche kann ein wnmittelbarer Widerspruch (S. 6) tiber-
haupt nicht vorkommen, sintemal bekanntlich das kontradiktorische Gegen-
teil einer universalen allemal eine partikulare Behauptung ist — vergl. S. 33.
Gleichwol kann mittelbar, innerlich, auch schon auf dieser ersten Logik-
etappe ein Widerspruch zwischen sowol als in Aussagen auftreten, insofern
sie zusammen oder fiir sich schon auf die Behauptung 1 — O hinaus-
laufen oder zu schliessen gestatten — zasammen, wie z. B. die Gleichungen
¢=0 und ¢, =0, und fiir sich schon, wie z. B. s+ 2, = 0, oder wie
azy, +a +2 +y =0 — womit sie denn in unmittelbaren Widerspruch
treten wiirden zu der allen unsern Betrachtungen implicite zugrunde liegenden
Annahme, dass 1 nicht gleich, 9= 0 sei.

Dass dergleichen nun hier nicht vorliegen kann, ist mit obigem dar-
gethan.

Und wie sollten auch jene Primissen z=¢ (a, b, --), y=1(a, --),
... einen Widerspruch mit einander involviren, da durch eine jede der-
selben doch nur festgesetzt wird, was unter dem Buchstaben linker-

hand verstanden werden solle, einem Buchstaben, der neu, noch un-

erwithnt war, und auf den in den iibrigen Primissen auch keinerlei
Bezug genommen ist?! ; '

Aus diesen Griinden wird uns also die absurde Resultante iiber-
haupt nicht in den Weg kommen und mag fortan unberiicksichtigt
bleiben. —

Als in #, y, 2 symmetrische Resultanten konnen nun iberhaupt nur
folgende fiinfzehn — von achterlei Typus — auftreten®), fiir die wir
die beigesetzten Chiffren einfithren:

Ro) 0=0-
Rl) rYz = (), -Rll)
R,) zyz+xy,2,=0-

%,9,2,=0-
R))  xyz+yzx+zzy=0, R) zyz+yza,+zzy =0-
) wyi+ayz+yze+zzy=0 oder yz+zz+azy—0

R)) zy,2,+zy,z+yzx,+220y, =0 oder Y2, +e,x,+xy, =0-

E;) TYe+xy2, + Y22, + 22y, =0 oder z=yz +y,2

*) Bei Mitberiicksichtigung der absurden Resultante: R,), niimlich 1 =0 wiren
es 16 Resultanten von 9 verschiedenen Typen. '

“der z, 9, 7 mit ih
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[womit nach § 18, Th. z) auch y =22, + 22 und 2 =2y, + 7,y ge-
geben ist],
R)) zyz,+2ys+ysr+z20y=0 oder z=yz+92
(womit zugleich auch y = 2z + 2,2, 2 =y + %%, sein muss).
R;) rys+xys+y,sx+ 2,2y + x,y,5, =0, oder:
' (z=192), Yy=2%, 2=2%yY,
von welchen drei Gleichungen nimlich eine aus den zwei andern folgt
— ein Satz, der denen § 18, =, 6, 7) sich anschliesst.
R)) zyz+ayz +yan, + 25,9, + 295 =0, oder
(x=uy,+2), y=2#+t%, =21y

R)) x,Y2 + y,2% + 8,5y + TY,2, + Y45, + 2%Y, = 0,
oder: (+y+2)(z,+y,+5)=0, oder: z=y=2
(somit auch: z, =y, = 2,)
Ry) ZYz + 2,y + Y,2% + 2,2Y + 2Y, 4, T Y&4L, T ELY, = 0
oder z+y+2=0, oder: c=y=z=0
Ry) T,,2,+ 4,92 + Y50 + 2,7y + 2Y, 7, + YL, + 20 Y, = 0
oder z,+y,+2=0, oder :

Von diesen Resultanten sind paarweise Fomplementir: Ry, mit Ry
(siehe oben die Fussnote)

R, mit R,

$=y=2=1'

R’ mit Ry,
R, und R; i
R, mit By, By mit K,
R, und R/
R, und Ef

insofern die Polynome derselben (nicht aber die result.i.renden Ji&llst;
sagen selber) Negationen von einander sind — wogegen die ;ug:ixc;e -
i ie hi i irt erscheinen un
ehorigen (die hier gleich numert
:fyplllls dfn Accint unterscheiden) als solche, welche durch Vertausclhunbg
- ren Negationen in einander iibergehen, nur als 00-

verse von einander bezeichnet werden diirften.
Wir haben hienach nur sechs Haupttypen.

Die Vollstindigkeit der Zusammenstellung nae

. iiberlassen.
eine ganz leichte Aufgabe dem Leser tbe wrped BESR E T

i einerseits die Gleichung B
die WResule ltr::?e der Elimination von a, b,.. aus den gegebenen
1 E

Gleichungen , m

SCHEGDER, Algebra der Logik.

hzuweisen sei als
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t=¢(a,b,-), y=v(a,b,--), 2=7(,b,-)
so kann man andrerseits auch umgekehrt, indem man jene Resultante
R = 0 als gegeben, als eine von den Unbekannten z, y, # zu erfiillende
Relation ansieht, diese drei Gleichungen 2z = @, ete. auffassen als die
Losungen dieser Aufgabe, nimlich als die Formeln, welche die (oder
gewisse) Wurzeln jener Gleichung R = O in unabhingigen Parametern
a, b, .. ausgedriickt darstellen.

Wie von Anfang schon bei der Zahl der Unbekannten, so wollen
wir jetzt auch hinsichtlich der Anzahl der Parameter uns auf die An-
nahme beschréinken, dass es ihrer dreie seien: @, b und c.

Die rechten Seiten unserer drei Gleichungen nimlich

¢(“, b, C)) 11)(“7 b}‘c)’ Z (a7 b’ c)’
werden alsdann ebenfalls Elemente sein der Gruppe G (a, b, ¢). Und

sollten etwa durch cyklische Vertauschung von a, b und ¢ diese drei
Funktionen in einander iibergehen, so werden wir in Gestalt von
“) z=(p(“:bic)7'?/=q’(b7c)a)’ z=9’(c:a;b)
symmetrische Liosungen haben fiir die, wie sich zeigen wird, auch hin-
sichtlich der Unbekannten symmetrische Aufgabe, die Gleichung

R =0, ausfihrlicher R (z, y, 2) =0
aufzulosen.

Gedachte Losungen verdienen den Beinamen von allgemeinen
Losungen allermindestens insofern, als sie bei der Willkiirlichkeit der
Parameter @, b, ¢ uns unendlich viele Systeme von Wurzeln der
Gleichung R = 0 ausdriicken. Sie verdienen aber sogar als ,die all-
gemeinen Losungen hingestellt zu werden, niimlich als Ausdriicke,
welche jedes erdenkliche System von Wurzeln der Gleichung R =0
schon in sich fassen werden, indem in § 22 erkannt wurde, dass (die
notwendige und) eine hinreichende Bedingung fiir die Auflosbarkeit
des Gleichungensystems z — ¢, Yy =19, 2=y nach den Unbekannten -
@, b, ¢ die ist, dass die Resultante R = 0 der Elimination von a, b, c
aus dem Systeme erfiillt sei; es werden demnach die Parameter a,b,c
sich auch immer so bestimmen lassen, dass fiir ein (irgendwie) ge-
gebenes, nur aber die Forderung R = 0 erfiillendes Wertsystem der
Unbekannten z, y, z jene drei Gleichungen gerade dieses Systems von
Wurzeln darstellen.

Wir haben dann also kurz ,die symmetrisch allgemeinen Lésungen®
der Gleichung R — 0. Der Form nach kann (und wird) es moch ver-
schiedene Systeme solcher Lésungen fiir eine nimliche Gleichung R=0
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geben, doch werden diese immer gleich umfassende sein, der Bedentung
)

ch sich mit einander decken. ' : .

- In der Absicht, die symmetrisch allgemeinen Losungen der Glelchung
R, (und damit auch die von R, nebst Ry — vergl. § 24, Aufg. 10dun-
lf) welche bislang nicht erreichbar schien, zu entdecken, f)der andern
dass die Losung dieser Aufgabe mittelst dreier
habe ich nun fiir alle erdenk-
¢) die Resultante B — 0 auf-

falles nachzuweisen, . Aos
unabhingigen Parameter unmboglich ist,
lichen Annahmen der Funktion ¢ (@, b,

ht. P i
gesu%m die Ergebnisse der Untersuchung ftibersichtlich angeben zu

konnen, bemerke ich, dass vonktll.eu;1 drei g:ii::lzﬂg?efd: %)rgzcl;,t:;)i,ngg =

i r nur die erste wirklich ang i

ZEZ ;22::1 andern ja durch die cyklis?he Veri:a.uschqnft V(;: Z;. I;,b ecn.zu

gleich mit der von z, ¥, # aus ihr sich a.uf' . das lelc‘ e}f’ mafh =

Was die Untersuchung herausstellte, konnen wir t}:n s

menfassen. Es ergibt sich als Resultante der Elimmati A d,es-
gsa;l:s der Annahme z — a, desgleichen aus der z =ab +a,,

0

i hme
gleichen aus der Anna :
z = be +a, (b+¢), desgl. aus der z — abe, +a, (b, +0);
1

R, aus 2 =a,(b+0), z = be, + abc;

be +b,¢,;
R’ aus z = a,+be, abe+ el e
R1 —-blc a+be,ad+¢), a (be+b,,), ab,c, + be, abe ;),,
i abc, +a, (b +9), ab,c, +a, (b+¢) +0¢5
a(b+c), a+be, a+be +b¢, abe +be, +5,¢,
: abe +a, (b+¢), abet+a (be, +b,0);3

R, aus x=0b+¢,
abe+be, ¢,

R, aus z = be,, @b¢, ab,c, + a,bc;

B aunx—=Dbte, &+OHS (a+b,+c,)(a,+b+c);
= o j

R4= aus z = be, +b,¢, . @(@a+ bc), ab + a,c,.

Rs' g —be+bye, atbetbio, ab+a,6;

e I ¢,, abc+abe+ abe,, =

(a+b+c)(a,+b,+c,), ab+ac+be+a,0,6-

be+ca+ab und
R, aus & = abc, abc+ ab,
a(be+b,c)+a, (be,+be), a+b+6
Nicht vertreten sind die Resultani:en. -y

R,, By, Rs; Bs> Bsy 1's

i te
zusehen gewesen — auch die absurde Resultan

[und — wie voraus
1-39 oder 1= 0 mCht;I.

Was zunichst die
Frage nach ihrer symm

so wird bei ihnen die
gewissermassen
44*

beiden letzteren betrifft, :
otrisch allgemeinen Losung

=SS e
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hinfillig, indem durch die Forderungen R, oder R, sich die Un-
bekannten als ;

Z=y=2z=0 resp. als z—y=2zs—1

absolut bestimmt erweisen. Wenn man wollte, konnte man freilich
auch hier in Gestalt von:

x=aa, x=a+al
= bb, resp. y=Db+b,
e z2=c+e¢ °

soleche Losung in drei willkiirlichen Parametern a, b, ¢ angeben.

Auch R; lisst sich schon einfacher wie oben mittelst eines Para-

meters 16sen in Gestalt von
z=a
y=—a
z2=a.

: .Bei allen andern von den vorgekommenen Gleichungen wird 3 die
Minimalzahl von den zu ihrer symmetrischen Lésung erforderlichen
Parametern sein.

Die Vollstindigkeit unsrer Resultantentafel vorausgesetzt wird
durch das Nichtauftreten der Resultanten R;, R/, Ry, R,/ der Beweis
e{bracht- sein, dass diese Gleichungen eine symmetrisch allgemeine
Losung in drei unabhingigen Parametern nicht besitzen konnen.

: Darnach bleibt es aber unbenommen, in vier oder mehr Parametern
Immer noch nach einer solchen Losung zu fahnden. So ist z B. die
Resultante der Elimination von a, b, ¢, d aus den drei Gleichungen:

z=ab+cd
Y = ac+bd
2 =ad+bc

keine andere als: B, — von welcher Gleichung denn also auch um-
gekehrt die drei vorhergehenden eine symmetrische allgemeine Losung
gebe-n. Und es erscheint nicht undenkbar, sondern fast als wahr-
scheinlich, dass auch fiir R, sich in solcher Art Losungen finden liessen.

. Mit' .delz Fertigstellung gegenwiirtigen Lehrgebiudes noch allzusehr
anderweitig in _Anspruch genommen muss ich das interessante Problem
dies zu entscheiden, zur Zeit Andern iiberlassen. ’

Was aber die V({llstiindigkeit unserer fiir drei Parameter gegebenen
Resultantentafel betrifft, die fiir den obigen Beweis von erster Wichtig-

keit war — sowie iiberhaupt i i
. pt in Betreff der Gewinn d
ist folgendes zu bemerken. = e
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Keineswegs braucht man alle 256 Elemente von G (a, b, ¢) einzeln
gleich z gesetzt (und durch cyklische Permutation der beiden Buchstaben-
systeme a, b, ¢ und z, y, # zu einem Systeme von drei Gleichungen er-
giinzt) direkt auf ihre Resultante zu priifen.

Zuniichst liefern die hinsichtlich @, b, ¢ symmetrischen Ausdriicke oder
Elemente von G (a, b, c) stets ohne alle Rechnung R;, weil der -Ansatz
auf ¢ — y — z augenscheinlich hinausliuft. Dergleichen Ausdriicke kommen
nur bei dem

1. und 22., 2. und 21., 5. und 18., 8. und 15., beim 9, und beim 14.

Typus vor, mithin bei 10 Typen und 6 Haupttypen, und finden sich —
abgesehen von den Elementen O uhd 1 — oben bei R, vertreten durch
Reprasentanten, welche mit Riicksicht auf die nachfolgenden Bemerkungen
als ausreichende hingestellt werden durften.

Wir brauchten also nur mehr die Ausdriicke durchzugehen, welche
nicht beziiglich aller drei Buchstaben a, b, ¢ symmetrisch erscheinen.

Solche konnen nun aber noch in Hinsicht zweier von diesen drei Buch-
staben symmetrisch sein, was in der That vorkommt bei den Typen:

27 37 41 5’ 6,'} 7’ 81 9 10 12 13.
Snd 9V 905 19, 48, 17, 46, 530 Ao v

sonach bei allen Typen ausser 11 und den schon abgethanen 1 nebst 22

und 14. s
Tn solchem Falle braucht man mir solche Ausdriicke zu beriicksichtigen,

bei welchen der Buchstabe a bevorzugt erscheint, die Symmetrie also hin-
sichtlich b und ¢ vorliegt. Denn war dies nicht der Fall, war ein andrer
Buchstabe als @ bevorzugt, so lisst sich durch cyklische Verta'uschung der
drei Parameter immer hinbringen, dass es der Fall wird, dass in dem =z
zu setzenden Ausdrucke ¢ (a, b, ¢) der bevorzugte Buchstabe gerade a ist.

Denken wir fiir den Augenblick uns den bevorzugf:en B}lchst?.ben als
das erste Argument angefiibrt, so miissen in der That die-drei Gleichungen

$=¢(b, Gy a): 3/=tp(6', a, b)1 z=¢p(a, b, c)v

desgleichen diese: ;
c=g¢(,ab), y=9(@ 0 0, z=9(,e¢ a)
bei der Elimination von @, b, ¢ uns die nimliche Resultante B = O liefern,
als wie die drei Gleichungen:
m=¢(a,b1 C), y=9 (0 ¢ a)’ z=q;(c,a,b)

weil sie die Eliminanden a, b, ¢ gar nicht ent-

: i 1tante - =
sinfemal die B 1 wenn man diese irgendwie unter sich

halt, auch ungetindert bleiben muss,

Vertalzszfl‘l t.Grund dieser Bemerkung reduzirt sich nicht nur.bel den zl]]_lm};
sichtlich zweier Argumente symmetrischen, sondern auch bei den  giin: Ft
unsymmetrischen Funktionen ¢ (a, b, ¢) d1e,.Meng_e der direkt zt;1 ermit-
telnden Resultanten sehr betréichtlich, und .wu-.d die Resultante schon nur
fiir hochstens ein Drittel der Ausdriicke wirklich aufzusuchen sein.
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Nehmen wir vorlidufig als erwiesen an, da i
: ! s ¢ ss die Resultant
drei letztez; Glfmhun.ger.l, wie immer auch. die Funktion ¢ (a eb a:s) “i::f
;%haﬁen 1sc;lm mogeﬁh hinsichtlich #, y, 2 symmetrisch sein muss = ei’n Punkt
er welchen nachher noch zu sprechen sein wird
die Menge der auf Resultant i B koml?t e S
e esultanten zu priifenden Ausdriicke zu vereinigen noch
War R (z, y, 2) = 0 die zum An
; satzx = ¢ (@, b, ¢ 3 ori
su};ante, so muss ebendiese, nimlich R (z, z,qJ g/() ,=,O )azz(;: i:hoczfs gﬁ-
satze # = @ (a, ¢, b) gehoren, weil die Gleichungen :

z=g(a, ¢ b)), y=9@b, a,c), z=g(c, b, a)

durch die gleichzeitige Vertausch o1 i
8l ung von b mit ¢ und ¥ mit z in di i

augenscheinlich "(mi o o
iy ch verwandelt werden (mit Umstellung der beiden letzten von

Von den sechs Ausdriicken

. , welche aus ¢ (a, b, ¢) durch Vert

i’gmu_tatlg der Argumente ableitbar wiren, I()r;.u(;ht) also immer ZT: heT;ZE;
= Zcﬁnzme?sulta.ndte (wenn = z gesetzt, etc.) gepriift zu werden — womit
e g = nen ( h. sofern jeme sechs Ausdriicke verschieden), eine Re-

l%se-ter Ai)rbelt auf ihren sechsten Teil erzielt sein wird ;

ite .
s Ige:uﬁr Iémss der Ansatz z =9 (@, b,, ¢,), ete. auch seinerseits
o ante R (=, ¥, #) =0 liefern, da die Bezeichnung der Eli-
i gdelc giiltig ist, d1e§e also auch durch ihre Negationen durchwe
i sﬁf :}I)l durlften — eine .Bemerkung, durch welche die restirendge
= rin;?rz um na‘t:le. di?e nl;[{alfte reduzirt, nimlich nur dann sich
rn wird, wenn die Funktion 1

Argqulfante mit 1h1:en Negationen ungeéi,ndz’ri(;al’)libe’b.c Seaie e
. hmg a.be;ma.hge Reduktion der Arbeit auf jhre Hilfte ermdglicht
Resultant;esz’ ( ;m;rku)ng: (f[at fder Ansatz x = ¢ (a, b, ¢), ete. zu einer

: < (%, ¥, ) = O gefithrt, wo # ein i - i
1 bis 8 vorstellt, so muss na.tiirlich’ aus den %‘vlleiiwulﬁ;:;von e

i == !
1 =9,(a, b, ) ete. [d by, =9, (O, ¢, a), 2 =g, (¢, a, b)]

;—ntgnzir e%’é die N.(lsga.fnion von ¢ verstanden — sich ganz dieselbe, Resul-
geben, weil diese Gleichungen beziiglich #quivalent, blosse Trans-

skriptionen von, den vorh i
e Ansa,tz’; rhergehenden sind. Daraus folgt aber, dass nun

2=0,(a, b, ¢) ete. [d. h. y =g, (b, ¢, a), 2= o, (¢, a, b)]

;:;ftalzllclhwrélrt’:ihet Igehr durch mithsames Eliminiren auf seine Resultante ge-
B o nt ra'n.ucht, welmeh.r letztere sich auns der vorigen unmittelbar
i e DSS ,h1{1dem man die Symbole z, y, z mit ihren Negationen
B (o . _“}S eisst, die hier in Frage kommende Resultante lautet:
% (2, 9,, %) =0, oder nach der eingefiihrten Nomenklatur: R, (,y,2) = 0.

,2) =0-

Die gleiche Bemerkung tri ;
cinerlet it B goiton 1311:sstg. rifft auch fiir x = O zu, wenn man R fir

Auf Grund derselben br i on gep: n
maie § auchen die Ausdriicke der zu sch riifte
nkomplementiren® Typen nicht mehr auf ihre Resultanten gepriift zu werden
?
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. und von den Ausdriicken eines zu sich selbst komplementiren Typus nur
die eine Hilfte. .

Tst beispielsweise R, als Resultante zu 2 = g,bc+ ab,¢, ermittelt, so
muss R, die Resultante sein zu dem Ansatze z = (a +0,+¢) (a,+b+¢)
—ab+ac +bc Und — in Tllustration zu den vorhergehenden Be-
merkungen — ist By die Resultante zu dem Ansatze z = a + be,, 80
muss es auch die Resultante sein zu dem z = a+b¢, der durch Ver-
tauschung von b und ¢ aus ihm hervorgeht.

Ist R, die Resultante zu v =a (be, +b,c), so muss es auch die zu
z=a, (be,+D, c) sein, weil letzteres Gleichungensystem durch Vertauschung
von a, b, ¢ mit a, b, ¢ in das vorige iibergeht. Ete.

Hiernach ist es nur mehr eine kleine Geduldsprobe, die Vollsisindigkeit
unsrer Resultantentafel nachzuweisen.

Miihsam bleibt aber die Ableitung von 19 der zusammengestellten 44
Resultanten selbst, von welchen 20 direkt abgeleitet werden mussten (was
nur bei dem Ansatze: z = a sich auf den ersten Blick erledigt — und
wobei die ebenso selbstverstindlich auf R, fihrenden Fille nicht ein-
gerechnet sind). Ich habe nach schon erliuterten und auch noch nicht er-
lsaterten Methoden das Eliminationsverfahren auf die mannigfaltigste Weise
variirt, dasselbe aber immer als ein miihsam anzuwendendes gefunden; und
wer mir auch nur einen Teil der Resultanten nachrechnet, wird sicherlich
gleich mir den Waunsch nicht unterdriicken konnen, dass hierbei eine Art
von Denkrechenmaschine die mechanische Arbeit abnehmen mochte! —

Versuchen wir jetzt noch den riickstindigen Beweis des sehr plausibeln
Satzes zu leisten, den auch die Erfahrung in den vorstehenden Aufgaben
bestatigte: dass die Resultante R (x,y, £)=0 der Elimination von @, b, ¢
aus den drei Gleichungen:

c—o(a, b, 0, y=9(0 ¢ a), z=9(, 6 b)

eine symmetrische Funktion von z, y, # sein misse, SO sollte man meinen,
dieser Beweis miisste a priori gelingen: es miisste gelingen, zu zeigen, dass
wenn man irgend zwei Argumente von R, wie etwa y und 2, in den vor-
liegenden Gleichungen vertauscht, die niimliche Resqlta.nte herauskommen
wird. Gelinge dies, so wire in der That der Beweis der Symmetrie von
R erbracht, indem sich durch eventuell wiederholtes Vertauschen (,,Tr?.ns-
positioﬁ“) yon immer nur zweien der Argumente Z, ¥, # bekanntlich jede
erdenkliche Anordnung derselben wiirde herstellen lassen. .Auffallender-
weise ist es nun aber auf keine Weise moglich, die drei Gleichungen:

’ c)a z=‘?(b’ ¢, @), y=q1(c, a, b)

z=o(a, b
anter den Parametern a, b, ¢ in die

durch was immer fir Vertauschungen aratl j }
vg:iccenwdreie zu transformiren, wie es der Leser leichtlich nachweisen v(ud.
Undadie Versuche einer Beweisfiihrung auf dem a.ngede\}tett?n Wege scheinen
fehlzuschlagen, auch wenn man etwa mnoch in Berﬁcksghiiggu?% zieht, dxris
in oleichgiiltig gewesen, in welcher Reihenfolge man die
i : hte. Die Funktion ¢ (a, b, c) hitte

Argumente der Funktion @ ansetzen moch :
ma.gl:lja. 5. B. auch @ (a, ¢, b) mennen konnen. Allerdings, wemn man b




696 : Anhang 6.

mit ¢ vertauscht und dazu das zweite Argument mit dem dritten, so gehen -
die drei letzten Gleichungen in der That in die drei vorigen iiber. Von
rechtswegen heisst es dann aber durchweg nun @ statt ¢. —

Auch die Hinzuziehung der Annahme, dass die Funktion o (a, b, c)
ausser a, b, ¢ sonst keine Parameter enthalte — eine Annahme, die sich
iibrigens fiir die Geltung des Satzes als unwesentlich erweisen wird —
scheint eine aprioristische Beweisfiihrung nicht zu fordern.

Und somit bleibt nichts tibrig als den Beweis des Satzes a posteriori
anzutreten, indem man die Resultante fiir die allgemeinste Funktion ¢ (a8, ¢)
wirklich herstellt, und ihre Symmetrie darnach sozusagen empirisch nach-
weist als eine unmittelbar wahrzunehmende. :

Zu dem Ende losen wir zuniichst die noch allgemeinere

Aufgabe. Die Parameter a, b, ¢ zu_eliminiren aus den drei Glei-
chungen:

x=9’(a, b, c)a ?/=Qp(a? b, C)a Z=l(a') b, 0),

WO @, 1, 7 irgendwelche Funktionen im identischen Kalkul sind.
Auflésung. Man hat ,entwickelt”:

o (a, b, ¢) = P abe + @ pabe, + P101@b, ¢ + @y50ab,c, +
* Qo e+ @ypabe, + Poor @ b, ¢ + o0, b,

1N
analog fiir ¢ und y, worin nun also die Koeffizienten als gegeben zu
denken sind in Gestalt von irgendwelchen Gebiets- oder Klassensymbolen:

Bezeichnen wir bei diesen Koeffizienten die Negation durch iibergesetzten
Horizontalstrich, so ist ferner:

o, (a, b, ¢) = Pinabe+ allo“bcn 5 Elmablc + alooablcl +
&= Eou“.bc + 6010a|b|c+'$101 a, b|c+.aoooalbl E)
analog fir 9 und .
Vereinigte Gleichung der Primissen ist nun:

He T2+ Yty +2y+27, =0,

wo die linke Seite nun leichtlich nach den a, b, ¢ geordnet sich schreiben
liesse. Man liest indess die Koeffizienten der verschiedenen Konstituenten
schon bequem aus den fiir @ und ¢, gemachten Angaben heraus. Resul-

tante der Elimination von «, b, ¢ ist das Produkt dieser Koeffizienten = 0
gesetzt, mithin:

Q= (“.‘Pu1"‘"”5111"’1’/.1!’111*?/@111* 2%t an) (xuq’no“’xal1o+."/|’l’uo"'y$uo+leuo+’32110\1'
' (1%9’101*'“'5101"'9 V101 Y V1012, Yo+ 2 Z101) (‘”.‘Pmo“"“ P05t YW105+ Y P, 002 %100+ %100)"
i (zn%u*xaou"”?/ﬂl’ou*?/ Vour* 2 Zour# Tor1) (=, P10+ L Poro*YWor0tY Poro* 2 Joro 2 Zoto)

“(@,@g0r 2 Poor*Y \WoortY W +2, 1%001™# Zo01) (xl Pooo* % Poso* ¥, Woo0o™ YWooo* 2, %000+ %000)"

: Diese Resultante soll jetzt noch nach den Argumenten z, ¥, z ent-
wickelt werden. Man erhilt unschwer:
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0=2y2(P111 + P11+ Yar1) (@110 P116*7110) (P10t +Wy01+Za01) (‘Em"‘?mo"’%xoo) "
- (@o11* Pou1 +o11) Poto™ Poro* Hor0) (Poor + Poor +Zoo1) (Paoo +fooo+ Zooo)*
+292 (P11 + V1 + 1111) (Pr10* Pr1o* 11 10) @101+ P10+ 2101) (fmo*j’noo"’lmo) :
(Por1* Porr * o) (Po10* Poro*Hoto) (P00 + Yoot +%oo1) (‘Pooo“»"ooo“'lfoo) 2
+29,%(P111 +Wy1+ 1) (@110 P10+ X110) (@101 +P101 "'_%101) (floo“l’wo‘"}mo) :
(Por1 +Yor +Z011) Poro* Poro* Zoto) (Poor* Yoot * Zoor) (fooo"’wooo‘*%ooo)*
+29,%,(P111 g1+ ) (Pr10*P110* F110) (1’;101 101+ H101) (Tm)"“ﬂ’mo*'Zmo;'+
- (Po11*+ Wor1+Yor) (Poro* Poro* Aon 0) (Poor* Yoot ‘*‘_an) (Pono +:Pooo +Eﬂooo
+2,92(P1u1 + ¥ 1t Tan) (‘Pno"’ﬁuo‘”ino) (@101 *P101 +%_101) (‘Ploo""iloo"'l_loo) .
(@11 + W11+ Zor1) (Poro+ Poro +Zo10) (Poor * Poo1 * Lot ) (Pooo +1P003 +Zooo)).
+2,92, (9111 #3121 (9’110"’%10"’%110) (9’101“'3101*“1101) (P00 “ﬁmo“‘lloa)*.
- (Pors +Pon1 ) (‘Polo'*Emo"'%om) (Poor* %ot +%00) (Pooo™ Pooo* Yooo

& = ).
+2,9,2 (@111 + V111 +%111) (‘Puo""‘l’llo"iluo) (@101t P101 +72101) (Pro0* V100 %100)

7 % + P + g0+ To00) *
'(%11“#’011*%011)(%10"‘ "Pom*%om)(‘?ooﬁ"l’om Zo0t) (Pooo

: et il
+2,Y 5.(‘?111'”Pm*’%m)(‘1’110+1P110+%x1o) (9’101“"101”101)(9’100 P100* X100
171

' Pooot 1l»’ooo"'%ooo)- =
(o1t Pout +%o11) (‘Pom“ﬁ’mo"‘%-’no) (@oor+Poor "'%001)( 000

Sei nun insbesondere: = .
b=y isa; b ) —elnab),
= P (a,b,¢) = @100C + P11 006 + Po11 @b, ¢ + Poor @06+
5 + @108 DC + Proo® b6 T P10t D¢ T Pooo® i Cis
+

(a,® c)' = @ abc + Qo abe + @11000,€ + Par0@D, 6
Lo + ?’1010|bc -+ ‘Poola'lbcl 4 q’looalblc + ‘Pocoa’xbncn

oder also:

Pi11 = P>

Worr = Pr10s Voro = P00

Wy0 = Pio1> Pior = Poits Y100 = Poo1»
1

Woor = Poror  Yooo = Pooos
T101 = P1107 Zloo4= Po107
Zooo = Pooo?

gso erhalten wir durch
b, ¢ aus den

fi1 = P> %ito = Qo111

ZToro = Poots  Hoor = P10

Horizontalstrichen,

Tou = Pro1
i it tibergesetzten bl
g?ssgelei:]};esnetzls;gen als die Resultante der Elimination ;
ie
i Gleichungen: = :
o s gq’(abc) y=9’(bvc7a)1 2_9’(0701)
r = RS )

die nachstehende Gleichung:
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0 = 229111 (P110+P101* Por1) (Pr00* Poro* Poos) Pooo+
+292,(Pra0* Pro1 * Pout) (Pr01+Pont +@110) (P100* Poot * Poro) (Pors * @110+ P1o1)*
“(Po10* P1eo* Poot) (Poot * Poro+ P100)*
+2Y,2(@110* Pors * P101) (Pro1 + Pr10+ Po11) (P100* Poro* Poor) (Por1 +Pror + Pi10)"
“(Po10+Poor * P100) (Poor + Proo* Poro) +
+29,2,(P116* P01+ Porr) (Pro1 + Pors + 110) (P100* Poot *P010) (Poss + Pr10+ P1e1)-
“(Po10* Pr00* Poor) (Poos +Poro* @ 00)*
+2,9%(P101+Por1 + Pr10) (Por1 * P10+ Pior) (Poor* Poro+ P100) (P110*+ Pro1 + Porn)*
(@ 100+ P001 * Poro) (Po10* Pr00* Poor) +
+,92,(P101* P110* Pour) (Por1+Pro1 +9110) (Poot @101+ Poto) (Pr10*Pots + Pror)-
(@100 Po10+ Poor) (Poro* Poor* Prgn) *
+4,9,2(Po11 + P10+ P101) (Pr10*Pro1+Puy) (Pot0* P100* Poor) (Pro1+ Pon +@110)"
(@001 Po10* P100) (P00 *Poo1 *+ Po10) + :
2,92 111 (Pr10+ Pior + Pory) (P100* Por0+ Poor) Pooo’

hierbei wurde lediglich Gebrauch gemacht von den Tautologiegesetzen 14),
dem Th. 30,) 9+ =1, 22,) a+1=1 und 21,) a-1— a.

Beachtet man iiberdies, dass die Koeffizienten von xY2,, xY,2 und
z,yz die nimlichen sind, desgleichen sich als einerlei herausstellen die
Koeffizienten von zy,z,, %,y2, und x,9,2, so treten weitere Vereinfachungen
ein. In diesen Koeffizienten lassen zudem nach dem Schema:

(@ +B+7) (2 +B,+9) (e+B+7y) = af+ ey + By + o,f,7,
noch drei und drei Faktoren sich ausmultipliziren, sodass die Resultante
sich am einfachsten darstellt als:
0=2yzp,, (Exm+6101"'5011)(6100+5010+6001)‘_fooo+
+(myerays+aye) (P110Pous +$110-?71_01 *P101 Po11 * Pr10Piot Pors)*

: (5100 Poo1 + P00 5010“"50105001 +P100 ‘Polo‘;'oum) =2
+(“7?/| £+ 8,9 2,+2,9,2) (9110 Po11* P110P1o1+ Pro1t Pot1+ Pi10Prot Porr)*

(9100 Poot * P100 Po10* Poro Poor + P10 Poto Poor)+
+2,Y,2, 9111 (Py10+ ‘7’101"'9’011)(‘7’100"‘%10"’9’001)9’000’

Die Symmetrie derselben in Bezug auf z,y, z ist nun ersichtlich.

Ersetzen wir die Namen der Argumente a,b, ¢ durch die griechischen
Buchstaben «, g, 7 um die lateinischen Buchstaben frei zu bekommen fiir
andre Zwecke, so empfiehlt es sich noch, die zwar ausdrucksvolle, doch

etwas schwerfillige Bezeichnung der bisherigen Koeffizienten von ¢ durch
die darunter gesetzten Zeichen zu ersetzen:

Zur Gruppentheorie des identischen Kalkuls.

@115 Pi10r Piors Pioos Porrs Poror Poorr Pooo
a’ b, c’ d’ e, f’ g’

Als Resultante der Elimination von e, §, y aus den drei Gleichungen:
o = aaBy + bapy, + cafy + dap,y, + ca,py + fe, By, + 9o by +heifin,
y=aﬂya+..‘-’ z=ayaﬁ+...
ist dann gefunden: ‘
h +

0 = xyzal (bl+ cl+el) (dl+fl+gl) 1 d +
+ (2,92 + zy,2 + zy2,) (b, + e+ o6+ bee) (4,9, + &f, + 9, + f9)

1 2

+
o (zy,2, + 2,yz, + x|y|z) (be+bec+ce+ blcle,) (dg +af+1fg+ d,f.g,)
11

+ 9,50 (b +c+e) (@+f+9g)h

ich dies in

: g ' 0 = 2y2 + 2,9,%, - -

menziechen — wie es doch der Fall sein miisste, wenn diese Gleichung
zusam

ine symmetrisch-allgemein ung £ = @ in drei arbitriren

i isch- ine Losung (a, B, 7), ete- ;

%a:a:l);tenftasc; yglfes;ss: — soomiissen der erste und der letzte Koeffi
k) b

i timmung von @, b, ¢,

1 i den (durch geeignete Besti 0 6
lzilent f'g 1;101}11)1 5;111‘;‘2;}11:1‘; vc;iég bei(gen mittleren Koeffizienten verschwinden

e
J;ne, ‘l;eid,en Gleichungen:

al (bl +cl+el) (dl+f;+gl)

eben aber durch Kontraposition: “
; h+bce+dfg =0 und a,+h,+b,c,e,+d,f,g, 0. =

o einander, wie diesen: dass glelc]ﬁaxtla)g

(desgleichen & + 7 =0, anstatt = 1).

he=1—a@+cte)@+f+9)h

und involviren Widerspriicht.a mit
a=0 und ¢,=0 sein miisste
Vergl. auch Th. 24.). L
Es geht hieraus von ne {
R, =0 g(und damit auch die Rg resp. B

metrisch allgemein zu losen.

: . i ichung
: solichkeit hervor, die Gleic
s dio Unmo%—l_ico)e;n drei P;.rametem sym-
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Franklin, Frau, s. Ladd.
Frege, Gottlob.
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#1) Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache
des reinen Denkens. Halle a. S. L. Nebert, 1879, 88 Seiten.

2) Anwendungen der Begriffsschrift, Vortrag. In den Sitzungsberichten
der Jenaischen Gesellschaft fiir Medicin und Naturwissenschaften,
1879; 5 Seiten.

3) Uber den Zweck der Begriffsschrift, ibid. Jan. 1882, p. 1.. 10.

4) Die Grundlagen der Arithmetik, eine logisch mathematische Unter-

suchung iiber den Begriff der Zahl, Breslau 1884, 119 Seiten.

Diese Schrift enthilt manch’ kritischen Seitenblick auf mein Buch®
(siche unter Schréder); indess vermag ich nicht zu finden, dass der Ver-
fasser demselben sonderlich gerecht geworden. So z. B. griindet er selbst
seine Begriffserklirung der ,,Anzahl“ von Einheiten einer Menge auf den
besonders von ihm erklirten Begriff ,gleichzahlig® und bittet, p. 79, dies
Wort als eine willkiirlich gewihlte Bezeichnungsweise zu betrachten deren
Bedeutung nicht der sprachlichen Zusammensetzung sondern jener Er-
klirung zu entnehmen ist — ansonst ja in der That ein circulus in de-
finiendo vorliegen wiirde. Die gleiche Riicksicht aber lasst Herr Fre ge
keineswegs auch mir angedeihen, indem er (p. 28) bemiingelt, dass in
meiner Definition der Anzahl das Wort ,,Hiufigkeit nur ein andrer Aus-
druck fiir Anzahl sei, ohne dessen Erwihnung zu thun, dass daneben
auch meinerseits der ‘Begriff ,,gleichhdufig (,von gleicher Hiufigkeit®)
seine strenge Erklirung selbstindig gefunden. p. VIII findet es Herr
Frege ,ergotalich®, dass ich unter der Uberschrift ,Einziges Axiom* auf
die , Permanenz der Zeichen* hingewiesen, ein Vergniigen, das ich gern
ihm lasse; die Ausstellung trifft nur das (von mir beliebte) Wort ,,Axiom*,
womit ich glaubte und noch glaube, eine Voraussetzung oder Annahme
bezeichnen zu diirfen, die den Beweisfihrungen mit zugrunde liegt —
wenn sie meinetwegen auch ,innere oder Zussere Bedingung 'einer jeden
Beweisfiihrung* ist. Wesentlich wollte ich 1 c. andeuten, dass jedenfalls
eine “andere Voraussetzung empirisch-synthetischer Art bei den arithme-
tischen Wahrheiten nicht gefordert zu werden braucht, und da auch Herr
Frege zu der Uberzeugung gelangt, dass die arithmetischen Wahrheiten
,analytische seien, so besteht wol in sachlicher Hinsicht hier Uberein-
stimmung. Uber andere einzelnen meiner Ausspriiche zuteil gewordene
Auslegungen, mit denen ich nicht ganz einverstanden, glaube ich hinweg-
gehen zu diirfen, sie dem Urteil Derer anheimstellend, die von denselben
Kenntniss nehmen. Richtig ist (p. 63) dass ich einmal genauer hitte sagen
sollen, dass ein (gewisser) ,Name*“ zu einem gewissen ,,Begriffsworte
(anstatt ,,Begriffe*) wird.

Gergonne, J. D,
1) Essai de dialectique rationelle (Gergonne’s ,,Annales de mathémati-
ques“, Tome 7, p. 189 .. 228.

Gilman, B. J. 1) Observations in relative number with applications to
the theory of probabilities, siehe ,,Studies in logic®, p. 107 .. 125.

Grassmann, Hermann. 1) Lehrbuch der Arithmetik fiir hohere Lehr-

anstalten. Berlin 1861, 220 Seiten.

Grassmann, Robert.
Die Wissenschaftslehre oder Philosophie. Zweiter Erginzungsteil: Die
Formenlehre oder Mathematik.
1) Erstes Buch: Die Grossenlehre; 52 Seiten.
*2) Zweites Buch: Die Begriffslehre oder Logik; 43 Seiten. Stettin,
R. Grassmann, 1872.
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*Giinther Sigmund. 1) ,Vierteljahrschrift fir wissenschaftliche Philo-
sophie*, 1879.

Halsted, George Bruce.
*1) 1,) Boole’s logical method, ,,The Journal of speculative philosophy“
(edited by Wm. T. Harris, St. Louis MO,). Vol. 12, 1878, Nr. 1,
p. 81..91.
13) Statement and reduction of syllogism, ibid. Nr. 4, p. 418 .. 426.
1) Algorithmic division in logic, ibid. Vol. 13, 1879, Nr. 1, p. 107..112.
2) The modern logic. ibid. April 1883, Vol. 17, Nr. 2, p. 210 .. 213.
3) De Morgan as logician, ibid. Vol. 18, Nr. 1, p. 1.. 9.
#4) Algebras, spaces, logics, ,Popular science monthly“, Aug. 1880.

Hamilton, W. 1) Lectures on Logic, 1860.
2) Discussions on philosophy, 1866.

Hamilton, William Rowan. 1) Elements of Quaternions, 1866.’
Hankel, Hermann. 1) Vorlesungen iiber die complexen Zahlen und

ihre Functionen. Theorie der complexen Zahlensysteme etc. Leipzig 1867,
196 Seiten. :

Harley, Robert.
#1) ,British Quarterly Review®, July 1866. 3
%9) On Boole’s laws of thought, ,Report of the British Association®
1866, p. 3 .. 6 der Notices and abstracts, und 1870, p. 14 5q-
3) Remarks on Mr. Murphy’s paper®, ,Proceedings of the "Literary
and philosophical society of Manchester, Vol. 23, 1884, p. 36 .. 40.

Harms, Friedrich. 1) Logik. Aus dem h. Nachlasse des Verf. heraus-
gegeben von Heinrich Wiese, Leipzig 1886, 308 Seiten.
Hauber, F. C. 1) Scholae logico-mathematicae, 1829.

v. Helmholtz. 1) Vortrige und Reden. 1. Bd. Braunsc'hweig 1884,
396 Seiten, 2. Bd. ibid. 380 Seiten, darin: Die Tha,tsac:hen in der Wahr-
nehmung (1878) p. 217..251 — auch separat erschienen. .

Herbart, J. F. 1) Einleitung in die Philosophie. Vierte Aufl. 1850.
Hoffbauer, J. C. 1) Analytik der Urtheile und Schliisse. 1792.

i die Mathematik
%y, Holland, Georg Jonathan. 1) Abha.n.dlung }1ber .
vdie allgemeine Zeichenkunst und die Verschiedenheit der Rechnungsarten,

1764.
*Hughlings, J. P. The logic of names, an introduction to Boole’s Laws
of thought, 1869.

Ingleby, C. M. 1) Outlines of theoretical logic, 1856.

i hophysischen Problems,
Itelson, Gregor. 1) Zur Geschichte des psychop
eStse:)in,’s ,,Arcﬁliv fiir Geschichte der Philosophie ¢"1889, Bd. 3, p. 282..290.

Jevons, William Stanley (gespr- Dschihwns).

ScHRODER, Algebra der Logik.
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*1) Pure logic, or the logic of quality apart from quantity: with remarks
on Boole’s system and on the relation of logic and mathematics.
London, E. Stanford, 1864; 87 Seiten.

*2) The substitution of similars, the true principal of reasoning, derived
from a modification of Aristotle’s dictum. London, Macmillan & Co.,
1869; 86 Seiten.

3) On a general system of numerically definite reasoning, 1870,
Vol. 4 der 3% Series der ,Memoirs of the literary and philosophical
society of Manchester, 1871, p. 330 .. 352.

4) On the mechanical performance of logical inference, ,,Philosophical
Transactions of the Royal society of London*, 1870, Vol. 160,
p. 497 ... 518. .-

5) Primer of logic. With illustrations and questions — unter den
,Science primers* London, Macmillan 1876, erschienen.

6) Elementary lessons in logic: deductive and inductive. With copious
questions and examples and a vocabulary of logical terms. 7't Bdi-
tion. London, Macmillan & Co. 1878; 340 Seiten.

7) Lessons in logic, inductive and deductive. With numerous illustra-
tions, London, Macmillan & Co., 32 69; 24 Ed. (laut Buchhindler-
anzeige). :

The principles of science. A treatise on logic and scientific method.
34 Ed. London, Macmillan & Co. 1879; 786 Seiten. (Erste Aus-
gabe 1874, 2 Binde.)

) Studies in deductive logic. A manual for students. London, Mac-
millan & Co. 1880, 304 Seiten.
On the inverse, or inductive, logical problem, 1871, ,Memoirs of
the literary and philosophical society of Manchester”, 3% series, Vol. 5,
1876, p. 119 .. 130.
Who discovered the quantification of the predicate? ,,The Contem-
porary Review* 1873, Vol. 21, p. 821 .. 824.

Immanuel

1) Logik. Ein Handbuch zu Vorlesungen, herausgegeben von G. B.
Jische; erlintert von J. H. v. Kirchmann, 2. Aufl, Leipzig 1876,
164 Seiten.

2) Die falsche Spitzfindigkeit der vier syllogistischen Figuren, 1762,
Ed. Rosenkranz von Xant’s Werken, Leipzig 1838, Bd. 1,
p- 57..74. 2

3) Kritik der reinen Vernunft, Ed. v. Kirchmann, 2. Aufl. Berlin
1870, 720 Seiten.

Keller, Julius. 1) Der Ursprung der Vernunft. Eine kritische Studie
iiber Lazarus Geiger’s Theorie von der Entstehung des Menschen-
geschlechts. Heidelberg 1884, 220 Seiten.

Keynes, John Neville. 1) Studies and exercises in formal logic, in-
cluding a generalisation of logical processes in their application to com-
plex inferences, London, Macmillan 1884, 414- Seiten.

2) Matter of fact logic, ,Mind“, Vol 4, p. 120..122.

Literaturverzeichniss nebst Bemerkungen.

3) On the position of formal logic, ibid. p. 362 .. 375.
Kircher, Athanasius. 1) Ars magna sciendi, 1631.

v. Kries, Johannes. 1) Die Principien der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
eine logische Untersuchung. Freiburg i. B. 1886, 298 Seiten.

Kvet, F. B. 1) Leibnizen’s Logik, 1857.

Ladd, Christine (Frau Fabian Franklin).

1) On the algebra of logic, siehe unter ,Studies in logic* p. 17..71.

2) On some characteristics of symbolic logic, ,American Journal of psy-
chology“ edited by G. Stanley Hall, Worcester 1889, Vol. 2,
p- 543 ..567.

3) Some proposed reforms in common logic, ,Mind®, January 1890.
p. 75 .. 88. "

4) Aufgaben in den ,Mathematical Questions“.

Lambert, Johann Heinrich.

*1) Neues Organon, oder Gedanken iiber die Erforschung und Bezeich-
nung des Wahren und dessen Unterscheidung vom Irrthum. und
Schein, 2 Bde., Leipzig 1764, 592 + 436 Seiten. ;

#2) ,Nova acta eruditorum“ 1765.

*3) Logische und philosophische Abhandlungen, 1781. :

#4) Deutscher gelehrter Briefwechsel, herausg. von J. Bernoulli,
4 Bde, 1782 .. 84. 4

5) Anlage zur Architectonic, oder Theorie des Ersten und des Ein-
fachen in der philosophischen und mathematischen Erkenntniss,

2 Bde, Riga 1771, 376 -+ 560 Seiten.
Lange, Friedrich Albert.
1) Logische Studien. Ein Beitrag zur Neubegriindung der formalen
Logik und der Erkenntnisstheorie. Iserlohn 1877, 149 Seiten.
Lange, J. C. 1) Nucleus logicae Weisianae, 1712.
2) Inventum novum quadratilogici.
Latham, R. G. 1) Logic in its applications to language, 1856.
Leechman, J. 1) Logic, 1864.

v. Leibniz, Gottfried Wilhelm.
*1) Opera, philosophica, Erdmann’s Ed. 1840.
iard, Louis.
I-‘I:‘i‘di),I,es logiciens anglais contemporains. 2™° Edit. Paris, Germer Bail-
lére 1883; 177 Seiten. ]
Unter dem Titel: ,Die neuere englische Logik” auch in’s Deutsche
iibersetzt von J. Imelmann, 2. Aufl Leipzig, Denicke, 1883,
153 Seiten. -

Lie;bma.nn Otto. :
1) Zur ’Ana.lysis der Wirklichkeit, Philosophische Untersuchungen,

Strassburg, K. J. Tritbner, 18765 619 Seiten. (Inzwischen in
zweiter Auflage erschienen.)
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Lindsay, T. M. 1) Ueberweg’s logic, 1871.

Lipschitz, Rudolf. 1) Lehrbuch der Analysis. 1. Band, Grundia.gen
d. A., Bonn 1877; 594 Seiten. (2. Bd. Diff.- und Integralrechnung,
Bonn 1880; 734 Seiten.) '

Lotze, Hermann.
1) Logik. Drei Biicher vom Denken, vom Untersuchen und vom Er-
kennen. Zweite Aufl. Leipzig, Hirzel, 1880; 608 Seiten.
2) Metaphysik. Drei Biicher der Ontologie, Kosmologie und Psycho-
logie. Ibid. 1879; 604 Seiten. "

Maass, J. G. E. 1) Grundriss der Logik, 1793.

Macfarlane, Alexander (gesprochen: Mkfarlehn).
#1) Principles of the algebra of logic, with examples, Edinbourgh,
D. Douglas, 1879; ‘155 Seiten.
*2) On a calculus of relationship. Part I. ,Proceedings of the Royal
Society of Edinbourgh®, Vol. 10, p. 224 .. 232, May 1879.
3) Algebra of relationship. Part I ibid. Vol. 11. p. 5..13, Dec. 1880.
4) Desgl. Part TIL. ibid. Vol. 11, p. 162 .. 173, March 1881.
5) An amalysis of relationship. ,Philosophical Magazine“, June 1881,
p. 436 .. 446.
6) Analysis of relationships applied to various problems. ,Journal of
the anthropological Institute, London 1882.
7) Analysis of relationships, of consanguinity and affinity. London,
Harrisons & Sons, 1882, 18 Seiten.
8) Besprechung von Kant’s critique of pure reason: tramslated into
English bei F. Max Miiller, 2 vols. London, Macmillan — ,,Philo-
- sophical Magazine“, June 1882, p. 1..4.
9) The logical spectrum, ,Philos. Mag.“, April 1885, p. 286 .. 289.
10) Aufgaben in der ,,Educational Times®, cf. ,Math. Questions®.

*Maimon, Salomon. 1) Versuch einer neuen Logik 1794.
Mansel, H. L. 1) Prolegomena logica 1860. 2) Aldrich, 1862.

McColl, Hugh (gesprochen: Hjuh Mikohl).
#1) The caleulus of equivalent statements and integration limits. (,;Procee-
dings of the London Mathematical Society”, Vol. 9, 1877 .. 78,
p. 9..20. .
#2) The calculus of equivalent statements (second paper), ibid. p. 177 .. 186.
*3) Desgl. (third paper), ibid. Vol. 10, 1878, p. 16 .. 28.
*4; Desgl. (fourth paper), ibid. Vol. 11, 1880, p. 113 .. 121.
5) A note on prof. C. S. Peirce’s probability notation of 1867, ibid.
Vol. 12, p. 102.
*6) Symbolical reasoning, ,Mind“, Jan. 1880, Vol. 5, p. 45 .. 60. -
7) On the growth and use of a symbolical language, ,Proceedings of
the literary and philosophical society of Manchester”, 1881, Vol. 20,
p. 103.
8) Aufgaben in den ,Math. Questions“, und der ,Educational Times“.
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Marquand, Allan. :

13 The logic of the Epicureans, siehe ,Studies in logic“, p. 1..11.

2) A machine for producing syllogistic variations, mit Note om an
eight-term logical machine. Ibid. p. 12 .. 16.

3) A new logical machine, Proceed. Americ. Acad. Vol. 21, p. 303..307.

Mill, John Stuart.

1) System of logic, ratiocinative and inductive 8™ ed. (Zuletzt 9% ed.
erschienen.

2) Dasselbe in deutscher Ausgabe, als ,System der deductiven und
inductiven Logik“ von J. Schiel, Braunschweig, Vieweg, 1868,
3. Aufl., 573 4 586 Seiten. Die Citate beziehen sich auf Bd. 1
der 5. Aufl. der Ubersetzung.

3) Examination of Sir W. Hamilton’s Philosophy, 1865.

Mitchell, O. H.
1) On a new algebra of logic. Siehe ,Studies in logic, p. 72 .. 106.

Miiller, Max.
1) Vorlesungen iiber die Wissenschaft der Sprache. Fiir das deutsche

Publikum bearbeitet von Carl Bottger. Leipzig, Gust. Mayer,
1863; 400 Seiten.

2) Dasselbe in neuer Auflage, in zwei Binden. Bd. 1, 3. Aufl. 1875,
500 Seiten, Bd. 2, 2. Aufl. 1870, 636 Seiten.

3) The science of thought, unter dem Titel: ,Das Denken im Lichte -

der Sprache“, iibersetzt von Engelbert Schneider, Leipzig 1888,
607 Seiten.

4) No language without reason — no reason without language, »Nature®
Vol. 36, 1887, p. 249 .. 251.

5) The original intention of collective and abstract terms, »Mind“
Vol. 1, p. 345.. 351.

Murphy, Joseph John. : :
*1) Relation of logic to language, ,Belfast Natural history and philo-

sophical society”, Febr. 1875, 21 Seiten.

#9) Fundamental logic, ,Mind“, Jan. 1877, Vol 2, p. 47..55.

#3) On an extension of the ordinary logic, connecting it with the %ogw of
relatives. ,Proceedings of the Literary and philosophical. society of
Manchester”, Vol. 19, 1880, p. 90 .. 101. i :

4) On the transformation of a logical proposition containing a single
relative term, ibid. 1882, Vol. 21, p. 36 sq.. : 3

5) On the quantification of predicates and on the interpretation of
Boole’s logical symbols, ibid. 1884, Vol. 23, p. 33 .- 36.

6) On the meaning of addition and subtraction in logic, ibid. 1886,

Vol 25, p. 8..16. -

Peano, Giuseppe (Joseph).

1) Calcolo geometrico secondo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann, -

preceduto dalle operazioni della logica deduttiva, Torino, Fratelli

Bocea, 1888, 170 Seiten.
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2) Arithmetices principia, nova methodo exposita, Turin,” Rom, Florenz,
Fratelli Bocca, 1889, 40 Seiten.

8) I principii di Geometria, logicamente esposti, Saggio di .. ibid. 1889,
40 Seiten.

Die sehr beachtenswerten Schriften sind dem Verf. .zu spit bekannt
geworden um in diesem Bande noch eingehende Beriicksichtigung zu
finden. Es ist hochst frappant, in 3) z. B. eine riesige Menge von geo-
metrischen Sitzen mitsamt deren Beweisen — fast einen Druckbogen
hindurch ungefihr von Zeile zu Zeile fortschreitend — ohne jeglichen
Text oder Figuren lediglich in der Zeichensprache dargestellt zu erblicken
— nur erlintert noch durch einige ganz am Schlusse angehiingté Noten
nebst vorausgeschicktem Schliissel. Die Zeichensprache ist wesentlich die
unsres Klassen- und Aussagenkalkuls (mit wenigen Zufiigungen), obwol
dusserlich ganz eigenartig ersonnen und von der hier verfochtnen leider
verschieden. Es erhellt aus ihrem Anblick, dass das S. 93 aufgestellte
Ideal der Pasigraphie fiir die Zwecke der Wissenschaft bereits in ganz
erheblichem Umfange verwirklicht ist. — Die Menge der sog. Axiome
miisste jedenfalls noch weiter, noch sehr verringert werden. —

Peirce, Benjamin (gesprochen: Porss).

1) Linear associative algebra, new edition with addenda and notes by
Ch. 8. Peirce, son of the author. New-York, Van Nostrand 1882
— Abdruck aus dem ,American Journal of Mathematics“, Vol. 4,
p- 97 .. 229.

Peirce, Charles S(antiago).
*1) Three papers on logic, read before the American Academy of arts
and sciences 1867 — siehe: ,Proceedings of the American Academy
of arts and sciences” Vol. 7, 1865 .. 1868:
1,) On an improvement in Boole's calculus of logic, p. 250 ..261.
1p) On the natural classification of arguments, p. 261 .. 287.
1) On a new list of categories, p. 287 .. 298.

2) Description of a notation for the logic of relatives resulting from an
amplification of the conceptions of Boole’s calculus of logic. ,Me-
moirs of the American Academy* Vol, 9, 1870, p. 817 ... 378.

3) On the application of logical analysis to multiple algebra, ,,Procee-
dings of the American Acad.“ 1875, Vol. 10, p. 392 .. 394.

4) Note on Grassmann’s calculus of extension, ibid. 1878, Vol. 13,
p- 115 sq.

*5) On the algebra of logic, ,American Journal of Mathematics* 1880,
Vol. 8, p. 15.. 57.

6) Brief description of the algebra of relatives, 6 Seiten (wo?).

7) On the logic of number, ,,Amer. Journ. of Math.“, Vol. 4, p. 85..95.

8) On the algebra of logic: a contribution to the philosophy of notation.
»Am. Journ. of Math.“ 1884, Vol. 7, p. 180 .. 202.

9) In dem Buche ,Studies in logic* siehe unter S unsres Verzeichnisses:

9,) A theory of probable inference, p. 126 .. 182.

95) Note A. On a limited universe of marks, p. 182 .. 187.

9.) Note B. The logic of relatives, p. 187 .. 203.

#10) ,,Journal of speculative philosophy*, Vol. 2, 1868 (three papers):
10,) Questions concerning certain faculties claimed for man, p. 103-..114.
10,) Some consequences of four incapities p. 140 .. 157.
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10;) Grounds of validity of the laws of logic. Further consequences of

four incapacities p. 193 ..208. W
Ich vgﬁrde .diese Schriften in der Einleitung beriicksichtigt haben,
wenn sie mir friither zugiinglich gewesen wiren. : -
11) Upon the logic of mathematics, ,,Proceedings Americ. Acad.“ Vol. 7,

p. 402 ..412.

Ploucquet, Gottfried. -

*1) Sammlung der Schriften, welche den logischen ];a,]kul des Herrn
Prof. Ploucquet betreffen, Frankfurt und Leipzig, .1773 — von
A. F. Bok. Nach Itelson': 1776 — cf. p. 284, ibid.

9) Methodus calculandi in logicis, Francof. et Lips. 1763. :

33 Godofredi Ploucquet Principia de substantiis et phaeno'mems ('Atf—
cedit Methodus calculandi in logicis ab ipso inventa cmi praemitti-
tur Commentatio de Arte Characteristica), Francof. et Lipsiae 1764.
Die erste Auflage der ,Principia“ (ohne die Beilage) ist 1753 er-
schienen. = ; PPy 5 :

4) FElementa philosophiae contemplativae, sive de sc_::enha ra.tlocn_la.l}dx
notionibus disciplinarum fundamentalibus Deo, Universo et speciatim
de Homine, Stuttgart 1778, 543 Seiten; enthilt p. 37 ..42 em
Kapitel: de Caleulo logico.

Pommer, Josef. 1) Beispiele. und Aui."gaben zur Lehre vom kate-
gorischen Syllogismus, Wien 1884, 36 Seiten.

Port-Royal, La logique de. e
1) Ed)irtio; nouvglle, avec introduction et notes suivie d’éclaircissements
ot dextraits d’Aristote, Descartes, Malebranche, Spn'msa,
Leibnitz, Kant, Hamilton, Stuart Mill, par Alfred Fouillée.
is, E. Belin, 1879, 456 Seiten. : :
Pan]s)’a.s urspr\'inéliche Werk: ,.La logique, ou l'art de penser, bek;m;ter
unter obigem Titel, hatte zu Verfassern Arnauld und Nicole, Patres
in einer neben dem Cisterciensernonnenkloster Port—Royal:des—ChatEf)s :n-
weit Versailles (in einem Gebiude Les-Granges) gegriindeten Kloster-
schule; es erschien 1662.

tl, Karl. ; i
v Plr)alz}es,chichte der Logik im Abendlande. Vier Bande, Leipzig 1855 ..

1870, 733 + 403 + 426 | 305 Seiten.

iehl, A. j : -
R'l’sl)’ Vierteljahrsschrift fir wissenschaftliche Philosophie®, 1877.
7

i i itici ine Bedeutung fir die posi-
Der philosophische Kriticismus u-nd seine .
) tive %)Vissenschaft, 2 Binde, Leipzig, 1876 .. 79, 447 4 358 Seiten.

Riidiger, A. 1) De sensu veri et falsi, 1741.
ler, Hermann. § e
SChfffDei: Naturgesetze und ihr Zusammenhang mit den Prinzipien der

Wissenschaften. : ; ;
* g‘ﬁgj}t ?Il‘lheil,l Die Theorie der Erkenntniss oder die logischen

Gesetze. Leipzig 1880, 930 Seiten.

Schlstel, W. 1) Zum 4. Mai 1876. Kleine Bausteine zu einem Denk-
, W.
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male. Zur Privatmittheilung an Gelehrte bestimmt. Freiburg i. Br.
1876, 206 Seiten.

S. 89 .. 114 nimmt der (auf dem Titelblatt nicht genannte) Verfasser auch
einen Anlauf zu einer von ihm als ,Recursionssyllogistik® bezeichneten Sym-
bolik (den ich aber nicht fiir einen gliicklichen halte). Ich wiirde die Arbeit,
ganz versteckt wie sie ist, in einem seiner vielen, zumeist gegen Professor
Drobisch, die Berliner Akademie, Bibliotheksvorstinde etc. gerichteten Pam-
phlete, sicher iibersehen haben, hiitte mich nicht ihr Verfasser in einer selt-
samen Zuschrift auf dieselbe und darauf aufmerksam gemacht, dass ich sie bei
der Grossh. Badischen Hof- und Landesbibliothek entleihen kénne.

2) Die Logik, neu bearbeitet. Gottingen 1854, 118 Seiten.

*Schlosser, F. P. 1) Disputatio de sororio logices et matheseos nexu,
et applicatione praeceptorum logicorum in disciplinis mathematicis, 1727.

Schopenhauer, Arthur. 1) Uber die vierfache Wurzel des Satzes vom
zureichenden Grunde, 3. Aufl. Leipzig 1864, 160 Seiten.

Schréder, Friedrich Wilhelm Karl Ernst.

1) Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fiir Lehrer und Studirende.
1 Band: Die sieben algebraischen Operationen. Leipzig, Teubner
1873, 360 Seiten.

*2) Der Operationskreis des Logikkalkuls, ibid. 1877, 37 Seiten — rezen-
sirt von Adamson ,Mind“, Vol. 8, p. 252 .. 255.

3) Note iiber den Operationskreis des Logikkalkuls, ,,Mathematische
Annalen“ 1877, Bd. 12, p. 481 .. 484.

4) Rezension von Frege’s ,Begriffsschrift® in Schlomileh’s 5 Zeit-
schrift fiir Math. und Physik*, 1880, Bd. 25, p. 81 .. 94 der histo-
risch-literarischen Abteilung.

5) Exposition of a logical principle, as disclosed by the algebra of
logic, but overlooked by the ancient logicians, »heport of the 53¢
Meeting of the British Association held at Southport®, 1883, p. 412.

6) Uber das Eliminationsproblem im identischen Kalkul. »Lagblatt der
58. Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte in Strassburg*
1885, p. 353 sq.

7) Tafeln der eindentig umkehrbaren Funktionen zweier Variabeln auf
den einfachsten Zahlengebieten. ,Math. Annalen“ 1887, Bd. 29,
p- 299 .. 317. )

8) Uber Algorithmen und Kalkuln. Hoppe’s ,Archiv fiir Math. und
Physik“, 1887, 2. Reihe, Teil 5, p. 225 .. 278.

Leider wurde mir der Aufsatz einigermassen verunstaltet zufolge Inter-
venirens der Redaktion bei den Korrekturen, an die ich nicht ohne
Schaudern zuriickdenke. Am empfindlichsten bleibt, dass bei Erwihnung
der Integrabilititsbedingungen, p. 267, nicht nur mir die beabsichtigte
Fussnote mit den ausfiihrlichen Literaturangaben, sondern auch im Texte
die gebiihrende Erwihnung der Namen Riemann und Paul Du Bois
Reymond (neben dem von Thomae) ungeachtet aller meiner Bitten,
Anerbietungen und wiederholten Vorstellungen aus erster und zweiter
Korrelgtur gestrichen wurde. Ich muss den Leser ersuchen, vor der Lek-
tiire die (zumeist zweimal vergebens angebrachten) Korrekturen und Ver-
besserungen aus den Berichtigungen des Bandes eintragen zu wollen,
in welche sie wenigstens schliesslich aufgenommen erschienen.

9) Uber die Anzahl der Urteile, welche die Logik abzugeben vermag iiber
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zwei Begriffe, ,,Tagblatt der 62. Versammlung deutscher Naturforscher
und Arzte zu Heidelberg® 1889, p. 190.

Anlisslich genannter Versammlung wurde ich erst durch Herrn
Walter Dyck auf die Schriften® und® des Herrn Peano aufmerksam
gemacht, nach welchen ich auch dessen Schrift' erwarb. Ich ersehe aus
dem Vorwort der letzteren, dass die von mir ermittelte Zahl 32767 schon
Herrn Peano bekannt war und in einer allgemeineren Formel desselben
enthalten ist, die ich im zweiten Bande nun begriinden werde.
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Rede, gehalten bei der Ubergabe des Prorectorats der Albertus-Universi-
tit zu Konigsberg. Leipzig, Engelmann 1881, 30 Seiten.

Weise, Chr. cf. Lange, J. C. :
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Was die Logikliteratur iiberhaupt betrifft, soweit solche hier nicht an-
gefiihrt worden, so sind schon in Ueberweg! und Prantl? die reichhaltigsten
Angaben zu finden und ausserdem sei bemerkt, dass nach De Mprga.n’ p- 333
_ schon 1847 — die zweite Auflage von Blakey’s ,Essay on logic* einen Kata-
log von iiber tausend Logikschriften mit kurzer Titelangabe enthilt. ;

Biographische Notizen diber De Morgan, Boole und Jevons finden sich
bei Liard?® p. 71, 99, 147. Boole’ Leben ist unter dem Titel ,Homeside life
of 2 scientific mind* in dem ,University Magazine von 1878 anonym von seiner
Wittwe Mrs. Mary Boole beschrieben — vgl. iber dasselbe auch Harley®
Uber Augustus De Morgan’s Leben und Schriften gibt auch die »Encyclo-
paedia Britannica* 9 Ed., Vol. 7, p. 64 .. 67 schitzenswerte Notizen.

Da ich die Anwendungen der Algebra der Logik auf numerische Probleme
(im Allgemeinen) und insbesondere auf die Aufgaben der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, wie im Vorwort erwihnt, vorerst beiseite lassen musste, 80 sel zum
Schlusse hier wenigstens die Literatur dariber zusa_l.mmen.gestellt, soweib solche
mir irgend zur Kenntniss gekommen. Es mochten in erwahnter Hinsicht in Be-
tracht kommen: r
Boole* p. 243 .. 398, (De Morgan® p. 393 .. 405, ® p. 116 .. 125),

Ch. Peirce!s, wo er Fehler Boale’s berichtigt,
Macfarlane?! sowie ,,Math. Questions® Vol. 32, p. 18sq., p. 74.. 77, Vol. 36,

p. 101 sq. d
Gilman!?, Elizabeth Blackwood, ,Math. Questions, Vol. 29, p.- 106 .. 108.

McColl? p. 16..17, % sowie ,Math, Questions® Vol. 29, p. 20 .. 23, p. 100,

Vol. 33, p. 113. . :
Betreffs numerischer Syllogismen und Probleme iiberhaupt: Boole? Jevons und

Macfarlane und McColl, ,Math. Questions* Vol. 35, p. 103 5q. Vol. 36, p.27sq.,
p. 55, p. 72. -
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Matthiessen, Dr. Ludwig, ord. Professor der Physik an der Universitat
zu Rostock, Grundziige der antiken und modernen Algebra der

litteralen Gleichungen. [XVI u. 1001 S] gr. 8. 1878. geh.
n. M 20.—

Dieses Werk kann in mehrfacher Beziehung als eine Neubearbeitung und vollstindige
Ausgabe der im Jahre 1866 in demselben Verlage erschienenen kleinen Schrift: ,,Die algebraischen
Methoden der Auflosung der litteralen quadratischen, cubi hen und big ischen Gleich g
angesehen werden. Dasselbe liefert in sei jetzigen Umft einen vollstindigen Abrifls der
Theorie und Geschichte der algebraisch Gleich , speziell der Gleich der ersten
vier Grade. Bei dem reichhaltigen Stoffe, welchen das Werk nicht sowohl den Algebraisten
von Studium und Fach, als insbesondere dem Historiker darbietet, fehlt hier der Raum, eine
Detaillierung des gesamten Inhaltes zu geben; wir beschrinken uns darauf, Inhalt und An-
ordnung der Hauptabschnitte summarisch anzudeuten. Zum allg i Verstindnis der
Tendenz des Werkes muls vorweg bemerkt werden, dafs durchaus und selbst in denjenigen
Particen des Werkes, in welchen die Resultate der Forschungen der sogenannten modernen Algebra,
von Hesse und Aronhold begriindet, von Cayley, Salmon und Clebsch zur vollstindigen Theorie
ausgebildet, die gebiihrende Beriicksichti finden, immer das Hauptproblem der antiken
Algebra in den Vordergrund gestellt worden ist, nimlich diejenigen Werte der Variablen zu

welche einer gegebenen Funktion den Wert Null geben. Denn bekanntlich haben
es die U h der sog ten mod Algebra im strengen Sinne dieser Disziplin
nur selten mit Gleichungen zu thun und werden die Methoden ihrer Auflsung nur nebensichlich
behandelt; vielmehr ist der Hauptgegenstand dieses neuen Zweiges der algebraischen Analysis
die Entdeckung derjenigen Eigenschaften einer biniren Form, welche insbesondere durch
lineare Transformationen unverinderlich bleiben, deren genaue Kenntnis aber fiir ein tieferes
Studium der Theorie der alg ischen Gleichungen in ihrer gegenwirtigen Ausbildung uner-

" lafslich ist.
Was Inhalt und Anordnung des in acht Kapitel zergliederten ‘Werkes anbetrifft,

go enthilt
der erste Abschnitt eine Darstellung der allgemeinen Eigenschaften der Gleichungen

mit einer Unbekannten und der Cayleyschen bindren Formen;
der zweite Abschnitt die Lehre von den verschied T fe ti und den
sym isch Funkti der Wurzeln, sowie die Darstellungsmethoden der Varianten,

Retrovarianten, Geminanten und Diskriminanten;
der d}'itte Abschni_tt c'lie direkte Aufldsung

systematische:

Auflssung der c
Reduzenten, untermis

unter steter Hervorhebun
Prinzips. In diesem Kapitel fin
in ausfihrlicher Weise ihre Beriicksichtigung.

Tn den folgenden drei Ab hnitten sind dann die Methoden der ‘Wurzeltypen oder die
Kombinationsmethoden, sowie die goniometrischen und geometrischen Methoden der Auflsung
der Gleichungen in entsprechender teils syst tischer, teils historisch Anord entwickelt.
Welch einer mannigfaltigen Behandlung die Algebra der Gleichungen fihig ist, mag aus dem
Umstande entnommen werden, dafs in den letzterwihnten vier Abschnitten weit ilber zwei
Centurien von Methoden ihrer Auflosung beschrieben werden. :

Das Werk schliefst mit dem achten ‘Abschnitte, welcher ein ch 1 h geordnetes
Verzeichnis aller auf diesem Gebiete seit den iltest hi ‘Werke und Ab-
handlungen enthilt, die die Theorie der Gleichungen in jrgend einer Beziehung bereichert
haben. Diese Gesamtlitteratur, von welcher grundsitzlich alle Handbiicher der Algebra aus-
geschlossen sind, umfafst allein einen Raum von iiber zwei Druckbogen, indem aufser den
Schriften, welche sich auf die litteralen Gleich der ersten vier Grade sowie suf die
parti en Gleichungen beziehen, auch noch in zwei b d Abteil die Schrif-
ten iiber die Behandlung der numerischen sowie die Gleichungen fiinfien Grades auf-

gefiihrt sind.
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Lie, Sophus, Professor der Geometrie an der Universitit Leipzig,
Theorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt. Unter
Mitwirkung von Dr. Friedrich Engel bearbeitet. [X u. 632 8.]
gr. 8. 1888. geh. : : n. M 18.—

Galois und seine Nachfolger, besonders C. Jordan, haben die.fund ntale Bedeutung
des Begriffes einer diskontinuierlichen Gruppe fir die Theozie ‘der algebraischen
Gleichungen in helles Licht gesetzt. Derselbe Begriff ist spiter von Dedekind fir die Zahlen-
theorie und in den letzten Jahren namentlich von Klein, Poincaré und Picard mit grofsem
Erfolge fiir die allgemeine Funktionentheorie verwertet worden.

Es giebt nun neben den diskontinuierlichen Gruppen noch andere Kategorieen von
Gruppen, unter denen zuviichst die endlichen kontinuierlichen Gruppen Beachtung
verdienen, indem ihre Theorie fir mehrere mathematische Disziplinen, insbesondere fiir die
Theorie der Differentialgleichungen von grofser Bedeutung ist.

Das vorliegende Werk giebt eine ausfihrliche und systematische Darstellung von Lies
vieljahrigen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand, welche bisher in vielen einzelnen, meist
schwer zuginglichen Schriften niedergelegt worden sind.

Zweiter Abschnitt. -Unter Mitwirkung von Prof.
Dr. Friedrich Engel bearbeitet. [VIIL u. 555 S.] gr. 8. 1890.
geh. 3 ~ n. M 16.—

Die urspriingliche Absicht, die beiden letzten Abschnitte dieses Werkes in einen Band
zu vereinigen, ist aufgegeben, daher wird der zweite Abschnitt als ein b derer Band erscheinen,
ebenso wie der dritte, der bald folgen wird.

Der zweite Abschnitt enthilt die Theorie der Berihrungsiransformationen und der
Gruppen von solchen Transformationen, er zerfillt in fiinf Abteilungen: In den beiden ersten
werden der Begriff und die Eigenschaften der Berithrungstransformationen entwickelt, die dritte
Abteilung handelt von den infinitesimalen Berithrungstransformationen, die beiden letzten be-
schiftigen sich mit der Theorie der Gruppen von Beriihrungstransformationen. z

In der ersten Abteilung ist iiberdies die Theorie der partiellen Differentialgleichungen -
erster Ordnung entwickelt, soweit es fiir den Plan des Ganzen notwendig war. -

Besonders mufs erwihnt werden, dafs die beiden ersten Abteilungen, welche beinahe
die Hilfte des g Band hen, von den Entwickelungen des ersten Abschnitts ganz
unabhingig sind und daher auch von solchen verstanden werden konnen, welchen der erste
Abschnitt unbekannt ist.

Schroder, Dr. E., Professor an der technischen Hochschule in Karls-
ruhe, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fir Lehrer und
Studirende. I Band: Die sieben algebraischen Operationen. [X
u. 360 S.] gr. 8. 1873. geh. n M 8.—

Dieser erste Band bildet ein in sich abgeschlc G ~und soll (ebenso wie jeder
folgende) auf selbstindigen Wert Anspruch haben, wenngleich er aufserdem bestimmt ist,
ein ausiﬂlhrliohen ‘Werk fiber die Anfangsgriinde des rein analytischen Teils der Mathematik
einzuleiten.

Ein zweiter Band wird die Lehre von den natiirlichen Zahlen enthalten, spe-
zieller: die wissenschaftliche Begrindung der gemeinen Arithmetik, die Elemente der Zahlen-
theorie, der Kombinatorik und der Grofsenlebre; ein dritter Band soll dann die analyti-
schen Zahlen behandeln und ein vierter iiberhaupt die Analysis des Endlichen zum
Abschlufs bringen.

Abriss der Arithmetik und Algebra fiir Schiler an
Gymnasien und Realschulen. Erstes Heft. Die sieben algebraischen

Operationen. [48 S.] gr. 8. 1874. geh. M. — . 60.

Dieser Abrifs hat die Bestimmung, den Schillern von denjenigen Lehrern in die Hand
gegeben zu werden, welche ihren Unterricht auf eine vollig strenge und vorwurfsfreie Be-
griindung der Elemente der Algebra zu stiitzen wiinschen, in dem Sinne, wie dieselbe in dem
ausfiohrlichen ,,Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fir Lehrer und Studie-
rende® (Leipzig 1873, X u.360 S.) von dem Verfasser zu geben versucht worden ist.
Vorwort zu jenem ,,Lehrbuche'* enthilt eine nihere Anleitung tiber die dabei beabsichtigte
Art der Verwendung. 5

der Operationskreis des Logikkalkuls. [VI u 37 8]
gr. 8. 1877. geh. : 3 M 1.50.

Die Schrift entwickelt eine durchaus elementare Methode, die ?rqbleme dqr
deduktiven Logik mittelst eleganter Rechnung zu lésen — wodurch diese Disziplin in die
grofse Kette der rein mathematischen Wi haften endgiiltig eingereiht wird.
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