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a=a(ﬁl+yl+al)’ al=al+ﬁ?\6’
b= B(e,+p,+9) ete.

G 7(“1 + ﬁl s al)
d=6(al+ﬂl+7l)'

Obwol wir uns unter den Koeffizienten fortan diese Ausdriicke
vorzustellen haben werden, ziehen wir der Einfachheit wegen vor, doch
die alten Namen a, b, c,d fiir dieselben beizubehalten.

Schon in § 22 unter B) und ) haben wir die Gleichung F —
nach z resp. nach y geordnet angeschrieben und ans dem Anblick
dieser Darstellungen fliessen — nach dem vollen Schema unsrer
Methode — die Gleichungen:

r = x(a]y + bl%) o+ xl (c?/ + dyl) ’
y=(@zr+cx)y+ bz + dz,)y,,
deren jede mit der aufzulosenden F — 0 &quivalent sein wird.

Systematisch zuwerke gehend ersetzen wir rechts in ihnen die
Namen z, y der Unbekannten durch unbestimmte Parameter u, v
Ordnen wir auch sogleich nach diesen, so ergeben sich die Ausdriicke,
neben welche wir diejenigen fir ihre Negationen schreiben:
r=apv+ bd‘”’l + cwmv + dy'lvl ’ T, = apv + b"'”l + e+ dly‘lyl ’
y=auv+buy + G +dp, Yy =apv + bly'vl tepv +dpy,.

Hiermit sind nun leicht die vier Produkte zu bilden:

2y = apv +du,y,, zY, = buv, +cuv,
Yy = by’”l'*_cry'lv’ Y, =a!‘”’+d|”'|1’n
deren Einsetzung in F — ) uns die Bedingung liefert:
ad(uv + p o) + be(uv, + pv) =0,
welche einzig noch von #, v zu erfillen ist.

Der Versuch, die Gleichung so, wie die obige, systematisch nach
den Unbekannten #, v aufzulésen, filhrt im Zirke] heram — wie auch
schon a priori zu sehen ist, in Anbetracht, dass die Gleichung unge-
dndert bleibt, wenn man in ihr (dem Vorbild entsprechend, das sie

mit =0 Zusammengehalten darbietet) das g sowol als das d durch
ad, zugleich das b und das ¢ durch be ersetat.

Indessen kommt man hier unschwer zum Ziele durch die Bemer-
kung, dass wenn

W% + v =9 genannt wird, sich uw» + wY, = o,
dazu ergibt, wonach die zu erfiillende Gleichung lautet:
ado, +bco =0,

§ 24. Symmetrisch allgemeine Losungen. 517

Dieser wird auf die allgemeinste Weise vermittelst des Ansatzes

ef. Th. 50): :
( 0.5 “dﬁl + (b| + cl)m’ 9, = (al =+ dl)wl +becw =
— worin die iiberstrichenen Faktoren auch unterdriickt werden diirften

— zu geniigen sein, und wenn man darnach

@ =zx0, +14o, o, = %0+ 40
v=”9|+l|97 vl=x|9|+19 3
nimmt, wie sich dies nach den in Aufgabe 12 gewonnenen, Schemata
fir die symmetrisch allgemeine Auflésung der Glelch‘ung
uy,+ @y =0 :
nach den Unbekannten u, v (bei gegebenem g) ergibt, so wird unser

Problem gelést sein. : ;
! Es e;g'iibrigt nur mehr die Werte von u, v, oder besser sogleich

die Produkte: 1 bl sy

! V=05 WV, =40, = YV —10, ll—ll“
nebst de: gefun(;:;nen Werten von g, (2 in die let.zten Ausdriicke v?n
z, y einzusetzen. Nach ¢ geordnet wird zunichst: e

b= (alx + d”l)gl + (bll + cﬂ'l)g’ xl = (a% + dlxl) Ql + ( =+ CIAI)Q’

Y =(@n+dx)e,+ (B2 +cd)e, 9y = (ax+du)e+ (bl +Ff l;,t:
und hieraus fliessen bei Unterdriickung jener. iiberstrlche‘z:en o-Faktoren
wol die konzisestméglichen Ausdriicke fiir die ,, Wurzeln“ der vorgelegten
Gleichung: . .

xni be(a,x + dx) + ad(b,A + cd) + a,(d + )@, + b,(c + Do,
y = be(a,x + dx) + ad(bd + c,4,) + a,(d + %)®, + c,(bb+ };)m,
x, = be(ax + dx,) + ad(bi + ¢,4,) +4d,(a + %)@, + ¢, (b+ ls)m,
-y, = be(ax + dx) +ad(bi+cd)+d(a+x)o +b+ Ao,
worin %, 4, @ unabhiingig beliebige ?a.rameter vorst-e'llen.d Sod
Direkt diirfte hier nicht ganz leicht zu sehen. sein, al.;s e
den letzten Ausdriicke wirklich die (korr.ekt gebﬂdgten) hzga 1man
fiir die ersten beiden sind. Ubersehbar wird d'1es erst, nac elg =
die Ausdriicke nach den drei Parametern entwickelt habeg va;llgs, o
auch zum Ausmultipliziren derselben behufs Probens der Auflosung
die bequemste Form gibt. Man findet: 2 +0)x
x = {(a,+ b,d)x4 + (a, + cd)xi, + d(a, + b)x 4 + d(e, ;

A} e, +
+ { (b, + a,€)x4 + c(a, + b)xA, + (b, + cd)x, 4 + (b, + d)x, 4, j@, 5
y = {(a, + bd)xd + (a, + c,d)x4, + d(a, +b)x,4 +d(a, + c')x';'}m.'
+ {b(a, + 0 )% + (o, + a,byxh, + b(e, + A, + (6 + bd)x ) @3
1
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2, = {a(b+d)xd + a(c, + d)xd, + (d, + ab)u,2 + (d, + ac)x,) o, +
+ {0(a+¢)xd + (¢, + ab)xd, + ble, +d)x, A + (¢, + bd)x 1\,
Y= {a, +d)xd + a(c+ d)xd, + (d, + ab)x 1 + (d, +acyxd,} o, +
+{(b, + ac)xd + c(a + b)x2, + (b, + cd)x, 4 + b, +d)nd)e.

Die Probe, dass, abed — 0 vorausgesetzt, identisch:

azy =0, bzy, =0, 2y =0 und day =0

wird, stimmt — was eine Anzah] leichter Rechenexempel liefert, in-
dem man immer nur die gleichstelligen Koeffizienten aus den entsprechen-
den zwei Zeilen zu verkniipfen braucht. Mit Riicksicht auf die Sym-
metrieverhiltnisse brauchte librigens nur eine von diesen vier Glei-
chungen auf jhre Richtigkeit gepriift zu werden, wofern die letztere
diesmal nicht schon aus der Herleitung erhellte.

Auf Grund der Relation abed — kann man bemerken, dass die

folgenden unter den obigen Koeffizienten mit den ihnen rechts gleich-
gesetzten Aquivalent sind:

&+ bd=a,+d® +c), d(a, + ¢) = d(a, + b,c),
b+aec=0b +c(a, + d), “eld, rdy—= ¢, +a,d),
O +ed=a,+dd+ec), d(a, + b) = d(a, + be),
Grab=c +b(a,+d), ble,+d) =b(c, + a,d).
Ersetzte man jene durch diese, desgleichen ihre Negationen wo sie
auftreten durch diejenigen der rechten Seite, so ist es, um alles
vollends in den unabhiingigen Parametern ausgedriickt zu erhalten,
nur mehr erforderlich, dass man dje lateinischen Buchstaben a,b,cd
durchweg in die griechischen ¢, B, v, 0 verwandle.
Was die Anforderungen der Symmetrie betrifft, so geht die Glei-
chung F =0 ausschliesslich in sich selbst iiber durch die folgenden
Vertauschungen (,,Transpositionen“) links vom Vertikalstrich:

) (@) (@) 00 | (4, %)

2 @) (@) (@d) | (%, %)

) @) (09 ,q | (0 1) (4, %) (@, @)
4°) (9, (4, ) (¢, d) f (% 4) (%,, 4,) (», ®,)
50) (z, xl) (?/) ?/:) (“7 d) (b7 c) | (”: ":) (l: '11)

Dieselben, verbunden mit den rechts vom Vertikalstrich daneben

gesetzten Vertauschungen zwischen den Parametern, fihren auch das
System der vier fir

s
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Den Forderungen der Symmetrie ist also durch unsre Losungen
haus Geniige geleistet. : : .
- ];s ist nungmehr nur noch die Frage zu erledigen, i ef;wavdxe
Parameter %, 4, ® anzunehmen sind, damit unsre Formel.n fiir d.le V(Zlm"-
zeln ein geg,ebenes Wertepaar z, y darstellen, das iibrigens die Glei-
F =0 erfiillt.
chuniTach dem Hiilfstheorem des Paragraphen — vergl. auch § 21}; ®)
— ist es zu dem Ende ausreichend gy =2, v =1y sell?st zufmzc eln2,
desgleichen @ = @ selbst zu nehmen, und nach dem in Audga e -
Ermittelten werden die Annahmen % = pv ne‘.bst- i=upv, (o e.r au
@+ v) zum Ziele fihren. Darnach werden wir in Gestalt von:
‘ I:&c=acy, i1 = zy, (oder auch z+y,), m=xy,+af,y
ein Sy;tem von Annahmen haben, welches in einfacheliI Verlse unsre
. i ht die sich als blosse Umformungen
Formeln fiir z, ¥y zu solchen maec . Fo i
i len, auf Grund von dieser sic
der Gleichung F = O herausstellen, = | vor e i
i i i bestitigt dies in der Tha -
tisch bewahrheiten. Die Rechnung. Saarees ok
i besten die konzisesten Ausdriicke von z,y '
:lnna(? ;:151(11 ‘;‘;‘:‘1;‘: F =0 durch Elimination von z odell; ?/hilich er-
"), ¥) dei i i en.
gebenden beiden Relationen f), ") des § 22 dabei beriicksichtig

Die vorstehend gelosten Aufgaben li'efe?n‘l begrelﬂlchic;::::s;ﬁsl::
auch ebensoviele Eliminatior:lspr:blllem;;;lggx;;}ﬁ:;:: a:;s;n it e o]
g : die Wurzeln darstellen 2 :
E;E,gilgsf It’l::lameter (also griechischen Symbf)le), s0. kall;?h nzlzl Zx;;fl:
iiberzeugen, dass als Resultante hervorgeht die ursg;:niw =
16sung vorgelegt gewesene Gleic]:Eung, und zwarbg]e:' Al
keine weitergehende Relation zmschennden. Un.eh:nkeit e i
fizienten) — was als eine Kontrole fiir die Richtig

dient. : . i
tmgh]gl;zsgeaﬁmlieiei Aufgabe 15 durchzufiihren, ist leicht, obschon ein

Wem%ll"l;nui}:;::n ;Jlan hier erst » und 4 ohne @, so zeigt s1chb,. d:sswtz
diesmal kein Luxus-Parameter ist, wie bei den A“fg?;‘}ﬁii ;sleiéh 0
es, selbst bei gegebenen @, y, .., noch behek{lg SI});ZI uss ,diesmal )
od,er 1 z. B. genommen werden konnte. _Vlel.m]:‘ I::bende Relation
eine als Resultante der Elimination von x, 2 sich erg

— 1 = — -n
erfiillen, welche mit Riicksicht auf die Endresultante F'=0 =2
¢

der einfachen Gestalt geschrieben werden kann: Sy
(a,+ ) (zy, + zy) @, + (&, ; c.zlngzr-;w.g&mh e
Nur insofern die Werte von z,

B A e Ao
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F =0 bestimmt gelten sollen, wird gleichwie x und 4, so auch o
willkiirlich, werden alle dreie wirklich unabhéingige Parameter sein, —

Aus Vorstehendem wird der Studirende schon inne geworden sein,
dass in unsrer Disziplin noch eine Fille von Problemen der Lésung
harrt. Ich signalisire (ausser den Aufgaben 10 und 11) insbesondere:
die symmetrisch allgemeine Auflésung der allgemeinsten Gleichung
mit dre; Unbekannten. Ferner: dje Erginzung der Methode zu einer
solchen, die in allen Fillen unfehlbar zum Ziele fiihrt — oder andern-
falles: der Nachweis, dass in gewissen Fillen die Aufgabe unlbsbar

ist, nebst der vollstindigen Angabe, in welchen Fllen eben ihre Losung
unmoglich bleibt.

In Anbetracht, dass wir bej
mittelst unabhingiger Parame
kamen, in Aufgabe 12 deren
nétigten, reihen weiter hieran
bei jedem Probleme erforderl;
deres mehr.¥)

der Darstellung zueier Unbekannten
ter in Aufgabe 14 mit einem solchen aus-
#zweie und in Aufgabe 15 deren dreie be-
sich Fragen nach der Minimalanzahl der
chen selbstindigen Parameter, und an-

Dies alles schon bej demjenigen Teile unsrer D
dem Aussagenkalkul) als der
endet hingestellt werden darf!
sirten F orderungen nur noch dj
drucksformen einer Lésung, die

isziplin, der (nichst
vollendetste, ja als im wesentlichen voll-
Betreffen ja doch die eben charakteri-
e Art und Weise, nur mehr die Aus-
schon gegeben wurde, —

#y

)

Z. B. noch: Wir stiessen anf Ausdriicke, wie bej Aufgabe 9 auf
be + a,(b + ),

deren Negation einfach erhalten wird,

welche im Ausdruck vorkommen, in ihr

der Frage: welches sind die Ansdriicke,

allein  haben k¢nnen? Welches sind

Formeln des Kalkuls? Ete.

indem man simtliche einfachen Symbole,
e Negationen umwandelt — Beantwortung
die diese Eigenschaft haben miissen und
erschopfend die zu sich selbst dualen

Dreizehnte Vorlesung.

§ 25. Anwendungsbeispiele und Aufgaben.

Als einfachste Anwendungen der Theorie ]ﬁg:ie els dnunm;;]: ;;ll;z; is;v::
i j Folgerungen und alsdann L :
die sogenannten ,unmittelbaren 4 1 ! - HHlaponis
issi i Dies konnten wir auc 2
der schulmissigen Logik vorzunehmen. 4 ; i =
i i 4mi Konklusionen in Betracht zu zie
soweit nur wniversale Primissen und : et sichan eind
i 1) Urteile mit in Betracht ko 5
fgaben aber, bei welchen partzk‘ulare : ; . )
miissiluv?iar :ils um ,einen Grad schwieriger bezeugmﬁn. }?el tdelalrt g;liesﬁ;;ixﬁz
i ini ist di h begreiflich. Es ste ;5
des Zahlworts ,,einige® ist dies auc Es stel &
g:;ts d‘zz Behandlun,g solcher Aufgaben, sellt;st wennhsm lﬁdi}lll'frinAsl;i;hn:; :
i iir die bisheri chon
infach angelegt erscheinen, fiir die bls.enge s o : .
rsrzs:llllllo:sene 'i"heo%'ie zumeist®) noch gar nicht erreichbar ist (vg;iu?ef;e)r
a%nd. 5o konnte von den angedeuteten Problemen q.och nur Zm una’nze st
Bruchteil zur Zeit erledigt werden — Grund fiir uns, das g
chieben. A
nehms\;lirzub;zfﬁftigen uns darum hiernichst nur _mxt som}?l:mAdI;E:&e;;
wie sie unsrer Theorie prinzipiell schon zug'é.nglm!l sind 1—- 1-1;0%]: e
in ihrer Art auch erheblich verwickeltt'ar erscheinen a st.:{n drd e
gedeuteten. Dabei wird #hnlich, wie in de? Mather;a.:i b Gleichu,ngen
Zlan z. B. auch die komplizirtesten Aufgaben u_ber qua ra% s](; bl
bewé‘,lt.ige.n lernen wird, bevor man sichh g:u:‘.I dex"‘ e:sfa% esst_ .
i i rch jeweili Beschriinkung' imm
Gleichung abgibt. Durch Jewelhge_a s
grenzte %ebiegtle ist allein die ,Meister“schaft zu erla.nge(xlx.U s
) Wir stellen demnach eine Reihe von.Problemen und Un s
hier zusammen. In erster Linie sollen diese zur E‘lf'm:in;;zg S
die bisher entwickelten allgemein;p h]geii?‘(:f;ﬁn;lﬁ: Iﬁ;)eg;er e i 8
iSpi denumleea.. ndi -
Iéi%gizile (;m ge::::}ljla]::;i. "Zum Teil sollen diese Beispiele slgt:r a};lt‘:iln ::}lsl
P 13f te'n enverwendet werden, um an ihnen. verglemhended ) :“;'1 ey ngg 2
";u - ?ll'n:e und noch andere fernerhin a,usemanderzus.etzen fi dl; £vesd
;eill.md;i anzustellen. Alle konnen sie da..zu dienen, liizsl'zmverbz,len e
rischen Methode gegeniiber den herkémmlichen schulmissig
e ‘ im Problem
i iejenigen Fille, wo durchweg — beim
d *? Ausf:‘fnsnmmil ?il:.sd ,:lil;i;;ef‘]:l glm selbe1’1 Sinne vers.tanden werc}er:v e!;:;l::;
lsl::da:: mee: a.lZsKlgsse von vornherein mit a’ bezeichenbar, in Bezug au
dann die Aufgabe von universalem Charakter wire.
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522 Dreizebnte Vorlesung.

legungsweisen in’s rechte Licht zu setzen, jene als die iiberlegene zu
erproben.

Dagegen wolle man diesen Beispielen nicht etwa die Bestimmung zu-
schreiben, dass sie den Nutzen unsrer Kunstlehre des Denkens — vielleicht
fiir das praktische Leben — darzuthun hitten.*) Utilitarische Bestrebungen
liegen uns nach wie vor ferne und setzen wir voraus, dass auch der Leser
von dem wissenschaftlichen Interesse geleitet sei.

Ich gebe die Aufgaben nicht etwa peinlich nach ihrer Schwierigkeit
geordnet. Der Studirende, welcher mit den leichtesten beginnen und von
diesen allmiilig anfsteigend zu den verwickelteren fortschreiten will (»schwie-
rige“ gibt es eigentlich unter den bisherigem Kalkul iberhaupt zugiing-
lichen Problemen, nachdem derselbe so weit entwickelt ist, nicht mehr)
braucht sich nur zuerst an diejenigen zu machen, welchen der geringste
Druckumfang gewidmet ist, und bei denen sich am wenigsten Formel-
anhéiufungen dem Auge darbieten!

Ich beginne vielmehr mit jener komplizirtesten der von Boole ge-
stellten Aufgaben, welche ich erstmalig in® nach seiner geliuterten Methode
behandelt habe und auch hier mit allen Zwischenrechnungen durchnehme
— weil mir dieselbe jenen oben angedeuteten Zwecken der Methoden-

erliuterung und spiter auch -vergleichung am vielseitigsten und besten
zu dienen fihig erscheint,.

L. Aufgabe. (Boole! p. 146 .. 149.) Es werde (gemiiss Boole)
angenommen *¥), dass die Beobachtung einer Klasse von Erscheinungen

(Natur- oder Kunsterzeugnissen, z. B. Substanzen) zu den folgenden
allgemeinen Ergebnissen gefiihrt hat:

«) Dass in welchem auch von diesen Erzeugnissen die Merkmale A
und C gleichzeitig fehlen, das Merkmal E gefunden wird, susammen mit
cinem der beiden Merkmale B und D, aber wicht mit beiden.

B) Dass, wo immer die Merkmale A und D in Abwesenheit von E

Yleichzeitig auftreten, die Merkmale B und C entweder beide sich vor-
finden oder beide fehlen.

¥) Dass iiberall, wo das Merkmal A mit dem B oder E, oder mit
beiden  zusammen besteht, auch entweder das Merkmal C vorkommit oder
das D, aber nicht beide. Und umgekehrt, iiberall wo von den Merkmalen
C und D das eine ohne das andre wahrgenommen wird, da soll auch

*) Dafiir sind sie meistens zu kiinstlich ersonnen. Zum Teil werden die

Aufgaben mehr nur mit Scherzriitseln , Vexiraufgaben, Spielproblemen vérwandt
erscheinen,

‘*) Uber die Zulissigkeit (in gewissem Sinne Unzulissigkeit) dieser Annahme
vergleiche die unten folgende »Anmerkung* zur Aufgabe. g
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das Merkmal A in Verbindung mit B oder mit E oder mit beiden zu-

gleich auftreten.
Verlangt sei o : ‘
erstens dass ermittelt werde, was in jedem gegebenen Falle aus

der erwiesenen Gegenwart des Merkmals A in Bezug auf die Merk-
le B,C und D geschlossen werden kann, '

L zw;itens auch zu entscheiden, ob irgendwelcl?e Beziehungen un-
abhingig von der An- oder Abwesenheit der fibrigen Merk.maledbe-
stehen zwischen derjenigen der Merkmale B, C, D (und bejahenden-
falles welche?) :
’ drittens ’in dhnlicher Weise zu beantworten, was aus dem Zon;}
handensein des Merkmals B folgt in Bezug auf die Merkmal(.a :

und D (sowie umgekehrt, wann aus An- f)der Abwesenhelils v:on
Merkmalen dieser letzteren Gruppe auf diejenige von B geschlossen

werden kann .
vierten)s, zu konstatiren, was fiir die Merkmale 4, C, D an

sich folgt.

Auflosung. Die ganze Klasse der Fiil!e von Ersch;l;m;:lg:lllé
resp. die Klasse der Erzeugnisse, in welchen sich eines derB (la:'stlzben
A, B, C, D, E vorfindet, werde mit den.1 entsprechenden : uc e
des kleinen lateinischen Alphabets bezeichnet.®) Bed.eute sona -
die Klasse der Fille in welchen das M-erkmal A voz:hegt, Mso kv;:'l 4,
die Klasse derjenigen Fille bedeuten, in welchen dieses Mer y

te. - : i
fehlt,NZc(;l dem in den Paragraphen 8 und 16 iber die Interpretation

des identischen Kalkuls fiir Klassen Gesagten — vergl. au:th x% (llfie,
€)...®) tibersetzen sich im engsten Anschl-uss an den Worde g
Data «), ), 7) unseres Problems beziiglich in die nachstehenden Pr

) ?

positionen (Subsumtionen resp. Gleichungen):

= cd,+ ¢,d.
) ac <€ (bd,+bd)e, ade=Ebc+be, ab+e)=cd+cc !
(I § : .
Die Gleichung erhiilt man eigentlich zuerst als Subsumtion vor un
riickwiirts gelesen, nimlich als
a(b+¢) = cd,+cd mnebst cd+cd=<ad+o),
was aber nach Def. (1) der Gleichheit sofort eben in die Gleichung zusammen-

zuzw}i?[:.x:s;emerkt pun, dass in jedem unsrer drei Data ), §),7) die

*) Piir unser a, b, ¢, d, ¢ verwenden Boole und Einige der nach ihm das
Problem Behandelnden beziiglich: z, ¥, 2, w, v.
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beziiglich der Merkmale 4, B, C, D gegebene Auskunft verquickt er-
scheint mit einem andern Element E, tber welches wir in den ver-
langten Schlussfolgerungen nichts zu sagen wiinschen,
~  Es wird deshalb. in erster Linje erforderlich sein, das dem Merk-
mal E entsprechende Klassensymbol e zu eliminiren aus dem System
der Propositionen 0), in welches wir die Data eingekleidet haben,
Zu dem Ende bringen wir dieselben rechts auf Null — nach dem
Schema der Theoreme 38,) und 39,) — und bilden gemiss Th. 20,)
— ihre ,vereinigte Gleichung® indem wir, statt jeder einzelnen, so-
gleich die Summe ihrer linken Seiten gleich Null setzen, Dabei ist
lediglich Sorge zu tragen, das ationen der vorkommenden
Ausdriicke richtig ansetze, mit Riicksicht namentlich auf Th. 36)
und 46,). Die vereinigte Gleichung lautet:

¢) a,¢,(bd+b,d +¢) + ade, (bc,+b,c)+a(b+e)(cd+c,d,)+(a,+b,e,’)(cd,+c,d)=0.
Die Resultante der Elimination von e besteht nun nach § 21, .)
aus dem von ¢ und ¢, freien Gliede im Polynome dieser Gleichung:
¢, (bd +b,d) + ab (cd + ad) + a, (cd,+ ¢,d),
dessen erster Term %,¢,bd noch in dem letzten a,¢,d nach dem Ab-
sorptionsgesetze 23,) eingeht, vermehrt um dag Produkt der Koeffi-
zienten, welche ¢ und ¢, in &) besitzen — das Ganze gleich 0 gesetat.
Der Koeffizient von ¢ ist aber: a(cd+e¢d), der von e, ist des-
gleichen leicht aus ¢) herauszulesen als:
" a6+ ad (be,+ b,6) +b, (cd, + ¢,d);
das Produkt beider ist gleich:

. adb,c*),
mithin die Resultante:

a, (¢d, + c,d + b,d) +a (bed + be,d, +bed) = 0,
oder durch Zusammenziehung zweier Terme:

§) a(cd+be,d) + @ (cd+ e, d+b,e,d) < 0.
Diese schon recht tibersichtliche Gleichung hat nun den Ausgangs-
punkt fiir unsere weiteren Betrachtungen zu bilden,
Man bemerkt zundchst, dass, betrachtet als nentwickelt nach den
Argumenten ¢ ung d, die Koeffizienten von g und g, in §) geradezu
die Negationen von einander sind, meinem Theorem

46,) gemiss

% Mis.s Ladd hat! p. 58 darauf aufmerksam gemacht, dass Herr Wundt!?
P. 356 sq., indem er die auf p beziiglichen Schliisse zieht, dieses Glied zufillig
auslisst, weshalb dieselben falsch ausfielen; ich finde: nur unvollstéindig.
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gebildet.*) Das Produkt dieser beiden Koefﬁzientfan sowol als auch
dasjenige ihrer beiden Negationen ist demnach gleich Naull. .
Um die zweite der gestellten Fragen zu beantworten l."-lfi zugleich
die Beantwortung der ersten Frage vorzubereiten, mii.sse.n wir Jjetzt @ aus
{) eliminiren. Dem Gesagten zufolge fithrt diese Ehmlna?tlon aber auf
die Identitit 0 = 0, womit in Beantwortung jener zweiten Frage Pe-
wiesen erscheint: dass zwischen den Merkmalen B,C und D fﬁl" sich
hinsichtlich ihrer An- oder Abwesenheit keine unabhiingige Beziehung
beswhlgie Gleichung £) ist demnach #quivalent ihrer ,,Auflﬁsung“ nach a.
Weil indess, wie bemerkt, auch das Produkt der Negatlont?n der
Koeffizienten von @ und a, verschwindet, der eine Koeffizient die Ne-
gation des andern ist, muss hier der in § 21, 6) .bei':rachtete Fall
:orliegen: der in dem Ausdruck der Wurzel gem-emhm auftretellde
ein unbestimmtes Gebiet u enthaltende Term geht in den. andern ein,
die Gleichung hat nur eine Wurzel, die Unbek.annte a ist darch (;he
Gleichung eindeutig bestimmt, und zwar \ha.-t sie zum Aus@rucke en
Koeffizienten ihrer Negation @, in der Gleichung, sodass ganz un-
mittelbar:
n) : a=cd, +cd+bed,

: o rd

als die gesuchte Auflosung nach @ erhalten wird. :
Diefelbe kionnte nebenbei gesagt auch in den Formen angesetzt

werden: :

'ﬂ) a=cd +cd+bg, = cd, + ¢, d+ b,d, =Cdl+cld+bl (0|+ 1)7

i i it dem Ausdruck dquivalent sind, vergl. § 18, B,).
= ulr)lgaezlllfifzhlll:llltg f)‘)3 beantwortet ,:1)un (.iie erste der geftelltfn F::a%en,
und zwar, indem wir sie als Subsumtion vor- und. riickwirts wl}]: ;;
pretiren, dahin: wo émmer dasMerkma14 2u ﬁnden zst, mu;ser aaber "
Merkmal C oder das D vorliegen, aber nicht beide zugleich, o iesa
miissen beide zusammen mit dem Merkmal B fehlen; umgekehrlli[. : ,:az::
Merkmale B, C, D alle drei fehlen, sowie auch, wo von diinMeZ;mal -
C, D das eine ohne das andere vorliegt, da muss auch

sich finden.

*) Die Bemerkung des Herrn Peirce in_f’ P- 4.2, Z5 . (';.dcia;x; ;1:-1111
Gleichﬁ.ng ) iiber a, b, ¢, d enthaltene Information §1ch m.die; -I(-} i uné l,.eChta
zusammenziechen lasse, beruht auf einem V(?rsehen. Will man e gar
anf 1 bringen, so hat man nur die Koefﬁzgenten von a undl_a, :u:izc gl
eine einfachere Fassung als die nachherige 7) oder &) liss

nicht geben.
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Des weiteren muss nun 5 aus der Gleichung &) eliminirt werden.
Da die Koeffizienten ac,d, und a,c,d, von b und b, daselbst disjunkt
sind, Null znm Produkte haben, so besteht die Resultante dieser Eli-
mination einfach in der gleich O gesetzten Summe der von b und b,
freien Glieder in §), d. h. sie lautet:
£) acd +acd +acd =0
— eine Gleichung, aus welcher die Antwort auf die vierfe Frage nach-
her zu entnehmen sein wird.

Mit Riicksicht auf diese Relation ¢) vereinfacht nun die Gleichung ¢)
sich zu:

~

%) aedb+acdb =0

und gibt dieselbe dem Th. 50,) gemiss regelrecht nach der Unbe-
kannten b aufgelsst:

b=acd +v(acd), —acd +v(a+ec+d),

wobei v eine unbestimmte Klasse vorstellt. Hier lisst aber nach
Th.33,) Zusatz der in v zu multiplizirende Term a, sich mit dem Faktor
(¢ +d),=r¢d, ausstatten und geht hernach das betreffende Glied
#a,c,d, im ersten Term der rechten Seite nach dem Absorptiomsgesetze
anf, sodass:

Py

z) b=uacd +v(c+d)

als ein einfacherer Ausdruck fiir die gesuchte Auflésung nach b erseheint.
Behufs bequemster Deutung mittelst Worten werden wir dieses

Ergebniss — dasselbe fir v =0 und v — 1 in Anspruch nehmend —

nmschreiben in die Doppelsubsumtion:

) alcldlé\b%a,-*c’i-d,

die auch gemdss Th. 49,) direkt ans x) herausgelesen werden konnte.
Damit ist in Beantwortung der dritten Frage gefunden: Wenn die
Merkmale A, C und D gleichzeitiy fehlen, so findet sich das Merkmal B,
und w0 das Merkmal B sich findet, da muss das Merkmal C oder auch
das D vorliegen, wonicht A fehit.

Behufs Beantwortung der vierten F rage konnte man die Gleichung :)
direkt in Worte fassen wie folgt: Die Merkmale A, C und D kommen
nicht alle drei zusammen vor und wo das Merkmal A fehlt kann von
den Merkmalen C und D das eine nicht ohne das andere auftreten.

Etwas tibersichtlicher vielleicht wird man die Gleichung ¢) in ihre
Auflssung mach o umschreiben mit der sie (weil Elimination von a blos
anf O = O fiihrt) &quivalent sein muss. Diese Auflosung lautet:

v) @ =cd +ed+w (e, +d)=cd +cd+wed,
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wo w unbestimmt ist — cf. Th. 33,) nebst dem Absorptionsgesetze (be-
hufs Rechtfertigung der letztvollzogenen Kiirzung). Oder als Doppelsub-
sumtion geschrieben:

£) ed, +cd=€a=c+d,

Sie lehrt, dass aus der Anwesenheit von A geschlossen werden kann auf die
Abwesenheit von wenigstens eimem der beiden Merkmale C, D, und umge-
kehrt, dass wo von diesen letztern C und D das eine allein (okne das andere)
sich vorfindet, geschlossen werden kann auf die Anwesenheit von A.

Zur Ubung moge der Leser aus ¢) auch ¢ durch a,b,d und d durch
@, b, ¢ ausdriicken und die Ergebnisse interpretiren — Aufgaben die auch
Mec Coll sich gestelll. Man findet leicht als Eliminationsresultante, ver-
einfachte Gleichung und Léosung:

abd =0, (ad + a,d,) c + (abd,+ a,d) ¢, =0,
¢c=abd, + a,d +uad, oder abd + ad=£ c=£< ad, + a,d;
abe, =0, (ac+ a,c) d+ (adbe, + a,c) d, =0,

d = abc, + a,c + tac, oder abe, + a,c=E d =€ ac, + a,c.

Anmerkung zur 1. Aufgabe.

Natiirlich sind die Data unseres Problems auch mégliche und
logisch zuliissige; denn ihre vereinigte Gleichung &) ist eine Relation,
die keinen Widerspruch involvirt, die nach den Regeln des Kalkuls
auf die im bisherigen Aussagengebiete allein absurde Behauptung 1 =0
nicht hinausliuft.

Unmbglich kénnen aber diese Data, so wie Boole angibt, ganz
durch Beobachtung (einer Klasse von Naturerzeugnissen) gewonnen
worden sein, indem der in der Primisse f) angefithrte Fall ade,, dass
»Wo immer die Merkmale 4 und D in Abwesenheit von E gleichzeitig
auftreten”, kraft des Gesamtsystems dieser Pramissen, diberhaupt nie
vorgekommen sein kann.

Liest man nimlich aus der vereinigten Gleichung &) diejenigen
Glieder heraus, welche die Kombination ade, zum Faktor haben, in-
dem man da, wo einer dieser Buchstaben a,d oder ¢ — nennen wir -
thn fiir den Augenblick + — unvertreten erscheint, sich den Faktor
1, = z + 2,, hinzudenkt, so ergibt sich leicht als die Gesamtheit dieser
Glieder:

ade, (be, + b,c) + abede, + ab,c,de, =
= ade, (be+ be, + bc+ b)) = ade- 1 = ade,.
In der That ist also nach der vereinigten Gleichung selbst:
0) ade, = 0, ;
d. h. der Fall konnte niemals vorgekommen sein — ein Umstand, anf
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welchen mich aufmerksam gemacht zu haben ich Herrn M. Badorff
in Baden-Baden verdanke.

Das Boole’sche Problem ist darnach eigentlich als eine Vexir-
aufgabe zu bezeichnen, und um von diesem ihrem vexatorischen Cha-
rakter befreit zu sein, hitte die Aufgabe vielmehr etwa mit den
Worten eingeleitet werden sollen: »Gesetzt durch Beobachtung einer
Klasse von Erscheinungen oder sonst auf irgend eine Weise sei er-
kannt, dass ...%

2. Aufgabe von Herrn Venn* p- 487.

Die Mitglieder eines Aufsichtsrats (Verwaltungsrats, members of a
board) a sind entweder Obligationenbesitzer b (bondholders) oder aber
Afktienbesitzer ¢ (shareholders) — d. h. also nicht beides zugleich.
Wenn nun die Obligationenbesitzer 2ufdllig alle im Aufsichisrat sind, was
folgt in Bezug auf diese und die Altienbesitzer (die b und die c)?

Auflésung. ﬁbersetzung der Data in die Zeichensprache liefert:
a=<be,+be, b<£a.
Aus diesem Primissensystem ist a zu eliminiren. Die vereinigte
Gleichung desselben lautet: .

a{be+be)+ab=0
und gibt regelrecht als die Resultante: (be+b,¢) b = 0, oder:
be = 0;
dies heisst: %ein Obligationenbesitzer ist Aktienbesitzer.

Noch kiirzer lisst die Elimination des @ aus den beiden Primissen
sich hier unmittelbar nach Prinzip II ausfiihren, den Schluss liefernd:
b=<be,+be, oder b(c+bec)=0, be =0,

wie oben.

‘Anch die beste allgemeine Methode wird so in einzelnen Fillen
durch besondre denselben angepasste Kunstgriffe sich oft nach Ein-
fachheit der Losung noch iibertreffen lassen.

~ Herr Venn verwendete die obige Aufgabe zu einem Wettstreit zwischen
emer ,Klasse“ von gut in der verbalen Logik geschulten Studirenden und

einer andern in der rechnerischen Logik bewanderten — welcher eklatant
zugunsten der letztern ausfiel '

3. Aufgabe. (Boole*, p. 118..120 und 128..129.) Das Stu-
dium einer Klasse von Substanzen habe zu den Ergebnissen gefiihrt:
Treten die Merkmale ¢ und b zusammen auf, so findet sich das Merk-
mal ¢ oder aber das d. Treten b und ¢ zusammen auf, so findet sich

§ 25. Anwendungsbeispiele und Aufgaben. 529

sowol das Merkmal a, als das d, oder beide fehlen. Sooft die Merk-
male @ und b zusammen fehlen, fehlen auch die ¢ und d, und umge-
kehrt. Gefragt, was ohne Riicksicht auf das Merkmal d von den
iibrigen ausgesagt werden kann.

Auflésung. Die Klasse der Substanzen, die ein bestimmtes
Merkmal besitzt, moge fiir die Zwecke der Rechnung hier mit dem
Namen des Merkmals selbst dargestellt werden. So fordern die Pri-
missen, dass:

ab€ed +ed, beCad+ad, ab —cd

sel. Aus diesen ist d zu eliminiren, die Resultante nach @ oder b
oder ¢ aufzulosen, das Ergebniss mit Worten zu deuten. Vereinigte
Gleichung des Primissensystemes ist:

ab (cd +¢,d) + be (ad, + a,d) + ab (c+d)+cd (a+b) =0.
Die Elimination von d erfordert den Ansatz:
a,b¢c + (abe + a,bec + ab) (abe, + abe + ac, +be) =0

zu dessen Herstellung man aus der vereinigten Gleichung blos heraus-
zulesen braucht: das von d sowol als d, freie Glied, sodann die Koeffi-
zienten, mit welchen d behaftet erscheint und endlich die Koeffizienten
von d,. Der erste Klammerfaktor zieht sich in be +ab,, der zweite
in ab+ac, + be, zusammen, wonach leicht abe als das Produkt der
beiden erkannt wird. Mithin ist unsre Resultante:

abec+ ab,c= 0.

Sie lehrt, dass die Merkmale a,b und ¢ nie alle drei zusammen auf-
treten, auch in Abwesenheit von @ und b das ¢ nicht vorkommt.
Elimination irgend eines der drei Buchstaben a,b, ¢ aus ihr fiihrt
auf: 0 =0 (z. B. des a auf be-b,c = 0). Die Resultante sagt dem-
nach genau dasselbe, wie ihre Auflosung nach irgend einer dieser Un-
bekannten. Die Auflosungen sind, wenn w, v, w unbestimmte Klassen
(von Substanzen) vorstellen, beziiglich:
a=bc+u®d+¢)=>bec+udec+c)=bc+uc,
analog
b=a,c+ve, und endlich ¢ =w (ab, +a,b),
oder in Form von Doppelsubsumtionen:
bhe€a€h e, ac-€b-Ca-+a, 0-Lcab +ap.
Sie zeigen, dass wo in Abwesenheit von b das Merkmal ¢ vorliegt,
auch @ sich finden muss; wo a sich findet aber b oder auch ¢ not-
wendig fehlen wird. Desgleichen, a und b vertauscht. Endlich wo ¢
ScHRODER, Algebra der Logik. 34
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sich findet, da muss von den Merkmalen a und b das eine ohne das
andere (muss a oder aber b) zugegen sein.

4. Aufgabe. (Jevons® p. 202.)

In einer Mannigfaltigkeit ist jedes Ding entweder ein b oder ein c,
und jedes ¢ ist ein b, wofern es nicht ein @ ist. Zu beweisen, dass
jedes @ ein b sein muss.

Beweis. Primissen sind: 1=€b+¢ und ¢c=£b+a,. Sie geben
die vereinigte Gleichung: '

b, +abe =0
aus welcher ¢ zu eliminiren ist. Die Resultante lautet:
ab, =0, oder also: a=£b

wie zu zeigen war.

5. Aufgabe — aus dem ,Moral science tripos“ von Cambridge
1879, behandelt von Jevons? p. 206. Es stehe fest, dass jedes b,
welches nicht d ist, entweder a sowol als ¢, oder weder @ noch ¢ ist;
und ferner, dass kein ¢ und kein d ein @ und b zugleich sein kann.*)
Zu beweisen, dass kein @ ein b ist.

Beweis. Die Primissen in Formeln eingekleidet lauten:

bd, =< ac + a,c,, ¢ < (ab),, d = (ab),,
und geben die vereinigte Gleichung:
(@c, + a,0) bd, + abe + abd = 0.
Elimination von d aus dieser gibt:
abc+ab (ac, +a,6) =0, oder abe+ abe, = 0,
und hieraus Elimination von ¢: :
ab=0,
d. h. kein a ist b, wie zu beweisen war.

6. Aufgabe. (McColl® p. 21.)
Es sollen z und y eliminirt werden aus den Primissen:

az,<Cc+dy, bz=Lc+dy+e, ab<atct+de, a+btc£Lx+ty.

*) In Gestalt von ,neither ¢ nor d is both @ and b gibt Jevons (evéntuell
schon der Aufgabensteller) diesem letzten Teil der Aufgabe einen inkorrekten
Ausdruck. Es miiste heissen: ,neither any ¢ nor any d is...“. Denn in der
angegebenen Fassung wire der Sinn unstreitig der, dass weder alle ¢, noch alle d,
a und b zugleich sein konnten, und wiirde das Problem, nach den Methoden des
§ 41 behandelt, nicht die verlangte Konklusion, vielmehr nach Elimination des ¢
und ¢ nur die Resultante: a, + b, &= 0 oder ab == 1 liefern, welche blos lehrt,
dass es Dinge gibt, die nicht ¢ und b zugleich sind.
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Auflésung. In der vereinigten Gleichung:
aclxl (dl + yl) + bclelx (dl + yl) + alblcl (dl_l_ e) xl + (a + b + c) xlyl = O
kommt y nur als y, in der Form 4 + By, — 0 vor, weshalb als
Resultante der Elimination von y anzusetzen ist 4 — 0, d. h. die
Glieder, welche y, zum Faktor haben, sind einfach wegzulassen. Um
aus dem Riickstande:
bedex +{acd +abyc (d+e)}z,=0
noch z herauszuwerfen, hat man alsdann das Produkt der beiden Koeffi-
zienten gleich O zu setzen, welches augenscheinlich gibt:
de =0, oder ab<c+d+e.

abcn 11

1. Aufgabe. (Boole* p.237)

Eine Anzahl Tuchmuster lieferte bei der Untersuchung folgende
Regeln: 2 ;

Jedes weiss (w) und griin (g) gestreifte Stiick war auch schwarz (s)
und gelb (¢) gestreift und umgekehrt.

Jedes rot (r) und orange (a) gestreifte Stiick war auch mit blau (b)
und gelb gestreift, und umgekehrt.

Was kann ohne Riicksicht auf gelb geschlossen und iiber griin
ausgesagt werden? :

Auflosung. Die Data sind:

wg = se, ra = be,
sonach in vereinigter Gleichung: :
wg (s,+e)+se(w +g)+ra® +e)+be(r,+a)=0
woraus e eliminirt: :
: wgs, +rab, + (sw, + sg, + br, + ba,) (wg +ra) = 0
oder
ra (b, + sw,) +w (s, + br, + ba,) g+ rasg, = 0.

.Die Resultante der Elimination von g liuft auf die Nullsetzung
des ersten Terms hinaus: .

ra (b, +sw)=0 oder ra<b, ras=<w.

Unabhiingig von gelb und griin ist also lediglich zu schliessen:
dass rot und orange gestreifte Muster auch blau, sowie rot, orange
und schwarz gestreifte auch weiss gestreift sein miissen.

Mit Riicksicht hierauf ldsst sich nun der erste Term der obigen
von e freien Endgleichung unterdriicken, und gibt dieselbe nach der
Unbekannten g aufgelost leicht: :

g=ras+ufw, +s (b +ra)},
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d. h. die griin gestreiften Muster bestehen aus allen, die zugleich rot,
orange und schwarz gestreift sind, nebst einer unbestimmten Menge solcher
(keinen, einigen oder allen solchen), die entweder nicht weiss gestreift
sind, oder die schwarz, und zugleich nicht blau oder rot nebst orange,
gestreift sind.

Bequemer wird sich dies in Gestalt der Doppelsubsumtion beschreiben
lassen, welche darum fiir die Einkleidung der Losung den Vorzug verdient:

ras < g < w, +s (b, +ra)
und-zu erkennen gibt: dass die zugleich rot, orange und schwarz ge-
streiften Muster auch griin gestreift sein miissen. Jedes griin ge-
streifte Muster aber muss, falls es nicht weiss gestreift ist, sicher
schwarz und entweder nicht blau, oder rot nebst orange gestreift sein.

Es versteht sich, dass vorstehend ein jeder Buchstabe nicht das
Merkmal der betreffenden Farbe, sondern die Klasse der mit diesem Merk-
mal behafteten Objekte in unsrer Mannigfaltigkeit — der Tuchmuster —
vorzustellen hatte. —

Man vergleiche auch die Losung vorstehenden Problems nach Peirce’s
Methode in § 27. Das Problem ist auch behandelt von Grove (Educatio-
nal Times, April 1881), Miss Ladd! p. 55.. 57. :

8. Aufgabe. (Lambert? I, 14)

Wenn die z ohne die a einerlei sind mit den b, und die a ohne
die z zusammenfallen mit den ¢, wie driickt sich z dureh a, b und ¢ aus?

Auflésung. Data sind:

4z =>5 und az =ce,
also in vereinigter Gleichung:
abz+(a+2,)b+acs, +(a,+ ) c=0.

Durch Elimination des z ergibt sich zunichst die Relation:
ab+a,c+(ab +c)(b+ac) =0, oder: ab+ ac+bec=0, oder:
ab+ac=0
— vergl. Th. 1) des § 18 — wonach die Gleichung sich vereinfacht zu:
z (4,0, + ¢) + x, (ac, +b) = 0

und nach z aufgelost gibt:
z=ac,+b+u(a+b)c =ac+b,

indem der unbestimmte Term eingeht.

In Anbetracht, dass be — 0 ist, also b = be, + be = be, gesetzt
werden kann, lisst sich dem Ergebniss auch die Gestalt geben:

z=(a+d)e !

und lehrt dasselbe: die Klasse 2 besteht aus den a und den b, mit
Ausschluss der ¢ (was wir in § 23 mit z—a+b— ¢ dargestellt
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haben wiirden, wonach es mit Lambert’s Ergebniss buchstiblich iber-
einstimmte). ;

Wie Herr Venn' p. 272 bemerkt, besitzt vorstehende Aufgabe ein ge-
wisses historisches Interesse als einer der frithesten Versuche, logische Auf-
gaben rechnerisch (in Symbolen) zu ldsen, und reiht sich unter dem gleichen
Gesichtspunkt hieran auch die folgende von Lambert behandelte Frage.

9. Frage. Wenn ad = be ist, lisst sich alsdann schliessen, dass

=% sein miisse, d. h. wenn die ¢ mit den d die nimlichen Individuen

gemein haben, wie die b mit den ¢, muss dann jede (rc?sl'). iib.erha.t'lpt eine,
resp. eine bestimmte) Klasse, welche durch b determinirt sich in a zu-
sammenzieht, sich decken mit jeder (resp. etc.) Klasse, welche durch d
determinirt ¢ gibt? : : :

Wie in den Klammern schon angedeutet, unterscheiden wir mehrerlei
Auffassungen der Frage, fiir welche alle sie verneinend zu beantworten
sein wird. Herr Venn L c. konstatirt einen Irrtum Lambert’s, Yvelc-her,
obwol die Nichthebbarkeit beiderseits iibereinstimmender Faktoren in einer
Gleichung schon bemerkend, doch mehr als einm@l annehme, daz_;s es sich
also verhalte (die Frage nimlich zu bejahen sei). Indessen gibt Venn
selbst, unter Ausserung berechtigter Zweifel, eine unnchtluge Beantwortung
der Frage, indem er ihre Bejahung an die Bedingung kniipft, c_la.ss a=c¢
und b = d sei — was sich bei einer jeden der Auffassungen ?ucht gerade
als notwendig, eventuell als nicht hinreichend, _hera.uss.tellen wird.

Um dies alles aufzuhellen, sei die Frage auch hier behandelt, obwol
sie nicht ganz in den die iibrigen Aufgaben umschliessenden Rahmen p.ass.t:
wir wiinschten mit § 23 die inversen Operationen des I.Ia.lkuls endgiiltig
aus unserer Disziplin ausgemerzt zu };atbzn, 1:woe,sl]l{a.lb wir denn auch die
Untersuchung auf gegenwirtigen Konte eschrinken. ;

Zur Urierschgding vr:;g General- und Prinzipalwert des Quotienten
greifen wir auf die Bezeichnungen des § 23 zuriick.

Die Pramisse, rechts auf O gebracht lautet:

ad (b, +¢) + be (¢, +4,) =0,
oder links nach a,b, ¢, d entwickelt
ad (b,¢, + b,c + be,) + be (a,d, + a,d+ ad,) = 0; |
sie leugnet also die Existenz von sechsen der sechze.hn -zwischen a,b, c,'d
und ihren Negationen iiberhaupt denkbaren Kombinationen, welche die

Mannigfaltigkeit 1 der Moglichkeiten zusa,m_mensetzen, wogegen sie iiber
die zehn iibrigen Kombinationen derselben nlcht§ aussagt. Tt
Soll pun dberhaupt ein Wert von a ::.b ilb_m:emstlmmen m_lt einem
Werte von c::d, so miissen zunichst die beiderseitigen Valen%bedmgl.m.gen
erfiilllt sein, welche lauten: ab, =0 und cd, = O %m (li)ml verem;it:
Gloichung der letztern ab, + ¢cd, = O nach allen vier Symbolen znh :
wickeln, wird man am besten das Th. 33 ,) links anwenden, wonach sie

die Form annimmt:
ab,cd, + ab, (¢, + d) + cd, (@, +b) =0,
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also
abed, + ab, (¢,d + ¢,d, + cd) + cd, (a,b + a,b, +ab) = 0.
[Hatte man statt dessen jedes ihrer beiden Glieder mit der Entwickelung
von 1 nach den beiden andern im betreffenden Glied nicht vorkommenden
Symbolen gemiss Th. 34,) multiplizirt, so wire der Term ab,cd, unnétig
zweimal angesetzt worden.] Versammelt man nun hieraus diejenigen
Glieder, deren Verschwinden durch die Primisse nicht ohnehin carantirt
ist, so bemerkt man dass es die folgenden dreie sind: ab,cd,, ab,c d und
4b,cd. Darnach ist b,d, (ac+ac,+ac) = 0 oder bd, (a+¢) =0,
das heisst:
a+c£b+d

die notwendige Bedingung dafiir, dass ein Wert von @::b nur iiberhaupt
mit einem solchen von ¢::d Ubereinstimmen konme. Da schon diese
Bedingung im allgemeinen nicht erfiillt ist, und, wie erkannt, ganz und
gar nicht in der Voraussetzung liegt, so wird die gestellte Frage fiir jeg-
liche Auffassung derselben zu werneinen sein.

Nehmen wir nun aber ausser der Primisse ad = be auch noch diese
Forderung « + c£<b+d als erfillt an, so ist uns mnicht nur letztere,
sondern sind auch die Valenzbedingungen « <0b und ¢ < d selbst ge-
sichert, und ausser diesen stipulirt die Primisse nur noch, dass

bd (e, + ac) =0 oder bd(a+ ¢) < ac
sel. Die so erweiterte Primisse liuft also auf die drei Voraussetzungen:
a<h, c£q, (a4 c)bd =€ ac
hinaus, deren vereinigte Gleichung das Versehwinden von neunen jener sech-
zehn Konstituenten festsetzt — die im bisherigen sich auch angegeben finden.

Unter dieser Annahme kénnen wir nun weiter fragen, ob, oder unter
welchen ferneren Bedingungen auch jeder Wert von @ :: b mit jedem Werte
von c¢::d iibereinstimmen wird?

Dies ist nur moglich, wenn diese beiden Ausdriicke eindeutig ausfallen,
nimlich selbst nicht schon mehrere unter sich verschiedene Werte umfassen.

__Fir den Generalwert des Quotienten von ¢ und b hatten wir in § 23,
n) den Ausdruck:

@::b=au+(a+0b)u
und soll dieser von unabhiingig ausfallen, so muss fiir beliebige u,v sein:
@t +(a+5) u=av, + (a + b,) v,

was rechts auf O gebracht: a,b, (uwv, + u,v) = 0 gibt und fiir Jjedes Worte-
Paar u, v nur bestehen kann, wenn selber ab, =0 ist — vergl. unten
Studie 21 Da nun ohnehin ab, = 0 nach der Valenzbedingung war, so
haben wir alsdann ab, + ab, = 0 oder bb=0, d b. b—=1 und wird
a::b - @®:: 1 =a sein missen. Analog d — 1 und ¢:7d =e¢.

Die obige Frage wird demnach sich nur bejahen lassen, wenn

¢=c¢ und b=¢g=1

ist; mithin war hier Herrn Venn’s Entscheidung, bei welcher b — @ noch
unbestimmt blieb, nicht ausreichend.
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i i b oder wann vielleicht
osserem Interesse erscheint t!xe Frage, o ; .
die Ggm% der Werte von a@::b sich deckt mit der Gesamiheii der

22 d? : : :
Wert;)iev:: g‘rleiehheit @::b—=—c::d tritt nur dann und sicher dann ein,

wenn unter der oben stipulirten Annahme die Gleichung:
a+ub, = c+vd,

fiir ein beliebig angenommenes u erfiillbar ist durch ein v und fiir ein -

irgendwie angenommenes v erfiillbar ist durch gewisse v — vergl. § 23, ).

Letzteres tritt ein, wenn fiir die
(a+bu) e, (@+v)+aO+mu)(c+ dv)=0

(rechts auf O gebrachte) Gleichung:

die Resultante der Elimination des »:
ac,d+ abe+bcdu+acu, =0

i i ultante auch seiner
osbar i h. wieder, wenn nur die Resu .
a‘E‘iﬂo'Sbaéoxlxs th?earillllsu:arf'd-ﬁ]lt i‘:tl. A’ls die ggsuc?lte Bedmg::bgtf:)m:: ::;
hiér;m;:l? sehlechtweg die Resultante dér Elimination von w 2¢bs
i i also:
obigen Gleichung, e
welche laut Primisse schon ohnehin erfiillt lSt.d' i3
nzbedingungen von-a::b u.n‘J cl.l. ¢
der Primisse ad = be erweiterten Vorausselzungen .Wll‘l“d f?lfg})uf_ 2 :,rd
flllln :rausrai]:tzterer auch auf die Geltung der ,,Progiorhonvoz‘;ssetmnéen'
- hli rlaubt sein, indess auch nur unte}' esen I
= s‘:F o t:ir endlich. ob oder wamn auch die Haulgtweﬂf o e
seitige;a %(;]t)tienten iiber(;instimmen werden, d. h. wann in unsr

a ¢

irklich a:b=c:d oder—b—=2, : . '

i - elc:he ja die Frage gar keinen Sinn haben wiirde!
ol s mit der Forderung, dass

— eine Gleichung,
Unter den durch Zuzug der Vale

sein wird? — unter ebendiesen

tzungen ; ;
Voraul\sl':z}f n)g dés § 23 deckt sich die

—_— _—.0’
a+b, — c+d, oder (a+b)d+ab(c+d)=
1

i i inks fortfallen
sei. Da laut Préimisse schon zwei von den vier Termen link A

reduzirt sich dies auf die Forderung: il
bcd+ abd, =0 oder (a+a,)b,c,d+a,b(c+c,)d, ,
(I | 1 1

i ich wegheben.
worin nach den Valenzbedingungen abermals zwel Terme sich weg

Es bleibt die Bedingung:
a,c, (b,d+bd) =10, oder. b+d£a :;:;:in .
durch welche den neun schon. vex:schmnlt)iend:;r .Kons
weitere zugesellt werden. Schliesslich haben - s
adLc£La€bte, Dbe€ak

i ie Bejahung der
als den Inbegriff der erforderlichen Bedingungen fiir die Bej g

a c
Frage, ob e d_?
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10. Aufgabe. (Vemn! p. 267)

Aus einer gewissen Klasse von Gegenstiinden liest eine Person
heraus (picks out) die z, welche z sind und die Y, welche nicht z sind.
Aus dem Riickstande scheidet eine andere Person aus die z, welehe y
und die z, welche nicht y sind. Man findet, dass nur die z, welche
nicht z sind, diese aber simtlich, fibrig bleiben.

Was kann alsdann iiber die urspriingliche Klasse — moge sie
heissen — ausgesagt werden? ;

Aufldsung. In die Zeichensprache iibersetzt lautet die Primisse:

w (@2 +yz), (cy + y), = 22,

— vergleiche das iiber die Ausschliessung, Exception in §23 S. 495
gesagte.

Nach meinem Th. 46) stellt die linke Seite sich dar als:

w (xlz + ylzl) (Zly + xlyl) =w (xlylz + xlylzl) = w\xlyl'
Es lautet also die Gleichung:
zZYyw = z,z2,

wobei die linke Seite zu erkennen gibt: der Erfolg der zweimaligen

Ausscheidungen war einfach die Beseitigung der z und der y aus der
Klasse der w.

Da nun die Gleichung, rechts auf 0 gebracht, aussagt:
LYz+ xy,zw + x,2w, = 0, =
so haben wir erstlich als Resultante der Elimination von w die Relation:
%Yz =0 oder yz=Ly,

d. h. alle y, welche z sind, mussten auch z gewesen

sein, und zweitens
haben wir als Aufl6sung:

W=2zz+u(z+ y)
bei unbestimmtem u, oder:

rekwEr+y+ 2z, .
d. h. die Klasse w musste sicherlich dje 2, welche nicht z sind, alle
enthalten haben, und konnte nur aus Individuen der Klassen z,y

und z zusammengesetzt gewesen sein — was auch unmittelbar als
selbstverstéindlich einleuchtet,

11. Aufgabe. (Mec Coll, Math. Questions ete. from the Educa-
tional Times, Vol. 31, p. 43 und 44, auch gelost von Herrn Lloyd

Tanner.)

Durch Beobachtung sei erkannt, dass sooft die Ereignisse a und b
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zusammen eintreten, denselben allemal folgt’*) d.as Erfaigl.nss ¢, des-
gleichen das d oder auch e, ferner: dass, sooft du.a Erelgmsse.d t.md e
beide eintreten, ihnen allemal vorhergegangen®) 1.st das Erelgmgs (tz,
oder auch b nebst c. Wann kénnen wir (aus dem Eintreten oder Nieht-
eintreten der Ereignisse a,b, ¢ oder d) schliessen erst.ens, (-1a.ss_ e ge-
wisslich eintreffen wird, und zweitens, dass e sicher mclft eintrifft?
Auflésung. Die Data lauten (wenn a ge.deutet wird als Klasse
der Fille, wo das gleichnamige Ereigniss eintritt, ete.):
ab<c(d+e), de<£a-+be,

ab(c,+de)+a, (b+c)de=0,

woraus durch Elimination von’e zunfichst zu ersehen ist, dass abe, =U (3
oder ab=<¢, d.h. das Zusammentreffen. von @ und b stetsd von (;: ;,;l
folgt ist, wie dies auch schon die Priimissen statuirten, sodann u .
Auflosen der restirenden Gleichung nach der Unbekannten e, sowie e,
ich ergibt:
= Zgbd,=ée=éa+bc+d,, a,d (b,+c,)=ée,§a,+b,+d. .

Die ersten Teile von diesen Doppelsubs’umtlox.len enthalten dlZ
Antwort auf die gestellten Fragen: e tritt si.(.:he'r ein, wenn @ unn .
(und ¢) ohne d eintreten, und e tritt zuverlas.mg m'cht ein, wen
eintritt und entweder ¢ und b, oder @ und ¢ nicht eintreten.

oder:

12. Aufgabe. (W. B. Grove, Educationa.l Timea's 1. Fc}albrf.t 1;8118:;
6616; Miss Ladd! p. 54.) Die Mitglieder einer wissenscha dc i
Gesel’lschaft zerfallen in drei Abteilungen (Sektionen) a, b, ¢ Vofl.ll (:;de
jedes Mitglied mindestens einer angehtren muss, und gelten folg
Besn%!;'m:lgeins.ektion a aber nicht der Sektion b angehort, (!esgleichen
wer der b und nicht der ¢ angehort, en(?lich wer der Se:;t:onfcn:b::
nicht @ angehort, darf der Gesellschaft einen Vortrag halten, fa

i i bezahlt hat, aber sonst nicht. ; :
Seme’llﬂif e}il;lag der Sektio’n a aber nicht ¢, ¢ aber nicht a, b aber
b

nicht @, Angehorende, darf den Mitgliedern ein Experiment vormachen,
, i icht.
i Beitrag gezahlt hat, sonst nic v
= Je:d:: n;z;:glied mgufs jihrlich den iibrigen Mitgliedern entweder

einen Vortrag halten oder ein Experiment vormachen.

" #) Meines Erachtens miissten diese Verba des zeitlichen .Folg.éns ;nde:;l;er-
egangenseins wol durch ein auf eine Begleiterscheinung h_mwelsex‘n)e es ]i:h d::;
fviz ,glit denselben Einhergehen* ersetzt werden — so wenigstens bezig
I

Ereignisses c.
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Gesucht der Minimalzusatz zu den Bestimmungen, durch welchen
Jedes Mitglied gezwungen wiirde, entweder seinen Beitrag zu zahlen
oder seine Mitgliedschaft zu verwirken. :

Auflosung. Sei 1 die Klasse der Mitglieder, z die Klasse derer,
die einen Vortrag halten miissen (sonach auch diirfen), y die Klasse
derer, die ein Experiment vormachen miissen, z die Klasse derer, die
ihren Beitrag bezahlt haben.

Dann garantiren die bisherigen Bestimmungen schon dass:
a,b,c,=0, (ab+bc,+ca)zs, =0, (ac,+ac+ab)ys, =0, zy =0
ist, und handelt es sich darum, hinzubringen, dass 7, ausgeschlossen

werde aus allen den Teilen der Gesamtheit 1 der Mitglieder, aus denen
- es nicht bereits ausgeschlossen wurde, nimlich aus der Negation von:

a,b¢, + (ab, + be, + a,6)  + (ac, + a,b + a,0) Y+ z,y,.
Diese ist:
(@+b+¢) (abe + a,bc, + ) (ac + abe +y,) (z+vy)

in Anbetracht, dass der Koeffizient von z vollends nach a entwickelt sich
als @ (b, +¢,) +a, (b +c) darstellt, wiihrend der von y als ac, +a, (b + c)
schon ebendarnach entwickelt ist, wonach die Negationen dieser Koeffizienten
sich sofort als abe + @,b,¢ resp. ac+ a,b,c, nach meinem Th. 46 +) ergeben.

Hier sind nun zunichst die beiden Terme a,b,¢,, als in ihre Negation

“+b+ ¢ zu multiplizirende fortzulassen. Darnach gibt das Produkt der
beiden mittleren von den vier Faktoren:

abe +acz, + abey, + 2,9,

wovon der letzte Term als Negation des nachfolgenden Faktors z -+ Yy zu

unterdriicken, der vorletzte vom ersten absorbirt wird. Dann erhalten wir

durch Ausmultipliziren leicht: gbe (z+y)+ acxy, wobei jedoch statt x4y

genommen werden kann: z + 2,y und dann der vom zweiten dieser Glieder

herriihrende Term in dem letzten Gliede eingeht
Es bleibt:

abex + acz,y
als Ausdruck jener Klasse, von welcher 2, auszuschliessen wire.

Daher ist der gesuchte geringste erforderliche Zusatz zu den Be-
stimmungen dieser:

ac (bz + x,y) 2, = 0,
d.-h. ,Wer seinen Beitrag nicht gezahlt hat, kann nicht allen drei
Sektionen zugleich angehdren und einen Vortrag halten, desgleichen
kann er nicht den Sektionen g und ¢ gleichzeitig angehdren und ohne
Vortrag zu halten ein Experiment vormachen¥,

i Hitte man oben die Koeffizienten von 2 und y mittelst Ausmultipli-
zirens von (a, + b) (b, + ¢) (¢ + @) resp. (a,+c) (a +b,) (a + ¢,) negirt, so
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konnte diese Aufgabe schon in § 18, als %) gebracht werden, da sie eine
Elimination oder Berechnung einer Unbekannten nicht erforderte.

13. Aufgaben. Unter dieser Nummer geben wir eine Reihe von
leichteren Rechnungsaufgaben. .
i i i — } 1, 16se sie alsdann
o) Man bringe die Gleichung # = a rechts auf Null, °
system?atisch nach z auf und iiberzeuge sich, dass der unbestimmte Term
eingeht.
i = imini d berechnet]
Aus der Gleichung az+b = 0 soll z eliminirt [un. i
werde‘i). Auflésung:, die Resultante ist: b =0. [Darnach wiirde sich be-
rechnen: z = ua,, d. h. z =< a,]

7) Analog z und y aus der Gleichung

ar+by+c=0 : - -3
zu eliminiren etec. Resultante: ¢ =— 0. Berechnen wiirde sich darnach:

€ —ua, y=vb, oder z=<a, y=£b,.

d) Wemn ¢ = b und b = ya, so ist durch Elimination von » und y

zu zeigen, dass ¢ = b sein muss. : :
Agnst;.tt das systematische Verfahren a.nzuvgenden, kann man hier auch
mittelst Durchmultiplizirens der Primissen schliessen, dass

ab = zbb —=2b=a, ba=yaa=ya=—"0, sonach ab=a=1"D

sein muss.

s) Aus ax = b das z zu eliminiren und zu berechnen.
Resultante: ¢,b = 0, Ldsung: 2 = b+ ua,, resp.
b<a, bL£z£<b+a,. £
“ Durch beiderseitiges Multipliziren der Primisse mit ¢ und Vergleichung,

i = i ; doch gibt das syste-
erkennt man auch direkt, dass ab =0 sein muss; do
matische Verfahren die G(,ewissheit, dass man hiermit die volle Resultante

besitze.

¢) Nach z- aufzulosen die Gleichung:
(ab + a,b,)  + (ab, + a,b) 7, = 0.
Auflssung: z — ab, + a,b. [Resultante: 0 = 0.]

n) Desgl. ab,z+ (ab,+ab)z,=0. Aufl. z= ab +ab+uab.
9) Man zeige, dass aus der Gleichung:
(6, +c)z+ (ac+ab)z, =0, wo abec+abe=0
llig ei ig’ i Man sieht: die
in wi ich © = ac+ a,b vollig eindeutig bestimmt. X
i;:llin;l:g’ Ss.ujihfi:; in '¢) des I§ 21 braucht nichf. etwa analytisch erﬂitltl:: zu
sein, sondern es geniigt, wenn sie nur erfilllt ist kraft der Resultante;
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- ;) (Izafegei :‘;}rc (b. + ch) z+a,(b+c)z, wo a, (be, + b,c) = 0, wird
= irge i i
liegen lk(’innen. gentiwio " zwischen iia, (b ¢) und o (b+ ¢) +be

%) (Boole?) Aus ab+ zab, + i

% L 1 +9a,b + a,b, = 0 eliminir

s D:]e Besfultante. heisst ab + a,b, = d, oder 4 — b, b= ; .m;;ilt al;?’,ﬁ?{:.k-

g arauf vereinfacht die Gleichung sich zu za + ya = 0, woraus
@, Yy =va oder =€ a,, y =€ a sich berechnen wiirde,

1) Das Gleichungenpaar nach # aufzuldsen:
a=ab+z(a+d), b=ab+a (a+D).

Die Wurzel ist: 2 —
16 Wurzel ist: 2 = ab, +u(a+0,), und ergibt sich keine Relation

zwischen ¢ und b, Dj 5 : 3 c
vergl. § 18, o). 1e zweite Primisse deckt sich mit der ersten —

©) (De Morgan? p. 123 3
,,Jec.les @ ist b oder ¢ uI1)1d jedgs cZi:t ch?‘g‘;:;}n dgs}jl . e mon
zwele der drei Klassen a,b, ¢ gezogen werden kazn P e

Aufls . :
Gleichuzg OS%’ﬁiﬁn ‘Z’é b+e¢, c<a gibt abe +a,c =0 als vereinigte
. ation von ¢ allein, desgleichen von ¢ fiir sich, fii?lrt

augenscheinlich nur auf 0 — 0, al i
blos auf die zweite Priimisse zin'?icsk.d g

v) Venn® p. 13. Die Data zu vereinfachen:

x%yz+y. (= yl-l-z), a;yz:éw’ wrys —

Resultat: 2y =0

14. Aufeab A
angepasst). gabe (nach Venn! p. 270 den deutschen Schulverhiltnissen

Wir beschrinken unsre A
4 ; . ufmerksamkeit (confi
die Schiiler der Mittelschulen einer Stadt als d.EL sin(lll'e 2 g
@ = Gymnasiasten und @, = Realschiiler.
: v;{elche Hebrﬁisch und ¢ die welche Englisch hatten,
r't ategox:le z der bei den Promotionspriifungen durch-
i sitzen bleibenden oder nichtpromovirten Schiiler bekannt
5 — was der Leser sich leicht in Worte fasst:
. z =€ ab, + a,c, arz<b+c, cx£ab
ist. Man ermittle diese Klasse.

Aufliisung.

Bedeutet 3 di
so soll von d
gefallenen, der

Unschwer iiberzeugt i
. ; man sich, d
welchen 2 in der vereinigten Gleichung erhilt: 08 o R

ab + ac, + abe, + a,c + be=1

ist, und diese sich- 2u: x = 0 vereinfacht

virt, worden. Mithin sind alle promo-
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15. Aufgabe. Venn! p. 268 — desgleichen. :

Bei einer andern Schiileraufgabe bedeute z die Knaben, z, die
Midchen, @ die primiirten, b und ¢ die an einem bestimmten Unter-
richtsgegenstand, z. B. Griechisch resp. Literaturgeschichte teilnahmen.

So soll aus der Angabe: .

a=bx + cx,
die Unbekannte z berechnet werden.
Auflésung. Man findet:
z = ac¢,+ a,c+u (ab+ab),

wo % unbestimmt; d. h. die Knaben zihlten zuverlissig in ihren Reihen
die simtlichen primiirten Schulkinder, die nicht Literaturgeschichte
hatten nebst den nicht primiirten Schulkindern, die Literaturgeschichte
hatten; zudem vielleicht irgendwelche pramiirte Kinder die Griechisch
hatten sowie ev. nicht priamiirte Kinder die kein Griechisch hatten,
doch jedenfalls keine andern.

16. Aufgabe. Venn! p. 262 — auch Math. Quest. Vol. 34,
p. 35 und 36. (Losungen von Harley, Matz, Mec Coll, Genese,
u. a) Bei einem Klub bedeute

x = Mitglied des Finanzausschusses (financial committee)-

= der Bibliothekskommission (library o o)
gi— - des Verwaltungsausschusses (general e

so sollen die folgenden (in Worten zu gebenden) Klubregeln:
z£z, ys<z, axy=0

vereinfacht werden.

Auflosung. In der vereinigien Gleichung:

? xz,+x,yz+xy=0

lisst zuerst der Faktor z, sich unterdriicken — indem man in den
beiden letzten Gliedern linkerhand sich y als gemeinsamen Faktor
ausgeschieden denkt und in der Klammer das Th. 33,) Zusaiz an-
wendet, die Klammer hernach wieder auflosend. Alsdann aber lasst
unmittelbar das Th. ¢) des § 18 sich anwenden und entsteht:

zz,+yz="0 oder z=<z mnebst yz=0,

was wieder in Worte zu fassen. _
Venn findet dies mittelst ,Entwickelung“ der einzelnen Teilaussagen

nach #,y und z und nachheriger Zusammenziehung der Ergebnisse, welch
,is purely a matter of tact

letztere, wie er nicht ganz unrichtig bemerkt
and skill, for which no strict rules can be given®.
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17. Aufgabe. Venn® p. 14.
Gegeben:
a€bte, b£c+d, c£<d+a, d<a+b.
Welche Bedingung muss mindestens hinzugefiigt werden, damit
ab=<d sei?

Auflésung. Die Forderung abd, = O gibt, nach allen vier Sym-

bolen entwickelt:
abed, + abed = 0.

In der vereinigten Gleichung der Priimissen:

abe, + bed, + cda, +dab, — 0

B
ist aber das einzige Glied in welchem abd, als Faktor stecken kann,
weil es von a, sowol als b, und d frei ist, das zweite, und dieses garan-
tirt, dass abed, + abe,d = O ist. Demnach ist der zweite Teil der
entwickelten Forderung bereits ohnehin erfillt, und braucht nur mehr
noch stipulirt zu werden, dass: abed, = 0, das heisst abe =< d sei. —

18. Aufgabe. Man eliminire und berechne z aus der Sub-
sumtion:

4z +bx,+c<az+ Bz +yp.
Auflésung. Homogen gemacht lautet dieselbe Primisse:
(a+c)z+ b+ )r, <€ (a + p)z + B+ )z,
und wird dieselbe rechts auf 0 gebracht, indem man ihre linke Seite
mit der Negation der rechten multiplizirt. Nach den Theoremen 38),
36) und 46) lisst sich dies unmittelbar hinschreiben in Gestalt von:
(@a+c)je,y,z+ b+ ¢)B,y,x, =0,
woraus nun als Resultante der Elimination von z folgt:
(ab+c)a,By, =0, oder ab+c¢ =< a+.ﬁ+?,
und als Auflssung:
z=(b+c)By, +uag(«+ 7);
oder in Form einer Doppelsubsumtion beides vereinigt:

b+oBy,<r€ac, +a+yp,

(a+c)ay, €z, €be+p+yp.

oder auch:

19. Aufgabe.

Eliminire und berechne z aus der Gleichung:
az+bz, + ¢ = ar+ Bz +y.
Auflésung.

Rechts aut O gebracht und homogen gemacht lautet
die Gleichung: '
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{(@+0)ep +ace+))z+ (G+fy+beB+piz =0,
woraus die Resultante folgt:
(ab+©) e By, + (abe,f+abap)ey, + abe(af+y)=0
und die Auflosung: ;
o= {(b+)By+hoB+7)) +ula+c+ay) @ +aty)

He b +6)By, +beB+7)€a€(@to)(e+y)+aqan..

20. Aufgabe. Die Gleichung b= za +ya, nach z und y auf-
zulosill.xﬂ’ésung. Rechts auf O gebracht lautet die Gleichung:
a(bx + bz, + a,(by +by,) =0- L
Der erste Term, gleich O gesetzt, ist die Re'sultante del;e Ed Imga;i:])i-
von y, ebenso der zweite, gleich O gese{tjztl,) (li:e B{;esulz:ﬁ diee;dentitat .
i iminati ider Unbekannten
nation von z. Da Elimination bei 2 : . o
i nd b keinerlei Relation zu be
— O fithrt, so braucht zwischen a un : e .
(s)tehen- uvielr’nehr konnen diese beiden Gebiete vollig nach Behebez
an.geno’mmen werden. Auflosung der ersten Resultante nach z, un
der letztern nach y, gibt endlich: ;
z — ab + u(a, + b) = ab + u(a, + ab) = ab +ua,,
y —=ab+v(a+b) —=ab+v(a+abd)=ab+va,
' - - =
fiir willkiirliche u, v. In der That stimmt die Probe:
b = (ab +ua)a+ (a,b +va)a, -
und ist damit, wenn man nur noch die Namen a, b durch z,y ersetzt,
die Formel des Th. 42) systematisch aufgefunden.

21. Studie. Soll es mindestensv einen Wert von z geben, fiir

welchen die Gleichung besteht:

az+bz, =0, -
0 sein. Welche Relation aber
g fiir jeden
ist auch nicht schwer zu sehen.

3 e

— haben wir gesehen — muss @ . i
Z(i)e Koeffizienten a, b erfiillen miissen, weni die Gleichun
Wert von z Geltung haben soll,

i : a+b=0, Gabss : ;
gleﬁ‘?l:; lg)tej;i'zientm miissen dann beide schon einzeln gleich O sein.

i —— 1 SOo-
wilie fl] = ) W otwe ‘I u € III“e (le l‘e‘l"l une

0 nebst b — O liefert, und das geniigt auch, um die Gleichung zu
a=0n = :
einer allgemein geltenden Formel zu machen.
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Avalog musste bekanntlich abed — 0 sein, wenn es ein Werte-
paar von z und y, oder auch deren mehrere, geben soll, fiir welches
die Gleichung:

azxy + bzy, + czy + dzy, =0
richtig wird. Soll diese Gleichung aber fiir jedes Wertepaar z, y, soll
sie allgemein gelten, so ist:
a+b+ec+d=0
dafir die notwendige und hinreichende Bedingung; wieder miissen
dann also alle Koeffizienten fiir sich verschwinden, je den Wert O haben.

Behufs Nachweises bilde man aus 1, 1,0, 0 alle erdenklichen Werte--

paare (1,15 1,0; 0,1; 0,0) und setze sie fiir z und y — oder auch:
man erteile nur dem y die Werte 1 resp. O und verwerte fir die
stehen bleibende Gleichung in z, die dann noch fiir jedes z wird

gelten miissen, das Ergebniss der vorhergehenden ﬁberlegung.
Analog fiir noch mehr Variable,

22. Aufgabe.
Die Gleichung:

auv + buv, + cu,v + du,v, = abed + w(a+b+c+d)
ist, wie wir in § 19 unter Th.
w erfiillbar durch gewisse Wert
u, v erfiillbar durch gewisse .

Es soll die Bedingung (Relation zwischen @, b, ¢, d) dafiir au.fgesuci]t
werden, dass diese Gleichung auch fiir ejn irgendwie angenommenes Werte-
paar v, w bestehen (d. h. durch ein erfiillt, nach « aufgeldst werden)
konne, resp. fiir ein beliebiges Wertepaar u, w (erfiillbar sei durch ein ).

_ Auflésung. Man eliminire zundichst » aus der rechts auf gebrachten
Gleichung. Als Resultante stellt sich nach einiger Rechnung heraus:

ab,(c+ dyuw + ab(c, + d)uw, + (a+b)e, duw + (a, +b,)edu,w, = 0

und da dieselbe nun fiir Jedes irgendwie gedachte Wertepaar u, w Geltung
haben soll, so muss — of, vorige Studie — sein:

@b, (c+d) + ab(e, + @)+ (a + b)e,d, + (@, +b)cd =0,
das heisst:
@+b=c+d nebst ab=cd.

Die Resultante der Elimination des » e
aber, indem man vorstehend %
deren allgemeiner Geltung in

t rgibt sich analog, bequemer
mit » und zugleich b mit ¢ vertauscht. Zu
v, w wiirde sonach erforderlich sein, dass:
) ' o @+c=b+d uwnd ge= bhq :
1st. Die vereinigte Gleichung der beiden Ergebnisse, m. a. W. das System
der Forderungen:

a+b=c+d, U4+c=pb+d, ac=bd,

ab=cd,
welches aut o — d,

b = ¢ hinausliuft (Aufgabe, dies nachzuweisen),
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i dingun, i den drei Symbolen u, v, w #rgend
11t die Be g dafiir vor, dass von d
.:f;eie ganz beliebig? angenommen werden konnen, ohne dass der Bestand

der ersten Gleichung gefihrdet wird. —

3.-Aufgabe (Boole* p. 144). tEgE e
?)ie Bing%lwﬁrnfer (Anneliden) sind weichleibige h'.fle;ie ucz’uiln ent;veg::
i o i te e Ordnung -
in einer Rohre eingeschlossen. Auch bes - die
Ilglxigefv‘:‘;n?;r aus allen wirbellosen Tieren, welche rotes in einem doppelten

i irkulirendes Blut haben. : i :
Gefasgseils«at:{[;:alt Ztlzr=u Anneliden, s — weichleibige Tiere (softbodied animals)

n = nakt, t — in einer Rohre (tube) eingeschlossen, i = wirbell(-)s (inver-
tebrate) ;'= rotes in ete. zirkulirendes Blut habend, so werden:
3
a<s(n+t), a=ir, nebst nt=0

i i iti sein.
(was als selbstverstiindlich eingeschlossen) die gegeb?nﬁn P;;;zioss;tg)il;el;i o
ir wii fahren, in welcher
Gesetzt wir wiinschen nun zu er , = o
in ei 0 e sich zu
ichleibi er Rohre eingeschlossenen Tier
st =w der weichleibigen in einer | es : 2
sammensetzt aus den Klassen 7, n, ¢ der rotbliitigen, der nakten und

wirbellosen Tiere. . e ; -
So werden wir zuerst aus der vereinigten Gleichung der Primiss

a(s, +nt) +a(i, +r)+ air+nt =20
das a eliminiren. Die Resultante ist:
nt+ (s, + mt)ir=0.
Und diese Gleichung werden wir mit der hinzugekommenen:
w,st+w(s,+4) =0 .
D R oo Ghiime' o Tt it 0 L
?Lien&erwilr:inlizvte?r Gllcgzhung ist alsdann s und £ zu eliminiren. Die

Resultante der Elimination zunichst des s ]afutet:
nt + ntir + wt +wtir =20,

sodann die auch von ¢:

(n+ w,ir) (w + nir) =0,

oder: ;
nw + nirw, = 0.

Und diese Gleichung ist nun wiederum nach w als Unbekannter aufzulosen.

e st = w = n,(ir +u), -
worin % eine unbestimmte Klasse bedeqteﬁ; d. h. Die Klg.:ie n(}:,;t 123 1:::3
Rihre eingeschlossenen weichleibigen 'i[‘lere besteh.t al;S e
wirbellogen rotbliitigen Tierezl %egitii 1mc;1il;hunl::iztml:nlgnenleieht e
k i s Resultat befinde 3 .
:va‘i];;m;n '{;Tlliz(i-ginssi);?nu:g mit dem von Boole in der weitliufigeren Fassung
bl

w=n, 7{’1:1‘ ek u(ir; =+ il)}

dargestellten Ergebnisse.
ScorODER, Algebra der Logik.
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Benennte man auch st, s¢ und i it o3 .
W : ? 1y St und s# je mit einem eigenen Buch
g‘f‘i}elggw)lez""ﬂ:m s¢ mit XJ) und brichte das gleiche Verféfren oexﬁgs:taél:a(zl]
. usatz — in s s s . S
ergebe;: nwendung, so wiirde sich in Einklang mit Boole
8t = nir + u(i, + 7)), st= un, (i, + 7), St = u(i, + r) zy (= c) aus der dritten Priimisse einsetate. Aus dem Ergebniss cz=ab
(wobei nur u jedesmal wieder von neuem eine unbesti 5 schliesslich z eliminirend erhilt man aber blos: abe, = O, woraus zu er-
stellen hiitte) welcho Resultate zu deaten wir dem eIsJ immte Klasse vorzu- kennen ist, dass jenes Ergebniss nicht die volle Resultante gewesen. —
eser iiberlassen In andern Fillen mag ein Kunstgriff schneller als das systematische Ver-
24, Au 1 fahren zuweilen auch zur vollen Resultante fithren, doch ist das letstere,
fgabe (Venn! p. 310) : :
Gegeben yz — a' Jally : selbst wenn es weitlgufiger, vorzuziehen, eben weil es uns iiber jene Frage
L7 i ) &% =10; es soll ¢=2zy durch ¢ und b aus- nicht im Ungewissen lisst.
3 < : Wiire d — zy, + 2,y zu suchen gewesen, so hitte sich ergeben:

abd + (ab, + a,b)d, = 0,

Anmerkung. Um z und y auf einmal zu eliminiren, wire freilich
ein einfacheres Verfahren das gewesen, dass man in das iiberschiebend ge-
bildete Produkt der beiden ersten Gleichungen zzy = ab den Wert von

Auflésung. Aus der vereinigten Gleichung der beiden ersten

Priimissen: also:

= ab, + a,b + ua,b,.
Fiir e=2x,y, ebenso: (a+b)e=0, e=uab,.
Fiir f— zy, desgleichen: af+a,0f,=0, f=a,0+ u).
Und dergleichen mehr — wobei natiirlich die Symbole w der ver-
schiedenen Lisungen beliebige aber nicht von einander unabhingige

Bedeutungen haben. —

@Yz +a(y,+2) +bas+b(z, +2) =0

eliminire man zuerst 2z, wel ja 1 i
; ches ja in der dritten Priimi i
kommt. Aus der Resultante: L R

- ¢ +bx,+(ay+bz)(a+b) =0
und der dritten Primisse bilde man sodann die vereinigte Gleichung:
ay, + bz, +aby+abz+ ey +e(z, +y) =0 g

um aus ih s . g A : 2
us 1hr noch z und y zu eliminiren, ‘schliesslich ¢ zu berechnen. 25. Aufgabe. Unter Elimination von z die Funktion = ¢@(2)

Di : : .
e lge:(:s:,ehelslde (;lelehung wu-d. die volle Resultante der Elimi- auszudriicken durch die Koeffizienten der Gleichung f(z) = 0.
einigter Gleichzic o Dl dex dre% P r.éimissen, resp. aus deren ver- Auflésung. Sei entwickelt:
g g uns vorstellen, weil die Terme, die von vornherein f(#) = 0= az +bz @(x) =t =az +pz
e 17 0Ty 1?

ZZE:L I351hn]}‘ilrfa.n.den.frei sind, il:_nmer unveriindert in die Resultante iiber- ' wo also
g R Imination von y gibt: Ml 3 gt ), «= ek »(0)
so haben wir die letzte Glei-

b
oder: %+ 8@+ oz, + (4b + ¢2) (a+ ) = 0, gegebene Parameter vorstellen werden,
. abe+a(d,+c)a+ (b + &)z, = 0 chung rechts auf O zu bringen:

und hieraus die von z: : ; tg,(@) +to@) =0, ,

abe+a(be, +b,¢) =0, aus ihr und der andern die vereinigte Gleichung zu bilden:
f(x) + tq)l(x) + th)(x) 7 07

T (@b, +ab)c + abe, = 0. also entwickelt:

sc;enl(; Ell(ill;ﬂ;f}on von ¢ hieraus auf 0 =0 fithrt, so braucht zwi- (az +bz) (¢ +1,) + (a2 + B,z) +t(ez + pz) =0,

von vornulfe " ell)nf.rlsf Relation zu bestehen und konnten diese Klassen sodann 2 zu eliminiren, und die Resultante:

: eliebig angenommen werden 1 Lo
stimmt gelassen wurden. cl’\Tunmehr berechn;ts‘;icilzlge # und y unbe- e {a(t+1) + ot + et} (b(t+1¢)+Bt+pt} =0,
(@+e) @ +B)t+(@+a) B+B) o

b4 ualbl7
ab=Cec=Cab +ab,, ' na:ch. ('ier Unbekannten ¢ aufzulésen, nicht ohne dieselbe zuvor auch
eliminirt zu haben. Da
(@+a)B+B) @+e) 0+p—=@+ae) b+ ‘3'625;; ab

oder

A A A B A4 WSS A8 7 3 WA 0 e i A

oder

was zu finden war.
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ist, haben wir als Resultante nur die alte Valenzbedingung:
ab=0,

welche auch schon aus der Gleichung f(#) = 0 zu ersehen war und
sodann: :

t=(a+e)(d+p)+u(ae+ b,8)
als die gesuchte Darstellung.
t ist demnach gelegen zwischen
: aB+ba+aff und aﬁ+ba—l7a,a+b,ﬂ
(in welcher Summe der Term «f einging — vergl. § 18, Th. 0).

26. Aufgabe. Analog unter Elimination i
fizienten der Gleichung: £ ' i
f (x7 ?/) w0

die Funktion ¢ — g(g, y) auszudriicken.
Auflésung. Entwickelt sei

(% y) = azy + bzy, + cz,y + dz,y, =0,

9@ 9) = azy + fay, + pay + day, — 1,
?o hat man wie vorhin zu verfahren: die letste Gleichung rechts auf
) geb}'acht mit der vorigen zu vereinigen, dann 2, y herauszuwerfen
und die Resultante nach ¢ aufzulosen. Sie lautet:
@te) b+B)(c+2) [@+8)t + (a+a) &+ B) (e+2) (@+0)t, =0,
gibt bei Elimination von ¢ dje alte Valenzbedingung:

und aufgeldst: p—.
. t=(a+a) ®+p) (e+79) (d+3)+u(a,a+b,ﬁ+c,y+d€),*
worin % unbestimmt bleibt, — :

Ahnlic}% lisst sich die Losung bei beliebig vielen Eliminanden
Z, Y, 2, . .. hinsetzen,

27. Aufgabe (Miss Ladd! p- 58..61).

Die Werktage der Woche sollen kurz mit
P main Mo., Di., Mi., Do., Fr., Sa. .
Sechs Kindern a, b,
Vorschriften befolgen.
1°) Am Mo. und Dj,

6 d, e f wird zugemutet®), dass sie folgende

diirfen nie viere (oder mehr) zusammen ausgehen

) Die armen Kinder! — wird man freilich sagen.
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2°) Am Do, Fr. und Sa. diirfen niemals dreie (oder mehr) daheim bleiben.

3°) Am Di, Mi. und Sa. miissen, wenn b und ¢ beisammen sind,
auch g, b, ¢ und f beisammen bleiben.

4°) Am Mo. und Sa. darf b nicht ausgehen, wofern nicht d zuhause
bleibt oder ¢, ¢ und f zuhause bleiben. -

b und f beschliessen zuerst, was sie thun wollen, und ¢ trifft seine
Entscheidung vor a, d oder e.

Zu ermitteln ist erstens, wann ¢ ausgehen muss, zweitens, wann es
daheim bleiben muss, mithin drittens auch, wann es verfahren kann
nach seinem Gefallen. :

Auflosung. Man lasse a auch bedeuten die Klasse der Fille
oder Zeiten, in welchen das Kind a ausgeht, sonach @, die Klasse der
Fille oder Zeiten, in welchen das Kind a daheim verweilt und so
weiter. Ebenso lasse man Mo. bedeuten die Klasse der Fille, in wel-
chen ,es Montag ist“, d. h. die Klasse der auf einen Montag fallenden
Zeiten, u. s. w.

Alsdann fordern die beiden ersten Vorschriften, dass sei:

1%) (Mo + Di) (abed + abcee + abef + abde + abdf + abef + acde +
+ acdf + acef + adef + bede + bedf + beef + bdef + cdef) = 0,

2°) (Do + Fr + Sa) (a,b,¢, + a,b,d, + a,b,¢, + a,b,f, + a,c,d, + a,c,e, +
+ alclfl + aldlel 2 aldlf; + alelfl + blcldl =5 blclel + blclf; + bldlel +
+b,d,f, + b,e,f, + ¢, d,e, + c,df, + cef,+def) =0.

In der That soll die Klasse der Fille, wo es Mo. (oder Di.) ist und
zugleich die Kinder q, b, ¢, d zusammen ausgehn, eine leere sein, was durch
(Mo + Di) - abed = O auszudriicken; etc.; ebenso soll die Klasse der Zeiten
eine leere sein, wo es Do. (oder Fr. oder Sa.) ist und die KindeI: a,b,c
zusammen daheim bleiben, was durch (Do + Fr + 8a) a,b,c, = O sich aus-
driicken wird, ete. Dass an den betreffenden Tagen nicht mehr als viere
ausgehen, beziiglich nicht mehr als dreie daheim bleiben sollen, braucht
nicht besonders formulirt zu werden, indem die aus dieser Formulirung zu
unserm Ansatz hinzutretenden Terme ohnehin von den bereits angesetzten

absorbirt werden miissten, wie abcde von abed, wie ¢,b,¢,d, von a,b,¢,, etc.
Ferner ist zu bemerken, dass im Sinne der Aufgabenstellerin die

simtlichen Kinder etwa in einer und derselben Pension untergebracht zu
denken sind, sodass diejenigen, die daheim bleiben, dann auch ,beisammen*
bleiben, und diejenigen, welche ausgehen, dies ebenfalls ,zusammen® thur;t.
Die dritte Primisse schliesst fiir gewisse Tage die Fille aus, in
welchen b und ¢ beide aus oder beide daheim sind, falls nicht (oder
yausgenommen®, wenn) zugleich @, b, ¢ und f beisammen bleiben. D. h.
sie fordert:
(Di + Mi + Sa) (be + b,c) (abef +abef,), =0.
Die Negation im letzten Faktor kann nach meinem Th. 46) als die-
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jenige einer nach b enfwickelte Funktion ausgefiihrt werden, wodurch
derselbe wird:

b(a, + e+f)+b(a+e+f)
und dies nach Th. 45) mit dem ebendarnach schon entwickelten vor-
hergehenden Faktor multiplizirt, verschafft unsrer Primisse dje Form:
3°)  (Di+ Mi + Sa) (a,bc + bee, + bef, + ab,c, + b,c,e + bef)=0.

Die letzte Primisse ist in Formeln:

(Mo + Sa)5(d, + aef), =0
oder

(Mo + Ba)bd(c+e+f) = 0.
Multiplizirt man hier mit dem ersten Faktor aus und beriicksichtigt,
dass nach der zweiten Priimisse: Sa-cef,=0 ist, so kann man mit
Riicksicht auf: ctetf+eef,=1

im zweiten Teil vereinfachen:

Sa-(c+e+f')=Sa-(c+e+f+c,e,f,)=Sa-l = Sa,
sodass

49) Mo-bd(c+e+f)+Sa-bd =0
der Ausdruck der vierten Primisse wird (wie auch direkt einzusehen,
da das Daheimbleiben ¢ef, am Sa. schon ausgeschlossen ist).

Zundchst ist erforderlich, @, d und ¢ zu eliminiren [vergl. den
Nachsatz unter Primisse 4°) im Text der Aufgabe].

Der Teil der Pramissen, welcher schon frei von diesen ist, lautet:
2" (Do+Fr+Sa.)b,c,f, =0,
3") (Di + Mi + Sa) (bef, +bef) =0,

wobei 1) und 4% keinen Term beisteuern. Die Summe der linken Seiten
von 2°) und 3') ist jedenfalls ein erster Bestandteil in dem Polynom der
gesuchten Resultante,

Miss Ladd entnimmt nun weitere Bestandteile als Elimina.tionsergeb-
nisse aus den einzelnen Paaren von Pr.’a’.missengleichungen, wobei sie indess
einige Paare — wie (1) mit (4), etc. — tibergeht.

Da nach § 22 S. 170 dies immer insofern bedenklich ist, als man
riskirt, nicht die zolle Resultante zu bekommen, eliminiren wir lieber syste-
matisch aus der nvereinigten Gleichung der vier Primissen (zu welcher
man dieselben im Geiste leicht zusammenzieht) — wenn auch mit mehr
Schreiberei — erst ¢, dann d, dann e (wenn man will, unter Beiseitelas-
sung der vorstehend schon hervorgehobnen Terme, welche sich Ja unver-
indert erhalten miissen — oder, weil es unbequem, auf sie besonders
achten zu miissen, lieber unter Mitanfihrung derselben).

Die Resultante der Elimination von 4 enthilt, gleich O gesetzt die

Summe aller der Glieder aus den vier Primissen, welche weder ¢ noch a,
zum Faktor haben:
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0 = (Mo + Di) (bede + bedf + beef + bdef + cdef) +

+ (Do + Fr + 8a) (b,¢,d, + b,c,¢, + bye,f, + bdie, + b,d,f, + b,e,f, + c,de, +
+ cldlfl -y cIelfl 2 5 dlelfl) +
+ (Di + Mi + Sa) (b‘ce, +bef, +bce+bef) + Mo-bd(c+e+f) + Sa-bd +
plus dem Produkte aus der Summe der Koeffizienten von @ in die Summe
der Koeffizienten von g,, nimlich: . -
+ [(Mo + Di) (bed + bee + bef + bde+ bdf+bef+cde+cdf+cef+def) +
+ (Di + Mi + Sa)b,¢,] . [(Do + Fr + 8a) (b ¢, + b,d, + be, +'b,f, +6d, +
+ ¢,6, + ¢, f, + de, + d,f, + e,f,) + (Di + Mi + Sa)bc].
Letzteres ist zuniichst auszumultipliziren. Nennte man es kurz
[A+B][C+D]=AC+AD+BC+BD,

: s gl o
: indet nicht nur BD, sondern, weil das Produkt je zweier ve
:::)Iziz;;;gbwvul;oghmmge 0 ist a,ucl,n AC, und aus dfamselben Grunde verein-
fachen die stehen bleibenden Glieder AD + BC sich zu:

Di-(bed + bee + bef) + Sa-bye,

mit Riicksicht.auf das Absorptionsgesetz. : 3
Denkt man dies sich oben hinter das +Zeichen gesetzt, und eliminirt

aus der Gleichung d, so erhilt man analog weiter:
0 = (Mo + Di)bcef + (Do+ Fr + 8a) (b,¢,e, + b,e,f; + b,e,‘f, +¢ef,) +
+ (Di+Mi+8a) (bee, + bef, + b,c,e + be,f) + Di-(bee + bef) + Sa:b,c,+
+ [(Mo + Di) (bee+bef+bef+cef) + Mo-b(c+e+f) + Sa-b+ Di-be] -
- (Do + Fr + Sa) (b,¢c, + b,e, + b,f, + .6, + ¢, 1, + ¢1,), .
wo das Produkt der zwei letzten Zeilen sich wieder reduzirt, und zwar zu:
Sa-b(c,e, + ¢,f,+ef;)-
Wird, nachdem dies eingesetzt ist, endlich e eliminirt, so kommit:
0=(Do+Fr-+8a)b,c,f+(Di+Mi+Sa)(bef+D,¢, ;);—Di-bcf+Sa.-blc,+Sa.-bc, f+
i i + Mi + Sa)b,c, + Di. be] -
-l-[[(gz -_l-l_ gi)—llicga-)l_ ((;,)c,-l-l- bf, + c,)f,)I -Il- (Di + Mi +‘ Sa)be +Sa-b(e,+ )]
wo das letzte Produkt sich reduzirt zu: , ‘
Sa-b,c,+Di-bef+ Di<be = Di-be + Sa-b,¢,.

Nach den Wochentagen geordnet ist demx}ach die gesu'chte R(;surtl-
tante, wenn wir eingehende Terme sogleich bei den Koeffizienten fort-
1Oﬂls:n;).i (be + b,e,f) + Mi (bef, + bef) + (Do + Fr) be,f, + Sa(bf, + b,c),
wo der letzte Koeffizient zusammengezogen ist aus

bef, + bef, + bie, .
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Dies gibt, nach ¢ geordnet:

O=Sa-bf;-l: {Di+Mi-f}b-c+ {(Di + Mi)f + (Do+Fr)/;+Sa.}b,-c

was zerfillt in die Resultante der Elimination auch noch von c: -
Sa-bf, =0 :

und in die beiden Subsumtionen: :

Dll-nb; Mi-bf,<c,, (Di+ Mi)b,f + (Do + Fr)b, f, + Sa-b, =< c.
Ergebniss(:eantwortung der ge§tellten Fragen haben wir demnach das
S Wenn am Di. oder M1 f ohne b ausgeht, ‘desgleichen, wenn am

0. oder Fr b und f beide daheim bleiben, endlich, wenn am Sa, 3
zuhause bleibt, so muss ¢ ausgehen. : :

Wenn am Di. b auseeh - :
. geht, sowie wenn am Mi.
dann muss ¢ zuhause bleiben,. . b ohne f ausgeht,

In jedem andern Falle kann ¢ nach Belieben verfahren. Wie es

aber auch verfah o i ;
by rlaliren moge, so wird am Sa. b nicht ohne f ausgehen

Die vorstehende ist wol die komplizi : :
hende i plizirteste von den Auf; [
Denkrechnens, die bis Jetzt tiberhaupt gestellt und gelost word';f a:;zlé e

28. Aufgabe_ MCCOI] M th : o 5
ket on O (- Mbais. » Math. Questions, Vol. 33, p. 22 .. 24, auch

Abnlich wie in der 11. Aufgabe mégen nachstehend die Buch-
stab(.en gedeu'tet werden als Klassen der Fille, in welchen ein gleich-
namiges Kreigniss eintritt. Dann sol] beobacl,ltet sein, dass: :
abz < cde, bey=E de, ¢td+e=(a,+b+2) (b +c+y), az—b y.
Gt_asucht, wann ohne Riicksicht auf y das Eintreffen (resp, Ein 'etroﬂ';n—
sein) oder Nichteintreffen des Ereignisses z verbiirgt ist.; :

Aufldsung.  Eliminati =S
drei lotzten Primisson: mation von y aus der vereinigten Gleichung der

. be(d+e)y+(c+d+ e, (ab,z, + bey)+ax(b+y,)+ (a+z)by=0
gibt: @bz +ab(c+ d+ )z, =0, .
und dies mit der ersten Primisse (die y gar nicht enthielt) vereinigt:

(a,+c,+d,+e,)bx+ab,(c+d+e,)x,=0. ’

Die Auflssung dieser R 3 :
ihrer Aufl(')'su;g nach wsszultante nach 2, mitnebst deren Konversion (d- h.

ab
(e+d+e) %x%acdc+b,, (@ + ¢ +4a, +e)b < 5,€a+b+cde

lisst die Subjekte von 2 und
z, (daneben f C e
erkemnen — was leicht in W011t-e(n zu formtﬁiiﬁ‘gt auch ihre Pridikate)
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29. Aufgabe (Elizabeth Blackwood, Math. Quest. Vol. 35,
1881, p. 24 u. 25). Bekannt sei, dass jedes von den zusammengesetzten
Ereignissen ays, bz, cxy von mindestens zweien der Ereignisse d, ¢, f
begleitet (resp. gefolgt) ist und dass jedes von den zusammengesetzten
yNichtvorkommnissen“ d,y,2,, ¢,2,2,, f,%,y, das Nichteintreffen von min--
destens zweien der Ereignisse a, b, ¢ bedingt. Welche Abhingigkeit
folgt- daraus zwischen dem Eintreffen oder Nichteintreffen der Ereig-
nisse a, b, ¢, d, ¢, [ ohne Riicksicht auf die z, y, 2? :

Auflésung (ef. McColl, Grove, und andere).

Die Priimissen sind: : :
ayz +bzx + cxyLef+ fd+de, dyz+ ezx,+ [x,y,Ebc,+ca+ab,.
Indem man das Polynom ihrer. vereinigten Gleichung nach z, y,2 ent-
wickelte, und das Produkt der Koeffizienten — O setzte, ergibe sich un-

schwer die gesuchte Resultante als: abed,ef, = O.

Da dieses systematische Verfahren immerhin einige Schreiberei erfor-
derte, wollen wir die Aufgabe durch einen Kunstgriff 15sen, der noch ein-
facher ist als der von McColl ete. (,by mere inspection”) angewendete.
Wir zerlegen jede der beiden Priimissensubsumtionen, deren Subjekt ja als
Trinom erscheint gemiss Def. (3,) in drei einzelne Subsumtionen, und
werfen in einer jeden von diesen den Koeffizienten von links gemiss

Peirce’s Th. 41) nach rechts; so entsteht:
ye£Lef+fd+deta, 9zEbe+ca+ab+d,
el e N T T e

v GBS e m G zy, € , s

Addiren wir tiberschiebend jetzt diese sechs Subsumtionen und beachten,
dass y,2, + 2,7, + 2,9, gerade die Negation von yz+ 22+ 2y ist, so er-

halten wir:
1=£a+b+c+dtetf,

oder:
abc£d+e+f,

was zu finden gewesen.

30. Aufgabe (Macfarlane, Math. Questions, Vol. 44, p. 48 .. 50).
Aus den mit Worten gegebenen Data:
- az+by=c, dze+y)=f
sollen die Klassen z, y als Unbekannte durch die iibrigen ausgedriickt

werden, :
Die Auflssung soll hier mit allen Zwischenrechnungen gegeben wer-

den. Aus der vereinigten Gleichung der Data:
(az+by)c, + (a,+2) (b+y)ec+dfz(e+y) +(d+z+ ey)f=10
heben wir die Koeffizienten von y und y, hervor, und bilden ihr Produkt:
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{be,+ dfg} {(a+2)e+ef} =beef+edfz,.
Aus diesen und den stehen gebliebuen Gliedern (welche weder y noch Y,

zum Faktor haben), heben wir die Koeffizienten von # und von z, hervor,
um deren Produkt zu bilden:

(ac, + f) (be + def, + cdf) = ac,def, + bef.

Letzteres, mit den beziiglich x und 7 konstanten Termen des vorigen Er-
gebnisses sowol als der vereinigten Gleichung vereinigt und gleich 0 ge-
setzt, ist die Resultante der Elimination von z nebst Y, oder die zwischen
den bekannten Klassen notwendig geltende Relation:

_ acdef, +abe+bef+beef+df=0,
welche leicht als

ade£c+f, be£La, bef=0, f<@®+ectea

in Worten zu deuten ist. Um 2z zu finden, braucht man nur mehr die
Gleichung mit der rechten Seite O aufzulosen, in welcher z und x, beziig-
lich die Faktoren des zuletst ausmultiplizirten Produktes zu Koeffizienten
haben. Da be¢f = 0 ist, vereinfacht der Koeffizient von z, sich noch zu
(be + cd + de)f,, und ist hienach die Auflssung:

(be+cd+de)f, €z =€ (a, + O)f,.

Ebenso heben wir noch aus der vereinigten Gleichung die Koeffizienten
von z und z, hervor; das Produkt derselben ist:

(ac, +f) {e(d+ y)+df(e+y)} = acdef, +bef + cfy, + ac,dfy,

wovon eigentlich nur die beiden letzten Glieder auszurechnen gewesen.
Diese zusammengezogen mit den nur y oder y, aber nicht z oder x, zum

Faktor habenden Gliedern der vereinigten Gleichung geben die nach y auf-
zulssende Gleichung:

(b6, + acdf)y + (a,¢+ ef + cf)y, = 0,
deren Auflésung ist:

wmetef+fo,Cy=€e+bla,+d +71).

Zur Darstellung dieser letzteren (in der Zeichensprache) nimmt Herr
Macfarlane den Raum von sieben Druckzeilen in Anspruch, zur Dar-
stgllung der Auflssung nach z deren viere, und habe ich nicht versucht,
seine Resultate zu kontroliren, da der hervorgehobene Kontrast wol ge-

nugsam erkennen lisst, dass sein Verfahren weit entfernt sein muss, zu
den zweckmiissigsten zu gehoren.

bl

31. Studie. Um dem Leser, welchem Boole’s grundlegendes
Werk* vielleicht schwer zuginglich ist, eine Idee zu geben, in welcher
Weise dort Probleme rechnerisch behandelt werden, wollen wir schliess-
lich ein paar Aufgaben dieses Autor’s noch in seiner Manier l6sen,
obwol wir, wie schon angedeutet, dasjenige, was diese Manier von
den neueren Behandlungsweisen unterscheidet, auf Grund der unver-
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kennbaren Vorziige dieser letzteren fiir endgiiltig abgethan halten, ihm
nur historisches Interesse noch zuerkennend. : :
Vor allem sei die fundamentale Aufgabe behandelt, die Gleichung

v ax +bx, =0
nach z aufzulésen. Zu dem Ende muss im Einklange mit den Ergeb-
nissen unsres § 23 zunichst 1 — x fiir 2, geschrieben, die Gleichung
also mit Boole® p. 155 in der Form angesetzt werden:
az+b(1—2)=0.
Diese aufzulosen verfihrt Boole wie bei den arithmetischen Glei-
chungen ersten Grades, bildend:
z(@a—b)=—=, a:=b—i&,
und dieses Ergebniss wird von Boole nun als f(a,b) betrachtet und
in Gestalt von: : :
f(a,b) = (1, 1)ab + f(1, 0)ad, + £(0, 1)a,b + (0, 0)a,b,
gemiiss Th. 44,) nach a und b ,entwickelt“. So ergibt sich ihm:

1 0 1 g =

$=1

0
=%ab+0-ab,+1-a,b+7a,b,,

wobei ich  davon absehe, dass auch fiir a,,b, in der Regel nur 1 — g,
1 —b von ihm geschrieben wird.

i i i irkli i muss es
Da —(1)— ein Unsinn wire, falls es wirklich vorkime, so

herausfallen, d. h. in einen verschwindenden Konstituenten, in O“ mul-
tiplizirt sein. Dies gibt die Valenzbedingun§ fi.ir z oder Auflosbar-
keitsbedingung fiir die gegebne Gleichung, nimlich:

ab=0 2 .
(d. i. unsre Resultante der Elimination des z), und da o =u jeden

erdenklichen Wert vorstellt, unbestimmt oder willkiirlich bleibf, so

hi ir:
g z = a,b+ ua,b,

in ﬁbereinstimﬁung mit unserm rein logisch gerechtfertigten Ergeb-
nisse ») des § 21. :

Man sieht indess, dass hier Zwischenopera.,tlonen au.sgeﬁihrt wur«};x;,
die einer logischen Deutung unfshig bleiben, wie z. B. nicht nur die Bil-

i i j i Inden Nenners 0 — 1,
dung des im identischen Kalkul jedes Sinnes ermange
songem namentlich auch schon der Ansatz einer Differenz b — a, wihrend

@ gar nicht in b enthalten!
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Andere Aufgabe. In*p.95..97 verlangt Boole, dass die Glei-
chung: z = y(z + w) nach der Unbekannten y aufgelost werde, wobei
ihm bedeutet: z — verantwortliche Wesen, y — vernunftbegabte Wesen
z = Diejenigen, die Freiheit des Handelns haben, w = Solche, welché
ihrer Freiheit sich freiwillig begeben haben.

' Und er verfihrt analog wie vorhin folgendermassen.. Die arithmetische
Lésung des Problems:

e

wird, als Funktion von z, 2, w betrachtet, entwickelt nach dem Sehema:
fz, 2,0) = (1,1, V)zzw + £(1, 1, 0)zza, + - - - + £(0, 0, 0)z,2,10,.

Es entsteht, wenn wir die drei sofort herausfallenden Terme noch ix;
Klammer mit anfiihren: .

Ll 1
Yy=gzew+1-zzu ¥ 1-22w+ 0 5w, +

0 0 0 0
+ (? r,zw + T HiFw, + Tx,z,w) +Fz'zlwl s

und folgt hieraus erstens, dass die Konstituenten der beiden deutungsun-

fahi : 5 £ 1 : <
ahigen Koeffizienten 5 und o Verschwinden miissen, also

z(ew + z,w) = 0
sein muss, und zweitens, dass
Y = z(zw, + 2,0) + uz,z,,

gefunden 1st,. was dann leicht mit Worten zu interpretiren.
e I'nstr.uktlv ist die Vergleichung dieses Ergebnisses mit dem nach unsrer
. eorie sich ergebenden. Die Aufgabe fallt, wenn man z + w mit einem

}-xch.staben) bezeichnet, unter das Schema der in Aufgabe 13,:) des gegen-
:M“gen Iaragr:aphen schon geldsten (wobei die dort z genannte Unbe-
kannte nur y heisst, vogegen @ = z+w, b = x hier als gegeben zu den-
en — vergl. auch § 23) und haben wir zuverlassig als Resultante:

: 22,0, = O

sowie als Auflosung: o

Yy=o+uzw, oder: zLy=La+zuw,.

Nach Th. 33,) Zusatz kann statt des Terms uz,w, allerdings auch
uz,z,w, gesetzt ’werden. Gleichwol deckt sich aber unser Ergebn?ss nicht
(;mt‘ dberp Boole scl.xen, und die Abweichung erklirt sich aus dem Umstande,
ass bei Boole die Summe 2+ als eine mreduzirte verstanden wird
deren Glieder 7z und w als disjunkte das Produkt: :

2w =0

geben — bei uns jedoch im All i i i
- gemeinen nicht. Ziehen wir diese Glei-
chung als eine mach den Daten des Problemes selbstverstéindlich geltende
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zu unsern Primissen hinzu, so — aber erst dann — erweist sich (leicht)
die vollige Ubereinstimmung der beiderseitigen Ergebnisse.

Indem bei Boole sogar.z + z = 2z, ete. gilt, so treten iiberhaupt,
wie vorstehend, bei semem Verfahren in den Gliedern des Resultates oft
Zahlenfaktoren, wie %, — %, ete. als Koeffizienten auf, die er schliess-
lich als belanglose, nicht interpretable, iiber Bord wirft, die Konstituenten,
mit denen sie behaftet erscheinen, gleich O setzend.

Ahnlich mag endlich zur Vergleichung herangezogen werden eine
von den zahlreichen Aufgaben, die Boole kmiipft an Senior’s Defi-
nition von ,wealth® (wortlich des Reichtums, genauer wol dem volks-
wirtschaftlichen Begriffe des ,Gutes“ entsprechend). Pramisse ist:

‘ w=st(p+1),
wo w = Gut, s = Dinge, die nur in begrenztem Vorrat verfiigbar (limi-
ted in supply), ¢ = iibertragbar (transferable), p — Genuss verschaffend
(productive of pleasure) und r = Leid vorbeugend (preventive of pain)
bedeutet. Cf.* p. 106, sq. -

Verlangt ist ein Ausdruck fiir w ohne Riicksicht auf r.

Wir wiirden systematisch aus der Gleichung:

WISt(p +7)+ w(sl +1 +P|rl) =8
erst 7 eliminiren, die Resultante: w,sip +w(s, +¢) = 0 sodann nach w»
auflosen und finden:
w=—st(p+u) oder sip=Ew=st
— ein Ergebniss, das aber hier schon unmittelbar zu gewinnen war, indem
man den Namen r des Eliminanden durch den u einer unbestimmten Klasse
ersetzte! : :

Boole hingegen, welcher natiirlich die Primisse, da p und r sich

gegenseitig nicht ansschliessen, in der Form ansetzen muss:
w = st(p +rp,)

operirt, p, durch 1 — p ersetzend, wie folgt. Er schreibt die Gleichung:

- w—st(p+r —1rp)=0,
bemerkt, dass das Polynom derselben fir r =1 in w — st und fir r=0
in w — stp iibergeht, mithin

: (w — st) (w — stp) =0
die Resultante der Elimination von r ist. Ausmultiplizirt gibt dies (wegen
ww = w, ete.) eine Gleichung: :
w — wstp — wst+stp =10

aus der sich:

e e
5 W= stasip—1
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nach den Regeln der Arithmetik berechnet. [Statt dessen konnte aber auch
jenes Polynom erst mach w entwickelt werden in der Gestalt:
(1 —st) (1 — stp)w + stp(1 — w) =0,
woraus dann:
= stp
~ stp— (1 —st) (1 — sip)
sich berechnete.] Beidemal ergibt sich‘durch die mithsame »Entwickelung®
der rechten Seite als einer Funktion f(s,?, p) ibereinstimmend:

- w

w=stp+%st(1 —D),

als ein auch unmittelbar einleuchtendes Ergebmiss: Die wirtschaftlichen
Giiter bestehen aus allen iibertragbaren Genussmitteln von begrenztem Vor-
rat und einem unbestimmten Reste (indefinite remainder) von nur in be-
grenzter Menge zur Verfiigung stehenden tibertragbaren Dingen, die keine
Genussmittel sind. : 5 :

Der Leser hat vielleicht den Eindruck, dass Boole’s Verfahren sich
— in Praxi wenigstens — doch ziemlich stark von meiner Modifikation
desselben unterscheidet. —

Vierzehnte Vorlesung.

§ 26. Besprechung noch andrer Methoden zur Losung der bisherigem
Kalkul zuginglichen Probleme.
Das primitivste oder Ausmusterungsverfahren von Jevons. Lotze’s
-Kritik, und Venn’s graphische Modifikation des Verfahrens.

Es handelte sich im bisherigen stets um Probleme, deren Data
ausdriickbar sind durch Subsumtionen (oder Gleichungen®)) zwischen
Klassen oder Funktionen des identischen Kalkuls von solchen, und
deren Losung dann ebenfalls wieder durch Aussagen von dieser Form
darstellbar ist. Es kam dabei darauf an, gewisse Klassen aus den
Daten des Problems zu eliminiren, andere aus denselben in dem in
§ 21, o) erliuterten Sinne zu berechnen, d. h. ihre Subjekte und Pri-
dikate aufzufinden, welche vermittelst der ibrigen Klassen sich be-
schreiben lassen.

Ehe wir mit nichster Vorlesung in Band 2 diesen Kreis unsrer
Aufgaben erweitern, wollen wir noch ein Weilchen bei den bisherigen
verweilen um uns iiber die verschiedenen Methoden zu orientiren,
welche zur Bewiltigung dieser Aufgaben vorgeschlagen worden sind
und zur Verfiigung stehen. _

Als solche zihlt Herr Peirce in seiner grundlegenden Arbeit?
in chronologischer Folge auf: die Methoden von Boole, Jevons,
Schroder, McColl, denen er alsdann noch eine fiinfte selbst hinzu-
fugt. Wir werden sehen, dass diese nur auf dreie ,wesentlich® hin-
auslaufen, von denen die von mir modifizirte Boole’sche Methode im
bisherigen schon dargelegt und ausschliesslich angewendet worden ist.
Durch diese ihm zuteil gewordene Modifikation erscheint das urspriing-
liche Verfahren Boole’s nunmehr als vollstindig antiquirt (superseded)
und diirfte kiinftig niemand mehr je auf dasselbe zuriickgreifen. In
seiner abgeiinderten Gestalt jedoch wird dasselbe, denke ich, wol fort-

*) Diese besonders zu erwihnen konnte unterbleiben, da nach Def. (1) eine
Gleichung fiquivalent ist einem Paar von Subsumtionen.
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leben, obwol ihm neuerdings durch MeColl und Peirce ein ebenbiir-
tiges Verfahren an die Seite gestellt ist. —

Das Verfahren von Jevons ist zwar ein kunstloses — wenn man

will, das nichstliegende oder urspriinglichste — doch verdient es immer- -

hin als eine besondere Methode (die zweite von oberwihnten dreien)
hingestellt zu werden.

Im wesentlichen besteht dasselbe kurz gesagt darin: dass man
fiir die simtlichen Klassen, von demen im Problem die Rede ist, alle
Moglichkeiten hinschreibt, welche in Bezug auf das Vorkommen oder Nichi-
vorkommen einer jeden in Verbindung mit den andern denkbar sind, von
diesen denkbaren Kombinationen alsdann alle diejenigen ausstreicht, welche
durch die Data des Problemes als unzulissige ausgeschlossen werden, und
aus den stehen bleibenden endlich herauszulesen sucht die Antwort auf die
Fragen, die das Problem aufwirft.

Von Jevons' p. 44sq. zuerst 1864 auseinandergesetzt, ist, wie Herr
Venn® p. 351 bemerkt, derselbe Gedanke schon friher, 1811, auch von
Semler! p. 48 angedeutet. ; :

Der erste der drei im Jevons’schen ,, Ausmusterungsverfahren ge-
forderten Prozesse deckt sich mit der ,Emtwickelung“ im Sinne des
Th. 44,) der identischen 1 — welche die ganze Mannigfaltigkeit vor-
stellt der Individuen oder Objekte auf die das Problemo Bezug nimmt
— nach den im Probleme vorkommenden Klassensymbolen als Argu-
l.nenten. Die Glieder und Konstituenten dieser Entwickelung sind eben
jene ‘?,Kombinationen“, die alle hinsichtlich dieser Klassén denkbaren
Mbglichkeiten reprisentiren. Anstatt dieselben mittelst Pluszeichen
unt.er sich zu verkniipfen und die so gebildete Summe ausdriicklich
glel'ch 1 zu setzen, wird man gewdhnlich vorziehen, gedachte Kombi-
nationen bequemer nur einfach untereinander zu schreiben.

Man beginnt demgemiiss damit, als erste Kombination hinzuschreiben:
das Pr9dukt simtlicher vorkommenden Klassensymbole (indem man, wo
etwa eine Klasse nebst ihrer Negation in den Data des Problems erwzﬁhnt
sein so%lte,‘ sich fir eine von beiden, etwa fiir die affirmativ ausgedriickte
Zntst;heldgt). In d%eser ersten Kombination ersetzt man das letzte Symbol
ht;g: ens«;;ne blfTegz'ttxon und erhilt die zweite Kombination; in beiden bis-
tiongnnd 2;1111 allléa.?;r;gn ersetzt man fla.s vorletzte Symbol durch seine Nega-

on u zwel weitere Kombinationen. Man fihrt so fort in allen
bisherigen Kombinationen immer ein fritheres Symbol durch seine Nega-
tion zu e"rsgtzten, bis dieses auch fiir das erste Symbol geschehen ist t’SO
werden. simtliche Kombinationen angesetzt sein. :

’ Die Zahl der letzteren ist 2", wenn # die Anzahl der vorkommenden
Symbole gewesen — vergl. S. 418 — und jede dieser 2 Kombinationen
ist ein Produkt von » Faktoren, wobei als Faktor ein jeder von den im
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Problem zu verwenden gewesenen Buchstaben entweder umnegirt als sol-
cher steht oder aber durch seine Negation vertreten ist.

Um beispielsweise die 7. Aufgabe des § 25 nach Jevons’ Methode
zu behandeln, wiirde schon der Ansatz von 27 = 128 Kombinationen (welche
je aus sieben Symbolen sich zusammensetzen) erforderlich sein. Man wird
sich schwerlich dazu verstehen, fiir #» > 6 die Operationen moch praktisch

durchzufiihren.
In dieser mit wachsender Zahl n so rasch zunehmenden Weitlaufigkeit
der Prozesse liegt eine erste und grosse Schwiche der Methode.

Behufs Ausfiihrung des zweiten von der Methode geforderten Pro-
zesses muss man eine jede der angesetzten Kombinationen im Geiste
susammenhalten oder vergleichen sowol mit der linken Seite, dem
Subjekte, als eventuell mit der rechten Seite, dem Pridikate einer
jeden in Form einer Subsumtion gegeben gedachten Primisse des
Problemes. Man muss ja zusehen ob die Kombination mit der Pri-
misse vertriiglich ist, oder michf, um — im letztern Falle — die Kom-
bination auseusireichen. Dieses geht genauer dargelegt in folgender
Weise vor sich. :

Beide Seiten der Primisse mogen wir als Aggregate von Mono-
men uns dargestellt denken, sodass

: S+8+--&P+P+P'+---
die Form unsrer Primisse ist, wo die Glieder S, 5", .. P, .. selbst Pro-
dukte sein werden von hochstens n Symbolen (in der Regel weniger),
hervorgehoben aus der Gruppe der iberhaupt im Problem vorkommen-
den (n) Klassensymbole a,b, ¢, ... und ihrer (m) Negationen a,, b, ¢,,..-

Man hat sich nun zu erinnern, dass nach § 8, ) die Pluszeichen
der Subsumtion links, im Subjekte, mit ,und“, rechts, im Priidikate
aber mit ,oder“ in Worte zu #ibersetzen sind, mithin die Primisse
fordert, dass wo die in S vereinigte Faktorenkombination vorliegt, so-
wol, als auch wo die in 8’ vereinigte vorliegt, ete. da auch vorliegen
muss - entweder die in P oder die in P’, oder die in P”, ete. vereinigt
erscheinende Kombination von Faktoren. ;

In Bezug auf die mit dieser Primisse zu vergleichende Kombi-
nation (aus der Menge der 2" angesetzten) — K mbge sie fiir den
Augenblick heissen — konnen nun verschiedene Fille vorliegen.

Entweder sie ist — nach Th. 6,) oder Prinzip I — einem der
Subjekte S, S, .. (eventuell auch gleichzeitig deren mehreren) einge-
ordnet, d. h. die simtlichen Faktoren, aus denen sich eins dieser Sub-
jekte zusammensetzt, treten auch als Faktoren in K auf, oder micht.

Im letztern Falle treffen schon die Voraussetzungen der Primisse
fiir unsere Kombination K nicht zn, die Primisse berithrt die Kom-
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bination gar nicht, geht sie nichts an, sagt iiberhaupt nichts in Bezug
auf dieselbe aus. Die Kombination kann als mit der Primisse ver-
triglich, doch zu ihr indifferent, neutral, bezeichnet werden. *)

Im ersteren Falle fordert die Primisse, dass die Kombination K
nun auch mindestens einem der Pridikate P, P, P”,.. eingeordnet
sei, d. h. dass sie auch dessen Faktoren simtlich in sich aufweise,
(Sie muss deshalb mit letzteren der Reihe nach im Geiste zusammen-
gehalten werden.)

Ist es der Fall, so erfiillt die Kombination K unsre Primisse, sie
ist nicht nur mit ibr vertriglich, sondern sogar konform mit ihr ge-
bildet, in ,Ubereinstimmung” mit derselben.

Ist es nicht der Fall, so widerspricht die Kombination K der Prii-
misse, wird von ihr als unzulissig hingestellt, ausgeschlossen, verboten,
und muss ausgestrichen werden.

Um dies zur Stelle durch ein ganz einfaches Beispiel zu erliutern, so
mége die Primisse heissen: ab, %c,, d. h. die @, welche nichi b sind,
sind auch nicht ¢ (oder: wo die Merkmale von a vorliegen und Merkmale
von b fehlen, da fehlen auch solche von ¢). Wie verhalten sich dann die
drei Kombinationen: «,b,cd,, ab,c,d und abcd? Nun: die erste ist in-
different zu der Primisse, als den Faktor ab, nicht in sich aufweisend; die
zweite ist im Einklange mit der Pramisse, fillt unter dieselbe, da sie neben
ab, auch ¢, aufweist; die dritte aber widerspricht der Primisse, indem sie
awar ab,, aber micht ¢, vielmehr statt dessen ¢ in sich als Faktor auf-
weist, dieselbe wire demnach zu streichen, wogegen die beiden andern
Kombinationen stehen bleiben konnen als von dieser Primisse erlaubte
(d.h. nicht verbotene) sofern sie nicht von andern Primissen noch auf-
gehoben werden.

Ehe wir zur Besprechung des dritten und letzten Prozesses der
Jevons’schen Methode iibergehen, mogen die beiden vorigen an jenem
Boole’schen Problem, der 1. Aufgabe des § 25 erprobt werden.

Citirenshalber legen wir uns die Priimissen ), B), ) des Problems
in folgender Fassung auseinander:

a) ¢, bedingt bde oder b, de;
B) ade, bedingt bc oder b

#) Ich bemerke, dass ich in meiner Darstellung mehrfach, und wie ich glaube
verbessernd oder erginzend, von Jevons abweiche, dessen Benennungen als ex-
cluded, included und contradictory ,subject* mir unter anderm nicht ganz gliick-
lich gewiihlt erscheinen.

§ 26. Das Ausmusierungsverfabren von Jevons.

71,) abel'
73‘72') ab.el bedingt {
) 7s) abe’

cd, oder
¢, d;.
= [ abe, oder
"){71,> Cd'} bedingt jabe oder
72 ’) cld' l e
— indem wir anch den Ausdruck a (b+¢) = a (be, +be+be) nach
den drei in ihm vorkommenden Symbolen entwickelten (was simeng_e
genommen wicht notig: man komnte auch mit ab-+ae schon die
U anstellen). — ;
Uber;;f“fg’; Symbole )t;, b,¢,d,e in Frage kommen, so haben wir
95 — 32 Kombinationen durchzngehen, die wir nachstehend geordnet
und numerirt untereinander stellen. - :
Die links motirten Chiffren @), §),7) von Prﬁmmfn{ erkliren die
danebenstehende Kombination als mit diesen iibereinstimmende, als
eventuell znlissig, die rechis notirten als ihmen wide:rsprechen&e um.zu;l
lissige, dergestalt, dass wo Erlzubniss (im vorerwa.hn@ Sinne) un
Verbot znsammentreffen, das Verbot zu gelten hat. . Die _Kom?xma—
tionen, bei denen keine Primissenchiffre angemerkt ist, sind die zn
allen Priimissen indifferenten.
Kombinationen.

1) abede — p;) 17) abede

2) B abede,— 7,) | 18) abede, L

3) 7)) 7 )abede 19 e 3'1")

4) 71,) yl”) abcﬂ,e, 20) anbc‘Z-". —da ) =

5) 75)7")abede 21) a,be,de — @) 72")

6) 7)) 7")abede,—B) 122)  abede—a)7)

1) abede— 7)) 23) =)abede

8) abe,de— 7,’) 24)  abede,—e)

9) ablcde e 2’2’) 25) a,b,cdc

10) ab,cde, — B) | 26) abede, :

1) 2)7.") abedee 20 abede—7)

12) abede,— 71 ) 28) aiblﬂée‘— y;")_

13) 7 2’) 72”) 'a’blcl de 299 a) a{bacsk T 7? ’) "

14) ﬁ) a%lcl del =T ¢ 2")- 30) aiblc{dei S “}‘72 )

15) abe,de —72) 31) eabcde— a)

16) 2 abl (‘l dlpl 32) albncadl’ea FE 2‘
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Die rechts glossirten Kombinationen sind ausgestrichen zu denk
Man .bemerkt, dass einige von den Fillen: 21, 22, und 30), sich zwel'].
mal in den Primissen verboten finden. Natﬁrlic’h nachd,em sie -
erstes mal als solche erkannt und gestrichen Worden’, war es ein Lux?xm
uns davon zu iiberzeugen, dass sie nochmals daselbst a.ustreschlosses,
werden, und seitens welcher Priimissen; man durfte sie V(;:n da b i
Durchgehen der letztern tiberspringea. S

. .Dle ' rechts' unglc:')ssirten Kombinationen oder Fille sind die zu-
fesigen. .Es .smd die elfe mit den beigefiigten Nummern
uns iibersichtlich nochmals herausschreiben in eine ’

Tabelle:
3) abed,e
4) abede,
5) abe,de
11) ab,cde
13) ab,c,de
16) ab,c,d,e,
17) a,bede
18) a,bede,
23) a,be,d,e
25) abede
26) a,b,cde,.

die wir

= ‘]’1ez (:ben -gegeben.en Andeutung zufolge muss nun diese Tabelle
rireten eine Gleichung, in welcher die Summe der elf in ihr

zusammengestellten Kombinationen gleich 1 gesetzt wird. Wurde sie

dﬁdl aus t%er vollétﬁndigen Entwickelung der 1 erhalten
alle diejenigen (einundzwanzig) Glieder oder Konstitue
welche kraft der Primissen verschwinden!

. Aus dem Anblick der Tabelle kann man
ass — worauf wir unter der
die Kombination ade, tiberhaupt
muss. Es ist das jener von Boo
bei der Formulirung seiner Au

, indem man
nten fortliess,

ohne weiteres entnehmen
1..Aufgabe schon aufmerksam machten =
nicht vorkommt, dass hier ade, — O sein
fl;a bsxcherllich l:ﬁcht bea.bsichtigt'e vielmehr
; 2 S . e wol iibersehene Um '
az;se(ﬁe st;::lne§ g;al;nssed B) einen vexatorischen Charakter b:]i:;d., ?lﬁ‘;lsii
ekt on ma‘nnﬁe e;tite.Welse wiirde sich dies auch noch vermeiden
11egati:r g G"ir rémisse ‘B) anstatt der angegebenen positiven die
g g giibe ,,das§ in Abwesenheit von E die Merkmale A
Zusammen niemals mit B ohne C sowie mit C ohne B sich vor-

finden* — was einfach
: auf d orfs
nationen 6) und 10) hinausliei’g.AuSSChluss - Elementarf‘a,ll.e oletem
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Wir kommen nun zu den letzten im Jevons’schen Verfahren ge-
forderten Prozessen welche dahin zielen, dass aus den stehen gebliebenen
Kombinationen herausgelesen werde die Antwort auf die im Probleme
aufgeworfenen Fragen, betreffend entweder die Resultante der Elimi-
nation eines Symbols, oder auch die Auflosung der Data nach einer
Unbekannten.

Die Behandlung, welche Jevons diesen letzten Teilen seiner
Methode angedeihen liisst, ist entschieden der schwichste Punkt in
seiner Darstellung, weshalb ich mich auch nicht mehr an diese halte.
Ist es doch keineswegs unsre Absicht, eine Geschichte aller irgend
gemachten verfehlten oder unzulinglichen Versuche zu schreiben —
ansonst das tausendfache Volumen dieses Buches nicht ausreichen wiirde!

Nach den anderwirts — vergl. § 21 unter 7) rechts vom Mittel-
striche — gegebenen Andeutungen ist es nun aber ein Leichtes, auch
das Eliminationsproblem noch glatt zu losen: .

Die Elimination eines Symbols ist darnach einfach zu leisten,
indem man aus der Tabelle der stehen gebliebenen Kombinationen den
Eliminanden (nebst seiner Negation, wo immer er als Faktor steht,
und er tritt eben nur als solcher auf) unterdriickt, wegloscht. Eine
jede dabei wiederholt als Riickstand bleibende Kombination aber wird
pian natiirlich — cf. Tautologiegesetz 14,) — nur cinmal beibehalten,

- das zweite mal fortlassen.

So liefert nun die im obigen Problem geforderte Elimination von e
aus unsrer Tabelle die Resultante:
1 — abed, + abe,d + abed, + ab,ed + ab,c,d,+ a,bed + a,be,d, + a,bcd,
wo der erste von den acht Termen rechterhand aus den Kombinationen
3) und 4), der drittletzte aus 17) und 18), der letate aus 25) und 26)
__ wenn man will auch schon gemiss Th. 30 ,) — zusammengezogen ist.

Zufillig sind die acht. Konstituenten in vorstehender Gleichung
gerade die Hilfte der 2* = 16, welche die Entwickelung der 1 nach
den Symbolen a, b, ¢, d (ohne ¢) zusammensetzen. Die fibrigen achte
treten in der linken Seite der Gleichung £) der 1. Aufg. des §25 auf,
wenn man diese vollends (auch nach b) entwickelt. Unser Ergebniss
stimmt also iiberein mit dem dort (viel bequemer) gefundenen.

Eliminirt man aus ibm @ auf die angegebene Weise, so ergibt
sich weiter nichts, als die Entwickelung der 1 nach den Argumenten
b, ¢, d mit ihren 2° = 8 Gliedern, also eine analytische Identitat, durch
welche. die zweite der im Problem gestellten Fragen sich erledigt.

Eliminirt man b, so folgt:
1 = acd, + ac,d + ac,d, + a,cd + a,c,d,,
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welchiz fi'inf Glieder die dreie in Gleichung ¢), I ¢. in der That zur
v?llstandlgen Entwickelung der 1 nach den Symbolen @, ¢ und d er
ginzen — und die vierte Frage des Problems beantwott;n — 4

j Das Aquivalent der Awflosung nach einer Unbekannten endlich
wird nun bei dieser Methode darin zu erblicken sein, dass man c'
der.Resulta,nte oder Zusammenstellung der stehen gebiiebenen K a;'s
nationen diejenigen Kombinationen der éibrigen Symbole herauszxflm 11-
vermag, welche als Koeffizienten mit dieser Unbekannten selbst qs::'h
d]e_]enllgen welche n'xit ihrer Negation ausschliesslich verknﬁptzt ~sinzle
3 bl&o kr)fmt. — in Bea.ntwortung' der ersten Frage unsres speziellen-

roblems die Klasse @ nur vor in Verbindung mit

; ' bed, + be,d + bed, + be,d + be,d,,
und wo eine von diesen fiinf Kombinationen vorliegt, da kann auch o

sich finden; @ aber kommt nur mit den dreien

bed+bed, + bed
ve'rbunden vor; und entweder bei mindestens einer von den finfi
wird @ oder bei mindestens einer von den dreien wird a sich'mel?
finden Wussen da nicht alle Glieder, deren Summe ja — s leic
verschwinden konnen. ’ i ik

Ebenso kommt in B
: s — eantwortung der dri —
vor in Verbindung mit: = o g
. acd, + ac,d+ acd + a,cd,
und b, nur mit: acd, + ac,d + acd, +acd —
cd.

o I“(;T; escilv:ach:,t Seltﬁe de's Verfahrens bleibt darin bestehen, dass
restirende;n ;D vl‘;ol i lﬂ.eme"r ?nﬁberSiChtliChen Form, nach allen
noch dem ';y]mt'o e g}emh[.nasmg entwickelt gewinnt, und es nun
— resp d:r av{,.;fli?en_("’“hwk des Rechners iiberlassen bleiben muss
denen A £ illkiir in Bezug auf die Auswahl unter den verschie-

rten, auf welche dazu das Th. 30,) sich verwenden lisst —

l]l(,' })esc}llfﬂbun" ] »
aleser d]e AI] wo er h g
tv 4 It ]‘: altenden AUC’IG ate von

Lotz]:hinn;:;::e }Zer e em" paar Worten auf Bemerkungen von
B r2,6,(.nmerz<u.ng iiber logischen Calciil“ (Zweite Auflage
oy g" p. 200 und Zb? — das Vorwort datirt vom 6. Sept. 1880)

gehen, da dieselben geeignet erscheinen, eine irrige Ansicht iiber

das Verhiiltnis i
'|( rhiiltniss der rechnerischen Methoden zu dem Verfahren von
Jevons hervorzurufen und zu verbreiten

In thatsiichlicher Hinsicht ist zunichst zu erwihnen: die Schluss-

§ 26. Lotze’s Kritik. 567

bemerkung Boole’s bei seinem (als 1. Aufgabe in unserm § 25 behandelten)
Probleme I have not attempted to verify these conclusions” hatte Lotze,
wie er mir schrieb veranlasst, diese Verifikation zu versuchen. Boole’s
Fassung der Primisse f3), welche eine Kombination (abcd) als ,beobachtet™
hinstellt, die mnach den Konklusionen dann gar nicht vorgekommen sein
kann, fiilhrte ihn jedoch .dabei irre, und wandte er sich mach einem erfolg-
losen Anlauf dieserhalb brieflich (19. April 1880) an mich, worauf ich am
922 April ein Antwortschreiben abgehen liess, welches nebst dem Hinweis
auf Badorff’s Wahrnehmung (S. 528) die oben (8. 563 5q.) gegebene Zu-
sammenstellung der glossirten Kombinationen mit den zugehdrigen Er-
liuterungen nahe wortlich enthielt. Tch hatte dieselbe — ohne noch von
irgend welchen Schriften Jevons' damals Kenntniss zu haben, jedoch nach
dem Vorgange meines damaligen Kollegen, Herrn Liiroth — schon zuver
entworfen. Nach einem spiteren Schreiben muss Lotze meinen Brief auch
erhalten haben.

Ich will nun nicht davon reden, dass die Bemerkung Lotze’s p. 266,
dass der ,passendere” Weg ,sich ganz von selbst darbietet”, sowie p. 267,
dass Jevons das Verfahren nicht erst entdeckt zu haben brauchte, da es
in der Anweisung zu Klassifikationen lingst vorgelegen, mit seiner anfiing-
lichen Hiilflosigkeit einigermassen kontrastirt. Jedenfalls auch lag fir
Lotze keine Verpflichtung vor, jemer kleinen Beihiilfe neinerseits zu er-
wihnen, welche sich ja blos als Bethiitigung einer schon anderweitig be-
kannten (mir zwar seitdem erst als solche kund gewordnen) ,Methode®

von Jevons erwies.
Was ich aber im sachlichen Interesse sagen zu sollen glaube, ist

folgendes.

Indem Lotze bei seiner Besprechung des Boole’schen Problems
sich darauf beschrinkt, lediglich die ,Tabelle“ der elf stehen
bleibenden Kombinationen (von S. 564) hinzusetzen, und von den
iibrigen meint, dass sie schon gleich wihrend des ,ganz mechanischen®
Verzeichnens derselben zu unterdriicken waren, erweckt er den An-
schein, als ob (hier) die rechnerische Behandlung des Problems gegen-
iiber einer solchen nach dem gemeinen Verstande einen ganz iiber-
missigen Arbeitsaufwand erheische, auch einen erheblich grosseren
Druckumfang in Anspruch nehme; er verhilft dem kunstlosen Zuwerke-

gehen gegeniiber dem wissenschaftlichen zu einem billigen und un-

verdienten Triumphe. :
Kaum mochte selbst dem Scharfsinn eines Lotze znzutrauen sem,

dass er es praktikabler finde hier schon wihrend des Verzeichnens die-
jenigen Kombinationen zu unterdriicken, ,welche durch die Gesamtheit
der gegebenen Bedingungen ausgeschlossen sind“ Jedenfalls aber ist
die von Lotze so geschickt verhiillte mihsame Geistesarbeit (der wir
in der Absicht, sie in extenso darzulegen, auf S. 563 anter der Uber-
schrift ,Kombinationen“ einen doch immer noch unzulinglichen Aus-
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dru_ck gegc?ben haben) beim Jevons’schen Verfahren gar nicht zu ve
meiden; sie muss durch mentale Vergleichung eine: jeden von d :
32 Kombinationen je mit fast allen der (14 resp.) 16 Priimissensubj kiu
und ev. -Pridikate doch wirklich geleistet werden. 5y
N un Ifﬁegt bei einer Methode schon eine geringe Arbeitsersparnis
Sf:hr chl-ltlg zu sein wegen der unbegrenzten Haufigkeit, mit Eer e
svlch anbrlngfzn lisst, und bei einer Vergleichung zwischen 1’re1'schiedensele
L\¥ethoden sind selbst geringfiigige Unterschiede in dieser Hins; hlils
nicht zu verachten. Hier aber ist der Unterschied zugunsten ;e
Re‘chnul.lg fir sich schon ein ganz betrichtlicher und Jeser de d'r
beld.erlel Arbeiten durchgemacht, wird mir beipflichten Wem,l i }11. ble
;}tre}t:, dass 1jener Jevons’sche Weg hier »der passen’dere“ gtlazvesefl-
r 1st es wol iiberhaupt ni i j 0 i '
zahl der in Betracht zI1)1 zi:;;ejgzz lSI;lm:)cc))l: e s oy
Die ganze ,Anmerkung iiber logischen Calciil“, auf deren sonstige

Auslass i i i i
assungen hier einzugehen ich verzichte, ruft doch in etwas den Aus-

spruch Melanchthon’ inn: i
o s zu Sinn: ,Den alten Lehrmeistern gefillt nicht die

i Ahnliche ].3e1.nerk}mgen, wie in Bezug auf die Jevons’sche Methode
rel t;ln auch h.msmhtl.lch Herrn Hermann Scheffler’s Verfahren zu’
welches nur eme geringfiigige Modifikation der vorigen ist. ’

B u;;isx;illll I?:"f’t?fhande.alt in ! auf p. 739 .. 742 das Boole’sche Problem
N “117 s }aln_ficllr die Methoden — und zwar, wie gesagt, wesentlich
ki) Welae,_ mndem er nur: erstlich die negirten Fille als Faktoren
i L’[erkas fme kleine Drucl':ersparniss bildet, dafiir die positiv vor-
ihem fa| die Kl:;z,ee ;;;v‘lsg‘};lall; Vertlkglstrizhekeinschliesseud — 50 bedeutet
vier et - » WO das Merkmal ¢ allein, ohne eines der
. ;b(lﬁ;el;ﬂ éi;7lorheg’t (Was‘uns ab,c,d,e, darstellt), desgleichen |ad| die
o fe, wo nur die Merkmale ¢ und b verbunden Jjedoch ohne
3 ¢, auftreten (was also bislang durch abe,d e, da,rge’stellt wurde),

etc. — i i
c und indem er zweitens, anstatt der Gesamtheit 1 aller denkbaren

Fille, di
W?éféltt‘i‘xe i(l?stsen @b, ¢,d, e selber nach den (positiven) Symbolen ,ent-
- etzteres ist kein Vorteil, indem es ihn notigt, nach dem Vor’l,)ild'

= |g| + |
a I,u, -I'- ab] + |ac| + |ad| + |ae| + |abe| + labd] + |abe| + |acd| +
+lace] + |ade| + |abed| + |abee| + labde|*) + |acde| + |abede|
mn 5 >< 16 = 80 Glieder — statt unsrer 32 —
sichtend (ev. streichend) durchzugehen. ;

Nach den Priimissen v
. ¢ en — vergl. unsre ,Tabelle“ auf — blei
z. B. von diesen 16 Gliedern nur die sechs” folgendelimstc?l.lesnef4 o

a=a| + |abe + |ac + ade|**) + labee| + |abde]
*:)) gigsess Glied findet sich bei ihm ausgelassen.
el Scheffler ist dieses Glied filschlich durch |ac| vertreten, welches
2

hinzuschreiben und
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und wird der Leser leicht aus dem Anblick jener Tabelle sich die analogen
Entwickelungen von b, ¢, d und ¢ auch in dieser Symbolik herausschreiben. —

Von einigem Interesse sind noch Schliisse die Herr Scheffler am
Schlusse zieht, von der Art der folgenden: dass, wenn nur ein einziges
Merkmal erscheint, dieses nur @ sein kann, dass wenn iiberhaupt vier
Merkmale zusammen erscheinen, darunter immer b und e sind, etc. Solche
Sechliisse zu ziehen die halb arithmetischer Natur sind, scheint nicht direkt
in das Ressort unsres Kalkuls zu gehoren. Dagegen wird sie der Leser
leicht in der Tabelle der 11 zulissigen Fille bestiitigt erblicken oder aus
dieser entnehmen.

Herr Scheffler veranschaulicht schliesslich das Boole’sche Problem
auch noch durch eine Figur (in der nachher zu besprechenden Manier des
Herrn Venn, der ihm darin zuvorgekommen) — die aber unbrauchbar ist,
weil sie das ganze Feld 1 nur in 31 anstatt in 32 Felder zerlegt, sonach
von allen denkbaren Fillen von vornherein einen unberiicksichtigt lisst.

Dass es Herrn Scheffler ,nicht ganz klar“ geworden, wieso zwischen
den Merkmalen b, ¢, d keine unabhingige Beziehung resultiren soll, wihrend
er doch den Fall |ed| mebst [bcd| als einzig zugelassen konstatirt, liegt an
der Unzulinglichkeit seiner Bezeichnung. Der Fall |bed| z B. weist nicht
auf eine solche Beziehung hin, indem er ja das Fehlen der Merkmale «
und ¢ unweigerlich — nur eben leider mnicht ausdriicklich — fordert.
Die obenerwshnte kleine Druckersparniss war also nicht umsonst zu haben,
sondern muss mit dem Zustand des ungedeckten Irrtiimern-Ausgesetztseins

erkauft werden. —

Herr Venn zieht in seinem mehrerwihnten Werke® im Grunde
auch die Jevons’sche Methode noch den tibrigen vor. Er gibt der-
selben aber — wenigstens soferne nicht mehr als fiinf Klassensymbole
beim Problem in Betracht kommen — eine graphisch anschauliche
Gestalt, die Beachtung verdient. Er verwendet Diagramme nach Art
der Euler’schen, macht aber einen eigentiimlichen Gebrauch von der
Schraffirung. Wihrend in meiner Schrift? ich, gleichwie im Bisherigen,
mich dieses Veranschaulichungsmittels blos bedient hatte um gewisse
(Flichen-)Gebiete vor den iibrigen hervorziheben, legt Herr Venn
dem Schraffiren die Bedeutung des Ausstreichens, einer Tilgung bei.
Durch Schraffiren soll ein im allgemeinen logisch denkbares Gebiet, resp.
eine Klasse, als eine nach den Daten des vorliegenden Problemes nicht
vorhandene, als eine verschwindende oder leere gekennzeich?et werden.
auch in seiner Entwickelung von ¢ gestrichen werden muss; bei d und e fehlt
ihm das Glied |ade|, sodass von den fiinf Entwickelungen, die er gibt, nur die
von b richtig ist. Es zeigen wol schon die vielen Fehler, in welche Herr
Scheffler verfillt, dass die vermeintlichen Vorziige seines Verfahrens illusorisch
sind; auch spricht es nicht zugunsten des letateren, ist vielmehr in Hinsicht dessen
lehtreich, dass ihm trotz dieser Fehler die Diskrepanz seiner Resultate mit denen von
Boole und-mir gar nicht auffdllt, er vielmehr diese nur einfach bestitigt findet.

1




570 Vierzehnte Vorlesung.

- 1311;1(3 }?;f ihm gegebenes einfaches Beispiel wird die Sache sogleich
Primissen eines Problems sejen: a=<b (oder ab, = 0) und
bc.=0. So werden die Data nach iﬂuler’scher
Weise durch die Figur 21 darzustellen sein, aus
Wc.alcher auch direkt ersichtlich ist, dass ac———é sein
w1:'.d — eiancthss, der rechnerisch durch Elimi-
nation von b au ami
kann (Bekannter Syllogismus — verg?. jéx;]al:::‘l‘lisfg %Zzs(;%zﬂ iI:V gr:;n
Statt dessen w.sranschaulicht Venn die Data mittlet der Figur 2‘2.
I welcher die Gebiete ab, (wagrecht) und bz (hie-;f
senkrecht) sich ausgestrichen finden. Man erkennt
auch hier sogleich, dass ac vollig ausgestrichen ist.
: Fiir Probleme, die sich auf zwei, drei, vier oder
funfﬂKlassen @,b,c,d, e beziehen, empfiechlt dem-
gemilss Herr Venn die durch die handlichen
Figuren 23, 24, 25 u. 26 dargestellten Schemata
welche etwa durch Uberdruck zu vervielfiltigen und’
n 'Problem ganz stereotyp zu verwenden sind. [In
Figuren erblicken wir kongruente Kreise, in der
a,b,c,d vier kongruente Ellipsen, in der vierten

bei jedem derartige
den ersten beiden
dritten als Gebiete
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aber neben zwei Paar kongruenter Ellipsen @, ¢ und b, d noch eine
ringformige Fliche ¢ in Gestalt einer Raute mit abgerundeten Ecken.
Herr Venn verwendet andere Buchstaben.]

Die Figuren zerschneiden je die ganze Ebene, den Konstituenten
der Entwickelung von 1 entsprechend richtig in resp. 4, 8, 16 und
32 Felder.

Ich habe diese Felder numerirt so, dass die Nummern angeben
die Stellenzahl des betreffenden Konstituenten von

=ab+ab, +ab+ab, resp.

— abc + abe, + abc + ab,c, + a,bc + a,be, + a,bc + abc,, resp.

1 = abed + abed, + abe,d + abe,d, + ab,ed + ab,cd, + ab,e,d + ab,c,d, +
+abed + a,bed, + a,be,d + a,be,d, + abed+ abed +abed+abed,
resp. bei der letzten Figur die Nummer der betreffenden Kombination
in der Zusammenstellung, gegeben beim letzten nach Jevons’ Methode
behandelten Problem auf S. 563, welche Kombination jeweils eigentlich
selbst, als durch das Feld veranschaulicht, in ebendieses hineinzu-
schreiben wire.

Demgemiiss veranschaulicht und zugleich damit lgsé Herr Venn das
nunmehr wohlbekannte Boole’sche Problem durch die Fig. 27 in welcher
blos unterblieben ist, auch das Aussen-
feld (32) zu schraffiren, und ausserdem ihm
das Versehen zu verbessern war, das
Feld 24 der Fig. 26 freigelassen zu haben
(vergl. Venn? p. 281).

Ubrigens schliesst es auch einen Fort-
schritt gegeniiber dem urspriinglichen
Jevons’schen Verfahren in sich, dass
Venn diesen Strich der Felder nicht im
Hinblick auf das Kombinationensystem
der nach allen Symbolen gleichmissig
entwickelten Einheit vollzieht [wie sie beim vorliegenden Problem auf
S. 563 angegeben], sondern im Hinblick auf die Glieder der einzeln
rechts auf O gebrachten Primissengleichungen, wie sie sich in unsrer
vereinigten Gleichung jeweils zusammengestellt finden [so oben bei ¢)
der 1. Aufg. des § 25]. Gewisse von diesen Gliedern — nimlich die
aus weniger Faktoren zusammengesetzten — werden sich dabei als
von grosserer Tragweite (,scope®) erweisen als die andern, namlich

den Strich ganzer Komplexe von Elementarfeldern auf einmal er-

heischen.
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Zur ferneren Illustration sei auch Venn’s graphische Behandlhng
der 10. Aufgabe des § 25 hergesetat (Fig. 28), wobei wir die aus dem

v z Gebiet w herausgelesenen Felder horizontal
schraffirt, das iibrig bleiben sollende Feld durch
einen Punkt hervorgehoben und diejenigen vier
Felder die darnach verschwinden mussten, verti-
kal schraffirend ausgestrichen haben, demgemiiss
das Feld z,92w nach beiden Richtungen schraf-
firend.

Zum Schlusse seien noch ein paar Probleme
Venn'’s angefiihrt, bei welchem sein Verfahren in der That vielleicht
bequemer erscheint als irgend ein rechnerisches.

Die von Jevons! p. 64 aufgestellten Data:

Fig. 28.

a=>+c, b=c¢ +d, ad, =0, ad=bcd
seien zu vereinfachen.

Schraffiren (,shading out®) aller
Felder, die durch diese Primissen als
leere hingestellt werden, liefert die

Fig. 29, aus welcher sofort ersichtlich,
dass

—— b = C = 1, (? = O
sein muss, indem eben nur das Feld abc
noch iibrig bleibt.

Rechnerisch wiirde sich dieses Resul-
tat ebenfalls ergeben, indem man die
vereinigte Gleichung:

abye, +a, (b+c¢) + bed + b (e, +d) + c,d, + (ab, + ac, +abe)d =0
etwa nach entwickelte, wodurch sich

a(,+e+d)+a-1=0

D.ll.t emiger Mithe ergiibe; es muss sonach in der That @, = 0, das
heisst @ = 1, hernach auch b+e,+d=0 sein, ete.

Treffend widerlegt Herr Venn!
Jevons, L c. dass die obigen Data
(neontradictory®) seien, auf die wir in Anhang 6 zuriickkommen miissen,

\’veil die ihr zugrunde liegende falsche Anschauung Jevons vielfach zur
Aufstellung ungeeigneter Ergebnisse gefiihrt hat.

Ahnlich kommt Venn?

. 148 Fussnote die Bemerkung von
zweifellos eigander widersprechende

_P- 15 von den Daten aus:

Y=< xz, + o, wy KL aitag, syLwtz, yeLztw
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zur Anlegung der Figur 30, aus welcher auf den ersten Blick ein-

leuchtet, dass

y=20
der ganze logische Gehalt (import) des Primissensystems sein muss.
In der That erhalten wir dieses Ergebniss auch als dessen ,ver-
einigte Gleichung®, welche hiernach zusammen-
fallen wird mit der Resultante der Elimination
von «, # oder w — einzeln, oder in einer Partie,
oder insgesamt — aus dem Primissensysteme.

Vergl. auch Math. Quest. vol. 34 p. 51, wo
dieselbe Aufgabe mit vertauschtem z und y gestellt
und — umsténdlicher — von McColl geldst ist.

Dagegen lost sie auf die vorstehende Weise
Herr R. Harley, ibid. p. 74.

§ 27. Methoden von McColl und Peirce.

Die Methode, welche Herr Peirce in seiner grundlegenden Arb.eit5
p. 37.. 42 als fiinfte — meiner Auffassung nach: dritte — den ﬁbngen
hinzufiigt, ist Husserst beachtenswert und genial, wenn auch seine
Darstellung derselben einzelnes zu wiinschen ldsst. = |

Ich mochte das Verhiltniss dieser Methode zur modifizirten
Boole’schen vorweg im Bilde charakterisiren. Bei dieser wurden die
verschiedenen Kniiuel der Primissen oder Data des Problems erst fest
zu einem einzigen Knoten geschiirzt (der vereinigten Gleichung) und
dieser dann durchhauen (bei der Elimination). :

Beim Peirce’schen Verfahren aber werden jene Kniuel in ihre
diinnsten Faden auseinandergelegt und die erforderlichen einzeln zer-
schnitten (oder auch neu nach Bedarf verkniipft) — wogegen die
Jevons’sche Methode sogleich ein Hicksel aus dem Ganzen machte!

Ich denke zu zeigen, dass durch eine. geringfiigige  Abénderung der

Peirce’schen Tendenz unter Beibehaltung seiner Sch%ussweise.n, indem
man nimlich jene Kniuel immer nur so v:veit auselnandernu'nmt, als
erforderlich, um den Eliminanden resp. die Unbe.l'iannte "frel- zu be-
kommen, dasjenige Verfahren entsteht,. welches fir gewohnlich den
Vorzug verdienen diirfte — wobei sich das Verfahren aber dem
McColl’schen genihert haben, nicht mehr allzuweit von demselben
verschieden sein wird. o

“Wenn Herr Peirce von seiner Methode sagt, dass sie ,,per‘l‘laps
is simpler and certainly is more natural than any of .the others“, so
muss ich ihm in Bezug auf die grossere Natiirlichkeit Recht geben,

e L e
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vollig ausreichend, wenn man nur die Subjekte in ,lefzte Aggreganten,
die Priidikate in ,letzte Faktoren im Sinne des § 13 zerlegt, jeme also
ausmultiplizirend je als Summe von monomischen Produkten einfacher Sym-
bole darstellt, diese aber gemiiss dem dualen Gegenstiick 27,) des Distri-
butionsgesetzes jeweils in ein Produki von Summen einfacher Symbole

verwandelt.
Wiihrend z. B. nach Peirce ein Pridikat z +»z in

F+y+2)(z+y+2)(@+y+2)
dual entwickelt“ werden sollte, geniigt bereits dessesf Zerlegung in
(z+y)(x+z). Und analog wird auch allgemein das letzterwibnie Ver-
fahren seiner grisseren Einfachheit halber den Vorzug verdienen.
Nach Ausfiihrung des zweiten Prozesses werden also als Subjekte
nur Summen von Produkten, als Pridikate nur Produkie von Summen

aus einfachen Symbolen auftreten — und das geniigt
Dritter Prozess. Gemiss den Schemata der Def. (3), wonach
eine Subsumtion der Form
b+ec+d+--%<a a =< bed ---
iquivalent ist dem Systeme von Subsumtionen:
b=<a oder b a<bh oder b
c£a ‘ | a£c s c
d<a a<d ld

-

.ji
|

v 44 &
- . .

— wie ich bequemer dafiir schreiben will — Iose man alle ,zasammen-
sesetzten” Subsumtionen in die damit dquivalenten Systeme von simnl-
tanen einfacheren Subsumtionen auf.
Es wird darnach irgend eine Primisse, welche nach dem bisherigen
die Form besitzen muss
BRI

in der Gestalt anzuschreiben sein:

womit gesagt sein soll, dass 5 é?ﬂ s %l”f 5iéf”f ‘%!‘fj
v Ly, Ly, sy, 5 €., €y, de s
In prazi — meint Peiree — werden diese O
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Da: die- Glieder s; s/, .. der im | Da: die- Faktoren: p, p/, .. der

letzte: Summanden zerlegten Su-b—v{ in letzte Faktorenw zerlegten Pri-
jekte ihrerseits monomisehe Pro- | dikate ihrerseits Summen aus: ein-
dukte waren, fachen Symbolen waren,

so werden nach Vollzug unmsres dritten Prozesses gerade umgekehrt
wie friiher

die Subjekte nur Produkte ; die’ Pridikate: nur Summen
sein, aber jetzt aus lauter einfachen Symbolen, nimlich den Argnmenten
(Variablen, Koeffizienten, Parametern, Eliminanden, Unbekammten, oder
wie man sie nennen mag) und ihren Negatiomenm — wofern sie nicht
selbst sehon einfache Symbole sind.

Vierter Prozess. Dieser soll nunmehr die Elimination eines
Symbols bewerkstelligen. Wir nennen den Eliminandem z. Damn
miissen nach Peirce auf jede migliche Weise zusammengehalten werden
eine Subsumtion des vorliegenden Systems, welche x im Subjekt oder
aber z, im Pridikat enthilt, mit einer solchen, welche umgekehrt z
im Pridikat oder aber z, im Subjekt enthilt.

Sollte beides zugleich der Fall sein bei einer Primissensubsumtion,
so fillt der Eliminand sehon von selbst heraus, oder man kann das eine
weglassen, den einen Term z resp. x, unterdriicken — gleichviel welchen.

Wenn nimlich # und z, zusammen im Subjekte vorkimenm, se wire
dieses (als das Produkt der einfachen Symbole) kraft Th. 30,) gleich 0,
wenn sie zusammen im Pridikate vorkiimen, so wire letzteres (als die
Summe dieser und vielleicht noch anderer Terme) nach Th. 30,) gleich 1.
Diese Fille werden gar nicht in Betracht kommen, weil man Subjekte und
Pridikate doch immer nur miglichst ,ausgerechnet* ansetzt.

Kommt aber = im Subjekt und cugleich x, im Pridikate vor, oder
umgekehrt, so kann dies nach bisherigem nur in der Form:

ar=b+x, resp. cx,<d+zx
emtreten, und wird gemiss Th. 41) solcher Ansatz zu
az=b oder a=<b+z, resp. cr,<d oder cEd+e
— mnach Belieben — sich sofort vereinfachen lassen.

Nach der vorausgehenden Bemerkung wird jene Subsumtion von
der Form sein:

«) az=<b oder aber a=£b+a,
nnd diese von der Form:

B) c=<d+x oder aber cx,<d
wobei naeh dem Th. 41) des § 17 die nebeneinanderstehenden Sub-

sumtionen ja fquivalent sein miissen.
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Resultante der Elimination von z aus den beiden Subsumtionen
des Paares, welches aus den Zeilen «) und f) je eine Subsumtion
enthilt, ist nun die Subsumtion:

?) ; ac=£<b+d.

Beweis. Die vereinigte Gleichung von «) und f) wiirde in der That

(in der von mir bevorzugten Schreibweise) lauten: ,
abz+cdxr, =0,

somit als Resultante liefern: ab,cd, = 0, was nach Th. 38,) mit der Sub-

sumtion 4) #quivalent ist.

"Die Regel fiir solehe Einzelelimination lautet also: Man multipli-
zire die Subjekte und addire die Pridikate der zusammengehaltenen Sub-
sumiionen unter Weglassung des Eliminanden.

Von den so gewonnenen Resultanten miissen die nicht analytisch
erfiillten (diejenigen, welche ,Relationen” sind) vollstindig registrirt
werden, sofern sie nicht in bereits registrirten mitenthalten sind.

Zusammen mit denjenigen Subsumtionen, in welehen der Eliminand

gar nicht vorkam, werden sie in Gestalt eines Propositionensystems

die volle Resultante darstellen. 3
Es ist nicht erforderlich, eine Subsumtion der Form «) mit einer
andern von ebendieser Form ¢) behufs Elimination des z zusammenzuhalien,

und ebensowenig braucht man z aus irgend zwei Subsumtionen der Form ﬁ)
apart zu eliminiren, weil in solchen Fillen die Resultanten stets auf die

Identitit 0 = O hinauslaufen miissen. '
In der That wiirde bei zwei Subsumtionen der Form a):
ar<b uwnd cx=£d (oder c=Cd+1)

die vereinigte Gleichung lauten: (ab, + ¢d,) z + 0-z, = 0, sonach bei Eli-
mination des z nur fordern, dass (ab, +¢d,)-0 =0 sei, was von selbst
der Fall ist. Und ihnlich verhilt es sich bei irgend zwei Subsumiionen

der Form f), wie: ;
a<b+z uwd c£<d+z (oder ez, £ d),
ini = iibri iisste, dass
welche vereinigt 0-z + (ab, + ¢d,) &, = O geben. Im dibrigen miisste,
hier dio Gesamtheit der Einzelresultanten die volle Resulfante darstellt,
doch eigentlich noch bewiesen werden! -

Fiinfter Prozess. Derselbe bezweckt (m Verbi ungn{itdem
niichstfolgenden und letzien Prozesse) das Aquivalent dessen zu leisten,

was wir seinerzeit als die Auflosung des PmPoﬁoyeﬁ/gW m

ciner Unbekannien (z) bezeichneten. Nach § 21, o) kommb
auf die Ermittelung erstens eines (z nicht als Op
haltenden) Pradikates, zu welchem z Subjekt is
(ebenfalls von z freien) Subjektes, zu welchem =

ScaropER, Algebra der Logik.
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Im fiinften Prozess werden zunichst alle Subjekte, sowie alle
Pridikate von z (unter den im Primissensystem vorkommenden Sym-
bolen oder Termen) aus den vorliegenden Subsumtionen einzeln heraus-
gelesen; im sechsten werden sie hernach zu einem einzigen Subjekte
resp. Pridikate zusammengefasst. ’

Nachdem vorstehend hingebracht war, dass alle Subjekte hichstens
Produkte, alle Priidikate aber hichstens Summen sind (wofern sie nim-
lich tiberhaupt noch als zusammengesetzte, nicht schon als einfache
Symbole erscheinen), kimmen wir nach Belieben gemiss Th. 41) jedes
Operationsglied aus dem Subjekte in’s Pridikat bringen, oder wmgekehrt,
indem wir dasselbe erstens in seine Negation verwandeln, zugleich
aber auch zweitens die Art seiner Verkniipfung (mit den andern Sym-
bolen) dualistisch abéindern, nimlich diese aus einer Addition in eine
Multiplikation oder umgekehrt verwandeln — vergl. den Wortlaut
Jenes Theoremes, nach welchem ja:

a=<b+z, mit az=€b und az,<€b mit a<$b+z

gleichbedeutend ist.
Keineswegs diirfte dagegen

a+ax,=Cb in a=€bx oder auch a=€bz, in a+zLb

(oder umgekehrt) verwandelt werden, wie man, die Subsumtionen rechts
auf O bringend leicht erkemnt, wo sie besagen:

(@+2)b, =0, a(,+2)=0 resp. a(®+2)=0, (a+x)b,=0

und augenscheinlich einander durchaus nicht decken. Mit Subsumtionen
von vorstehender Form konnen wir es aber hier nicht mehr zu thun be-
kommen, da, wenn solche vorkamen, sie nach dem dritten Prozess zerlegt
sein mussten. :

Wo es etwa erforderlich wird, ein Symbol auf die andre Seite
der Subsumtion ,hiniiberzuschaffen® (zu ptransponiren®), welches auf
der einen Seite isolirt steht, so lisst es die Einheit zuriick, falls es
Subjekt war, die Null falls es Pradikat gewesen. Schematisch: soll
in einer Subsumtion ¢ <b das a hiniibergeschafft werden, so sagt
man: 1-a=Cb und folgert nach der Regel: 1 =< a, + b; sollte aber
das b heriibergeschafft werden, so denkt man sich die gegebene Sub-
sumtion in der Gestalt angeschrieben: a=<b+0, und folgert regel-
recht: a-b, £ 0. —

Demnach kann stets die Negation z, der Unbekannten, wo sie
irgend vorkommt, in Gestalt von z transponirt werden, wodurch er-
zielt wird, dass das vorliegende Subsumtionensystem nur mehr z selbst,
aber nicht mehr #, enthéilt. Und weiter konnen diejenigen Operations-
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glieder, mit welchen nun z noch verkniipft erscheint, ebenfalls auf die
andere Seite geschafft werden, sodass in jeder einzelnen Subsumtion
(in der die Unbekannte iiberhaupt vorkommt) diese jetzt endlich isolirt
erscheinen wird, und zwar entweder als das Subjekt, oder als das
Pridikat derselben. Die regelrechte Ausfihrung dieser Operationen
macht den fiinften Prozess aus.

Sechster Prozess. Man vereinige schliesslich die gewonnenen
Subsumtionen, welche die Unbekannte z zum Pridikate haben in eine
einzige Subsumtion mit ebendiesem Pridikate #, indem man die Summe
ihrer Subjekte bildet, ebenso diejenigen Subsumtionen, welche gemein-
sam die Unbekannte 2 zum Subjekte haben in eine einzige Subsum-
tion mit ebendiesem Subjekte z und dem Produkt ihrer Pridikate als
Pridikat — auf Grund der jetzt im umgekehrten Sinne, wie beim
dritten Prozess, anzuwendenden Schemata der Def. (3).

Hiermit wird man schliesslich die Doppelsubsumtion (mit z als
dem Mittelterme) erhalten, welche die ,Berechnung” der Unbekannten
leistet und das Problem lost.

Zur Illustration dieser Methode wollen wir mit Peirce das als 1. Auf-
gabe in § 25 von uns geloste Problem von Boole nochmals behandeln,
dessen Data waren: Zarel

a,6,%€ (bd, + b, d)e, ade,<bc+byc,, alb+e)=cd +cd,

und bei welchem verlangt wird, erstens diejenigen Aussagen iiber a zu
finden in welchen nur noch von b, ¢, d die Rede ist (which ,involve“ only
b, ¢, d), zweitens anzugeben welche Relation zwischen b, ¢, d allein besteht,
drittens zu finden, was von (und mit) b in Bezug auf @, c,d ausgesagt
werden kann und viertens zu ermitteln, welche Relation zwischen g, ¢ und
d besteht. i

Auflssung gemiss Peirce. Durch die ersten drei im Kopf aus-
geftihrten Prozesse 16sen wir die drei Primissen beziiglich auf in die nach- °
folgend zusammengestellten Subsumtionen: ~

b+d b+e ab c+d cd, a
6 = 1b+d, ade= - =£ nebst ==
e bt+c ae). c+d, c,d
Es war hiebei blos zu berticksichtigen, dass
bd,+bd= 0 +d)(b,+d), be+be=(0b+c)(® +c),
dhnlich ed, + ¢,d = (¢ +d) (¢,+ d,) und endlich a(b +¢) = ab + ae ist.

Zuerst miissen wir ¢ eliminiren, ,von welchem wir nichts wissen wol-
len*, von welchem abgesehen werden soll.

37*
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Zom System der Besulfzmtien gebiren erstems dicjemigen wmter den
ohigen Subsvamtionen, welche ¢ tiberbaupt micht emthalien; diese simd-

: b4d e+d ed, |
d) e, 4 b : =
) % ’%{.bﬁ'ﬂ,’ @ %{tﬁ‘-d. f.d’éa
Zweitens tragen dazu bei die Resultamten der Elimimation des ¢ aus
je emer Subsumtiion der Gruppe:
b+e

cdi

e, e, ad J£ 1 z b+
ae,Ee, a e':é'b.%'f’ ’—‘,dlzé +e
mit je einer solchen der Gruppe:

asé{

und nuy diese; weil in den Subsumtionen jemer Gruppe wesentlich ¢ im
Pradikat (oder, was auf dasselbe hinausliuft, e, im Subjekt), in den Sub-
sumtionen dieser Gruppe aber ¢ im Subjekie auftritt.

Nach der Begel des vierten Prozesses gebildet sind nun unsre Resal-
tanten s@mtlich hingeschrieben folgende:

1+¢+ d(=
(()z)a,r:,azéj i )

Slitg+ad =1

c+d

6,4,

b

|b+ +e+d=1

b+ e, 4+e¢+d=>b+c+d, ac11,|£jb+c+d

ada € =
ll" +e+e+d=b+c+d’ aqdl i lb+r'+ d,

b‘+c+e,+4l,=l

wovon aber nur diese eipe:
£) at.l:ébﬁ-e.-}-dl

wirklich zu notiren gewesen, die andern — nimlich: 0-€C1 ad £1,
ad b+ c+d, ete. bis acd=£b+ c,+d, — als selbstverstindlich schon
mittelet , Kopfrechnung® erkannt und sofort hitten weggelassen werden
kiinnen,

Die zuletst gefundne Einzelresultante ¢) kann nun auch noch, indem
rlmm d, der Regel des Th. 41) gemiss nach links wirft, vereinfacht wer-
aen zu:

ad=<b+ec,.

Und ferner geht die zweite von den Subsumtionen 0): a,c, =€ b, +d,
augenscheinlich in der lefzten ¢,d =€ a auf, wie man in Peirce’s Manier
am schnellsten sehen wird, indem man erstere mittelst Umstellung zweier
Termo umwandelt in ¢,d <€ b+ a, was aus ¢,d=€ a und Th. 6,) doch a
fortiori schon folgt. ‘

Ks wird darnach jene fortzulassen sein: ;

Die Gesamtresultante der Elimination des ¢, zuniichst durch das System
der koexistirenden Subsumtionen ¢) und ¢) vollstiindig dargestellt erschei-
nend, zieht sich demnach zusammen zu:
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9} a,c, € 0b+d, ab=é{0+d Cd}%a, ad=<b+ec,.

1
e, +d,’ «cad
Dieses System von sechs Subsumtionen bildet nunmehr die Prémissen zu

_allen weiter verlangten Schlussfolgerungen.

Die zweite, dritte und sechste von diesen gibt die Priidikate von @
an; dieselben sind:

b+c+d, b+¢+d, uwnd b+e+d,.
Es muss a eingeordnet sein ihrem Produkte:

a£(b+e+d)(b,+c+d) (b +c+d)
oder ausmulliplizirt:

a=£0b,(c,+d)+cd +cd=">cd +cd +cd.
Um zu finden, ob irgend eine Relation zwischen b, ¢ und d besteht, suchen
wir auch die Subjekte von @ zusammen. Diese sind aus der ersten, vierten
und fiinften Subsumtion {) zu entnehmen in Gestalt von: b,c,d,, cd, und
¢,d; es muss also ihre Summe dem @ eingeordnet sein:
= bed, +ed +cd<a.

Augenscheinlich resultirt durch Elimination des a aus den beiden letzten
Subsumtionen, welche hier schon durch den Schluss Barbara nach Prin-
zip II erfolgen wird, weiter nichts als eine analytische, ,leere®, das Prin-
zip I der Identitit exemplifizirende Formel (an ,empty“ proposition), so-
dass zwischen b, ¢ und d keine unabhiingige Beziehung zu bestehen braucht.

Um die Pri#dikate- von b zu finden, kombiniren wir die zweite und
dritte Subsumtion ¢) und erhalien (analog, wie bei a des genaueren an-
gegeben wurde):

b€ (o, +c+d)(q,+¢,+4d) oder b=Ea, +cd +cd
als drittes der verlangten Ergebnisse.

Durch Sammlung der Subjekte von b geht aus der ersten und der
letzten Subsumtion £) hervor:

a,c,d,+acd=€b.

Durch Elimination von b aus diesem und dem vorigen Ergebnisse ge-
miss Prinzip II geht dann hervor:

acd + a,c,d, =€ a, + cd, + ¢, d,
oder vereinfacht: acd=—0, was mit der vierten und finften Subsumtion gibt:
cd, +cd€<a€c+d,
in Beantwortung der letzten von den gestellten Fragen. —

Anmerkung. Unter dem zweiten Prozesse empfiehlt Peirce, um
einen Ausdruck in seine letzten

Summanden | Faktoren
nentwickelnd* zu zerlegen, falls er nimlich von vornherein ein
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Produkt (von Summen) |  eine Summe (von Produkten)
gewesen, das folgende Verfahren. Man bilde

jedes denkbare Produkt | jede Summe.

aus allen in dem Ausdruck vorkommenden Buchstabensymbolen und deren
Negationen, sodass darin jeder Buchstabe nur eimmal (negirt oder aber un-
negirt) vertreten ist..

Gemiss der fundamentalen Formel des Th. 6): :

ab=£b=Eb+e

untersuche man, ob

das gebildete Produkt ein Subjekt ist die Summe ein Pridikat ist von
von jedem Faktor jedem Gliede

des gegebenmen Ausdruckes. Trifft dies zu, so ist es, resp. sie ein
letzter Summand | Primfaktor

ebendieses Ausdruckes, andernfalls nicht.

Man fahre in dieser Weise fort, bis so viele letzte Summanden resp.
Faktoren gefunden sind, als der Ausdruck besitzen muss.

Um diese Zahl zu finden (unter obenerwihnter Voraussetzung, die ja
schon nach § 14 sich immer vorgiingig erfiillen lassen wiirde), gibt Peirce
ohne Herleitung den arithmetischen Ausdruck an:

2" +n—mp—p,
wo m die Gesamtanzahl der verschiedenen Buchstabensymbole bedeutet, die
im Ausdruck vorkommen, falls ein Symbol und seine Negation nicht als
verschieden angesehen werden, wo ferner % die Gesamtzahl der im Aus-
druck als Operationsglieder iberhaupt auftretenden Symbole vorstellt, mégen
diese verschieden sein oder nicht (nach Beriicksichtigung iibrigens der Tau-
tologie- und Absorptionsgesetze behufs einfachstmoglicher Schreibung des
Ausdrucks), endlich p die Anzahl der
Faktoren | Glieder

des Ausdrucks ist (mit dem gleichen Vorbehalte wie soeben, ohne wel-
chen sonst ja die Zahlen » und p beliebig hoch angesetzt werden konnten).

Es sei hienach z. B. der Ausdruck z + yz ndual zu entwickeln“ [,,dual®,
das soll heissen: in die Form eines Produktes, gemiss Th. 44,) — sinte-
wal die ,Entwickelung“ schlechtweg, in unsrer Terminologie sich stets be-
zieht auf die Zerlegung in eine Summe gemiss Th. 44.)]. Nach Peirce
ist zu bemerken, dass hier m — 3, % — 3, » = 2 ist, womit sich die An-
zahl der gesuchten Faktoren (arithmetisch) berechnet zu

2*+3—8<2—-2—8L3_6-—_9-—_3

Man sollte nun alle acht Ausdriicke, welche durch additive Vereinigung
dreier von “den sechs Symbolen Z, Yy % %, Y, 2, mit verschiedenen Buch-
staben gebildet werden kinnen eigentlich durchprobiren in folgender
Weise. Da

t€2z+y+2 und ye€o+y+e,
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so st x4+ ¥+ 2 en Fakior tmseres Avs@irocks 7+ 7z Um Je Probe mit
z+ -+ z, zu machen, haben wir zu bemerken dass:

= .T=é$+g+£: mmd gg%z-ﬁ'—y-ﬁj—z"
ist, sodass dies ebenfalls emer von dem pesnchiem Fakioren sein musste.
Das mimliche stelli sich berans, wemm wir mit #4342z den Versoch

machen, womit also (hier zufillic bei den drei ersien Versochen) die ge-
mm%&f@mm Dﬂgﬂgﬂﬂw&fﬂezﬂ.mﬂt
%+ ¥, z, der Versuch fehlgeschlagen haben, indem zwar z <z, 42,
aber micht yz =€ x+9,+z, soin misste, und besiighth z, 4, + 2, Hesse
sich weder emsehen, dass z, noch dass wz demselben emgeordmet sein

e der Amsdrodk:
+b,+¢)(g+b+0)
— diesmal n die Form emer Summe, also schledhtweg — entwicksit”
werden, s0 wire m=— 3, m — 9, p — 3, sodass
2219 —-3<x3—3=35

die a Tﬂfkﬂrﬁ bestimmte Amnzahl der zu oewa : Fagialoizid 5 W dh‘ Imggg&ﬂﬂr
ist. Von dem acht Konstitventen der Embwickflumg (wom 1) mach @ B, ¢
sind daber mur dreie hier amsgeschlossem, und zwar sind es dhese:
abe, abc, abe,
welche allein micht n allen drei Faktoren, nimlich in dem gerade dariiber-
= abc+ abe, + abe -+ abe, +abec. —
i i 1 & der ge-

Die Vorausbestimmung der Amzahl G]iﬂﬁer_mﬂp. Faktoren g
suchten Entwickelung erscheint mir zwar verdiemstlich, &xs gamze Verfahren
anch m der That mieht sahwmng,ged;aﬁh(m .‘ zn mmstEnd-
lich und ermidend gegeni jemi; erfalrm g
ihm Peiree den Vorzug zuerkemmen will, mmd § 13 anssin-
andergesetzt wurden. e =

Ieh wiirde bei Aunfgaben der Wwﬁhﬂa%ﬁym.&mmmp‘h-
Ziren worziehen wo noch Fakioren feh .lmaiasdhamﬂmﬂ_ﬂ;m 1,—zix,
i 1 wiederholten Ansatz eimes Gliedes aber w. _Sﬁ) haben
wir, in dem Beispiel, durch Vereimigung des ersten mit dem dritten Fak-
tor soglesch:

® + ©) (e + b, + ¢) = a(be + be, + b,0) + a(be, + B,c)
— etwa bei (b, +¢,) den Faktor %w?ﬁ.ﬁ*)mw-l
b+ ¢ beim Multipliziren mit o vollends entwickelnd gemdiss T selbst.
Th: 27.)- aw beguuniva vemesiet e ML .
zuerst z+ yz in (z+9)(z+2) Gbergeht, sodamn v i
staben 2z, z 4 z aber den y moch micht, wie “M,_; h wiire, -
wﬂd‘tﬂ_ 3 - /.
z4y=siyteon,=(+y+9)Eiyia)
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und analog 2 +2z=2z+2+yy, =(@+y+2) (z+u,+2)
genommen, im Produkte:
g+yz=@+ty+e) (e+y+2)(e+y +2)

aber der erste Faktor rechts nur c¢inmal angesetzt wird. Um den Gedanken-
gang darzulegen musste ich dies alles niederschreiben; man kann jedoch
das Ergebniss leicht gleich aus dem Kopfe hinsetzen.

Zum Glicke aber brauchen wir, wie oben betont, uns bei den Pro-
blemen hiermit tiberhaupt nicht zu plagen. Gleichwol aber schien mir
Peirce’s Manier im ,Entwickeln“ der Funktionen es wert zu sein, der
Aufmerksamkeit des Lesers unterbreitet zu werden, sollte sie auch blos
dazu "dienen, die Mannigfaltigkeit und Fille der Weisen, auf welche in
unsrer Disziplin zuwerke gegangen werden kann, auf’s neue zu illustriren.

Ich will nun diejenige Modifikation der Peirce’schen Methode
auseinandersetzen, welche mir, wie eingangs angedeutet, als die aller-
natiirlichste und einfachste zugleich erscheint.

Wie der Leser wol bereits herausgefiihlt hat, besteht der Vorzug
der Natiirlichkeit gegentiber der Boole’schen Methode bei der Peirce-
schen darin, dass sie — nicht wie Jene mit Gleichungen — sondern
vielmehr mit Subsumtionen operirt, sonach mit Subjekten und Pridi-
katen zu thun hat, die den Urteilsfunktionen im gewohnlichen Denken
sich durchaus anpassen. Die Primissen brauchten nicht mehr rechter-
hand auf O gebracht, auch nicht mehr zu einer einzigen Aussage ver-
einigt zu werden — Operationen, deren erstere zuweilen miithsam aus-
zufithren ist, deren letztere, so leicht sie ist, ein schwiilstiges (cum-
brous) Ergebniss aufweisen kann. Bei Peirce’s Verfahren mussten
indess daftir andere Weitliufigkeiten in Kauf genommen werden, die
wir nun vermeiden wollen unter Beibehaltung der Vorziige.

Aus irgend einem System von in Form von Subsumtionen an-
geschriebenen Primissen ein Symbol 2 zu eliminiren, desgleichen das-
selbe (im mehrerwihnten Sinne) zu ,berechnen“ ist unsre Aufgabe.

Mit der ,Berechnung ist bekanntlich allemal die Elimination der

Unbekannten zu verbinden, die uns die Anuflosbarkeitsbedingung liefert; °

desgleichen geht schon nach § 21 und wie weiterhin zu sehen mit der
Elimination auch die Auflésung oder Berechnung von selber Hand in Hand.
Sollte also etwa ein Symbol zu eliminiren und ein anderes zu berechnen
verlangt sein, so wende man nacheinander in Hinsicht auf jedes der beiden
fir sich das Verfahren an, welches wir nun beziiglich des einen z be-
schreiben werden. Ebenso, wenn mehrere Unbekannten zu eliminiren da-
neben irgend welche zu berechnen sind, wird man (wie schon frither er-
\_viihnt) die Eliminanden immer einzeln successive (in irgend einer Reihen-
h?lge) beseitigen, weil dabei mit Jjedem Schritte schon eine erhebliche Ver-
einfachung des fernerhin die Primissen zu vertreten habenden Propositionen-
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systems erzielt wird — wogegen, wenn man die Operationen behufs simul-
taner Elimination an das urspriingliche Préimissensystem ankiipfen wollt.e,
man dieses Vorteils verlustig gehen wiirde. Wir- werden es demnach in
der That immer nur mit einem Symbol, als Eliminanden oder Unbekannte,
auf einmal zu thun bekommen, und brauchen nur darauf Bedacht zu nehmen,
wie wir uns in Bezug auf dieses (somit auch jedes) am besten aus der

Schlinge ziehen. :

In jeder Primissensubsumtion (welche z iiberhaupt enthilt) entwickele
man die linke Seite, das Subjekt, falls z in demselben vorkommt,
nach = in Form einer Summe gemiss Th. 44,) die rechte Seite oder
das Pridikat, falls z in ihm vorkommt, @ Form eines Produkles ge-
miiss Th. 44,). Darnach lisst sich:

azx+ bz, £ (e +z,) (B+2)
als die allgemeine Form einer jeden z enthaltenden Priimisse hin-
stellen, wobei nur, wenn z auf einer Seite von selbst herausfﬁl.lt oder
fehlte, dasselbe nicht extra eingefilhrt zu werden braucht, vielmehr

dann in Gestalt von

az + bz, £y resp. c=£(a+z,)(B+2)
mit der betreffenden Primisse weiter zu operiren ist. Es brauche'n
auch etwa ausfallende Glieder, wie 0-2 oder 0-z, Qd?r Faktoren, wie
1+ oder 1+, durchaus nicht angesetzt zu werden, v1e1mehr”kommeu
in solchen Fillen auch die beim allgemeinen Schema anzufflhrende.n
Operationen, soweit sie sich auf jene zu beziehen hitten, einfach in

Wegfall. - -
gMan lise jetzt die betreffende Subsumtion gemdss Definition (3) auf

in die einfacheren Subsumtionen:
«+z,

ax}%{a+$. resp. Z:}%y, resp. c=é[5+x

bz B+=z ‘
wobei Wie&er, falls ein Term fehlte, derselbe auch vorstehend nicht

ertreten sein wird. ‘ :
v Das allgemeine Schema repriisentirt nur zwei (nicht vier) Subsumtionen,
nimlich die beim Lesen einer jeden Zeile sich erg-ebend‘en: ax %b ad+n::,!;
bz, << f+=, da die iiber’s Kreuz durch das Subsumtionszeichen 1‘;6;' unde:
Terme nur analytische Identititen axz =€+, bz, £ « + z, liefern.
Nach der Regel von Peirce’s Theorem 41) werfe nian das Opera-

tionsglied =, jetet (als z) auf dic andere Seite, was beilil allgememtin
Schema aulf eine. Unterdriickung des Terms #, hinausliuft, und fiir

simtliche angefiihrten Fille gibt:
z
agco resp. sz Ly
b£<p+x b£y+2z

A VBT A LR PS8, 1
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Sodann isolire man z vollends durch Hiwiiberwerfen des mit ihm ver-
Iniipften Operationsgliedes nach derselben Regel, wodurch entsteht:
b, <z€a +a, resp. by,€<z€a+p resp. Bz +a

Hierdurch ist dann die Primisse verwandelt in eine Doppelsubsum-
tion mit dem Mittelgliede # und einem davon frejen Subjekte sowol
als Pridikate. Dieselbe ist m. a. W. fiir sich schon ,aufgelést“ nach z;
zugleich erscheint z eliminirt, sobald man es beim Lesen der Doppel-
subsumtion gemiss Prinzip II tiberspringt. In der That wird beim
allgemeinen Schema b, =< @, + a die Resultante der Elimination des
vorstellen.

Wenn von dem allgemeinen Schema einzelne Terme fehlten, so kann

es sich ereignen, dass man statt einer Doppelsubsumtion nur eine einfache
Subsumtion erhiilt von der Form

d=Cz  oder aber z=£ 9.
Diese ist jedoch leicht zu einer Doppelsubsumtion zu ergiinzen in Gestalt von:
d=<x=£1 resp. 0K£z£0
und ist ersichtlich, dass alsdann durch die Elimination des # aus der
Einzelprimisse nur eine Identitit: g <1 resp. 0=£ 0 resultiren wiirde,

die bei Aufstellung der Gesamtresultante nicht weiter beriicksichtigt zu
werden braucht (weil O links Summand, 1 rechts Faktor wiirde — wie

sogleich zu sehen).

Um nunmehr das ganze System von Préiimissen nach der Unbekannten
z aufzulisen, nachdem die z enthaltenden simtlich zu solchen Doppel-
subsumtionen umgeformt sind, braucht man nur die Subjekte dieser
letzteren additiv 2u einem emzigen Subjekte, ihre Préidikate multiplikativ
2w eimem einzigen Pridikate von z ou vereinigen. Man wird dadurch
eine Doppelsubsumtion mit dem Mittelgliede z und davon unabhéngigen
extremen Gliedern erhalten, welche nach Def. (8) #quivalent sein muss
dem System jener Doppelsubsumtionen, welche also zusammen mit der
Gruppe der z von vornherein nicht enthaltenden Primissen das ur-
spriingliche Primissensystem vollstindig vertritt. Die volle Resultante
der Elimination des z besteht aus dem System der Priimissen eben
dieser letztern Gruppe in Verbindung mit ‘der aus der »vereinigten
Doppelsubsumtion durch Uberspringen des gemiss Pr. II sich er-
gebenden Resultante, welche die Summe der Subjekte des z einordnet
dem Produkt seiner Pridikate. —

Um dies an dem klassischen Problem von Boole, 1 Aufg. des § 25,
zu erliutern, so schreiben wir behufs Elimination von e die erste Primisse
in der Gestalt an:

bd, +b,d

a,c, & . » die zweite als: qd (be, +b,0) < e,
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f i i Aunsatz vornehmen,
i ir eine Doppelumstellung an ihrem friiheren
Lnﬁizgchwgenellli‘laktorpi, von links als Summanden ¢ nach rechts -warf}e;:,
sodann den Summanden bc¢ + b,c, negirt als Faktor be, +b,¢c von rechis

h links — oder beides a tempo. - : -“ i
= Die dritte Primisse, welche Gleichung war, losen wir als vorwirtige

und riickwirtige Subsumtion beziiglich auf zu:
ab=<cd +cd resp. cd+cd=<€a
e cd +cd+a, b, (cd, +c,d) < e.

Die Resultante der Elimination des e bestehi aus defn Systelxln1 tier
drei von den vorstehenden Subsumtionen, welche e ga.r.mcht entha ull)l:
zusammen mit derjenigen, welche die Summe der drei Sub:]ekte von € §
sumirt unter das eine Pridikat desselben. Letztre lautet:

a,c,+ ad (be,+b,6) +b, (cd, + ¢,d) < cd, + ¢, d + a,.

iermit i i iminati i lzogen. Bei keiner allgemeinen
t diese Elimination bereits vol : i 3 .

1\%{[;:;?52 \I:ird man sich aber der Anforderung entz.lehefl konn}glani\d (Pe]i :}51,18(2;—,
matisch von ihr gelieferten Rechnung:;&rgh(?'liagsee Js:vsellgserzzc; vor?;%genden
— mit Riicksicht auf die besonderen Verhiltniss ( . :
Fall::t Euczslcvereinfachen, zu reduziren! Das letste vereinfacht sich zu

abed=0 oder acd=<D,
ickli ‘ - das Glied a, von rechts als
i enblicklich erkennt, wenn man .
%‘vsit(f:alclz ?11::51 ebenso das Glied cd, + ¢,d von rechts als Faktor cd + ¢4,

- ]1)1::{ %l:i'lsitht wegen reproduziren wir die (bereits da stehende) Gesamt

resultante, zugleich die Elimination von a vorbereitend; sie T)esteht aus

?:;“-I_SZ’:;I:G% a, a=£b,+cd+ed, cd+cd<a, @ £b+c¢+d,.
ithin ist i fl6 ach a:

bty t 0 a0 60 (%60

fi’:lk:vizleh:fs gfegz}ilszgrs;l;::igﬁeii esotila.ss die Elimination von a erge

bleibt, und

bnisslos

a = cd, + ¢,d + b d,

geschrieben werden kann.

i i als die
Um sodann b zu eliminiren, nehmen wir am besten die letzte

Primissen dienenden Ergebnisse,
i enfassung der nun als Primissen d Hrgeh
zﬁa‘;t:f:gfs Sgi[:mGleichung als vor- und riickwirtige Subsumtion in

b| blcldl } a
a(cd+cd,) é{c,d,’ m <

i +d um-
ersten und der in b, € a+c |
vier Subsumtionen liefert augens.cl:l.eml.lch
weshalb die Resultante der Elimination

Die Elimination von b, aus der
geschriebenen dritten von dl?sen
nur ein identisches Ergebniss,

xtremen Glieder sich nach leichter Re- -
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von b (somit b,) blos aus den von b freien Subsumtionen dieser
besteht, die sich in -

cd,+cd=<a=<cd +cd +cd oder c +d,
zusammenziehen. Auch liest man sofort heraus die Aufldsung nach b :
. = 1 e

a(cd+cd)=<b <a+c+d,

woraus sich diejenige nach b durch Umstellen der Terme, oder auch beider-
seitiges Negiren ergibt zu:

a,c,d, € b=£a +cd, + cd,
wo letsteres Pridikat (nur) mit Riicksicht auf die vorhergehende Relation
(zwischen a, ¢, d) auch in @ + ¢+ d zusammenziehbar ist (indem man ihm
a,cd ohnehin, aber auch noch acd, welches O ist, zufiigen kann).
So gelangten wir also zu den fritheren Ergebnissen.

Es moge ferner noch die 7. Aufgabe des § 25 (von B »
- ol 3
behandelt werden. Die Priimissen v?raren: e Tl e

wg€se, ra€be, se£wy, be£ra

und 'werden im Hinblick anf die beabsichtigte Elimination von e zu
schreiben sein:

s b
wg £ , ra =& . e=£ wg+s, e£ra+b,

oder

w
L e
fa ra ra
mithin stellt das System: B,
wg £ s, ra=£0, wg £ ra+0,, ra=€wg+s,
die Resultante der Elimination von e vor.#)

Um die Eliminati : i i
) Elimination und Berechnung von g vorzubereiten, schreiben
wir letzteres:

P s+ w, i, ras =€ w

ra+b +w, ' !
woraus folgt: I ' a =é -

ras=<g=<(s+w) (ra+b,+w,) oder w, +s(ra+b)

:I\gszuf;rizﬁeelll —s:heeiilnf Behandlung, die mir derjenigen des § 25 entschieden

Ich. meine gleichwol, dass das von mir modifizirte Verfahren Boole’s
durch diese neue Methode keineswegs iiberfliissig gemacht wird. Nicht nur
b_ehii,lt es den einen Vorzug, dass man dabei m:hr rein mecha.nJ:sch — um
{nc_ht zu sagen: gedankenloser — zuwerke gehen kann, womit ich mir zum
Teil den Umstand erklire, dass, wie Herr Peirce seinerzeit mir schrieb,

- ‘.) Es wird, wie hier, nicht selten vorzuziehen sein, dass man beim Eliminiren
die Einzelresultanten unvereinigt lasse.

§ 27. Methoden von McColl und Peirce. 589

seine Schiiler mein Verfahren dem seinigen vorzuziehen pflegten, sondern
auch zum vollen Verstindniss der ganzen Disziplin wird dasselbe stets un-
entbehrlich bleiben, Endlich kann man auch die an jeder eimzelmen Pri-
missensubsumtion zu vollzichenden Operationen der Auflésung und Elimina-
tion mindestens geradesogut nach jenem Boole’schen Schema ausfiihren,

als nach der vorstehend illustrirten Peirce’schen Methode, wie eine ver- -

gleichende Bearbeitung der typischen 18. Aufg. des § 25 nach den beiden
Manieren zu erkennen gibt. —

Das Verfahren, welches Herr Mc Coll ganz selbstindig, indessen
immerhin sehr nachtriglich, zur Losung der Probleme des Boole’schen
Kalkuls ersonnen, ist doch nicht ganz so sehr, wie er selbst glaubt,
von dem modifizirten Boole’schen verschieden — und muss ich hierin
Herrn Venn! p. 372 beipflichten (vergl. ebenda). Sofern nur eine
Primisse in Betracht kommt — und die Boole’schen Primissen lassen
sich ja stets in eine einzige zusammenziehen — mochte ich dasselbe
iiberhaupt nicht als eine neue Methode, sondern hochstens als eine
eigene ,Manier“ in der Anwendung der Boole’schen Methode gelten
lassen.

Ein Fortschritt tritt erst da zutage, wo es sich um Elimination
und Auflosung bei Systemen Boole’scher Primissen handelt und ist
eben darin zu erblicken: dass Mc Coll deren vorgingige Vereinigung zu
einer eingigen Pramissengleichung entbehrlich macht, womit er denn Peirce
vorgearbeitet und eine neue Behandlungsweise der Probleme angeregt,
mitbegriindet hat.

Vorwiegend scheinen mir Herrn Me Coll’s Verdienste auf einem andern
Felde zu liegen: auf dem der Anwendungen — woriiber u. a. unser An-

hang 7 zu vergleichen ist.
Me Coll’s Verfahren basirt auf den beiden Gleichungen:

of@)—ef() uwd zf@=2a70),
welche wir schon in §19 als Anm. 2 zu Th. 44,) angefiihrt haben,
und die er auch fiir beliebig viele Argumente zusammenfassend er-
weitert zu dem Satze: e e :
zyz--uw, [ (%9, %7 ) =ayz--up,--f(1L 11, 13 O,.O, -).

Die Giiltigkeit auch dieser Gleichung ist unmittelbar ersichtlich aus
der allgemeinen Boole’schen Formel 44,) fir die Entwickelung einer
Funktion f(,9, 2, %,9,"") beliebig vieler Argumente nach ebendle.sen
— in Anbetracht, dass bekanntlich f (1,1,1--0,0,-) der K(Tefﬁzwnt
ist, mit welchem der Konstituent 2y#--u,0,-- in jener Entwickelung
behaftet erscheinen wird, und dass die tibrigen Glieder derselpen Ent-
wickelung, als mit dem angegebnen disjunkte Konstituenten habend,

in diesen multiplizirt verschwinden miissen.
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Charakteristisch ist aber die Art, wie MeColl zu obiger Gleichung
gelangt. Seine Rechnungsweisen sind wesentlich aus dem Aussagenkalkul
(ncalculus of equivalent statements“) hervorgewachsen, und kénnten eigent-
lich erst unter diesem ganz ungehindert besprochen werden, weshalb wir
auch noch einmal auf sie zuriickkommen — § 46 am Schlusse. Bedeuten
ihm nun z, y, 2,--u, v, - verschiedene Aussagen, so wird diesen Symbolen
der Wert 1 zukommen, wenn sie wahr und der Wert O, wenn sie falsch
sind (vergl. unten § 28). Wird nun angesetzt das Produkt zyz--u,v,-- so
sind damit die Faktoraussagen als gleichzeitig giiltige hingestellt oder an-
genommen (vergl. § 28), d. h. es ist £ =y=2z--=1 und ebenso
#, =19, =--=1, sonach 4 = v =+ = 0 gesetzt; und deshalb diirfen
in der That die genannten Symbole in einer etwa noch dahinter tretenden
(4. b. gleichzeitig gemachten) ferneren Aussage f (z,¥, 2,-, %, v,--) durch
diese ihre Werte 1,1, 1,--0,0,-- beziiglich ersetzt werden.

Es miisste dies auch giiltig bleiben, wenn etwa f(z,y,--, «,--) nicht
mehr blos einen Funktionsausdruck des identischen Kalkuls in unserm bis-
herigen Sinne, sondern auch, wenn es irgend ein System von Propositionen
vorstellte, in welchem nur als Aussagensymbole die Argumente vorkimen.
Gelegentlich macht, um Schliisse zu ziehen, Mc Coll auch in dieser Weise
von dem Satze Gebrauch. Doch lisst von dem wie wir sehen werden
engeren ,,Aussagen“kalkul (in welchem n#imlich die Symbole lediglich der
Werte O und 1 fihig sind) der Satz auch auf den weiteren ,Klassen‘“kalkul
(in welchem sie' beliebige Werte haben kinnen) sich nicht ohne weiteres
itbertragen (cf. § 46, 18. Studie).

Ist nun z. B. eine Subsumtion:

9 (2) € v (2)

nach der Unbekannten z aufzulésen, oder auch diese zu eliminiren, so

wird gefolgert: '
HORAGES

was dasselbe besagt, wie, dass es = O sei; und hieraus durch beider-
seitiges Multipliziren mit x, oder z, unter Anwendung des angefiihrten
Satzes:

2,9 (2) ¥, (1) = 2,9 (0)9,(0) €0, 29 ()¢, (@) =zp(1) (1) <0,
oder, was dasselbe besagt, = 0. Nach Th. 38) lassen nun aber diese
letzten Subsumtionen sich umschreiben in:

90)v,0) <z, 1)y, Q1)=<z

oder auch, nach Belieben, in:

% <€9,0)+v(0), =z, 1)+v(D)
Multiplizirt man iiberschiebend die Subsumtionen der ersten, oder ad-
dirt ebenso man die der zweiten Zeile, so ergeben sich mit Riicksicht
auf Th. 30) und Th. 5) die Formen, in deren erster McColl die Resul-
tante der Elimination von x ansetzt:

§ 27. Methoden von McColl und Peirce. 591

9(0)9(1)%,0),(1)=0 resp. 1 =19,(1)+¢,0)+v(1)+¢(0)
— oder_auch =& fiir = geschrieben.

Ich denke, man erkennt, dass dies nur eine andere Manier ist, zu
derselben Resultante zu kommen, zu welcher Boole gelangen wiirde, indem
er die Gleichung ¢ () 9, (¥) = O links nach z entwickelte und das Pro-
dukt der Koeffizienten = O setzte.

Verbiinde man dagegen diagonal oder iiber's Kreuz je zwei Sub-
sumtionen aus den beiderlei Zeilen vermittelst des Syllogismus Barbara
(oder Prinzips IT) um « oder , zu eliminiren, so wiirde sich diese
Resultante auf eine dem Verfahren von Peirce niher kommende

Weise ergeben in den Formen:
90,0 <€, +31), o141 <9 0)+2(0)

Die beiden Subsumtionen einer (der ersten) Zeile aber stellen fiir
Mec Coll die Auflisung nach der Unbekannten x vor — wofiir meines
Erachtens wieder diejenigen der Hauptdiagonale den Vorzug verdienen
wiirden, gleichwie dann auch die Subsumtionen der Nebendiagonale
die Auflosung nach z, am besten darstellen werden. —

Die Art, wie hienach McColl mit Systemen von Subsumtionen
operirt, erhellt aus folgendem.

Nachdem jede einzelne von den gegebenen Primissensubsumtionen,
wie oben gezeigt in zweie von der Form a =<z, p=Cu, aufgelost,
zerfallt ist, konnen wir als unser Priimissensystem ansehen:

o £z, Wz, " £ 7,
ﬁl—"éxn 52__:%:6” e s ﬁ'I':éxn
und lassen diese n Paare nach Def. (3,) sich zusammenziehen in:
at+ott--ar=£a,
ﬂl+ﬁ2+...ﬂ"=éx”
welche beiden Subsumtionen zusammen dessen ,Auflosung” nach
vorstellen, wogegen deren iiberschiebend gebildetes Produkt:
(@' + a4 -oe+a) (B + 4o 1) €0
die Resultante der Elimination des  sein wird.

Bin Beweis fiir die Vollstindigkeit dieser Resultante — niimlich der
«f = 0 fiir die Primissen « =€, f=€ #, — wire nach unsern Betrach-
tungen in § 21 leicht zu erbringen (vesp. ist dort: selbst implicite bereits
erbracht), ist jedoch von MeColl nicht gegeben.

Nach vorstehendem Schema behandelt Mc Coll verschiedene Pro-
bleme, namentlich von Boole, darunter auch die bekannte 1. Aufgabe
des § 25 und diese mittelst zwei (ein halb) Druckseiten Rechnung.
Irgendwelche Vorteile in Hinsicht der Druckersparniss, Vermehrung
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der Ubersicht oder Erleichterung der Arbeit gegeniiber den schon
auseinandergesetzten (und teilweise allerdings der Me Coll’schen sich
nithernden) Behandlungsweisen vermag ich aber nicht dabei wahrzu-
nehmen. —

Wo mehrere Argumente als Eliminanden oder Unbekannte gleich-
zeitig in Betracht kommen, verfihrt iibrigens McColl nicht etwa rein nach
dem oben geschilderten Schema fiir eines nach dem andern von diesen.
Vielmehr miissen wir, um vollstiindig sein Zuwerkegehen charakterisirt zu
haben und den bis incl. zu unserm § 32 vorgeschrittenen Leser in den
Stand zu setzen, die von McColl behandelten Probleme genau in seiner
Weise (nach-)rechnen zu konnen, etwas vorgreifend noch folgendes bemerken.

Sei ¥ (z,9,#,..) ein Primissensystem, z. B. ein aussagenrechnerisch
angesetztes ,,Produkt‘ von Subsumtionen, so wird dasselbe laut Voraus-
setzung gelten, somit den Wert der 1 des Aussagenkalkuls haben. Irgend
ein Konstituent (einer Entwickelung) nach den Argumenten z,y, 2 ..,
z.B. zy,2, .., wird daher mit diesem Faktor ¥ (z,y,2..), der ja 1 ist,
versehen werden diirfen, sodass

xy,z, - =ayz - F(2,9,2--).

Nach dem im Schlusspassus der S. 589 gegebenen Satze (und mit Riick-
sicht auf dessen zulissige im Kontext der folgenden Seite schon angedeutete
Erweiterung) ist aber die rechte Seite dieser Gleichung = zy,2,---F(1,0,0,--)
und somit = ¥ (1,0,0,--) kraft Th. 6,). Sonach ergibt sich in der Gestalt:

zy,z, - < F(@1,0,0,--)

ein Priidikat zu dem gedachten Konstituenten, weélches sich zuniichst
wiederum als ein Produkt von Subsumtionen darstellt, worin aber die
Argumente nicht mehr vorkommen. Dasselbe wird nun nach den in § 32
gegebnen Schemata, insbesondre dem 1), sich umschreiben lassen in einen
von allen Subsumtionszeichen befreiten Ausdruck, der auch als ein solcher
des Klassenkalkuls deutungsfilhig geworden.

Aus den zu simtlichen Konstituenten auf diesem Wege gewonnenen
Priidikaten leitet hernach McColl durch iiberschiebendes Addiren sich seine
Eliminationsergebnisse ab, die sich so als Pridikationen ergeben fiir die
Konstituenten nach den als Unbekannte zu berechnenden Argumenten.
Z.B. aus den Pridikaten zu 2y,2 und zu zy,z fliesst so ein Pridikat zu
xy,, aus diesem und einem #hnlich gewonnenen Pridikate zu zy ergibt
sich ein Priidikat zu 2 (welches durch Kontraposition schliesslich in ein
Subjekt zu x, verwandelt wird). Ete. :

Dass dieses Zuwerkegehen nicht eben vorteilhaft ist, zeight deutlichst
eine Vergleichung der von McColl gegebnen Lisungsarbeit — z. B. bei
der 28. Anfgabe des § 25 — mit der — dort — von mir geleisteten. —

ScHRODER, Algebra der Logik.




Anhang 1.

Beildufige Studie iiber identische Multiplikation und Addition.
(Zu § 6. Uberschlagbar.) :
Das Verstéindniss der Betrachtungen wird sehr erleichtert, wenn sich

der Leser die geringe Miihe nimmt, sich dieselben mittelst Flichengebieten
zu veranschaulichen.

Um einzusehen, dass es immer gewisse Gebiete ¢ gibt, welche den Forde-

rungen der Def. (5) geniigen, nimlich (S. 205) die Eigenschaft haben, dass
fir alle z, fiir welche

@) z=<a und zugleich 2=€b | a=£2 und zugleich b=z
ist, auch

B) Ko I ok
sein muss, kénnte man folgende t]berlegunc anstellen.
Gesetzt ausser O resp. 1 gebe es kein x, fiir das die Beziehungen «)
erfiillt sind. Dann geniigt bereits der Wert
c=20 I c=1

der obigen Forderung, fernerhin also jedes beliebige Gebiet c.

Ist diese Annahme aber nichi erfiillt, so gibt es ausser O resp. 1
mindestens ein # — ein solches heisse ' — von solcher Beschaﬂ'enhelt,
dass die Bedingungen «) beziiglich erfiillt sind, d. h. dass wir haben:

s'=Ea, z'=€D | - a=Cz, b=Caz.
Alsdann ist auch fiir alle solchen x, fiir welche
BY) gt | Lz

ist, a fortiori die Bedingung «) erfiillt.*)
Wenn nun auch das Umyekehrte gilt, dass niimlich fiir jedes z, fiir

*) Es wird nachher 2! =g’ ala das gemeinsame Anfa.ngsghed zweier von

rrr

da divergirenden Wertreihen: z’, z”, ', ... und z, 2% 25 ... erscheinen, bei

deren letzterer die Exponenten a.uch nur als Indices aufgefasst werden sollen.

Man hat demnach fiir dieses erste 2 die Wahl unter den Bezeichnungen z* und z.
38% :

e RO i Nt B 45
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das die Bedingungen ) zutreffen, auch die Subsumtion ') besteht, dann
ist in Gestalt von

c=ua'

bereits ein die Forderungen der Def. (5) erfilllender Wert des ¢ gefunden.
Gilt er die§’e Umkehrung nickt, so gibt es mindestens ein z — ein
solches heisse #” — derart, dass die Voraussetzung o) zutrifft, d. h. dass

wir haben:
z"a, 2" <D | ala’y b=

ohne dass doch fiir dieses « auch B*) erfiillt wire, d. h. ohne dass wir

hiitten: .
z” £ g | x =£g.
In diesem Falle kann nach Def.

(3, auws 2=€a wd z"=€a | (3,) aus a=<a' und a=Ca”
gefolgert werden, dass

vi+z2" €a | a £ z'z”
* sein muss, und analog ergibt sich, dass zugleick auch ist:

o'+ 2" £ [ b =€ 2'a”.
Nennen wir aber

2

7.
z'+ 2" = o* | Pz’ =4,

so ist dieses Gebiet #? jetzt ein solches, fiir welches z” bei jener Um-
ke}lrung keine Ausnahme mehr bildet, desgleichen, nach wie vor, auch z!
keine. Wir haben niimlich nach Th.

6,) a'=Lal +2”, also 1 =€ > | 6,) 2'z”=£a, also o =2
desgleichen:
x,r x2 l xz % xl,.

Dieses a® ist jetzt der den Forderungeﬁ unsrer Def. (5) geniigende

Wert des ¢ selber, es ist:
c =2

wenn es jetzt iiberhaupt kein # mehr gibt, welches den Voraussetzungen «)
gentigte, ohne mit 2* die Beziehungen einzugehen:

5% x =< o’ | P =Eax.
Gibt es aber noch solche #, welche sich dem z* — will ich kurz
sagen — ,nicht fiigen, d. h. fiir welche zwar die Voraussetzungen ) aber

nicht die S}lbsumtio?"ﬁz) erfillt ist, so kann man ebenso weiter schliessen.
Es sei dann %" irgend eines derselben; so haben wir:

ft’" %(Z, x/n:éb I a__'éwnr, b%x"'

aber doch nicht

’
xl ’ xg we =é wu'.
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Dann folgt nach Def. (3) aus:
*=€a wmd 2”7 €a | - a€2® wd a£2z”
wg + x"/ % a I a % zgx rrr
und analog auch: :
2+ D vz

ist. Nennen wir nunmehr

dass

2+ = | Py ==t

so ist 3 ein solches Gebiet, welchem sich alle bisherigen z Hiigen®, sogar
das letzte: =, da wir nach Th. 6) haben:
xl” =é x3 | zs % x’ll

wihrend «) ja ohnehin von diesem 2" erfiillt wird.

Gibt es jetzt kein o mehr, welches «) erfiillt, ohne auch die Sub-
sumtion:
) s Ea? | #£a
zu erfillen, so ist: ¢ =2a® als ein die Anforderungen der Def. (5) er-
fiillendes ¢ gefunden.

Gibt es aber noch ein & — es heisse z”” — welches sich bei der
Umkehrung dem #° ,nicht fiigt”, so kann man, ebenso weiter schliessend, ein:

B4a" =t | 3z = ot
konstruiren, fiir welches sich z” samt allen fritheren Gebieten z ,fiigt*.

In dieser Weise fortfahrend kann man aus jedem angebbaren sich
,uicht fiigenden® und dem zuletzt gewonnenen x allemal ein neues = ab-
leiten, beziiglich dessen sich alle bisherigen ,fiigen”; man kann das sich
nicht fiigende sozusagen endgiiltig beseitigen.

Man konnte sich hienach zu dem Schluss berechtigt glauben, es miisse
ein ¢ existiren, fiir das sich jedes z ,figt“. In der That sieht man sich
vor die Alternative gestellt, entweder diese Existenz zuzugeben, oder un-
begrenzt in der angegebenen Weise fortzuschliessen:

Jener Schluss wire gleichwol nicht stichhaltig. Beispielsweise konnen
wir dies aus dem bekannten Paradoxon von Achilles mit der Schildkrote
lernen, wo die Alternative vorliegt, entweder zuzugeben, dass jemer diese
nicht einholen kénnme, oder aber auf den zehntel, hundertel, tausendtel etc.
Schritt, der moch fehlt, ohne Ende fortzuschliessen. Die Abneigung vor
letzterem ist kein zwingender Grund, sich fir ersteres zu entscheiden. —

Dass es Gebiete ¢ gibt, die den Forderungen der Def. (5) geniigen ist

stichhaltig ja schon in § 6 bewiesen.
Man konnte es nebenher auch so einsehen. Da nach Th. 6,) resp. 6,):

a£a+b, DEa+d | ab<a, ab=£<b
sein muss, so ist fir jedes die Bedingungen «) erfiillende z auch sicher:

x:éa+b l ab£u,
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folglich ist unter anderm auch
cC=a + b ] C = a,b

ein d]iJ(? Forderungen der Def. (5) erfiillendes c. —

f (4:)1geachi;e:rg<}erTﬁn:1)ogie n:iit ;)ef. (5), welche in unsrer Theorie die
- 4) — . Th. — darbietet, ldsst sich an letat i
$tud1e, we'lche analog' der vorstehenden ejrschiene, nicht knﬁzg: dvofélhlflﬂe
ist m;n hier augenblicklich mit den Uberlegungen fertig: ' i

ass es ¢ gebe, welche den Forderun -
) Dass gen der Def. (4 i im-
]I:i:h die Elgengcha.fff haben, dass fiir alle x, welche der (Szbfs;ﬁ?,ﬁ;mn;
iigen, auch die beiden Subsumtionen «) erfiillt seien, ist sofort sch klg 3
wenn man nur das Gebiet: ’ R
c=20 | c=1

in’s Auge fasst. Nach Th. 5) kann niimlich fiir dieses ¢ die Subsumtion )
7

also die
1 z=£0 | 1-Cx
iiberhaupt nur bestehen. wenn

z2=20 | z=1

selbst ist, und dieses einzi
1 5 ge %, welch i i
miiss Def. (2) die beiden Subsu;ntionenesa)‘.g) RN o

Das angefiihrte ¢ ist its ein di
i ist also bereits ein die Forderungen der Def. (4)

Anhang 2.

Exkurs iiber Klammern.
(Zu § 10.)

Derselbe ist vorzugsweise bestimmt fiir nicht mathematischgebildete
Leser. : ’

Indessen dtirfen doch auch in einer vollstindigen Theorie die funda-
mentalen Auseinandersetzungen fiber ein so wichtiges Element der Zeichen-
sprache, als welches die Parenthesen sich darstellen, nicht fehlen.

Man versetze sich zuniichst auf den Standpunkt zurtick, wo eben erst
das Th. 13) bewiesen ist, resp. bewiesen werden soll. Dasselbe fordert
schon (und erstmalig) die nachstehenden Bemerkungen heraus.

Dass Klammern oder Parenthesen (brackets) auch im identischen
Kalkul vonndten sind, wird bedingt durch den Umstand, dass man
auch in diesem Kalkul oft zu thun, zu operiren, umzuspringen, zu
,rechnen® hat mit Gebieten, Klassen oder Aussagen (ete.), die emen
zusammzngesetzten, einen komplizirn Namen oder Ausdruck besitzen —
einen Namen z. B. von welchem einzelne Bestandteile oder Elemente
selbst wieder Gebiete oder Klassen vorstellen mogen, verschieden von
dem durch den ganzen Namen vorgestellten Gebiete.

Einfach (simple) — im strengen oder engsten Sinn des Worts
_ pennen wir einen Namen, Term, wenn er ein Buchstabe ist, wie @
oder b, z, &, 4, etc, desgleichen, wenn er eine Zitfer, wie 0, 1 (auch 00).

Zusamm:ngesetat (compound) heisst der Name in jedem anderen

" Falle.

Mag es einfach oder zusammengesetzt sein, so muss an ein Zeichen
die Anforderung gestellt werden, dass es im Druck dsolirt stebe, niimlich
von andern Zeichen durch unbedruckte Zwischenrdume, Spazien, geschieden
sei. Zusammengesetzt sollte nun eigentlich ein Zeichen immer dann heissen,
wenn an ihm selbst sich noch in dieser Weise getrenmte Teile erkennen
lassen, wogegen es einfach zu nennen Wwire, sobald in ihm die Drucker-
schwiirze ein susammenhingendes Flichenbild bedeckt. Es machen jedoch
hievon die Buchstaben i, j (nnd die als Namen hier iiberhaupt nicht ver-
wendeten Vokale d, 0, @) eine Ausnahme. Dass es unverfinglich ist, auch

diese noch den einfachen Zeichen beizuzihlen, beruht erstlich auf dem Um-
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stand, dass wir einen ber Buchstaben zu setzenden Punkt oder Tupfen
(dot) hier nicht als Operationszeichen verwenden werden, und zweitens auf
der nunmehr sogleich im Haupttext folgenden Bemerkung.

Aus einfachen Namen kénnen auch neue, demnach ,zusammen-
gesetzte“ Namen aufgebaut werden, wobei man jene jedoch in der
Regel mitsamt den etwa sie verbindenden Kniipfungszeichen einer be-
stimmten Zeile entlang zu setzen und zu lesen hat. Fiir die meisten
Zwecke wird es darum zuldissig sein, auch solche Namen als neinfache®
(im weiteren Sinne) gelten zu lassen, die nur auf der Zeile wenigstens
keine getrennten Bestandteile aufweisen. '

So darf der als einfacher Name zu behandelnde Buchstabe allenfalls
noch mit einem Accente oder aber Suffizum, unteren Index, also iiberhaupt
mit einem (Stellen-) Zeiger versehen sein, wie a’ (sprich: a strich, oder a
prim, englisch: @ dash), a”, .. @, Gy Gy, .- Gy (gesprochen: @ null, a eins,
@ zwel, ... @ unten n), desgleichen — im identischen Kalkul wenigstens,
und dies entgegen der sonstigen’ mathematischen Gepflogenheit — auch
mit einem Exponenten, wie a°, a, @ ..a" (spr. @ hoch null, ete.) indem
hier 8. 261sq. die Exponenten stets nur als nobere Indices* angesehen werden,
(das Ka-.pitel iber die ,Logik der Beziehungen“ vielleicht ausgenommen).

Wie schon in B der Einleitung S. 45, erwihnt, wird durch die Zeiger
der Vorrat an ,einfachen” Namen, die zum Benennen zur Verfiigung stehen,
der sich sonst auf die Buchstaben der paar Alphabete beschrinken wiirde,
fast unbegrenzt vermehrt,

' Durch ihre Stellung tiber oder unter dem Niveau der Zeile aber,
sowie durch ihren kleineren Druck in dieser andern Héhenlage, sollen die
Zelge}- sich als zu dem ihnen unmittelbar links vorangehenden Buchstaben
gehorige zu erkennen geben, und shnliches gilt auch von dem »Negationsstrich®.

. per Negationsstrich nimmt im identischen Kalkul eine Sonderstellung
ein, indem er hier als ein Operationszeichen gebraucht werden wird, um
die ,,Verneinung“ des mit ihm behafteten Ausdrucks zu fordern, darzu-
stellen. Demgemiiss werden wir a, (gelesen: a nicht) eigentlich als einen
zusammengesetzten Namen anzusehen haben und konnen ihn als einfach
nur in den (oben chara.kterisirten) Fillen gelten lassen, wo auch a’ z. B.

als einfach angesehen werden diirfte, nimlich wo tiber ihn hinwe str
auf der Zeile weiterzulesen ist, ; i

[In der 25. Vorlesung gilt auch der Accent sowie das Suffixum 0 als

ein Qperationszeiehen, indem dort @’ steht fiir das »Bild“ von g und g,
fir die ,Kette“ von @, was dort also zu #hnlichen Bemerkungen in Bezug
auf den Accent und das Suffixum 0, wie soeben in Bezug auf den Nega-
tionsstrich Veranlassung geben wiirde. ]

. Abgegehen von diesem Operationszeichen, mit welchem bereits an
cmem emzgen Symbole (dem es rechts unten anzufiigen) operirt werden
ka.nn, verwenden wir als ,Operationszeichen® fast nur noch Kniipfungs-
zeichen, und zwar solche, welche mindestens zwei Symbole auf der Zeile
ve.rbmden. Wesentlich kommen sogar nur zweierlei solche Kniipfungs-
zeichen: plus und mal, fir uns in Betracht, als + und - (oder x), und nur
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vortibergehend, in § 24, treten zu diesen noch Subtraktions- und Divisions-

zeichen hinzu, unter letztern der Bruchstrich, der zwei Symbole in verti-
kaler Richtung verbindet.

Ausser durch Operationszeichen, werden aber Ausdriicke auch noch
durch ,,Bezichungszeichen zu Aussagen verbunden, wie =, £, = ete. die
simtlich nur auf der Zeile zwischen sie zu treten haben.

Ein Wort, sofern es nicht blos aus einem Buchstaben besteht,
sowie eine Verbindung von Worten zu einer Beschreibung oder zu
einer Aussage, wiirde als ein ,zusammengesetzter Name oder Aus-
druck hinzustellen sein.

Solche fithren wir aber nicht-in die Rechnung ein, da sie sich
fir die Bezeichnungszwecke der exakten Logik als zu umstindlich
erweisen. :

Unser Hauptbestreben bleibt ja darauf gerichtet, eine Okonomie
der Zeichen zu verwirklichen und zwar, da an die Zeichen auch die
Gedanken gekniipft sind, damit auf moglichste Ersparniss an Gedanken-
arbeit hinzuwirken.

Wenn darum — etwa in einer Textaufgabe — eine Klasse mit
Worten gekennzeichnet ist, und es angezeigt erscheint, dieselbe der
»Rechnung” zu unterwerfen, sie in Subsumtionen, Gleichungen, Formeln
oder auch Ausdriicke: eingehen zu lassen, iiberhaupt sie zum Gegen-
stande anhaltender Uberlegungen zu machen, so werden wir wie gesagt
dieselbe jeweils moglichst einfach uns darstellen, demgemiiss also von
vornherein einen Buchstaben, einen. ,einfacken” Namen fiir sie einfiihren.

Muss ja doch bei den an ein Objekt gekniipften Untersuchungen
— vollends beim Rechnen mit demselben — sein Name erfahrungs-
missig in hiufiger Wiederholung gedacht und ausgesprochen werden,
und verursacht (S. 44) ein umstéindlicher Name, ein unbequemes Zeichen,
doch allemal, so oft es nur gebraucht werden muss, einen hochst irger-
lichen Aufenthalt! :

Hauptstichlich auf diesem Umstand, dass sie die Wiedel:holung meistens
langwieriger Namen ersparen durch den Hinweis auf ihre einmal vollendete
Aussprache, beruht — nebenbei bekanntlich — der grosse Wert der

Pronomina, demonstrativa fiir die Wortsprache. i .
Solcher nun bediirfen wir im Kalkul nicht (kiinnen sie da auch nicht

brauchen!) und sichern uns den gleichen Vorteil in noch ht{herem Maasse,
indem wir fiir den verwickelten Namen einen Buchstaben einfiihren, den-

selben dann in jedem Bedarfsfalle wiederholend. ;

Wenn nun bei den anzustellenden Uberlegungen unsre einfachen
Namen vermittelst der Rechnungs- und Beziehungszeichen des iden-
tischen Kalkuls zusammenzusetzen sind zu ,,Ausdriicken”, welche viel-
leicht selbst wieder zur Bildung noch komplizirterer Ausdriicke oder
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Aussagen als deren Operations- oder Beziehungsglieder weiterzuver-
wenden sein werden, wenn also an solche noch fernere Uberlegungen
angekniipft werden miissen, welche ein (eventuell wiederholtes) Her-
stellen, Ansetzen ihres Namens erfordern —, so wiirde es nach bis-
heriger Maxime angezeigt erscheinen, auch fiir sie wiederum ,einfache®
oder Buchstaben als Namen neu einzufiihren — wo wir dann ginzlich
der Klammern entraten konnten.

In der That wiirde diese Praxis: fiir jede in Betracht zu mehende
Klasse, fiir jeden Ausdruck sofort einen einfachen Namen zu schaffen,
am besten  durchweg eingehalten, wenn nicht ihre strikte Befolgung
einen Misstand nach sich zoge, durch die Riicksichtnahme auf welchen
die Wirksamkeit jener Maxime wieder eingeschrinkt werden muss.
Resultiren wiirde nimlich eine Uberladung der Untersuchungen mit
einer allzugrossen Menge aparter (wenn auch einfacher) Zeichen, deren
Bedeutung, da sie doch wenigstens wihrend gedachter Untersuchungen
festgehalten werden muss, im Gedichtnisse zu behalten, demselben
eine iibergrosse Last aufbiirden hiesse.

Aus diesem Grunde verwenden wir zur Bezeichnung von solchen
Gebieten oder Klassen, die zu andern bereits einfach benannten in
einer einfachen Beziehung stehen, anstatt willkiirlich zu erfindender
»einfacher®, doch oft lieber ,zusammengesetzte Namen, und zwar
solche, welche durch die Art ihrer Zusammensetzung stetsfort erkennen
lassen, in welcher Beziehung jene. gedachten Gebiete zu diesen er-
wihnten stehen sollen.

Im Ganzen kommt es also darauf an, den goldenen Mittelweg zu
gehen zwischen Gebundenheit an bemiihend schwerfillige Ausdrucks-
weisen einerseits und I"Iberla.stung des Gediichtnisses andrerseits, m.
a. W. darauf: dass man das an sich gerechtfertigte Bestreben nach
moglichster Erleichterung und Vereinfachung der Ausdrucksmittel
ziigeln lasse durch die Riicksicht auf eine nur missige Inanspruch-
nahme des Gedichtnisses, namentlich auf Entlastung des mechanischen
Gedichtnisses — durch Beizug des judiziosen — vermittelst massigen
Gebrauches von zusammengesetzten und zwar von rationell zusammen-
gesetzten Namen,

Sobald nun bei einem zusammengesetzten Ausdruck eine Operation
angedeutet, an-oder mst ihm vorgenommen werden soll, wird die An-
bringung von Klammern zum unabweislichen Bediirfniss: damit einer
Mehrsinnigkeit der Bezeichnungsergebnisse vorgebeugt werde.

Um dies niher darzulegen, wollen wir vorzugsweise die Fille in’s
Auge fassen, wo jene Beziehungen darstellbar, wo nimlich zusammen-
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gesetzte Ausdriicke herzustellen sind dnrch die Kniipfungszeichen des
identischen Kalkuls.

~ Sind g, b, ¢ Gebiete oder Klassen, so werden a-b, b-¢, a+b,
b+c, ete. die nichstliegenden Beispiele von neuen, aus den vor-
liegenden abgeleiteten Gebieten oder Klassen sein, fiir welche sich uns
die angefiihrten Symbole als ,zusammengesetzte Namen zur Ver-
fiigung stellen. -

Wenn wir nun z. B. ein Gebiet ¢ zu multipliziren haben mit dem
Gebiete b+ ¢, so dirfen wir fiir das sich dadurch ergebende Gebiet
nicht ohne weiteres schreiben:

a-b+c
aus dem Grunde, weil dieser Ausdruck ebensogut gehalten werden
konnte fiir das Ergebniss der Addition eines Gebietes ¢ zu dem Gebiete
a-b. Und diese beiden Ergebnisse wiren doch verschieden, wie schon
die Veranschaulichung derselben fiir das nichste beste Beispiel zeigt;
sie diirften also durchaus nicht verwechselt werden. Solcher Ver-
wechselung vorzubeugen ist die Klammer bestimmt.

Das Malzeichen in obigem Ausdruck a-b+ ¢ erscheint faktisch
nur neben den Bestandteil b des zusammengesetzien Namens b+ ¢
gestellt, und niemand vermag dem Ausdruck anzusehen, dass es sich
auf dlesen ganzen Namen beziehen sollte.

Ebenso bliebe in Hinsicht des Pluszeichens der Zweifel offen, ob
es sich auf das ganze Produkt a-b oder nur auf den ihm zunichst
stehenden Faktor b desselben beziehen solle. -

Solche Unbestimmtheit (hier Zweideutigkeit, Doppelsinnigkeit) zu
heben vermdgen wir vermittelst der Klammern, und zwar, indem wir’
als obersten Grundsatz adoptiren:

Sooft an oder mit einem ,zusammengesetzten Ausdruck eine Operation -
ausgefiihrt werden soll, welche durch ein . an demselben anzubringendes
Operationszeichen darsustellen ist — wie z. B. auch durch eine bestimmte
Art der Verkniipfung des Ausdruckes mit noch anderen Symbolen —
so muss derselbe eingeklammert werden, und zwar: damit man erkenne,
das Operations- resp. Verkniipfungszeichen beziehe sich auf den ganzen
Ausdruck und nicht etwa blos auf den ihm zunichst stehenden Be-
standteil desselben.

Hienach erscheinen denn in der That die beiden vorhin noch
in der Gefahr einer Verwechselung befindlichen Ausdriicke als a- (b +¢)
— sprich @ mal Klammer b plus ¢, geschlossen — und (a- b)+c —
spr. Klammer @ mal b geschlossen, plus ¢ — nun auch #usserlich ge-
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biihrend unterschieden, und war es von diesen der erstere a-(b+c),
den wir zu bilden vorhatten.

" Die Klammer () mag angesehen werden als Uberrest einer einfach
geschlossenen (unverknoteten) Kurve, welche den zusammengesetzten Namen
oder Ausdruck als ihren Inhalt umfassen, einhegen soll und ihn so. zu
einem Ganzen zusammenschliesst, welches nur als solches zu allem, was
ausserhalb befindlich in Beziehung treten kann. So in unserm Beispiele:

Von dieser Ellipse brauchen aber nur die in die Zeile

b @ fallenden beiden Teile wirklich ausgezogen oder forterhalten zu -

wgrden, weil eben nur dieser entlang der Ausdruck gelesen
. wird. Zugleich erhellt aus dieser Bemerkung, wie zuweilen
auch ein wagrechter Strich oder Haken — als ,,Vinculum* die Klammer

zu ersetzen vermag — so in der Arithmetik der verlingerte Wurzelstrich,

sowie Her Bruchstrich, zum Exempel bei batey

Sich die Befolgung obiger Regel zu erlassen, ein Dispens von
derselben, ist nur zulissig auf Grund bewusster Uberlegungen (oder
durch solche gerechtfertigter Ubung), die wir nachher errtern werden.

Ist der verkniipfte ein einfacher Name wie a oder b’, so ist dessen
Einklammerung unnétig, indem bei @-b’ niemand auf die Meinung
Verfallen kann, das Malzeichen beziehe sich nur etwa auf die rechte
Hilfte des Buchstabens @, und nicht auf diesen ganzen Buchstaben
und niemand auch in den Irrtum. geraten wird; es beziehe sich au
das b ohne seinen Accent. [Sollte freilich einmal — zu irgendwelchem
Zwecke — das Produkt @-b accentuirt werden, so miisste es ein-
geklammert, es miisste dann (a-b)" geschrieben werden.]

. Sofern also alle in Betracht gezogenen Gebiete oder Klassen mit ein-
fachen Namen benannt sind, ist das Institut der Klammern iberfliissig.

' Die jiiberfliissige Klammer bildet ein noch fiir andere Zwecke
disponibles Merkzeichen, und mag man z. B. in einer Untersuchung mit
(@), (b), ete. ganz andere Dinge wie_a, b, - - - bezeichnen.

Auch in den andern Fillen wird die Klammer entbehrlich, sobald
man die erforderliche Menge von einfachen Namen einfihrt.

Der obige Ausdruck a-(b+c¢) z. B. kann auch ohne Klammern darge-
stellt werden in Gestalt von a- 2, sobald wir b+c=2z nennen, und ebenso
ldsst sich, indem a-b=2 genaunt wird, ohne jegliche Klammer z+¢
schreiben fiir dasjenige was wir oben mit (a-b)+ ¢ darstellen mussten.

Um noch ein Beispiel anzufiihren, so lisst sich das Assoziations-
gesetz der Multiplikation ohne Klammern dahin. aussprechen, dass,
wenn cf-b =& und b-¢ = y genannt wird, dann @y = z- ¢ sein miisse.

Die Klammer, indem sie uns die Einfilhrung noch besondrer ein-
facher Namen erspart, iiberhebt uns also auch der Notigung, die Be-
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deutung dieser Namen ausserhalb des Textes auseinanderzusetzen, sei esin
vorgingiger Erklirung, sei es in nachtriglicher Anmerkung zu dem-
selben, wo nicht in Form einer Einschaltung; sie gestattet, von dem,
was sie zu bedeuten hitten, im Zusammenhange des Textes zu reden.
Anstatt .z, welches b+c bedeutet” sagen wir sogar bequemer O+

Fassen wir den Zweck der Klammern noch unter einem andern
Gesichtspunkt in’s Auge. Sobald in einem Ausdruck mehrere Kniipfungs-
zeichen zu erblicken sind, fillt den Klammern die Aufgabe, die Mission
zu, die Succession oder Reihenfolge der betreffenden Operationen zu
regeln. Nach der Erklirung, welche unsre Operationen der identischen
Multiplikation und Addition gefunden haben, hat es nur einen Sinn,
zu verlangen, dass zwei Gebiete (zu einem dritten) verkniipft werden.
Es wire aber sinnlos, etwa zu fordern, dass a, b und ¢ gleichzeitig

~ durch Multiplikation. und Addition verkniipft werden sollten. Wenn a

tempo @¢ mit b multiplizirt und b mit ¢ summirt werden sollte, was
sich ja in der That durch .verschiedene Personen ausfiithren liesse, so
wiirden auch zwei Ergebnisse a-b und b + ¢ resultiren. Zu einem Er-
gebnisse durch die beiden Rechnungen der Multiplikation und Addition
lassen sich die drei Gebiete nur vereinigen, wenn diese Rechnungen
nacheinander, successive, fortschreitend ausgefithrt werden, und da frigt
es sich vor allem, in welcher Ordnung oder (Reihen-)Folge.

Wird zuerst b und ¢ summirt, und hernach (mit dem Ergebnisse)

a multiplizirt, so entsteht a- &+ o).
Wird dagegen zuerst ¢ mit b multiplizirt, und dann (zu dem Er-

gebnisse) ¢ addirt, so entsteht (a-b) +c¢.

So wenig man ein Haus bauen und hernach erst die Steine -
und Balken dazu lefern kann, so wenig kann man an einem Gebiete.
eine Operation (sei es auch nur andentungsweise) vollziehen, bevor
man (einen Namen fiir) dies Gebiet selbst hergestellt hat. Ehe man
es wenigstens gedachf, kann man nichts daran oder damit machen.
Auch ,die Niirnberger hingen Keinen, sie hitten ihn denn zuvor®.

Es ist darnach eine inmerhalb einer Klammer vorgeschriebene
Operation jeweils vor derjenigen ausgefiithrt zu denken, welche an oder
mit dem Klammerausdruck selbst vollzogen werden sollte, deren Zeichen
also auch nur ausserhald von dessen Klammer zu erblicken sein wird.
Man wird in einem jeden Bestandteil des Ausdrucks jeweils leicht die
innersten Klammern ausfindig machen, und fiir die Interpretation so-
wol als eventuell auch fiir die ,,Ausrechnung® von komplizirten Aus-
driicken, welche Klammern ev. i Klammerausdriicken und wieder ‘in
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solchen ete. desgleichen vielleicht auch neben solchen eingeschachtelt
enthalten, ist also die Regel gerechtfertigt, diese Prozesse von inmnen
nach aussen fortschreitend auszufiihren. Auf dieser Bemerkung vor
allem beruht die fiir den Anfinger schon nicht ganz leichte Kunst des
richtigen Verstehens und Ansetzens von Ausdriicken, eine Kunst in
Bezug auf welche, wie bei jeder Kunst, die Ubung ein Ubriges, viel-
leicht das meiste, thun muss.

In prinzipieller Hinsicht ist nun aber noch zweierlei zu bemerken. .

Erstens ist das Einschachteln von Klammerausdriicken in neue
Klammern u. s. w. sowie iiberhaupt das hiufige Anbringen von solchen,
immerhin ein listiger Notbehelf; der erstere Fall sogar nicht selten
ein die Ubersicht erschwerender Umstand. Man sucht diesen Misstand
dadurch zu verringern, dass man da, wo im nimlichen Ausdruck
Klammern von einer andern umschlossen werden, fiir die eingeschlos-
senen und fiir die umschliessende verschiedene . Klammerhaken mit
Vorliebe verwendet, so diejenigen der runden (- - -), der geschwungenen
oder geschweiften {---} und der eckigen [---] Klammer.

Zudem aber sucht man iiberhaupt den Gebrauch der Klammern
moglichst einzuschrinken.

Ein fir allemal sei bemerkt, dass man iibereingekommen ist, die
zusammengesetzten Ausdriicke, welche durch ein logisches Bezichungs-
zeichen zu verkniipfen sind, welche also die linke “oder rechte Seite
einer Subsumtion, oder einer Gleichung, einer Ungleichung, ete. bilden
sollen, im (Gebiete)Kalkul niemals einzuklammern. Also man schreibtz.B.:

ab=<a+b und nicht: (ab) =< (a+b).

Erst im ,Aussagenkalkul”, wo jene Ausdriicke Aussagen bedeuten, die
selbst wieder derartige Beziehungszeichen enthalten mogen, kann solche
Einklammerung nitig werden, und wiirde in der That z B. a€b=c
ganz etwas anderes bedeuten, als (a =< b) = ¢ — jenes niimlich kund
geben, dass @ in b enthalten sei, welches einerlei mit ¢, dieses aber, dass
¢ die Aussage bedeute (oder ihr dquivalent sei), dass @ in b enthalten.
Das Nihere wird sich aus dieser Disziplin ergeben. :

" Der Gebrauch der Klammer ist dort durch die Konvention geregelt,
dass, wo nicht eine solche Klammer das Gegenteil vorschreibt, die Zeichen
der identischen Operationen stets vor den Beziehungszeichen interpretirt
werden miissen.

Darnach diirften wir im Gegensatz zum obigen Beispiel in einem Aus-
druck des Aussagenkalkuls, wie a(b=€ a)+b, die Klammer jedenfalls
nicht weglassen.

Doch kehren wir wieder zum Gebietekalkul zuriick:

Ausserdem sich von der Klammer zu dispensiren gelingt zunichst
m der Hilfte der Fiille.
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Wo es nimlich, wie in den angefiihrten Beispielen lediglich darauf
ankommt, vermittelst der Klammer zwei verschiedene Auffassungs-
moglichkeiten fiir einenunddenselben Ausdruck zu unterscheiden ge-
niigt .es, und ist es folglich erlaubt, die Klammer bei der einen

“Auffassungsweise konsequent wegzulassen, wofern man nur sie bei der

andern konsequent beibehilt.

Man ist in der Mathematik iibereingekommen, beim Addiren von
Produliten die Klammern (um diese herum) wegzulassen®), und diesem
Gebrauche wird es zweckmissig sein, sich auch im identischen Kalkul
anzuschliessen. Sonach schreiben wir fiir

(a-b) + ¢  hinfort bequemer a-b+c¢ oder ab+c.

Um so gewissenhafter muss dann aber beim Multipliziren von
Summen die Klammer (um letztere herum) beibehalten werden und
ist es niemals erlaubt, einen Ausdruck a(b+c¢) in ab + ¢ abzukiirzen.

Beispielsweise kann hienach der Ausdruck a-b+c¢-d nur mehr
als (ab) + (cd), nicht aber als a(b+c)d, auch weder als a(b+ cd)
noch als (ab + c¢)d verstanden oder gedeutet werden. -

So wird ferner — wenn wir hier vorgreifend auch den Negationsstrich
mit in den Bereich der Betrachtungen ziehen — bei a-(b,) = ab, und
a+ (b) =a+b, die Klammer sich sparen lassen, wofern sie nur bei Aus-
driicken der Form (a-b), und (a+b), festgehalten wird, und indem wir
esteres thun wird hingebracht, dass nun, den Kommutationsgesetzen 12)
entsprechend, das ohnehin nicht missverstindliche b resp. b,+ a ohne
weiteres . umgestellt werden darf in ab, und a+0b,. Sofern nicht eine
Klammer es anders vorschreibt, wird also die Negation jeweils vor den
beiden andern Spezies ausgefiihrt zu denken sein. .

Ebenso mogen wir definiren: ¢/ = (¢"),, da wo vielleicht (a,)" noch
einen andern Sinn behilt. —

Fiir die Zeichen IT und = werden hinsichtlich des Klammergebrauchs
in § 80 noch besondere Festsetzungen getroffen.

Ferner aber kann die Klammer auch in beiden Fillen weggelassen,
sie kann durchaus gespart werden iiberall da, wo die durch die Klammer-
stellung von einander unterschiedenen Ausdriicke denknotwendig den-
selben Wert haben miissen, wo sie nur als verschiedene Namen fiir

‘das nimliche Gebiet, fiir ein und dieselbe Klasse erscheinen.

Ein erstes Beispiel liefert uns das Assoziationsgesetz 13) selbst.

Nach diesem — welches wir nur etwa fiir die Multiplikation in’s
Auge fassen wollen — ist es fir den Wert des Produktes gleich-
giiltig, auf welche Weise man in dem Ausdruck

*) Uber die allgemeineren Konventionen, von welchen die obige nur einen
Sonderfall vertritt, vergleiche mein Lehrbuch l'p. 2178qq.
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a-b-c

eine Klammer anbringt. Eine solche %ann nur entweder die beiden
ersten oder aber die beiden letzten der drei als Faktoren angesetzten
Symbole — bei Festhaltung von deren Reihenfolge — umschliessen,
da @ und ¢ durch das mittlere Symbol b getrennt erscheinen, folglich
deren Einschliessung ohne b in eine Klammer unthunlich ist. Eine
Einklammerung des ganzen Ausdrucks abe ist ja, solange nicht weitere
Operationen an ihm vorzunehmen sind, als unnétig zu verwerfen, und
ebenso eine Einklammerung der einfachen Symbole @, b oder ¢ selbst
bereits ausgeschlossen. ; ¥

Auf eine der beiden angegebenen Arten aber muss die Klammer
auch gesetzt gedacht werden, wenn iiberhaupt dem Ausdruck ein Sinn
untergelegt werden soll. Denn wir konnen auch zwei Multiplikationen
nicht gleichzeitig ausfiihren: eine von beiden — entweder die von a
mit b oder die von b mit ¢ — muss den Vortritt haben, m. a. W. ein
Produkt ist bis jetzt nur fiir zwei Faktoren definirt worden; ein
Produkt von dreien aber zur Zeit noch unerklirt.

Wir konnten demnach unter a-b-¢, wenn iiberhaupt etwas, so
nur entweder (a-b)-c oder a-(b-c) verstehen. Welches von beiden
wir thun, ist aber, wegen a(bc) — (ab)c, also kraft des Assoziations-
gesetzes gleichgiiltig und folglich braucht dariiber auch keine Vorschrift
gegeben zu werden. Wir schreiben kiinftig unterschiedslos, bequemer
und tbersichtlicher fiir die genannten beiden Ausdriicke den einen

abe

und sind so naturgemiiss zu dem Begriff des Produkites vom drei (zu-
nichst noch in bestimmter Ordnung gegebenen) Fakioren a, b und ¢
gelangt, als welches wir — unter dem Namen abe — zu verstehen

haben den kraft des Assoziationsgesetzes iibereinstimmenden Wert der
Produkte a(bc) und (ab)e.

Als eine Art von psychologischem Postulat, neu hinzutretend zu den
auf die Interpretation beziiglichen und in § 7 schon angefiihrten Postulaten,
kann es allerdings vielleicht hingestellt werden, dass wir uns . schliesslich
dieses Gebiet abc noch auf eine (anscheinend) dritte Weise, niimlich:
als das den dreien a, b und c schlechtweg gemeinsame Gebiet, im Geist zu
erzeugen und vorzustellen vermégen, ohne dabei einen der vorher ange-

deuteten Bildungsprozesse wiederholen, mit Bewusstsein durchlaufen zu
miissen. :

Indem wir diese I"Iberlegungen nun analog auch auf beliebig viele
Faktoren ausdehnen, schliessen sich hier ebenso naturgemiss an die
Betrachtungen des folgenden Anhangs.

-

Anhang 3.

Ausdehnung von Begriff und Sitzen iiber Produkt und 8me
von zweien auf beliebig viele Terme.

(Zu § 10)

Ich werde zunichst nur vom Produkte reden. Um den Begriff
eines Produktes von beliebig viel — sagen wir n — F.aktoren zu ge-
winnen, bediirfen wir ausser dem” speziellen Assozlatlonsgese.tz 1§X)
und dem speziellen Kommutationsgesetz 125) .n.och- w.esepth(.:::t (ez
Satzes 16,), dass Gleiches mit Gleichem mflltlphzu't Glelch?sF g;t‘ ‘:1 )
wenigstens im Falle der Anwendung von nie m-ehr‘al‘s.zv.vel al hor
— wobei, wie in dieser ganzen Disziplin »gleich® ja c.elgefnthg tnur
Identisches genannt wird. Dieses Th. 16), ”welches wir 1md ys f}r:;'
erst ein wenig spiter aufzufiihren vorzogen, ko.nnte, samt dem dasse =4
vorbereitenden Th. 15), auch unmittelbar hinter Th. 13) ange}rlc?lkt
werden, und ist fiir die nachfolgenden Uberlegungen vorausgesc 1c‘

zu denken.

Diese Uberlegungen, h
fandamental zu bezeichnen sind, rithren wesentli

iy 2 a
€ benso scharfsinnig, wie einfach un
sl ch von ﬁermann Grass-

: 3 : sie
mann her. Von Hermann Hankel und von mir reproduzirt, wobel s

i i ind sie neuerdings auch von
vielleicht moch ein wenig gewonnen haben, sin ; i;-i e

. Stolz in dessen Vorlesungen iiber allgemein >
vc:ordz::. ; Fl;; kénnte in ihrem Betreff auf dieses letztere Werk sowol wie

auf mein Lehrbuch! verwiesen werden. Doch will ich, um e_inﬁnmﬁlgjl:;l;it-;
ltickenloses Geb&ude hier aufzurichten, das fir unsere infDlwhll:n Lae
behrliche davon hier einfiigen, und zwar mit der Vereinfachung,
Herr Stolz! der Darstellung noch hat a.n_gedelhen lassen. i -
Was auf die Anordnung (Reihenfolge) und was auf die 2 ;s:z;l;ht
schliessung (mittelst Klammern, Gruppai:fung) qer F;l;tc;;ezlll :111:; R m;
nan 1 :
ist nach Grassmann’s Vorgange scharf ausel g T
wir zunichst von der letzteren, also von der Klammerstellung, handeln

so ist demnach die Reihenfolge der als Faktoren zu verwen-

b ¢in gegeben zu denken und im Verlanf

denden Symbole von vornher.
der Untersuchung unabiinderlich festzuhalten.

39
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Es empfiehlt sich, diese Faktoren mit numerirten Buchstaben zu
bezeichnen, sie etwa

Uiy Qg5 O3y * © * An_1, Gy
Zu nennen.

Das Th. 13,) zeigte uns, dass dic Klammerstellung bei drei
Faktoren gleichgiiltig ist. Dazu gilt der :

Satz 13)°. Wenn die Klammerstellung be weniger als n Faktoren
wrrelevant ist, so muss sie es auch bei n Faktoren sein.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist es bei 3 , 4, - - bis inclusive
n — 1 Faktoren bereits als fiir den Wert des Ergebnisses gleichgiiltig
erkannt, in welcher Weise man dieselben vermittelst Klammern so in
Gruppen scheidet, dass ein Ausdruck entsteht, welcher durch lauter
Multiplikationen von immer nur zwei Faktoren hergestellt ist. Der
laut Annahme stets tibereinstimmende Wert des Ergebnisses fiir alle
die verschiedenen hierbei noch denkbaren Bildungsweisen des Ausdrucks
kann demnach schon okne jede Klammer geschrieben und schlechtweg
das ,, Produkt“ der in dem Ausdruck vorkommenden Symbole oder
»Faktoren® (fiir die bestimmte Reihenfolge in der sie auf der Zeile
stehen) genannt werden. : :

Es ist dann zu zeigen, dass auf Grund der Theoreme 13,) und
16,) dasselbe auch fiir » Symbole zutreffen muss, wenn diese in be-
stimmter Reihenfolge angeschricben und dann irgendwie mittelst
»binéirer Multiplikation (d. i. eben Multiplikation von immer nur
zwei Faktoren) zu einem Produkte vereinigt werden.

Nun kann der ganze Ausdruck in zwei Faktoren mittelst Klammern
nur auf folgende Arten gespalten werden, fir welche wir die zuge-

horigen Ergebnisse mit den linkerhand eingefithrten Namen benennen
wollen:

z = a,(ay a5 - - - @)
Zy = (aya;) (a; - - - )

xr=(ala2 A ar)(ar+1 S a")

Zn—1 = (0,05 - - * Gu_1) @,
wo 7 irgg:d eine der Indexzahlen von 1 bis % — 1 bedeuten mag,
mithin 1 7 <7 —1 zu denken ist.
Die Bildungsweise fiir die beiden Hauptfaktoren oder Teilprodukte:
Qay - =S, A1 Grs2 + o - Ay =1,
von irgend einem dieser Ausdriicke
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Z, = $:1,
braucht nach dem 'Gesagten nicht weiter angedeutet oder mittelst
fernerer innerhalb derselben anzubringender Klammern angegeben, vor-
geschrieben zu werden, da diese Teilprodukte jedenfalls weniger als
n (hochstens » — 1) Faktoren enthalten, wihrend sogar s, — a, und
ln—1 =@, — wie man sich auszudriicken pflegt — ,nur aus einem

_ Faktor bestehen®, eigentlich niimlich gar nicht Produkte sind.

Zu zeigen ist, dass die obigen n — 1 Ausdriicke z,, @, - - - 2,
einander gleich sein miissen, und dies wird nach Th. 4) Zusatz geleistet
sein, wenn wir darthun, dass allgemein (nimlich fiir jedes der gedachten
7 bis zum letzten hin)

Ly = Zrs1
sein muss, womit ja #, = %,, Z, = %;, - - * Z»—2 = %»—; dann erkannt
sein wird.

Nun ist zufolge der den Symbolen 7, und £, beigelegten Bedeutung
(kraft der bei solchen Teilprodukten beliebig anbringbaren Klammern):

. by = @ry1trs1
und kann nach Th. 16,) dies in z, = s, f, eingesetzt werden. Darnach
wird sich dann z, aus drei Faktoren zusammensetzen und kraft Th. 13,)
sich ergeben:

ZXr = S (ar+1 tr+1) = (sr ar-l-l) lri1.
Es ist aber zufolge der den Symbolen s, und s, zukommenden Be-

deutung auch (wegen der Unterdriickbarkeit von Klammern in denselben):

\
SrOr+1 = Sr+1

und kann dies wiederum nach 16,) in das letzte Ergebniss eingesetzt
werden. Dadurch entsteht:

Zr = sr+1tr+1 = Zri1- -
was zu beweisen war.

Nun war bei drei Faktoren die Klammerstellung ohne Einfluss
auf den Wert des Ergebnisses; nach dem eben Bewiesenen muss sie
es auch fiir 3+ 1 oder 4 Faktoren sein; ist sie es sonach fiir viere,
so muss sie es auch sein fiir 4+ 1 oder 5 Faktoren und so weiter.
Es kann in dieser Weise ohne Ende fort geschlossen werden, und
jedenfalls auch so lange, bis man irgend eine vorgedachte Faktoren-
zahl erreicht hat (Schluss von m — 1 auf »n resp. n auf n+ 1, oder
Bernoulli’scher ,,Schluss der vollstindigen Induktion®).

Gilt also nur das spezielle Assoziationsgesetz (fiir drei Faktoren),
so gilt auch stets das allgemeine Assoziationsgesetz (fir beliebig viele

Faktoren). " Letzteres lautet: :
39
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Satz 13)° (,Allgemeines Assoziationsgesetz). Auch bei irgend einer
Anzahl, bei einer beliebigen Reihe von multiplikativ z2u verkniipfenden Sym-
bolen ist die Klammerstellung fiir den Wert des Ergebnisses gleichgiiltig.

(Definition.) Den fiir jede denkbare Art der Klammerstellung
iibereinstimmend erhiltlichen Wert des Ergebnisses der Verkniipfung
nennt man kurz das Produkt der similichen, in ihrer gegebenen Reihen-
folge verwendeten, Symbole und pflegt man dasselbe dadurch auszu-
driicken, dass man diese Symbole als ,Faktoren“ in jener bestimmten
Reihenfolge gemeinhin ohne alle Klammern nebeneinander stellt.

Die hier angestellten Betrachtungen sind nicht nur fiir die identische,
wie fiir die numerische Multiplikation in gleicher Weise giiltig, sondern
tiberhaupt fiir jede Art von eindeutiger Verkniipfung, die man sich unter
dem vorstehend gebrauchten Namen ,Multiplikation® irgend vorstellen mag.
Nichts hindert, den Punkt, wo er als Malzeichen in Gedanken zu setzen
gewesen, wirklich hinzuschreiben und ihn dabei durch ein ° beliebiges
Kniipfungszeichen o (wie Herr Stolz es thut) zu ersetzen. Die an unsre
Voraussetzungen angekniipften Schlussfolgerungen miissen dabei unveréindert
stichhaltig bleiben, weil sie eben (von der Materie unabhiingig) nach all-
gemeinen Schemata mit Denknotwendigkeit erfolgten. Sofern also fiir die
gedachte Kniipfung nur die Voraussetzungen 18,) und 16,) zutreffen, muss
auch das allgemeine Assoziationsgesetz fiir diese Kniipfung gelten und kann
der Begriff der urspriinglich nur ,biniren“ Kniipfung erweitert werden zu
demjenigen einer beliebig viele Terme auf einmal (in bestimmter Reihen-
_ folge) verbindenden Kniipfung der niimlichen Art.

Namentlich sind unsre Ergebnisse auch auf die identische gleichwie
auf die numerische Addition ohne weiteres iibertragbar und gilt dies nicht
minder von dem hiernsichst noch weiter Folgenden. Als Kniipfungszeichen
wird hier eben nur das Pluszeichen zu figuriren haben.

Die so ausgedehnten, dergestalt erweitert anzulegenden Betrachtungen
gehoren sich eigentlich eingefiigt in den Rahmen einer allgemeinen Theorie
der Verkniipfung, welche — passend wol ,absolute Algebra® zu nennen —
dieselben fiir die verschiedenen Unterdisziplinen ein fiir allemal erledigte.
Doch sei bemerkt, dass, abgesehen von vereinzelten Bruchstiicken, solche
Theorie noch nicht geschrieben ist!

Nebenbei gesagt gibt es auch Operationen, die nur assoziativ, nicht
kommutativ sind — wie z. B. die Multiplikation der Substitutionen und
die der Quaternionen und unzihlige andere — sowie auch umgekehrt
Operationen sich angeben lassen, welche kommutativ aber nicht assoziativ sind.

Hier indess haben wir nur noch mit der Verbindung beider Eigen-
schaften der Assoziativitit und Kommutativitit uns zu beschaftigen.

Auf Grund der bisherigen aus 13,) abgeleiteten Theoreme (und
Definition) lisst sich nun der Satz beweisen:

Satz 13)°. In einem Produkt von n Faktoren diirfen drgend zwei
benachbarte miteinander vertauscht werden. - : o
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Wirds @, @, «-- @, = x genannt, so gilt auch:
X =030, 05 -+ Oy =
=y O 1Oy 1Oyl p3 - Oy 1 Gy =
= 0,0y Op—30,0n—1.

Beweis. Da man nach 13)"® Klammern auch beliebig anbringen
darf, so kénnen wir schreiben: - :

‘ = (085 -+ O 1) (@0 11) (Grpa -+ @) =
= 8,1 (0 @rt1) br 1.

Nach Th. 12,) ist aber @,@,41= 8,41a,, und darnach wird —
gemiss 16,): .
L= 8—1 (ar+1ar) b1 = Sr—10r410:br 1.

Setzt man hierin wieder die Werte von s,_; nebst ¢, ein, und
lisst die dabei um diesen ihren zusammengesetzten Namen urspriing-
lich anzubringenden Klammern kraft 13)® weg, so ist der mittlere
(aligemeine) Teil unsrer Behauptung bewiesen.

Ebenso beweist man die beiden andern Teile, indem fiir die ex-
tremen oder Rand-Fille (r =1 und r — » — 1) sein muss:

z = (0,05) t, = (8e0)) t; = Gy %y

und
% = Sp—3 (@n—10s) = Sn—2 (B Gn—1) = Sn—20nln—1.

q. e. d.

Satz 13)4 Ist aber Vertauschung benachbarter Faktoren erlaubt,
so kann man aus irgend einer gegebenen auch jede gewimschie Anordnung
der Falktoren herleiten.

Man suche unter den Faktoren der gegebenen Anordnm%g den-
jenigen heraus, welcher (in der gewiinschten Anordnung) an die er.ste
Stelle treten soll. Steht er nicht bereits an dieser, so lasse man ihn
durch notigenfalls fortgesetate Vertauschung mib t}em ihl'n jeweils un-
mittelbar vorangehenden Faktor, nach und nach bis an die erste S.telle
vorriicken. Sobald er dieselbe inme hat, lasse man ihn an dieser
fortan unverindert stehen. Man suche hieranf denjenigen Fa.ki.;or-in
der nunmehr als gegeben vorliegenden Anordnung auf, welcher m.der
verlangten die zweite Stelle einnehmen soll. Hat er diese Stelle mclft
schon selber inne, so ist er jedenfalls hinter derselben zu finden, weil
vor ihr nach dem Bisherigen bereits ein andrer Faktor steht. Man.
lasse ihn dann ebenso — in fortgesetztem Platzwechsel mit dem augen-
blicklich unmittelbar vor ihm stehenden resp. vor ihn getretenen —
bis an die zweite Stelle vorriicken, und wenn er sie erreicht, in der-

*
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selben verharren, und fahre so fort, bis jeder Faktor die ihm zu-
gewiesene Stelle eingenommen hat. Dies muss endlich eintreten weil
mit jedem neu vorgenommenen Faktor, die Zahl der noch nicht an
ihre Stellen gebrachten immer um 1 abnimmt, und weil die neu, die
an den folgenden Stellen, hinzutretenden Erfolge die frither errungenen
nicht wieder umstossen.

Soll beispielsweise aus der Anordnung aa,a,a,a, die Reihenfolge
a, a;a;a,a; hergestellt werden, so wird der Reihe nach zu bilden sein:

s 0,a,a,a,
A5y 0y O O
@, Q0,0 a
a,a,0;0,a,
g Qo O A5 Oy
a,0,a,0,a,
a,aya;a,a;

Hienach ist erkannt, dass eine (multiplikative) Verkniipfung, welche
assoziativ ist gemiiss Th. 13,) und ausserdem dem speziellen Kommu-
tationsgesetze 12,) unterworfen, welche somit ,bei zwei Faktoren kommu-
tativ® ist, dies auch bei beliebig viel Faktoren sein muss, d. h. es gilt
fiir sie der

7 Satz 13)° (,,Allgemeines Kommutationsgesetz*). Auch bei einem
Produkte von beliebig vielen Faktoren ist deren Reihenfolge gleichgiiltig.

Pegt man von vornherein die Voraussetzungen 12,) und 13,) in ihrer
Verbindung mit einander zugrunde, so kann man zu den allgemeinen Er-

gebnissen 13)" und 13)° auch noch auf andre Weisen gelangen, iiber
welche am vollstiindigsten wol mein Lehrbuch! Aufschluss gibt. "

Hiermit nun sind wir zu dem Abschlusse gelangt, den wir er-
strebten.

Ich gestatte mir nur noch eine Bemerkung dariiber, was von der
ganzen mathematisch so musterhaft strengen Betrachtung in Bezng
auf ihre Stellung zur Logik zu halten.

Es wurde hier als ein — sollte man meinen — der Logik (im
cngsten Sinne) eigentlich fremdes Element, die Zahl, mit in den Kreis
der Untersuchungen hereingezogen — allerdings nur die natiirliche
Zahl oder Anzahljjedoch — in Gestalt von » und # — auch die all-
gemeine oder Buchstabenzahl. Dies geschah teils nebensiichlich, teils
wesentlich. Ersteres insofern wir die Zahlen als Suffixe des Buch-
stabens @ verwendeten: es boten eben ay, g, .. a, sich als zweck-
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missige Namen fiir die (irgendwievielen) n Faktoren dar, und diese
Namen sind so gut wie irgendwelche andere. Lefsteres bei dem
,;Schlusse von 7 auf #+ 1 durch welchen allein der Satz 13)* be-
wiesen werden konnte und auf den wir auch schon sub Th. 4) Zusatz
hinweisen mussten.

Der rein logischen Rechtfertigung dieses Schlusses (der voll-
stindigen Induktion) in Verbindung mit solchen logischen Grund-
betrachtungen, wie sie die Gewinnung des Begriffes der ,Anzahl“ (der
Einheiten einer Menge) vorzubereiten helfen miissen, ist der § 51 im
2. Bande gewidmet. Aus dem gegenseitigen Hiniibergreifen der beiden
Disziplinen ist aber allerdings zu entnehmen, dass sich die Elemente
der Logik und diejenigen der Arithmetik in Hinkunft wol nicht mehr
ganz in der bisher beliebten scharfen Sonderung von einander vorzu-
tragen empfehlen werden (resp. streng und griindlich abhandeln lassen),
welche ich fiir die ersteren hier noch nach Moglichkeit aufrecht zu
erhalten mich bestrebt habe. Die elementarsten (némlich die ,,Anzahl-“)
Begriffe der ,quantitativen” Logik miissen wenigstens bei den Buch-
staben oder Symbolen schon zur Anwendung kommen diirfen, mittelst
deren wir die.Uberlegungen der ,qualitativen“ Logik formuliren —
mbgen wir diese jemer auch vorangehen lassen. Wie denn auch um-
gekehrt die Uberlegungen der Arithmetik nie entbunden zu werden ver-
mogen von der Befolgung jener denknotwendigen Gesetze, welche die
(des Zahlens sich noch enthaltende) allgemeine Logik aufstellt. In-
zwischen mogen auch noch folgende Frwigungen zur Beachtung
empfohlen sein. :

" Bs wurde im Bisherigen von Reihenfolge oder (An-)Ordnung und von
Gruppirung oder Zusammenfassung der Faktoren geha.n@elt, S0 gelegentlic.h
friiher auch von Eindeutigkeit der Operationen. Und sei bemerkt, dass wir

hier nicht etwa aus den ,,Begriffen” von ,Bindeutigkeit* resp. ,Ordnung

und , Gruppirung® (welcher letztere eigentlich hier erstmalig zu gewinnen

gewesen) werden abstrakte Folgerungen zu ziehen haben. Wir haben uns

dafiir vielleicht noch lange nicht weit genug in diese Begriﬁ'e‘ und de%'en
Definition vertieft, iiber die sich jedenfalls noch maI}ches sagen liesse. _Vlel-
mehr begniigten wir uns, diese Begriffe hier genetisch einzufiihren, sie auf
synthetischem Wege an dem Substrat der Faktoren entstehen zu lassen,
gewissermassen den Anfinger zu denselben zu erziehen. Es war die Ein-
flechtung dieser Begriffe in den Text ftir uns nur das Schema, die Formel,
unter der wir das in den Sétzen bereits in seinem Wesen Erkannte nach-
triiglich allgemein und mnemonisch zusammenfassten.

' Um zu erkennen, dass mit alledem keine fremden Elemente in
unsre Disziplin wesentlich hereingezogen sind, braucht man sich nur
etwa dasjenige, was wir hier allgemein als durchfiihrbar erkannt haben,
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in jedem Falle seiner kiinftigen Anwendung wirklich durchgefiihrt zu
denken. Z. B. solche Umformungen, die wir kraft des allgemeinen
Kommutations- und Assoziationsgesetzes an Produkten uns kiinftighin
gestatten werden, mag man jeweils auf die strikte Anwendung der

Schemata 12,), 13,) und 16,) zuriickfilhren, wie ich es zum Schlusse
noch fiir ‘ein Beispiel darlegen will. Es moge zum Exempel fiir die

Gleichung:
(ab) - (cd) = (ad)-(be)

der Beweis verlangt werden, weil man vielleicht den einen dieser beiden
.Ausdriicke in den andern zu verwandeln wiinscht. Hier kann man
unter Anwendung der dariiber und darunter angesetzten Schemata wie
folgt zum Ziele der gewiinschten Umwandlung beweiskriftig gelangen:

5 7 b AB i2-/x BA 13)( >
a ca )= = b d B
() D=0 ()= Gr) (i)~

13

X 12x

In dieser Weise durchweg zu verfahren, hiesse nun freilich, auf den
Nutzen unserer allgemeinen Sitze zu verzichten, durch deren An-
wendung wir ja ohne weiteres den einen Ausdruck «in den andern
(mittelst blosser Abinderung der Faktorenfolge) hitten umschreiben
konnen. Allein der Hinblick darauf, dass man Obiges doch iiberall
thun konnte, offenbart uns, dass die ganze Theorie doch nur auf den
Prinzipien der §§ 4 und 12 wesentlich beruht.

*

(AB)C ™~ A(BOC) (4 B) Cvx 4 (BO)
ba)d}c={b(ad)}c= =
(Ca)d)e=(b(ad) o= (@b} e— (@) b0).

Anhang 4.

Logischer Kalkul mit ,,Gruppen® — hierndchst von Funktional-
gleichungen, mit Algorithmen und Kalkuln.

(Zu § 12)

Der gegenwirtige Anhang dient einem doppelten Zwecke: einem
ausserhalb des Interessenkreises dieses Buches liegenden, und einem
in denselben fallenden. j

Der erste Zweck ist: die Grundziige einer eigenen Zeichensprache zu
entwickeln und systematisch zu erliutern, von der ich in anderweitigen
Mitteilungen bereits beilsufigen Gebrauch gemacht habe und — behufs
Aufstellung einer allgemeinen Theorie der Verkniipfung — einen moch viel
umfassenderen Gebrauch zu machen haben werde — einer Zeichensprache,
die es mir namentlich durch ihre Einfachheit erst ermoglichen wird, die
zahlreichen Ergebnisse meiner Untersuchungen iiber Funktionalgleichungen
iibersichtlich mitzuteilen und in knappster Form zu begriinden.

Dieselbe lehnt sich iibrigens an die allgemeine Zeichensprache des iden-

tischen Kalkuls auf das inmigste am.
Ihr Gebrauch wird auch in Anhang 5, wo sie nicht entbehrt werden

kann, illustrirt. ¢

Dem zweiten Zweck soll gegenwirtiger Anhang 4 nicht fiir sich
allein dienstbar sein, sondern in Verbindung mit dem nichstfolgenden,
gewissermassen sekundirt von Anhang 5. Er besteht in der Lieferung
des schuldig gebliebenen Beweises fir eine in § 12 unsrer Disziplin
aufgestellte, fir die Theorie der Erkenntniss wol nicht belanglose Be-
hauptung: dass nimlich ein gewisses Gesetz des folgerichtigen Denkfans,
die ,zZweite Subsumtion des Distributionsgesetzes®, nicht syllogistisch'
bewiesen werden kann.

Behufs Erreichung dieses Zieles werde ich aus meinen Unter-

suchungen iiber Funktionalgleichungen eine kleine aber interessante

Episode (ganz elementarer Natur) herauszugreifen und in Anhang 5

vorzufiihren haben. i .
Dieselbe dient zugleich als eine Exemplifikation, sie liefert ein

spezielles Substrat fiir die allgemeinen Betrachtungen des ‘Anhang 4,




618 Anhang 4.

und zwar ein solches, dber dessen Realitit kein Zweifel obwalten kann,
indem ich zu allen in Betracht zu ziehenden Funktionalgleichungen
auch Losungen angebe, welche ohne Vorkenntnisse von jedermann
leicht als solche erkannt und verifizirt werden kénnen — so schwierig
sie mitunter auch zu entdecken waren. Durch die Existenz von
Losungen wird dargethan, dass jene Funktionalgleichungen wirklich
bestehen konnen und fiir gewisse Funktionen (fiir eben diese Losungen)
in der That als allgemeine Formeln gelten.

Von mathematischen Bildungselementen diirfte hierbei kaum mehr als
der Begriff der eindeutigen Funktion (wenigstens von zwei Argunientzahlen)
vorausgesetzt erscheinen.

Bei den Auseinandersetzungen werde ich wiederholt zwei meiner Ab-
handlungen zu citiren haben — die erstere lediglich, um fiir Diejenigen,
die sie kennen, den Zusammenhang mit dem Gegenwiirtigen herzustellen.
Von der zweiten werde ich das zum Verstindniss des Ganzen und der be-
absichtigten Nutzanwendungen Unentbelrliche nachsiehend ebenfalls kurz-
moglichst zusammenstellen, sodass der Leser, welcher verstehen will, nicht
gezwungen sein wird, Einsicht von derselben zu nehmen. Immerhin diirfte
aber solche Einsichtnahme hier als wiinschenswert zu bezeichnen sein,
wenigstens soweit die hier angezogenen einleitenden Paragraphen dieser
zweiten Abhandlung in Betracht kommen. Ich werde diese Abhandlungen
in Anhang 4 und 5 immer mit (1 c.)? und (1 ¢.)® citiren, — siehe unter
»Schroder® das Literaturverzeichniss.

Gegenstand der Untersuchung sei eine Mannigfaitigkeit U von
Sditzen, deren jeder fiir sich betrachtet gelten oder auch nicht gelten
kann, im ersten Fall aber auch die Geltung von noch andern Sitzen
derselben Mannigfaltigkeit nach sich zieht auf Grund von ,,Prinzipien® B,
welche selbst der gedachten Mannigfaltigkeit nicht durchaus anzugehoren
brauchen. Die siimtlichen Sitze der Mannigfaltigkeit seien ferner mit
einander und mit den Prinzipien vertriiglich.

Derartige Siitze wiiren z. B. diese:

»Das Dreieck ABC ist rechtwinklig®,

»Die Funktion f(z,y) ist symmetrisch® —
denen wir im Aussagenkalkul als ,Gelegenheitsurteilen® wieder begegnen
werden. Es kommt ganz darauf an, von welchem Dreieck, von welcher
Funktion, die Rede ist — je nachdem werden die angefiihrten Sitze ‘gelten
oder nicht gelten. Die Geltung des ersten Satzes zieht die Geltung einer
ganzen Reihe anderer auf das Dreieck A BC beziiglicher Sitze oder Aus-
sagen vach sich, nimlich aller derjenigen, welche Eigenschaften konstatiren,
die auf Grund der ,Prinzipien (Axiome) der Euklidischen Geometrie aus
der Rechtwinkligkeit folgen. Ebenso zieht die Geltung des zweiten Satzes
beispielsweise die Folgerung nach sich, dass die beiden Umkehrungen der
Funktion f(z,y) mit einander identisch sind — auf Grund der Voraus-
setzung, die man hier als zu den ,,Prinzipien‘ gehorig ansehen mag, dass
die Funktion eine eindeutige Umkehrung iberhaupt zulasse.
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Nachdem hiermit der allgemeine Charakter des Substrates unsrer
Untersuchung hinlénglich gekennzeichnet sein diirfte, empfiehlt es sich,
ein spezielles Substrat dieser Art nunmehr hervorzuheben, eine ganz
bestimmte Mannigfaltigkeit von Sitzen namhaft zu machen und jeweils
zur Illustration zu benutzen: i -

Die ,Sitze“ der Mannigfaltigkeit seien — analog dem zweiten
der vorstehenden Beispiele ,,f (2, y) = f (y, ) — durch arithmetische
Formeln darstellbare, nimlich Funktionalgleichungen.

Als eine ,Formel* hingestellt zu werden verdient eine Funktional-
gleichung insofern, als sie fiir cine Funktion, die ihr geniigt, den Chara.l'(ter
der Allgemeingiiltigkeit besitzt, nimlich gelten wird fiir jedes erdenkliche
Wertsystem der Argumente, welches man irgend aus dem Gebiete: der Zahlen
herausgreifen mag. Keineswegs aber braucht die Funktionalgleichung auch
erfiillt zu sein fiir jede Fumktion, vielmehr haftet ihr auch ein sy_nthetlscher
Charakter an insofern als sie dienlich sein kann, gewisse Funktionen (oder
Klassen von solchen) als solche, die ihr geniigen sollen, zu bestimmen.
So bestimmt ja in der That die Funktionalgleichung f(z,9) = (¥, x),
wenn sie analytisch (,allgemein®, fiir alle Wertepaare z, y) gelten soll, die
Funktiop f als eine symmetrische; fiir eine solche aber ist sie dann als
eine Formel erfiillt. . : ;

Der Name ,,Formel®, den wir hier den Funktlonalglelcpung_en'bellegen,
rechtfertigt sich ausserdem durch die nachfolgend fiir sie emzufﬁhrende
symbolische Schreibweise, in welcher sie einen ‘éhnli.chen A.nbhck' dar-
bieten werden, wie die bekannten Formeln der allgemeinen Arithmetik —
wie z. B. Kommutations- und Assoziationsgesetz — gelegentlich auch geradezu
mit solchen zusammenfallen. : : :

Und zwar mogen unsre Funktionalgleichungen sich nur beziehen
auf eine Funktion zweier Argumente nebst ihren beiden Umke}.lmngen,
die ich nach den (L c.)%, § 1 dargelegten Grundsitzen symbolisch als
Produkt, Verhiiliniss und Bruch schreibe und alle drei als vollkommen

eindeutig voraussetze. ' :

Die dreifache Voraussetzung dieser Eindeutigkeit nebst den, d.en
Gegensatz der drei Grundoperationen (oder die Definition von zweien
derselben durch die dritte) zum Ausdruck bringenden sechs ,Funda-
mentalbeziehungen“ [die ich sogleich angeb.e_n. viver‘de — vergl. auch
(L. ¢.)?, § 2] konstituiren alsdann die ,Prinzipien“ P, nach denen

Folgerungen zu ziehen sein werden. : ot

Fir f(a,b) werde also kiirzer .blos ab .ge§chneben, und dies gn;
,.symbolisches Produkt® genannt. Zu jedem beliebigen Wertepaar aGulx:‘ e
soll es stets einen und nur einen Wert von £ (a, D) .oder ab im Gebie
der Zahlen geben. Die Aufsuchung diesgs Wertes fiir gegebel.xe ‘t‘l, bd1st
eine Operation, die wir demnach als die erste _Qrux;dopera_tmn Wgo rt:
»Symbolische Multiplikation*) bezeichnen werden. Fiir eln gewisses We
paar a, b sei ¢ der Wert von ab, sonach ab = c.
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Fiir die im Anhang 5 gegebenen Beispiele wird sich allemal deér
Wert ¢ in einer die Funktion ab definirenden Tabelle (Funktionstafel —
in Gestalt eines symbolischen Einmaleinses) aufschlagen lassen.

Nun kann man aber auch, wenn b und ¢ gegeben sind, nach dem
Werte (oder den Werten) von a fragen, die so beschaffen sind, dass ab
gerade gleich dem gegebenen ¢ ist, und ebenso, wenn a und ¢ gegeben
sind, nach dem oder denjenigen Werten von b, fiir welche ab =— ¢ wiire.

Die Operationen, durch welche wir Antwort auf diese beiden Fragen
erlangen, nennen wir die ,umgekehrten“ oder ,inversen Operationen von
der als symbolische Multiplikation bezeichneten ,direkten Operation. Wir
bezeichnen sie als ,symbolische Divisionen und zwar beztiglich mittelst
Doppelpunktes als ,symbolische Messung* und mittelst Bruchstrichs als
nsymbolische Teilung“; sie bilden die beiden andern von den ,drei Grund-
operationen“. Auch sie werden jeweils #usserst leicht an der die Funktion
ab erklirenden Funktionstafel auszufiihren sein.

Wir nehmen nun ferner an, dass die Antwort auf die gestellten Fragen
stets (fiir jedes Wertepaar von « und ¢, sowie von b und ¢) und immer
nur auf eine Weise gegeben werden konne, oder wie man sagt, dass die
beiden symbol. Divisionen (gleichwie die Multiplikation) ,junbedingt aus-
fihrbar und ,nie mehrdeutig” seien. M. a. W. wir erkliren, nur mit
solchen Funktionen ab uns beschiftigen zu wollen, bei welchen solche Ein-
deutigkeit der Umkehrungen zutrifft. Sooft dann ab = a’b sein sollte,
wird auch @ = @’ sein miissen; ebenso, wenn ab — ab’ ist, wird b = b’
folgen.

Dasjenige b, fiir welches bei gegebnen a, c:

ab=c ist, nennen wir b =c:a
und dasjenige @, fiir welches bei gegebnen b, c:

: : c
ab=c¢ ist, nennen wir a4 = 5

und nach der Voraussetzung wird es immer ein und nur ein solches geben,

sodass das symbolische Verhiltniss @:b und der symbolische Bruch -%

ups in jedem Falle (fiir gegebene Operationsglieder desselben) eine ganz
bestimmte Zahl vorstellen werden.

Nach diesen Definitionen sind dann
e
b
drei einander #quivalente Aussagen, und substituirt man den Ausdruck,
welchen uns irgend eine dieser Gleichungen fiir den auf ihrer einen Seite
isolirten Buchstaben als einen neuen diesem eben zukommenden Namen zur
Verfiigung stellt, in die beiden andern Gleichungen, so ergeben sich die
sechs Beziehungen:

ab = c, b=c:a und .a=

ab c
b=(ab):a, a==, a(c:a)=c, a=c—:c&, %b=c, b=c:¢

welche fiir die beiden, je in sie eingehenden Buchstaben den Charakter von
allgemein giiltigen Formeln haben miissen, da zweie von den drei Buch-
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staben von vornherein beliebig angenommen werden konnten (wodurch sich
erst der dritte bestimmte).

Es wird deshalb gestattet sein, in obigen Beziehungsgleichungen die
Buchstaben auch durch irgend welche andere zu ersetzen, und kann man
sich fiir einen solchen Buchstabenwechsel entscheiden, dass in jeder von
den Gleichungen nur mehr ¢ und b — und zwar der letztere b auf einer

- Seite isolirt — vorkommen. Darnach werden sich die sechs ,,Fundamental-

beziehungen® zu dem iibersichtlichen Schema zusammenziehen lassen:

a(b:a) %a-

a
atb
Ba: o Aav)ia

a

w2
a:

in welchem die im regelmissigen Sechseck angeordneten Ausdriicke dem
im Mittelpunkt stehenden b gleichgesetzt zu denken sind, natiirlich aber
auch unter sich einander gleich gesetzt werden diirfen.

Endlich seien aber die zu betrachtenden Funktionalgleichungen

auch von einer bestimmten Form. Sie seien diejenigen der ,Sorte“
a,b,c=a,b,c

von (L ¢.)?, § 4, d. h. solche Gleichungen, in welchen beiderseits die

Ergebnisse der Verkniipfung der nimlichen drei Buchstabenzahlen g,

b und ¢ durch irgend welche zwei successive von den drei symbolischen

Grundoperationen stehen — wo diesen Buchstaben nun von einander

unabhingig beliebige Werte zukommen sollen.*)

Unsre ,Mannigfaltigkeit“ umfasst darnach 990 (nicht durch Buch-
stabenvertauschung auf einander zuriickfiihrbare und nicht identische)
Gleichungen, die man leicht vollstindig hinschreiben kann, und deren
Gesamtheit ich also U hier zu nennen haben werde. [In Anhang 5
werden nur wenige Gruppen von diesen Gleichungen wirklich in’s
Auge zu fassen sein.]

Derselben gehoren die ,Prinzipien” P hier {iberhaupt nicht an.

Die in diesen Funktionalgleichungen auftretenden Argumente oder
Operationsglieder @, b, ¢ mussten dabei stets als allgemeine Zahlen eines
bestimmten, sei es diskreten, sei es kontinuirlichen, begrenzte.n qdfer
auch unendlichen Zahlengebietes aufgefasst werden. [Wirklich in
Betracht kommen werden fir uns aber nur Zahlengebiete, die aus

einigen wenigen Ziffern bestehen.] S
Indem (1 c.)% §9 eine Funktion von mir konstruirt ist, welche

#) D. h. unter ¢ soll jetzt nicht mehr der durch a und b bestimmt gewesene
Wert des vorigen Kontextes, sondern ein ganz beliebiger Wert verstanden werden.




