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Die zwischen Parametern und Argumenten einer Funktion will-
kiirlich gezogene Grenze ist demungeachtet von eminent praktischer
Wichtigkeit, in Anbetracht, dass es in der Regel nicht zweckmissig
erscheint, einen Ausdruck in seiner Abhingigkeit von allen in den-
selben eingehenden allgemeinen oder literalen Gebietsymbolen zugleich
zu untersuchen. Zumeist erscheint es nur angezeigt oder geboten,
dies in Bezug auf eine gewisse Gruppe der den Ausdruck formal zu-
sammensetzenden Elemente auf einmal zu thun, und diesen als den
»Argumenten” der Funktion die iibrigen Elemente als ihre Parameter
gegeniiberzustellen.

Alle hier eingefiihrten Benennungen sind dem Mathematiker — in
ihrer nicht durchaus gleichlautenden, aber doch analogen Anwendung auf
das Gebiet der Zahlen — lingst geldufig. Die mathematische Erklirung
der ,Funktion“ setzt allerdings das Vorhandensein eines nanalytischen“ oder
Formelausdrucks fiir dieselbe nicht voraus, sondern stiitzt sich lediglich
auf die eindeutige Zuordnung der Funktionswerte zu den Argumentwerten
(resp. -wertsystemen); doch lisst sie wenigstens die analytische Darstellung
der Funktionen durch dergleichen Ausdriicke mit zu, und findet auf dem
Gebiet der letztern ihre hauptsichlichsten Anwendungen.

Ausserhalb der mathematischen Terminologie wird von ,Funktionen®
sowol als von , Argumenten® in einem ginzlich davon unabhiingigen Sinne
gesprochen: Man spricht von der Funktion, im Sinne von Lebensverrichtung,
vom Funktioniren, irgend eines Organes des Pflanzen- oder Tierkérpers,
auch von dem Funktioniren einer Maschine, tiberhaupt von der Funktion,
der Wirksamkeit irgend eines Mittels zu einem Zwecke. Und ferner pflegt
ein Beweisgrund auch als Argument, die Beweisfiihrung, namentlich wenn
sie eine rhetorische ist, als Argumentiren oder Argumentation bezeichnet
zu_werden. Diese Benennungen haben, wie gesagt, gar nichts mit den
obigen, an die wir uns hier halten, zu schaffen. Die verschiedenen An-
wendungssphiiren dieser Homonyme liegen aber auch so weit auseinander,
dass der vorhandene Doppelsinn nicht sehr verfinglich erscheint.

Ersetzt man in einem als Funktion f'(x) betrachteten Ausdrucke
das Argament z durchweg, wo immer es sich in dem Ausdrucke vor-
findet, durch ein spezielles Gebiet a, also namentlich auch #, durch-
weg durch a,, so wird der durch diese Substitution sich ergebende
Ausdruck mit £ (a) bezeichnet. *

Insbesondre erhilt man demmach f (1), indem man # durch 1 und
demgemiiss z, durch O durchweg in f () ersetzt — wobei man die durch
die Theoreme 21), 22) und eventuell 30) angezeigten Vereinfachungen oder

Reduktionen des Ausdrucks eintreten lassen kann. Ebenso resultirt f (0)
aus f (z), indem man O fir » und 1 fiir x, einsetat.

Obige‘Bemerkung gilt auch, wenn ¢ einen zusammengesetzten Aus-
druck bezeichnet, und ist hienach, sobald f () gegeben ist, auch die Be-
deutung von £ (be), f(«+b), ete. ohne weiteres klar,
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Analog entsteht f(a,?) aus f (z,9), indem man « fir z und &
fir y (somit auch @, fir z, und b, fir y) in letzterm Ausdruck sub-
stituirt. Und so weiter.

Wird ein die Gebietsymbole Z,Y, ... enthaltender Ausdruck als
Funktion von diesen Argumenten mit f(#,9, ...) bezeichnet, so ver-
figt man damit iiber eine zweite Darstellung desselben und diese wird,
gegeniiber dem ,aktuellen Ausdruck der Funktion in Gestalt des ur-
spriinglichen Ausdruckes, bezeichnet als die »Symbolische“ Darstellung
derselben. Eine Funktion wird darnach »Symbolisch® dargestellt, in-
dem man hinter einen ,Funktionsbuchstaben® f oder @, %, y, F, @, ¥,
X, ... in eine Klammer und durch Kommata getrennt die Namen der
Argumente in unabinderlich festzuhaltender Reihenfolge schreibt.

Der Funktionsbuchstabe ist ein »Operationssymbol®, aber nicht ein
Gebiets- oder Klassensymbol, und darf mit einem solchen durchaus nicht
verwechselt werden. Sihe man z B. bei f(a +b) das f fir ein Gebiet
an, so wirde diesem Ausdruck eine ganz andere als die vorhin erliuterte
Bedeutung zukommen, derselbe wiirde nimlich dann fir das Produkt
f (a+b) = f+ra+f-b gehalten werden miissen. Es empfiehlt sich also
zum Funktionsbuchstaben einen solchen zu wihlen, der nicht schon ander-
weitig als Gebietsymbol vorkommt.

- Dass ein Buchstabe als Funktionsbuchstabe gelten solle ist jedoch in
der Regel schon ohne ausdriickliche Vereinbarung ersichtlich. Sagen wir
zB. f(x), oder auch f(0), f(1) und dergleichen, so gibt sich das ein-
geklammerte Symbol schon dadurch als ein Argument oder Argumentwert
— mithin das davorstehende als Funktionsbuchstabe — zu erkennen, dass
es mit einer Klammer umschlossen ist, die ohne solche Absicht als eine
piberflissige“ zu verwerfen wire (vergl. Anhang 2). Und sagen wir
f(z,9,..) so zeigen auch die Symbole tremnenden Kommata deren Be-
stimmung, Argumente zu repriisentiren, an.

Haben wir nun etwa eine Funktion f(z, 7, 2), so wird der Ausdruck
f(, ez, x) nicht wieder eben diese, sondern diejenige Funktion vorstellen,
deren Ausdruck aus dem gegebenmen hervorgeht, indem man z durch z,
daneben y durch # und z durch z durchweg ersetzt. Ebenso, wenn f (z, y)
gegeben ist, bedeutet f(y,z) das Ergebniss einer Vertauschung von z
und y miteinander im gegebenen Ausdrucke, u. s. w.

Leicht erhellen nunmehr die Vorfeile, welche durch die symbolische
Darstellung der Funktionen erzielbar sind und im Hinblick auf welche
eben solche Darstellung in die Wissenschaft eingefiihrt wurde. :

Bei allen Untersuchungen von irgend allgemeinem Charakter -1st
es eine Sache von erster Wichtigkeit, zu wissen, in welcher Weise
sich die Bedeutung eines Ausdruckes richtet nach den Bedelftungen
der ihn zusammensetzenden Terme von allgemeiner Natur. Will man
diese Abhingigkeit erforschen, so muss man den letzteren als .Argu-
menten andere und andere Bedeutungen unterlegen, Werte beilegen,
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man muss dieselben sich indern lassen oder sie variiren, um sodann
die zugehirigen Werte in’s Auge zu fassen, welche unser Ausdruck
dabei annimmt.

Die ,Einsetzung” oder ,Substitution” eines speziellen Wertes fiir
ein bestimmtes Buchstabensymbol, oder auch eines Wertsystemes fiir
eine ganze Gruppe von solchen, wird darum eine der am hiufigsten
geforderten Verrichtungen in der Wissenschaft sein. Und unter Um-
stinden, wenn etwa alle Werte einer bestimmten Klasse von Werten
der Reihe nach fiir ein Symbol eingesetzt werden sollten, kann der
ermiidende Prozess dadurch abgekiirzt, vereinfacht werden, dass man
statt dessen auf einmal einen allgemeinen Ausdruck fiir dieses Symbol
substituirt, welcher die Werte jener Klasse, und nur diese, simtlich
umfasst, dass man anstatt der Einzelwerte selbst einsetzt den Aus-
druck der ganzen Klasse von Werten. So wird es oft erforderlich
auch einen zuweilen recht komplizirten Ausdruck fiir ein Buchstaben-
symbol zu substituiren, sogar nicht selten gleichzeitig ein ganzes
System von Ausdriicken fiir ein System von Argumenten.

Die Operation der Einsetzung liuft im wesentlichen auf ein Kopiren,
Abschreiben, Reproduziren des gegebenen Ausdruckes hinans, wobei man
nur dessen eingedenk bleiben muss, sobald man beim Abschreiben auf
eines der zu ersetzenden Symbole stosst, dass man dasselbe nicht unver-
indert kopirt, sondern den eben dafiir einzusetzenden Ausdruck nimmt,
denselben — nitigenfalls in eine Klammer eingeschlossen — hinsetzt, um
darnach in dem solchergestalt modifizirten Abschreibeverfahren wieder fort-
zufahren.  An der Schultafel kann der Prozess durch Ausloschen der zu
ersetzenden Symhbole mit dem Kreideschwamme und Einschreiben der ein-
zusetzenden Werte in die leeren Riume verdeutlicht werden; jedenfalls ist
unerliisslich, dass der Anfiinger in der Ausfithrung solch elementaren Pro-
zesses sich eine gewisse ﬁbnng erwerbe.

Es kann nun der aktuelle Funktionsausdruck ein durch ein anderes
zu ersetzendes Symbol hundert mal, ja unbegrenzt, ,unendlich® oft ent-
halten, wie das Seispiel zeigen mag:

/'(:lf)=a+x(b+:c,[a+:c{b+-x,(a+x( YD
— in welchem der Ausdruck freilich in den einfacheren f(@)=a+zb
auch zusammengezogen werden kénnte, wihrend derartige Verein-
fachungen vielleicht nicht immer ausfiihrbar erscheinen, Da wire es
nun Gusserst ermiidend, resp. gar nicht vollstindig durchfiihrbar, das
Argument z durch einen komplizirten Ausdruck — sagen wir
(ab,+ a,b) (¢d + cd)

— durchweg in Wirklichkeit zu ersetzen.

Die symbolische Funktionsdarstellung ¢rspart uns aber die Notigung

§ 19. Funktionen und deren Entwickelung. 407

zu dieser Arbeit, filhrt dieselbe zuriick auf die einmalige Ersetzung
des z an der Stelle, wo es als Argument aufgefithrt war, durch den
Ausdruck, welcher dafiir einzusetzen ist. So wird in unserm Bei-
spiele schon ,
£{(ab,+ab) (cd+¢,d)}

das Ergebniss der verlangten Operation vorstellen, und fiir die Zwecke
allgemeiner Uberlegungen geniligt es zumeist, die Operation solcher-
gestalt nur ,angedeutet* zu lassen. .

So liefert uns die symbolische Funktionsdarstellung allemal einen
iibersichtlichen und ausdrucksvollen schon durch sich selbst verstind-
lichen Namen fiir jeden Funktionswert, welcher zu einem gegebenen
Argumentwert oder Wertsysteme gehort. —

Ein weiterer Vorteil, den uns diese Funktionsbezeichnung gewihrt,
ist aber der, dass wir durch sie auch in den Stand ges?tzt wez:flen,
Eigenschaften, welche allen Funktionen zukommen, desgleichen -Satze,
welche etwa nur fiir gewisse Klassen von Funktionen gelten, in der
Zeichensprache des Kalkuls konzisest mittelst Formeln darzustel!en.

Dieser Vorteil ist fiir das Studium der Ausdriicke und Funktionen
ein dhnlicher und von der gleichen Tragweite, wie der, den der Ge-
brauch von Buchstaben als allgemeinen Symbolen fiir Gebiete oder
Klassen beim Studium der letzteren gewiihrt. Die Funktionsbuchsta}mn
konnen auch verwendet werden zur Darstellung von allgemeinen
Funktionen. o i

Nunmehr zur Illustration des Gesagten einige Beispiele und

E'bungen. ‘
Bedeutet f(#) = a + a,z, worin dem Obigen entsprechend @ delflten‘
Parameter vorstellen soll, also die Symbole @ und @, von unverinderter

Be :1 1 ] ] . . . B
eu ung elben D) wenn man a,ll()h dem X 1T g end W elche ver bchledene e-
X ble te a und ls una g x

leutungen untellegt, SOdaSS dle Ce al a P bhd-ngl von

zu bezeichnen, so ist £(0) = a und.f(1) = 1. Somit (iist (;iie gzgitzoil
sicher mit z veriinderlich, wofern nur unter « n.u:ht gerade das e
verstanden wird; sie nimmt ja dann fiir vers?hledene Werte_a_ von zi?)l]in
unter selbst verschiedene Werte an. Weltel‘. e e f(a)l—— a;nitl;m hier
hier zufillig: f(a) = f(0). Dagegen ist wieder f (a.) =f 'i‘hso33 ) =
f(a) = £(1). Endlich wird f(b) =a+ab=a+D . c Fowta ke
satz, und konnten wir auch allgemein den urspriinglichen Aus

einfachen zu f(z) =a -+ —
Fir f(z) = a + bz ist @hnlich:
f0) = a=fla)=1(), (1) =a+b=/r0)="r(),
f(¢) = a + be, f(e) = a+be, ete. —

Fiir fl@) = (a+2) (b+x)
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wird
f0)=a, f(1)=0, f))=ab=1r@), ((b)=a+b=/fa),

also wieder, im Allgemeinen, f(z) veriinderlich bei veréinderlichem x, wirk-
lich ,abhiingig“ von z. Natiirlich darf man bei einer speziellen Funktion
f(z) die urspriingliche Abmachung, Konvention, durch welche die Bedeu-
tung dieses Zeichens erklirt wurde, nicht aus dem Auge verlieren. Wiirde
z. B. jemand hier irrtimlich die Gleichung f(3) = a + b als die Erklirung,
Definition dieser Funktion f, als Funktion eines Argumentes, das (statt )
den Namen b fiihrte, ansehen, so wiirde er erhalten:

fla) = a+ @, =1, anstatt, wie vorhin: fla)=a+0b.

Dasjenige was ich aus einem Ausdruck f(«) erhalte, wenn ich fiir % erst
b, hernach fiir b durchweg ¢, in denselben einsetze, miisste nur dann not-
wendig als das gleiche erscheinen, wie wenn fiir 2 sogleich. ¢, in dem Aus-
druck eingesetst worden wire, wenn dieser b nicht neben # enthielte. —

Versteht man hingegen unter f () den Ausdruck:

f(@) = a(z +1b) + b(a,+z,),
so wird

f(0) =ab,+b=a+0, f1)=a+ab= «+0,
/'(N)=(L+b, f(b)=a+b,
und so weiter; man erhilt fir f () stets den gleichen Wert
[(#) =a+0,

was fiir ein Gebiet man auch unter z verstehen moge; die hier vorliegende
Funktion ist faktisch unabhiingig von z oder konstant,

Analog wiire
f(@) = (a + b,z) (a2, + 1) = ab

(bei gegebenen «, b) absolut konstant. Man vergleiche § 18, 1), wo be-
reits der Beweis fiir diese Behauptungen geleistet worden ist.

Ebenso wiirde die Funktion:

flz,y) = a(:c+y,)+y(a, +2)=a+ty

zu menunen sein: ,konstant in Bezug auf 2% wogegen sie

, sofern nicht ge-
rade @ = 1 bedeutet, von ¥ abhiingig erscheint, — *

Die Funktion f(z, y) =« (Z+y+a,9,) ist ebenfalls konstant, und zwar
stets f(z, y) = a.

~ Dagegen die Funktion: (29, 2) = 2z + Y%+ 2zyz ist nur in Hin-
sicht auf 2 und y konstant, indem sie den Wert haben wird:

f(z,y,2) = 2.

Bedeutet: (2, y,2) = ayz, + bex, + cxy,,
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50 félgt: :
f(0,9,2) = ayz, + bz, f(1,y,2) = ayz, +cy,,
f(x,0,0) =cx = f(1,2,1), f(2,0,1)=>0z,+cz, f(z,1,1)=bz,,
f(0,0,0) =0=1£(1,1,1), £(1,0,0) =¢, £(0,1,1) =1b,
f(a, b, ¢) = abe, + bea, + cab, = f(a, b, c,), f(b,¢,a) =0,
f(c; a,b) = ab, + be, + ca,, f(a,b,c)=ab,c+bea,+cab= ac+a,be,,
f(a, b, ¢) = abe, + bea + ca,b, = ab + a,bc, ete.

Der Leser ermittle auch noch andre Funktionswerte, wie

H2,1,0), f(z,1,2), f(z, Ty 0), f(d,d d), ete.

44,) Theorem. Allgemein ist:

[(@) = (1) -z +f(0) - 7.

Beweis. In § 17, Zusatz 2 zu Th. 36) haben wir gesehen, dass
(und wie) simtliche im aktuellen Ausdruck von f(z) etwa ,,ax;gec}t.eul;
teten“ Negationen sich werden ausfithren lassen , soqass schliesslic
der Ausdruck nur noch durch Addition und Multiplikation (ohne Nega-
tion) aus lauter Gebietssymbolen aufgebaut erscheint..

Von einem Ausdruck solcher Art haben wir aber in § 13, Zusat.z 1
zu Th. 28) ferner gesehen, dass (und auf welche Weise) derselbe 1m-'
mer in seine ,letzten Aggreganten® zerfillt Werden. ka'.nn,. also dass
derselbe als eine Summe, ein (eventuell auch nur emghednges) Poly-
nom erscheint von lauter monomischen Gliedex:n, die 1:ur (e'ventuell
auch einfaktorige) Produkte sind von lauter ,einfachen’ -G'rebletsizm-
bolen — irgendwie herausgegriffen aus der (j:‘rruppe der in (En tl.xs:
druck urspriinglich eingehenden literalen Gebiete und deren. ega IOd
nen —, dagegen keine Summen mehr als .Faktoren aufweisen un
ohne jegliche Klammern darum sich anschreiben lassen. B

Nachdem in diesem Stadium unser Ausdru(fk a'ngelazfgt ist, 'ann
man nun kraft des Kommutationsgesetzes 12,) in einem Jeden“ del. if-
wihnten Monome simtliche Faktoren, die z sind, desgleichen samt}ll‘c (f
Faktoren z,, zusammenriicken lasseJ% u'nd ihr Produkt nach de:set:;l
tologiegesetze 14,) je durch einen e.mmgen Faktor z, ;eip.T;}v; g
[wobei implicite auch das Assoziatxon;gesetz 13,) nebs . 16,

Wirkung tritt].

Diejenigen Glieder des Aggregates, welche z uud. z, zuglfeiﬁh ent-
halten, kommen dabei nach Th. 30,), 22) }md “:)1.4,) in Wege} : .
D,er Ausdruck erscheint hienach als ,linear” in Bezug auf z un

z,, insofern er diese Symbole nicht mehr mit sich selber oder mit-
[ 4
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einander, sondern nur noch.mit Parametern multiplizirt zeigen wird.
Und zwar hat er, wenn man noch die in Bezug auf z und z, ,gleich-
n'amigen“ Glieder zusammenzieht, sie nach Th. 27)) ,,vereinit;rt“j nam-
lich z, bei all den Gliedern, welche z, zum Faktor haben, als gemein-
samen Faktor ,ausscheidet’, und ebenso # bei den mit z behafteten
Gliedern — nachdem man kraft des Kommutationsgesetzes 12,) sie
hat zusammenriicken lassen — notwendig die Form: 3

f(x) = Az + Bz, + C,
wo die ,Koeffizienten® 4, B, C' die Symbole z und z, nicht mehr als
Operationsglieder enthalten, (sondern hochstens sich darstellen werden
als Summen von Produkten aus lauter Parametern oder eventuell auch
Negationen solcher).

Jedenfalls niimlich kann man doch die Summe derjenigen Glieder
wc;lche weder mit z noch init #, behaftet waren, nunmehr Cbnennen und,
mit {1 resp. B das Gebiet bezeichnen, in welches — nach Ausfithrune der
geschilderten Operationen — das z resp. x, multiplizirt erscheinen Wi:id —
voralisgesetzt natiirlich, dass die Symbole A4, B, C' nicht bereits anderweiti
als Namen vergeben waren, niimlich nicht selbst schon als Parameter ingl
aktuellen Funktionsausdruck f(z) vorgekommen sind, in welchem Falle

(1en11 LLndele Buchstdben za S
I Da:lslelluno' unsrer KOGfﬁZle
5 nten genommen
Welden mllSSteIl.

Ez'enach lisst also jede Funktion von z im identischen Kalkul sich
als eine lineare Funktion von z darstellen.

Dieselbe wiire ,homogen® zu nennen in dem Falle wo etwa das
»Absolutglied C sich — 0 herausstellte, wo man es d,a,nn fortlassen
und einfacher: f(z) = Az + Bz, schreiben konnte.

Aber auch wenn ( nicht verschwindet, kann man unsern Aus-
(].L‘U(.}k vollends homogen machen — sei es durch iiberschiebendes Mul-
tipliziren der vorstehenden Gleichung mit der Gleichung

l=z+g,

;—ksel es, noch besser, indem man blos das Absolutglied mit dem
aktor 1, der =z + #, ist, versieht, somit C' durch

C:-1=C@+a)=Cz+Cx,

ersetzt.
Hierdurch wird in der That:

f(@) =(4+ )z + (B + O)x,.
Der .Ausdruc].{ nimmt also schliesslich die »lineare homogene® Form
an (indem wir A + C kiirzer ¢ und B + C ebenso b nenn(;l):
' [(@) = az + ba,,
i welcher ¢ und b von z (und z,) unabhiingig sind.
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Im identischen Kalkul lisst hienach jede Funktion sogar als eine
homogene lineare sich hinstellen (mit konstanten Koeffizienten).

Diesem Umstand hauptsichlich hat es der identische Kalkul zu ver-
danken, dass er so erheblich viel leichter zu beherrschen und zu handhaben
ist, als die mumerisch rechnende Mathematik fiir deren Ausdriicke und
Tunktionen eine so einfache typische Grundform nicht angebbar ist.

Die geschilderten Umformungen fanden nun aber simtlich statt
nach allgemein geltenden Theoremen oder Gesetzen des identischen
Kalkuls, sodass die Gleichheit zwischen dem urspriinglichen Ausdruck
f(z) und dem so gewonnenen az -+ bz, identisch bestehen muss fir
ganz beliebige, fiir alle erdenklichen Bedeutungen simtlicher vorkom-
menden Buchstaben oder Gebietsymbole — wie denn schon fiir alle

- Zwischenstufen der Rechnung die Gleichung zwischen dem Ausdruck

f(«), und dessen successiven Transformationen nach dem Distributions-
gesetze etc., stetsfort den Charakter einer allgemeinen Formel behielt.
Diese letzte Formel bleibt demnach auch richtig, falls man z
durch 1 ersetzt, wobei z, = 0 zu setzen ist; desgleichen fihrt sie fort
giiltig zu sein fir # =0, 2, = 1. Indem man sie fiir diese speziellen
Fille in Anspruch nimmt, erkennt man aber dass:
[ —a, [O)=0
ist und nach Einsetzung dieser Werte von a und b in jene letzte For-
mel wird unser Theorem bewiesen erscheinen.
Die Darstellung einer Funktion f(z) nach dem Schema des Th. 44,)
wird die ,, Entwickelung® (development) dieser Funktion nach der Varia-

beln z genannt. . )
Durch solches Entwickeln wird die Funktion ,linear” und ,hlomogen’

gemacht in Bezug auf z und z,. :
z und z, heissen die ,, Konstituenten® der Entwickelung, im Gegen-

satz zu den ,Koeffizienten® f(1) und 7(0) derselben.

Das Produkt der Konstituenten ist 0, ihre Summe ist 1, nach
Th. 30), wogegen die Koeffizienten irgendwelche von einander unab-
hingig beliebige Werte haben mogen, wie schon die Annahme

f(z) = az + bz,

erkennen lasst.

Nach Boole* p. 72 und 73 F
logon des Taylor’schen Satzes In

Analysis. ]
Die (in der Taylor’schen bekanntlic

Reihe:

ussnote ist das Theorem 44,) das Ana-
der Funktionenlehre der arithmetischen

h enthaltene) Mac-Laurin’sche

) = F0) + & () + 5 £/ @)+ 57 7O+
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geht in der That in unser Th. 44,) iiber, sobald man annimmt, dass die
Zahl z der Formel des Tautologiegesetzes 14,):

Zx=x oder r —zx =0,
das heisst der Gleichung: ;
z(1l—2z)=0
geniige. Diese quadratische Gleichung hat aber im Gebiet der Zahlen nur

dig beiden Wurzeln 0 und 1, und wird demnach unter # dann eine dieser
beiden Zahlen zu verstehen sein.

- 20 bt . o
Fir 2° =2 ist aber auch 222 — 2.2 oder #® = 2%, somit auch

3 S .
T =g, dan'n weiter =gz oder 2* = %, ete., und vereinfacht dar-
nach die obige Reihe sich zu:

@) =) +a [ LR+ L0, ls

inshesondere gibt dies, fiir z =1 in Anspruch genommen:
; ; (0 5
f(1)=f(0)+{f+!> ¥+}

;1(111d wenn man aus diesen heiden Gleichungen die in der geschwungenen
I . e : :

. { } stehendg Reihe eh!:mm?t, indem man ihren Wert aus der
zwelten Gleichung entnimmt und in die erste einsetzt, so kommt:

@) = 1(0) + = {£(1) — £(0)}

oder, anders geordnet:

@) = (1) 2+ 1(0) - (1 — ).

N Dies ist nun das Th. 44,) selbst, in Anbetracht, dass wir beim Stu-
um der mversen Operationen des identischen Kalkuls (§ 23) sehen wer-
den, dass in der That 1 — 2 = z, bedeutet. a

Wenn also die (Mac-Laurin’sche) Reihenentwickelung einer Funktion

f(@) fir die Werte 0 und 1 von zultissig i
Theorem zusammen, —
Bemerkt sei noch, dass man die Gleichung 2% — # in der Arithmetik

auch zusammenziehen konnte in 2 (z — 1) = 0, was im identischen Kalkul
nicht angiingig wiire, cf, § 23.

st, so fillt sie mit unserm

. Wir wollen nun die verschiedenen Phasen der beim Beweise des

heorems 44) auszufithren gewesenen Operationen, die vorstehend ab-
strakt geschildert sind, durch einige konkrete Beispiele erliutern.

e :

_— hna;)t:lﬁh;h dblelb.tt. es lxlrnbenommen, mit dem schematischen Verfahren
h - anderweitige Vereinfach ie si ; i

sl i g chungen, die sich unterwegs anbringen

Exempel. Sei f(z) = [{(az + ba),c + dz}, ez,

Da. . . - & "
nn gibt die Ausfiihrung der vorgeschriebenen

Negationen:
. (@) = {(az + ba)e+dz) + e +o— (@, +2) (0, +2)c+e+a
Indem der Term dz von dem % absorbirt wurde.
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Durch Ausmultipliziren folgt hieraus:
f(®) = a,bc + aq,cx + bex, + ¢, + x = ab,c + ¢, + bcx, + &

wobei wieder zu Anfang der zweite Term in den letzten einging. Ferner
kann man aber in der Summe b cz, + 2 nach Th. 33,) Zusatz den Faktor
x, unterdriicken und darnach wird auch in unserm

fx) =a,bc+e +be+x
der erste Term vom vorletzten aufgesogen und bleibt:

f(z) =Dbec+e +z
was —— am besten wieder nach dem soeben citirten Satze — homogen ge-
macht sein wird:
fx) =z + (bec+e)z,.
. In der That aber ist hier mit leichtester Miihe schon aus dem urspriing-
lichen Ausdrucke zu entnehmen, dass:

f(l) e [(alc + d)le 3 0]I = OI == 1 ’ f(o) == [(blc)le]l o blc + Pl
ist, womit also die Koeffizienten von z und z, richtig angegeben erscheinen.

Exempel. Bedeutet

f(2) = (az + bz, + ¢) (dz + ex,)gz,

so sind diesmal keine Negationen auszufiihren. Durch einfa.f:hes Ausmul-
tipliziren, wenn man sich unterwegs nicht die geringste Vereinfachung ge-
stattet, ergibe sich:

f(z) = adgrzz + aegra,xz + bdgrxx + begr,z,z + cdgzz + cega,x.
Nach Th. 30,) fallen nun aber die Terme alle fort, welche z, neben z
zeigen. Bei den iibrigen ist nach Th. 14,) zz sowie 722 dtll'ch x allfm
zu ersetzen und ergibt sich schliesslich durch Vereinigung dieser (beziig-
lich z) gleichnamigen Terme adgxz + cdgx das Resultat:

f@) = (a + c)dgz

und dieses wird durch das Th. 44) bestiitigt, beziehungsweise noqh 1'a,sc].19r
gewonnen, indem schon aus dem urspriinglichen Ausdrucke direkt sich
ergibt: .
f(1) = (a+c)dg, f(0)=(@+c)e-0=0.

Exempel. Man entwickle, ohne Benutzung des Satzes, mnach z die
Funktion: ™~

f(z) = (az, + bz) (dz + ex,), (9= + 1) (k +1z,) {(mz), (nz,),},
und kontrollire dadurch den Satz.

Ausfiihrung der Negationen gibt:

1(z) = (az, + b2) (& + ) (¢, + ) (92 +1) (b +1z,) (me +nz).
Das Ausmultipliziren ohne jegliche Vereinfachung wiirde hier 64 Glieder

geben. TLassen wir aber sogleich diejenigen fort, in welchen- z 1(11nd z, f,zeu];
sammentreffen, und multipliziren die Faktoren zuniichst paarweise, den ers
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mit dem letsten, efe. schreiben auch gleiche Fakioren nie wiederholt an,
so entsteht:

f(z) = (anz, +bmz) (d,¢, + ez, + d,z) (gkz + bk + hlz) .
Der Term d,e, (mit £+ x, multiplizirt) wird hier von den beiden folgenden
absorbirt, nnd kommt:

f(z) = (anez, + dmd,z) (Riz, + ghkz + hk) —

= anehlz, + anehkz, + bmd gkz + bmd hkz,
also:

f(z) =bd,(9 + R)kmz + ae,i(k + l)nz, .
Mit viel geringerer Mithe erhilt man aber dieses Resultat augenblicklich
nach dem Th. 44.), indem sich:
f(1) = bd (g + h)km , f(0) = aeh(k+1)n
schon aus dem urspriinglichen Ausdruck von f(x) — bequemer allerdings
nach ausgefiihrien Negationen — unmittelbar ergibt.

ﬂ'bungsexempel. Mar entwickele
f(z)=a(z+b)+0(a,+x),
so ergibt sich rein mechanisch, was wir frither § 18, 1) mittelst Kunst-
griffen fanden: fo)=(@+b)(z+z)=a+b.

Ubungs aufgabe. Durch Entwickelung nach a zu zeigen, dass:
ab(c+d) + (a+b)ed = a(be + bd + ed) + a,bed.

Bezeichnet man die linke Seite mit f(a), so ergeben sich in Gestalt
von f(1) und f(0) die rechts angefiihrten Koeffizienten von @ und @,

Entwickelt man eine Funktion von der Form
() = az + bz,
gemiss dem Th. 44) nach z, so erzeugt sich allemal der gleiche Aus-
druck wieder, indem
f)—a, £0)=b

sich erweist, d. h.: Eine beziiglich eines Symbols homogene lineare Funk-
tion ist immer schon nach diesem nentwickelt®,

Durch das Th. 44,) erscheint das Th. 42.) von neuem bewiesen
fir alle Gebiete y = f(z), die eines analytischen Ausdruckes im iden-

tischen Kalkul fihig sind, und erhiilt letzteres fiir diese dadurch einen
priiziseren Inhalt. —

Zusatz 1 zu Th. 44,) (Boole).
Der Satz lisst von einer Funktion eines Argumentes sich leicht

ausdehnen auf eine Funktion von zwei, drei, und beliebig vielen Argu-
menten.

§ 19 PFunkiioues. und desen, Buiwickelung 41,
Auch jede selcie Funlition kann wech (allen) dwen, dvgumenion,
(zugleieh) ,oniwnchelt* wender nach dew Schemaia:
. w) = F(&, Daw~+ L, Oz, + G Do+ KO, D%,

@, w,2) =

2 AN £ ERN 2oz o ¢ N 74 h P Z =
= fit, &, Dzyz+ (L, L, Nzyz, + 71 % Dawz+ /L, 0 Ouyz, +
*

N N e Nae ok - EEON O Ot
+ i@, &, }Ej.ﬂ;.{lﬁ - f‘\‘}‘._ B, VNE %2 -+ ] f\‘)g. & )52+ [0, 9.4 5

und so weiter, und kanm man fr das Bildusgsgesetn dex Bnbdwicke-
lupg mit Boeole folgende Regel auiStellen. iy

Ums die Entwickelung cmer Funbinon [(5 4, . . -) 4w hdidhiy wien,
Arqumenden wach chendicson 2w arlallon, orsdag wan o dow, dusdrach
L'ZE": Funktion similiche drqumenic durd X wnd woilliplizne das Ergeh-
wiss ik dews (geordneton) Produks divser dorguienit.  Dadvirchy bekouwid
man &as .infia;mysylwd der gesuchion Exiwiuhkeing. B dison o
man dew, letzten Fukior (des ,Konshiwenion'” oder Bvodulis do dogu
wiewte) @urch seine Negabion wnd ziglewn dos ldizle i)f‘gmw"} (i
~Koeffizienten) Qurch O, wodiveh swh e 20G4es wizwx digr bw‘%mwmy
ergibt. I diesen beiden Gliedern erseize wan higvan{ dow vonlainion &b
ihres Konstituenten durch seine Negabion, wuglowh das vonldizle Kigumens
ilres Koeffizienten (welches noch immer 1 geblieben Sf‘iu \\‘il‘fi_\ b
0. und erhiilt 2wei weitere Glieder. Tn allon vier bishorigon Glicdiore -
selze man den Qrittleizton Fakior durch seine Negation, ‘;Wﬁ’ («u dnéﬂ
letzte Argument im Koeffizienten dwrch O, ‘w«%‘v& sich vier weuere («"lfw-
der ergeben, wund so weiter forf, bis man jeden, auch dew erston, Kow-
stituentenfaktor durch seine Negation, zugleich anch das exste Avguwment
1 jedes Koeffizienten durch O ersetszt hat. ‘

Wenn im Funktionsausdruek, vielleicht neben einem 'Arg;ummtg‘weh
dessen Negation vorkemmt, so muss diese sulhat}mat%udhuh w0 ¥é§\‘l¥%§\'
delt werden, wenn man das Argument duroh 1 ersetat, wad _\\mgak‘% ‘“\4 )
1, wenn man das Argument durch O evsetzt im Eimklang wit emer sehon

frither statuirten Bemerkung, -
Es wurde beim Formuliren der vorstehenden Hegel beveits wnter-

weges angedeutet, dass man den hiur.ala evaten rcil'halt-auau 'l“u‘kt;rm‘
jedes Gliedes wieder als dessen ,Koeffizienten”, das Produkt da? umah:
folgenden (Buchstaben-)Faktoren aber, wo':luhu Alrgumeutﬁ‘ udél Nugt';r
tionen von solchen sind, als seinen ,Konstituenten” e buaemhiwu l}gha.

Behufs Beweises von diesem Zusatee batr.achta man t'ia.u ln'mk&mni-
ausdruck f(z,v,4,...) #uerst Iedig]iuh. in seiner Abhauglgkal? Avm; 4
Man entwickele ihn nach diesem einen Avgumeut @ gemiss dem
Schema 44,). Die Koeffizienten dieser ’Enwwkelung werden d?l:_:}
nur noch als Funktionen von ¢, 4 . . ., hingegen konstant in Hinaicht
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auf z erscheinen, indem eben behufs ihrer Gewinnung dieses z durch
1 oder O ersetzt werden musste. Hierauf entwickle man jeden dieser
Koeffizienten nunmehr nach y, abermals gemiss dem Schema 44 ),
setze seinen Wert in den Ausdruck ein und multiplizire aus. Die
neuen Koeffizienten werden dann nur noch als Funktionen von z,...
dagegen als konstant beziiglich # und y erscheinen; sie kdnnen nach
z entwickelt eingesetzt werden, und so weiter.

Es wird geniigen, den angedeuteten Beweis nur fiir die Funkbion
f(z,y) von zwei Argumenten wirklich auszufiihren, da von diesem be-
sonderen Falle des auszufiihrenden Beweises der allgemeinere sich nur
quantitativ (durch grossere Hiufung von Symbolen in den auch hiufiger
wiederholt zu machenden Ansitzen) unterscheidet. — Dort hat man
Tt @ y) =1, y)z + £(0, )=,
und dann weiter:

(L y) =f(1, 1)y + (1, 0)y,,  £(0,9) = (0, 1)y + £(0, O)y,.

Die Einsetzung dieser Werte in den vorigen Ausdruck gibt nach

Ausmultipliziren den zu beweisenden Satz, wie er sich oben angegeben
findet. —

Die im obigen Zusatz gegebene Ausdehnung des Th. 44) auf Funk-
tionen von mehr als einem Argumente ist zwar theoretisch interessant
und wichtig, aber fiir die Technik des Kalkuls von geringem prak-
tischen Werte, aus dem Grunde, weil man sich bei den vielen zum
Teil gleichzeitig geforderten Einsetzungen von Werten 0 und 1 (je
fir ein Symbol und dessen Negation, oder umgekehrt) allzuleicht ver-
sieht, diese zahlreichen Substitutionen auch ermiidend und lang-
weilig sind.

Sollte wirklich die Entwickelung einer gegebenen Funktion nach
mehreren Argumenten angezeigt erscheinen, so schligt man am besten
den Weg ein, der uns zum Beweise dieses Zusatzes verholfen hat,
d. h. man entwickelt immer nur nach einem Argument auf einmal
und so nach diesen allen nur successive (,fortschreitend¥, ,hintereinan-
der”), wobei man bei jeder Zwischenoperation schon auf moglichste
Vereinfachung der Koeffizienten Bedacht nehmen wird.

Wir begniigen uns, hiezu nur ein Exempel zu geben. Sei nach z,
¥, 2 zu entwickeln: flx, y,2) =

(abzy + ab,) (cdxe + ¢,dy,) + (0,2, + by + ¢,z + d) (yz + dy,2,),

so entwickelt man am besten zuerst nach y als demjenigen Symbole, wel-
ches am hiiufigsten in dem Ausdrucke vorkommt — sodass durch Ein-
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setzung der Spezialwerte 0,1 fiir y oder y, die betichtlichsten Reduk-
tionen des letzteren in Aussicht stehen. Es entsteht: :

f(@,1,2) = (ab+ab,) cdzz + (4,2, + b+ ¢, + d) 2, (= etc.)
f(z,0,2) = ab, (cdzz + c,d) + a,z,dz

Und hieraus leiten wir ab, wie wenn wir nach z entwickeln wollten:

f(®,1,1) = az+az,+b+c+d, f(z,1,0)=0,
f(x,0,1) = a,b, (cd,z + ¢,d), f(z,0,0) = ab,c,d+ a,d,z,
woraus endlich, der Entwickelung nach z entsprechénd:
f,1,1)=a+0b+c+d, £(1,1,0)=0,
f(1,0,1) = a,b, (cdi+c,d), 1(1,0,0) = a,b,c,d,
(0,1,1) =a,+b,+¢+d, £(0,1,0)=0,
1(0,0,1) = a,b,¢,d, £(0,0,0) = a, (b,¢,+ d,).
Damit ist denn gefunden:
f(@,9,2) = (a+b+¢+d) zyz + ab, (cd,+c,d) zy,2 + a,b,¢,d zy,2,+
+ (a7 + b+ ¢+ d) 29z + abe,d 2,2 + a,(b,¢,+d,) z,9,2,
als die gesuchte Entwickelung.

Das Resultat ist das niimliche, ob man erst nach z entwickelt
und dann weiter nach y, oder ob man es erst nach y und dann nach
z thut, oder endlich nach beiden zugleich.

Auch stimmt eine Entwickelung nach dem Argumentenpaare z, y
und dem Argument # iiberein mit derjenigen nach dem Argument z
und dem Argumentenpaare y, #; sie ist zugleich die Entwickelung nach
dem Argumentetripel z,y, 2. Man sieht:

Das Entwickeln einer Funktion ist in Hinsicht auf deren Argu-
mente eine kommutative und zugleich assoziative Operation. Reihenfolge
und Gruppirung der Argumente, nach denen einzeln oder in Gruppen
entwickelt wird, sind dabei nebensichlich; die ganze Anordnung des
Entwickelungsprozesses steht in unserm Belieben. Woferne nur alle-
mal ausmultiplizirt ‘wird ist die nach der Gesamtheit der Argum_ente
entwickelte Funktion zugleich entwickelt nach jedem einzelnen dieser
Argumente und nach jeder Gruppe von solchen ulfd umgekeI}rt — ab-
gesehen natiirlich von der Anordnung der resultirenden Glieder und
der Reihenfolge der zu den Konstituenten derselben zusammentretenden
Faktoren, welche Momente ja aber ohne Einfluss auf den Wert des
Ergebnisses sind. )

Dies alles wird nebenher bei der Durchfiihrung des obigen Be-
weises ersichtlich und konnte leicht noch niher dargelegt werden. H‘in-
sichtlich z zum Beispiel erscheint. die nach z, y, z entwickelte Funktion
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418 i Zehnte Vorlesung.

in der That gesondert in Glieder, welche z selbst und solche, welche z,
enthalten. Die Glieder von beiderlei Art sind leicht aus dem Gesamt-
ausdruck herauszulesen, wenn sie auch nicht (durchaus) beisammen
stehen. Analog beziiglich des y sowie des z. Ete. -

Zusatz 2 zu Th. 44,) (Boole).

Alle Konstituenten der Entwickelung einer Funktion sind zu einander
disjunkt, geben mamlich zw irgend zweien multiplizirt das Produkt 0, in-
dem sie sich jedenfalls dadurch von einander unterscheiden miissen,
dass mindestens ein Faktor des einen Konstituenten im andern durch
seine Negation vertreten erscheint, wonach also das Th. 30,) anwend-
bar wird.

So ist bei zwei Argumenten in der That:

zY-2Y, = 0, x?/‘x.y=0; rY- 1Y, = 07

zy,- 4,y =0, x?j.' ry,=0, zY-2,9,= 0.
Ete. Es wiire nicht uninteressant, doch etwasumstiihdlich, das all-
gemeine Zutreffen dieser aus dem Bisherigen schon einleuchtenden
Thatsache miftelst zwingender Schliisse genauer darzulegen.

Ebenso gilt:

Die Summe aller Konstituenten ist stets gleich 1 — eine Aussage,
die bei einem Argumente mit Th, 30,), bei zwei Argumenten mit dem
Th.34,) zusammenfillt (fiir a,? dort z,y gesagt). Bei dreien haben wir:

TYE+ 2y + Y2+ Y8+ Y8+ By, + 2,9,2 + a,y,2, = 1

Ete. Jene Konstituenten sind némlich (allgemein) gerade die Glieder:

des ausmultiplizirten Produktes — cf. Th. 30,):

1= (x+a;|) (y‘l'?/,) (Z+ZI) N
welches als die Entwickelung der konstanten Funktion 1 nach z, Y,
Z,--- anzusehen sein wird. \

: Hat die Funktion » Argumente, so ist die Anzahl ihrer Konstituenten,
somit auch der Glieder ihrer vollstiindig angeschriebenen Entwickelung
gleich der x'® Potenz von 2, gleich 22, Diese Anzahl ist also 2, 4, 8,
16, 32, 64,- - - bei 1, 2, 3,4,5,6, - Argumenten.

Anmerkung 1 zu Th. 44 ).
Das duale Gegenstiick zu diesem Theorem:
44,) Th. 1@ ={f0) +a} {f(1) +,)

moge hier wenigstens einmal Erwihnung finden; erstmalig ist dasselbe
von Herrn Peirce ausgesprochen.
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Durch Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem vom andern, Th. 44 +)
gelieferten, ergibt sich nach ihm die interessante Formel:

O +a}-{fD+2)=f1)-2+£(0)-,

Dieselbe wiirde als ,zu sich selbst dual® zu bezeichnen sein, wenn
man nur berechtigt wire die Funktion f(2) sich selber dual ent-
sprechend zu nennen. :

Ersetzt man f (1) durch ¢ und £(0) durch b, wo dann a und b
als allgemeine Gebiete werden aufgefasst werden diirfen, so erhiilt man

jene Formel:
(@+z) (®+2)=az+ bz,

von Peirce, die wir schon unter x) des § 18 betrachtet haben. —
Gleichwie das Th. 44,) in eventuell wiederholter Anwendung be-
nutzt werden konnte, um eine Funktion f(z,y,2;---) nach ihren
Argumenten in eine Summe zu entwickeln, so kann dies auch mit
Th. 44,) geschehen behufs Entwickelung ebendieser Funktion in Ge-
stalt eines Produktes. Diese letztere wird dann das duale Gegenstiick
der vorigen Entwickelung sein. Z. B. bei zwei Argumenten wird:

(@, 9) ={F(0,0)+z+y} {£(0,1) +a+y,} {f(1,0)+2+y} {f(1,1)+z+y,).

Ete. Jene erstere Entwickelung war nach dem ma.then}a.tischen Sprach-
gebrauch zu bezeichnen als (ein) homogen(er Ausdruck) in Hinsicht jedes
einzelnen sowol, als jeder Gruppe, als auch der Gesamtheit der ,,Argumex.lt-
symbole® (falls in diese wir auch die Negationen der Arg}lmgnte mit ein-
rechnen); sie war nimlich dadurch gekennzeichnet, dass in jedem Gl.le.de
immer gleichviele der betreffenden Symbole als Faktoren stehen. (Dabei ist
jeder Argumentbuchstabe auch vertreten.) Lhg . .

Analog erscheint diese letztere Entwickelung in einer elgentl‘im.hchen,
der homogenen dual entsprechenden Form, die sich dadurch kennzeichnet,
dass jeder Faktor der Zerfillung immer von gena.nni.:en-Argumentsymbolen
gleich viele als Summanden enthilt (so zwar, dass in jedem Faktor auch
jeder Argumentbuchstabe entweder in Gestalt des _Argumentgs s?lbst oder
in Gestalt von dessen Negation als Glied vertreten ist, und dies im Ganzen
auf jede mogliche Weise).

Lisst man alle in einem Ausdruck f iiberhaupt- vorkommenden
Buchstabensymbole als ,,Argumente gelten, und entwickelt nach dies?n
gemiiss Th. 44.), so wird man eine Zer’legung jenes Ausdrucks f in
seine ,lefzten Aggreganten” erhalten — in d'em schon § 13 zu Th. 28)
erdrterten Sinne, jedoch in der Regel wol mit dem'Unte;schlede (vom
Ergebniss der dort beschriebenen Prozesse), dass jetzt von den na:ch
Th. 30,) méglichen Zusammenziehungen von 'Gliedem, und dem E.m-
gehenlassen iiberfliissiger Faktoren solcher, kein Gebranch gemacht ist.

Analog kann man auch das Th. 44,) benutzen, um die Zerfillung
; ; 3 o7*
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irgend eines Ausdrucks in seine ,lefzten oder Prim-Faktoren® zu be-
werkstelligen. ;

Anmerkung 2 zu Th. 44). Als Folgerungen fliessen aus diesem
Theorem durch beiderseitiges Multipliziren mit z resp. z, die Sitze

Me Coll’s:

zf (@) = 2f(1) und zf(z) =2, (0)
und macht derselbe darauf aufmerksam, dass durch Anwendung dieser
Schemata manche Rechnungen sich sehr vereinfachen lassen.

Hatten wir z. B. in § 18 unter f,) auszurechnen: ab, (a,b+a,c,+b,¢),
so kann dies so geschehen, dass man den Faktor hinter ab, als eine
Funktion f () von a, oder aber als eine solche F (b) von b betrachtet;

darnach ergibt sich nach dem ersten resp. zweiten Schema das Ganze gleich .

ab, (040 +b,¢,),= ab, (b +c) = ab,c,
resp. y

ab, (0 + a,¢, + ¢), = ab, (c,),= ab,c.
Und dergleichen mehr.

Sind Ausdriicke, an oder mi welchen eine Rechnungsoperation
des identischen Kalkuls vorzunehmen ist, nach bestimmten resp. den
nimlichen Argumenten ,entwickelt — und man vermag ja jeden Aus-
druck nach gegebenen Argumenten entwickelt darzustellen — so lassen
die Rechnungsregeln ganz ausserordentliche Vereinfachungen zu, von

welchen jetzt Kenntniss zu nehmen ist: wir haben mit entwickelten .

Funktionen nun rechnen zu lernen.

Vorbemerkung zu Th. 45,).

Schon nach dem Distributionsgesetze allein ist die Summe von
nach z,y, - - - entwickelten Funktionen [ganz dhnlich, wie in der Arith-
metik die von Potenzreihen] zu bilden mittelst additiver Vereinigung
der Koeffizienten aller gleichnamigen Glieder — wobei wir »gleichnamig®
Jjetzt solche Glieder zu nennen haben, welche denselben Konstituenten
als Faktor enthalten, sich also hochstens durch ihren Koeffizienten
unterscheiden.

So sind z. B. azy,z und bzy,z zwei gleichnamige Terme in Hinsicht
auf die Argumente z,9, 2. y

In der That haben wirsohne weiteres:
(az+b2) + (0'2+b'2) — az + 'z + bu,+ V2= (a+a) z +(O+V) z,
(a2,4b2) + (c2,+dx) + (ez,+ fz) = (a-+c+¢) z+ (b+d+f) =,
(azy+bzy,+ca,y+da,y,) + (@' zy+bzy+cny+day)—=

=@+a) zy+(B+0) ay+(c+¢) 2,y + (d+d) 2,9,
und so fort. Die Summe von Funktionen , welche nach gewissen fiir
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sie alle gemeinsamen Argumenten entwickelt sind, wird hienach eben-
falls wieder nach diesen entwickelt erhalten, und bedarf die vorstehende
Regel fiir den auch nur mit den ersten Elementen der Buchstaben-
rechnung Vertrauten keiner besonderen Betonung; sie versteht sich
ohnehin. Aber auch:

45.) Theorem. Um das Prodult von Funktionen auszurechnen®,
welche nach depselben Argumenten entwickelt und geordnet sind, braucht
man nur die Kocffizienten der gleichnamigen resp. gleichstelligen Glieder
miteinander eu multipligiven und hinter deren Produkte die ihnen ge-
meinsamen Konstitubnten zu setzen. Auf diese Weise erhilt man das
Produkt wieder nach ebendiesen Argumenten entwickelt. .

Man hat so gewissermassen nur eine Superposition, ein Uberein-
anderschieben mit den die Entwickelungen darstellenden Polynomen vor-
zunehmen, dergestalt, dass die ohnehin iibereinstimmenden Konstituenten
der gleichstelligen Glieder zur Deckung kommen, ihre Koeffizienten aber
zu neuen Koeffizienten zusammentreten, indem sie sich multiplikativ
verbunden nebeneinanderstellen.

In der That ist:

(az+bz) (a'z+b"x) = aa’z + bb'z,,

(az,+bz) (cz,+dz) (ex,+fr) = acex,+ bdfz,
(axy+bay+cxy+dzy,) (@’ zy+bzy+c'zy+d'zy) =
=aa’zy + bb'zy,+ cc’'zy +dd'z,y,,
etc. Beweis durch (mentdles) Ausmultipliziren nach der Multipli-
kationsregel fiir Polynome Th. 28,) mit Riicksicht auf den Zusatz 2

zu Th. 44,):

Indem hier jedes Glied des einen Polynoms oder entwickelten Aus-
drucks mit jedem Glied des andern im Geiste zusammengebracht wird,
verschwinden alle diejenigen Einzelprodukte, deren Faktoren verschiedene
Konstituenten enthalten, in Anbetracht, dass ja letztere disjunkt sind
— m. a. W. ungleichnamige Glieder aus dem einen und dem andern
Polynom entnommen, geben allemal Null zum Produkte. Von Einfluss
auf den Wert des Ergebnisses konnen nur diejenigen Einzelprodukte
bleiben, welche gleichnamige Glieder aus dem einen und dem andel.'n
Polynom zusammenfassen. In dem Produkt solcher wird aber der in
beiden ibereinstimmende Konstituent nicht wiederholt als Faktor zu
erwihnen, sondern nach dem Tautologiegesetze 14,) nur einmal als
Faktor anzuschreiben sein, q.e.d. . B

Von zweien ist der Satz Husserst leicht auch auf beliebig viele
multiplikativ zu verkniipfende Polynome auszudehnen.
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Das Theorem ist bereits von Boole gegeben; es bewirkt dass mul-
tiplikative Prozesse sich im identischen Kalkul oft ausserordentlich viel be.
quemer, als in der Arithmetik gestalten.

Zusatz zu Th. 45,).

Das Theorem ist noch einer naheliegenden Erweiterung fahig,
nach welcher iberhaupt das Ausmultipliziren von gleichvielgliedrigen
Aggregaten oft sich vereinfachen wird (auch wenn diese Aggregate
wicht aus ,Entwickelung“ nach gewissen Argumenten hervorgegangen).
Zor Herstellung des Produktes zweier solchen Aggregate geniigt die
multiplikative Verkniipfung ihrer gleichstelligen Glieder, sobald bekannt
ist, dass die Glieder des einen Aggregates disjunkt sind mit den un-
gleichstelligen Gliedern des andern — was dann immer auch umgekehrt
der Fall sein wird. So muss z B. sein:

(a+b+e) (6" +b"+¢) = aa’+bb'+cc,
sobald ab'=0, ac’'=0, ba’=0, be'— 0, ca’=0, cb'=0 ist. —

46,) Theorem. \
Auch die Negation einer nach irgendwelchen Symbolen enfwickelten
Funlktion wird nach ebendiesen entwickelt erhalten, indem man einfach
die Koeffizienten des Ausdrucks negirt, die Konstituenten aber unver-
indert ldsst; es ist:
(az+bx), = az + bz,
(azy +bay,+ cxy + dz,y,), = a,zy + bzy,+ c,x,y + dz.y,,
etc. Beweis 1. Bezeichnet f den Inhalt der Klammer links, das ist
eben die zu negirende Funktion, den Neganden, und f’ die rechte Seite

der. zu beweisenden Gleichung, sonach die angebliche Negation von f,
8o ist blos zu zeigen, dass
f=f;

d.h. die angebliche Negation in der That die wirkliche ist. Auf Grund
der Theoreme 30), wonach ja:
fi=0 uwnd f+f=1

sein muss, wird dies aber nach dem Hiilfstheorem 29) geleistet sein,
sobald wir darthun, dass auch:

. ff'=0 wnd f+f=1
1st. ~ Beides folgt nun in der That durch Ausfiihrung dieser Multipli-

kation und Addition gemiss Th. 45,), indem bei £ und [’ die Produkte

der gleichstellig i :
;- ..hs gen Koeffizienten a, a,; 0, b,; etc. durchweg verschwinden,
Are Summen gleich 1 werden —

dilhek , konform den Theoremen 30), wobei
zuletzt Zusatz 2 zu Th, 44 +) in" Wirksamkeit tritt.
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Der vorstehende Beweis lief mehr auf eine Probe der Richtigkeit,
eine Verifikation des Satzes hinaus. Der folgende Beweis ist mehr
yheuristisch, lisst auch erkennen, auf welchem Wege der Satz leicht
zu entdecken war.

Beweis 2. - Nach Th. 36) ist — zunichst bei einem Argumente:
(ax+bx,),= (ax)l (bxl)l= (al+xl) (b|+x> =2za,+ albl+blxl =ar+ blxl
wie nach dem Th. § 18, ¢) oder %), oder endlich durch véllige Ent-
wickelung des vorletzten Ausdrucks nach z gemiss Th. 44.) unter
Beriicksichtigung des Absorptionsgesetzes einzusehen.

Nachdem so fiir e Argument der Satz gewonnen ist, lisst er
sich fiir zwei Argumente hieraus ableiten, wie folgt:

(azy + by, + cx,y + dz,y,),={(ay + by, z + (cy + dy,) z,} , =

= (ay +by,), z+ (cy + dy), z,= (a,y + by) = + ¢,y + dy) &, =

e a'lxy +‘ blxyl-i_ a6y i dlxlyl'

In derselben Weise fortschreitend wird der Satz fiir immer ein
Argument mehr gewonnen [und allgemein fiir #» + 1 Argumente auf
den vorher erledigten Fall von n Argumenten zuriickgefiihrt].

Das Th. 46,) gestaltet auch das Negiren der Funktionen zu einer
bequemen Operation, sobald solche nur ,entwickelt* worden.

Von manchen in meinem Operationskreis® gegebenen Sitzen, .die ic}l
spiter durch Herrn Peirce antizipirt, vorweggenommen fand, ist mir
wenigstens dieses Theorem geblieben.

Exempel. (az+ bz, +c),= (2% b,z,) ¢,= a,6,z + b,6,7,

Exempel. Nach unserm Satze kann nun die Negation von ab, + a,b
auf drei Arten hergestellt werden. Der Ausdruck ist nimlich entwickelt
sowol nach a fiir sich, als auch nach b allein, als auch nach 4 und b zu-
sammen. Im Hinblick auf ersteres bekommt man die Koeffizienten b, und b
zu negiren, wihrend man die Konstituenten « und a, stehen zu lassen hat;
es entsteht: (ab,+ a,b), = ab + a,b,. ] :

In der zweiten Hinsicht muss man die @ und @, als die Koeffizienten gelten
lassen, diese negiren, und b,, b als Konstituenten unverindert lassen, wo-
durch a,b,+ ab somit das gleiche Resultat entsteht.

In der dritten Hinsicht.werden in:

ab,+ a,b = 0-ab+ 1-ab+1-a,b+0-ab,
die Koeffizienten 0, 1,1, 0 zu negiren sein, wodurch sich
(ab,+ a,b), = 1-ab+0-ab+0-ab+1-a0b,

also wiederum das alte Resultat ergibt. . i
Die letzte Betrachtung zeigt, dass bei der Anwendung des Satzes

eine Fehlerquelle verfinglich ist: man darf die etwa fehlenden Glieder
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der Entwickelung nicht iibersehen, da deren Nullkoeffizienten beim Ne-
giren sich in 1 za verwandeln haben; m. a. W. man muss die Ent-
wickelung jeweils als eine vollstindige dargestellt der Anwendung des
Satzes zugrunde legen, jeden einzelnen Konstituenten beriicksichtigen,
wenn er auch, weil in O multiplizirt, in dem Ausdruck nicht zu er.
blicken war.

Thﬁtey wir dies nicht,. so erhielten wir ja aus ad,+ a@b=1-ab+1-a}
durch Neglre.n der Koeffizienten filschlich 0-ab,+0-ab =0 als die ge-
suchte Negation.

Ebenso ist die Klippe zu vermeiden, dass man das Th. 46,) nicht
etwa anwende bevor die (nach den Konstituenten) gleichnamigen Glieder
vereinigt sind.

So ist 2. B. (4,2 + az,+ b,z,), nicht —

=azrtar+br,=azr+(a,+b)z, sondem — gz +(a+b), 2, = az+abz,

Im Hinblick auf die letsten Sitze: Th. 45) nebst Vorbemerkung
und Th. 46), kann man zusammenfassend sagen, dass jede an oder
mit Funktionen auszufiihren vorgeschriebene Operation des identischen
Kalkuls sich als die gleiche Vorschrift tbertrigt auf die Koeffizienten
von deren Entwickelung. —

Noch sei bemerkt, dass die Negation einer Funktion f (#) in Ge-
stalt von {f(z)}, unbequem zu schreiben ist. Um ein handlicheres
Zeichen dafiir zu erhalten, mag man definiren:

1, (z) = {f(x)}n und Ei:hnlich 1 (=, y) = {7 (=, N}

etc. Darnach wird uns auch bedeuten:
1(0)={f(0)}, und L) ={r@)}, —

D ook s s 5 = *

. (l]gs 1st zu wiinschen, dass man im stande se1 jeweils rasch die ver-
s§ uedenen Werte zu iibersehen, deren eine gegebene Funktion des
]( " l' 5 n "' .. & & . . .. . s

entischen Kalkuls , fihig 1st, welche sie nimlich dadurch zugeteilt

crl.lalten kann, dass man den Argumenten irgendwelche Wertsysteme
beilegt.

Um die : f iiber di iabilitat* i i
— ebangercgte Frage iiber die ,Variabilitat® irgend einer
funktion z ‘ schick ir ei
" . eantworten, schicken wir eine kurze Betrachtung voraus
iiber , Mittel“ oder sZwischenwerte”,

Definition. Ein Gebiet z ist ein , mittlerer Wert oder wZwischen-

T 13 3 43
wert” (,Mittel) von @ und b 2u nennen, es ist zu sagen: ,z liege
“wischen @ wnd b, wenn

@<z und zugleich gz <b

ist.  Da hieraus: a = b nach Prinzip II folgt, so ist ersichtlich, dass
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von einem , Mittelwerte“ nur gesprochen werden kann bei solchen zwei
Gebieten, zwischen welchen die Beziehung der Einordnung, Subsumtion
besteht, von denen das eine im andern enthalten ist. Dies ist stets
vorauszusetzen — oder es wird mit behauptet — sobald wir die
Redensart gebrauchen.

Sobald a=< b ist gibt es immer Mittelwerte (mindestens einen
solchen) zwischen a und b; nach Prinzip I und der Voraussetzung ist
nimlich = a sowol als = b alsdann ein solcher. Es kamn dar-
nach irgend ein Gebiet @ als ein Mittelwert zwischen ihm und sich
selber hingestellt werden — wie bei der durch die Voraussetzung
@ =< b mit zugelassenen Annahme b — a zu sehen ist.

Wir gehen nun darauf aus, die allgemeine F. orm der zwischen a
und b liegenden Gebiete, falls es solche gibt, zu finden.

Hier haben wir zuniichst das kleine

Hiilfstheorem zu Th. 47,). Wenn z zwischen a und b liegt, so

st stets:
az,+ br = z,

und umgekehrt.

Beweis. Ist # zwischen @ und b gelegen, so gilt nach der ge-
gebenen Definition und Th. 38,):

ar,=0 und bzx=0.

Ersetzen wir darnach in dem Ausdrucke az,+ bz das ax, durch O

und dieses durch bz, so wird derselbe:
az,+br="bx+bx=0O+b)rz=1-z=2

wie einerseits zu zeigen gewesen. s

Ist andrerseits az,+ bz = z, so konnen wir diese Gleichung mit
z, beiderseits multipliziren (,,durchmultipliziren®) und erhalten: {zx,=9
oder @ << z — cf. Th. 38,). Darnach vereinfacht sich aber die Gle.1-
chung zu: bz — z, was nach Th. 20,) &dquivalent ist: x:éb.. Damit
ist also gezeigt dass a =€ z und z =€ b, somit auch a =< b sein muss,
d. h. dass in der That z zwischen a and b liegt.

Man konnte dem Satze auch die einfachere Form geben: Licgéi x
zwischen a und b, so ist e

: a+br =z,

i ci b nach Th. 20,) b=a+ b sein muss.
lsrzﬂtz‘%nrl;?;a'izzt:ief a&?zatwsfzszna‘;éert fiir b in den Fr)iiheren Ausdruck ein, so
wird derselbe: az,+ br = az,+ (a+b)r=ua (z,+z)+bzr=a+bz.
In dieser vereinfachten Gestalt ist aber der Satz nicht reil'l umkehrbar,
wie in der fritheren, vielmebr kann sehr wohl a +bz =z sem, ohne dgsz
doch ¢ =< z =< b, ohne dass tiberhaupt @ =< b ist. Bei beliebigem o un:
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lisst dies die Annahme x = @ + bw erkennen, in welcher auch ein ar-
bitriires Gebiet vorstellt; denn diese Annahme geniigt in der That, wie
leicht zu proben, der Forderung & + bz — 2 — und nebenbei gesagt, wie
sich mittelst Th. 50, ) zeigen lassen wiirde, auch auf die allgemeinste Weise,

Der vereinfachte Satz wiirde nur so sich umkehren lassen: Wenn
a+bx =z und zugleich a << b ist, so muss x zwischen a und b liegen. In
der That kommt dann.die Voraussetzung, wie so eben gezeigt, auf die des
fritheren (umgekehrten) Satzes: ax,+ bx = z hinaus.

Nunmehr beantwortet die aufgeworfene Frage der Satz:

47,) Theorem. Stelit w ein arbitrires Gebiet vor, so ist:

z = aw,+ bw

die allgemeine Form aller zwischen a wund b liegenden Gebiete — sobald
iiberhaupt zwischen @ und b Gebiete liegen konnen, d. h. a £ b ist.
Beweis. Ist irgend ein z zwischen a und b gelegen, so sind
immer Werte fiir & angebbar derart, dass unsre Formel gerade dieses
z vorstellt. Ein solcher Wert von w ist sicher z selber, indem fiir
w=zx in der That az, + bz — z nach dem vorigen Hiilfssatze sein wird.
Umgekehrt muss bei beliebig angenommenem 1 der Ausdruck
aw,+ bw immer zwischen @ und b liegen, sobald nur @ =€ b ist.
Da nimlich dann b —=ga + ist, so haben wir ihnlich wie oben:
aw,+bw = aw,+ (a+b) w = a + bw
und folgt erstens a=€ a+bw nach Th. 6,), und zweitens, wegen
bw=€b — cf Th.6,) — auch a+bw=<a+b,dh a+bw=<b Es
ist alslo a+bw oder aw,+bw oder z dann zwischen @ und b gelegen,
q. e. d. :
Im Einklang mit der Anschauung wird also der Ausdruck:
Z=a+wb

uns jeden zwischen @ und b liegenden Wert vorstellen und nur solche
Werte, sobald nimlich von solchen tiberhaupt zu sprechen, niimlich
a=ch oder a+b=7p ist.

' Der Mindestbetrag oder »minimale Wert des 2 ist der fiir w — 0
sich ergebende Wert o selber, sein Hichstbetrag oder »maximaler
Wert der fiir w==1 sich ergebende Wert 5. Und alle dazwischen
liegenden Werte tiberhaupt erhilt man, indem man in einer der beiden
f)bigen Gleichungen w von 0 bis 1 varsiren lisst — das heisst, im
identischen Kalkul: indem man w alle denkbaren Gebiete unsrer Mannig-
faltigkeit vom ginzlich leeren bis zur vollen Tafelfliche als Bedeutung
nach einander annehmen, oder wie man sagt ,durchlaufen lisst.

Der Vorgang dieses Durchlaufens ist hier nicht so einfach, wie in

~
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der Arithmetik etwa das Durchlaufen der reellen Zahlen von O bis 1, die
daselbst ja eine bestimmte Reihenfolge haben.
Zuniichst unterscheiden sich nur solche Werte von

x=‘a+wb=a+wa,b

— of. Th. 33,) Zusatz — bei denen der Term wa,b verschieden ausfillt.
Es kommt nur auf die ausserhalb ¢ zugleich aber innerhalb b liegenden
Gebietsteile von w an, wogegen es gleichgiiltig ist, wie man die innerhalb
@ oder ausserhalb b fallenden Teile von w festlegt, welche Punkte von a
sowie von b, man zu w rechnet oder nicht rechnet.

Wenn w den Wert O verldsst, so erhalten wir demnach die niichsten
Bedeutungen von z, wenn wir w nur eimen Punkt des Gebietes a,b be-
deuten lassen, aber jeden, einzeln genommen, successive. Hernach werden
wir dem w die Bedeutung jedes denkbaren Punktepaares, Punktetripels,
Quadrupels etc. von innerhalb des Gebietes a,b unterzulegen haben. Es
folgen Punktmengen aus unendlich vielen diskreten Punkten von a,b, die
sich in der Nihe einer oder mehrerer Stellen unendlich dicht hiufen, dann
solche, die léngs eines Linienstiicks iiberall dicht sind, solche Punktmengen,
die ein Linienstiick stetig ausfiillen, dieses wieder kombinirt mit allen
friitheren Punkten, Punktmengen, etc. dasselbe verlingert oder dazu ein
zweites genommen, und so weiter, dann folgen Flichengebiete aus a,b
herausgegriffen, dann auch mit fritherem kombinirt, etc. Zuletzt die ganze
Fliche @,b ohne irgend ein Punktetripel, ohne ein gewisses Punktepaar,
ohne einen einzelnen Punkt dieser Fliche auf jede denkbare Weise ge-
bildet, zu allerletzt diese Fliche ¢,b voll genommen — immerfort mit be-
liebiger Besetzung der ausserhalb «,b liegenden (dem Gebiete @ + b, ange-
horigen) Punkte.

Insbesondre fliesst aus Th. 47) jetzt auch das Th. 43,), indem,
wenn @ =< b ist, auch 0 =€ a =€ b, mithin @ ein Zwischenwert zwischen
O und b zu nennen sein wird. Derselbe kann hienach durch 0 + wb,
also wb dargestellt werden, und umgekehrt stellt @ = wb stets einen

solchen vor. .
Nach' diesen Vorbetrachtungen wird der Satz verstindlich sein:

48,) Theorem. !
Eine Funltion im identischen Kallul liegt immer zwischen dem

Produkte und der Summe der Koeffizienten ikrer Entwickelung, und zwar
ist sie fihig, jeden zwischen diesen beiden Grenzen liegenden Wert
(mit Einschluss ebendieser Grenzen) auch wirklich anzunehmen dadurch,
dass man fiir ihre Argumente geeignete Werte wihlt.

Beweis — zuniichst fiir ein Argument. Sei

f=az+ bz,
so berechnet sich: :
f-ab=ab und (a+bd)-f=f,
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daher ist nach Th. 20 ):
ab<f und f<a+b,
somit f in der That zwischen ab und a + b gelegen.
Ebenso leicht wire dies anch mittelst ab+f=f und f+ (a+b)=u+1
za zeigen gewesen. Desgleichen ganz direkt: Es ist nach 6) ar=£<a,

bz, b, woraus durch iiberschiebendes Addiren folgt: f<<a+b. Und
ferner ist:  f= (a0 +ab)z+ (ab+0b)r,= za + ab + bz,

sonach kraft 6,): ab =< f.

Daher muss nach Th. 47) nun £ sich darstellen lassen in der Form:
= abw,+ (a +b) w.
Damit aber diese Gleichung, d. h.
0% +br,= ab+w (a + b),
zu einer richtigen Identitit werde, kann man zu jedem gegebenen z
ein w angeben, und zu jedem gegebenen w ein z, das sie erfiillt. Fiir
ersteres geniigt die Annahme:
w=az+bzx,
fiir letzteres die Aunnahme:
%z = a,bw,+ abw,

wie man leicht nachrechnet.

In der That ist also f zwischen @-b und @ +b auch Jedes Zwischen-
wertes fihig, und zwar wird der Ausdruck az +bx, einen gegebenen

Wert /, fiir den nur
ab<f£€a+bd
ist, annehmen, indem man
z = a,bf,+ abf," somit = (a+b) L+ (a,+0)f
nimmt, da nach dem Hiilfstheorem zu 47,) dann sein wird:

abf,+(a+b)f=.

Beweis fiir zwei Argumente. Sei
[=azy+bxy,+ cay + dx,y,,
so sieht man, dass
abed-f = abed und (a+b+c+ d)+f=a+b+c+d
ist. Nach Th. 20) haben wir also in der That:

abed =< f und f<€a+b+c+d,

wie dies auch noch auf verschiedene andere Arten wieder nachweis-
bar wiire.
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Der erste Teil des Satzes (soweit er kursiv gedruckt) ist hienach
bewiesen, und ist klar, wie man den analogen Beweis auch bei be-
liebig vielen Argumenten leisten kann.

Nennt man nun:

abed + w (a+b+c+d)=cp=abcrhr,—l—(a+b+c+(l)u’,
so gibt es zu jedem Wertepaar z, y ein Gebiet w, welches die
Gleichung

dand
erfillt, zu einer identisch richtigen macht. Ein solches ist w=f
selber, wie Husserst leicht nachzurechnen.

Umgekehrt gibt es aber auch zu jedem beliebig angenommenen
oder gegebenen Werte von w (oder /) ein Wertepaar z,y, welches
diese Gleichung erfiillt. Ein solches ist z. B.:
¢ = (a+b) e dw +(a,+b,) cdw,, y= (ab,+¢) dw + (a,b+c) dw,,

&, =(a,b,+c+d)w+(abre+d)w, y=/{(a+b)ct+d}w+{(a+b)c+d,}w,
wie die Probe zeigt.

Um die Behauptung mit méglichst wenig Miihe zu verifiziren rechne
man nicht etwa erst die Produkte xy, zy,, z,7, 2,9, fiir sich aus, sondern
sogleich:

ary = ax-ay, bzy,=>bx-by,, cxy=cz-cy, dry =dz-dy;
man findet auf diese Weise unmittelbar:
c,d

199
und da nach Th. 33,) Zusatz — vergl. auch § 18, ) — sein muss:
abed,+bed+cd+d=a+b+c+d,

azy = abcdw, bzy, =bedw, cry=cdw, dzy = dw+ abedu,,

o stimmt die Probe. )

Die Art zu schildern, wie ich vorstehende Werte von 2% systemat.lsch
fand, wiirde hier noch zu weit fiihren und sei dariiber blos im Allgemeinen
auf den § 24 verwiesen. :

Da nun nach Th. 47,) ¢ jeden denkbaren Wert zwischen abed
und @+ b+ ¢+ d vorstellt, so ist erkannt, dass auch f jeden solchen
Wert wirklich annehmen kann. )

Das Entsprechende analog bei drei und mehr Variablen darzuthun,
ist nicht ganz einfach (Problem!) und wollen wir auf den md?pendentm
Beweis des nicht kursiv gedruckten Teils des Th. 48,) fiir diesen Fall

nicht eingehen. —

Man kann jedoch diesen Beweis auch rekurrirend fiihren, nﬁmlicfh,
nachdem er fiir irgend eine bestimmte Anzahl von Argumenten bereits
geleistet ist, darthun, dass er auch fir die nichst hohere- Anzahl
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von Argumenten (fiir ein Argument mehi) dann gelten muss (,Schluss
von n auf % + 1 oder ,Verfahren der vollstiindigen Induktion®).

Hinreichend wird dies erhellen, wenn wir es fiir zwei und drei
Argumente durchfiihren.

Ist f der vorige Ausdruck, so kann man, denselben nach y an-
ordnend, schreiben:

f=(az+cx)y+ (bx+dz)y,.
Nach dem fiir ein Argument (y) bereits bewiesenen Satze muss also
abz +cdx, << (a+b) z + (c+ d) z,

sein, und kann f jeden zwischen diesen ,Grenzen® oder ,einschliessenden
Werten“ gelegenen Wert auch wirklich annehmen. Nach dem fiir ein
Argument (z) bewiesenen Satze ist aber ab-cd der Minimalwert des
Subjektes von f, links, und (@ + ) + (¢ + d) der Maximalwert seines
Pridikates rechts (bei variablem z). Folglich kann f jeden zwischen
abed und a +b+ ¢+ d gelegnen Wert wirklich annehmen, q. e. d.

Sei s = F(z,v, z) irgend eine Funktion von drei Argumenten und
mogen a, b, ¢, d, e, f,g, h die Koeffizienten ihrer geordneten Ent-
wickelung heissen, so ist nach 2 entwickelt:

s=F(z,9,1)2+ F(z,9,0) 2,
F(z,y,1)-F (z,9,0) € s <€ F(z,y,1) + F(z, y, 0),

folglich

d. h.

abzy+cdzy,+efzy+ gha,y, <€ s=<(a+ b) zy+(c+d)zy+(e+f)z,y+(g+1)z,y,,

mithin s jedes Zwischenwertes zwischen dem Minimalwert ab-cd-ef-gh

der linken und dem Maximalwert (@+b)+(c+d)+(e+f)+(g+h) der

rechten Seite, also zwischen abedefgh unda +b+c¢+d+ e+f+g+h, fihig.
Man hitte auch zuerst nach «,y anordnen und die fiir ein und

zwet Argumente schon bewiesenen Sitze in der umgekehrten Folge
anwenden konnen. —

Um hiernach die Bedeutungen, welche einem Ausdruck fiir irgend-
welche Werte einer bestimmten Gruppe von Buchstaben zukommen
konnen, sofort zu iiberschauen, braucht man nur den Ausdruck nach
ebendiesen Buchstaben zu entwickeln und alsdann das Th. 48) anzu-
wenden. .

Zusatz zu Th. 48,).

Jede Menge von arbitriren Gebictssymbolen, die in eimer Funltion
im  identischen Kalkul vorkommen, lisst sich stets durch ein einziges
arbitrires Gebict ersetzen.
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Behufs Beweises ist nur zu zeigen, dass man zwei arbitrire
Gebiete u, v jeweils durch eines w vertreten lassen kann (ohne dass
dies von Einfluss auf den Variabilititsbereich des Ausdrucks wiire).
Auf diese Weise wird man dann die Anzahl der vorkommenden arbi-
triren Symbole solange fortgesetzt um eins vermindern kbnnen, bis
sie gleich eins geworden ist.

Denkt man sich aber den die arbitriiren Gebiete , v enthaltenden
Ausdruck f nach diesen entwickelt, so wird er nach Th. 44)) die
(;bi-“)lineare homogene Form haben:

= auv + buv,+ cuv + du,v,,
und alle Werte, deren dieser Ausdruck fahig ist, sowie nur solche,
konnen nach Th. 48]) auch von dem folgenden Ausdruck angenommen
werden:

f=abecd+w(a+b+c+d)
und umgekehrt, sodass dieser letztere fiir eine offen gelassene Be-
deutung des Gebietes w gerade so allgemein ist, wie der vorhergehende
fiir unbestimmte u, .

Die Gesamtheit der Bedeutungen des erstern fillt zusammen mit
der Gesamtheit der Bedeutungen des letzteren Ausdrucks, weshalb es
gestattet war, denselben Buchstaben f zur Bezeichnung beider zu ver-
wenden.

Exempel 1. Auf diese Weise, wenn immerfort u, v, w ganz
willkiirliche Gebiete vorstellen, vereinfacht sich der folgende Ausdruck
linkerhand zu demjenigen rechterhand in der Gleichung:

aduv, +beuw +v{ad (b+c)+bec(a+d)} = w (ad+ be).
Es stellt also die linke Seite unter allen Umstiinden, was immer auch
% und v bedeuten mogen, einen Teil des Gebietes ad +be vor, und
zwar jeden gewiinschten.

Exempel 2. Es ist ganz allgemein: .
{a(u+b)+b(u,+a) )} (v+c,d)+{c(ut+d)+d(u+c) ) (v,+a,b) =a+b+c+d.
Die linke Seite ist hier trotz der Unbestimmtheit von u, » ein eindeu-
tiger Ausdruck, sie ist konstant beziiglich , v, wie man bereits durch
die, der Anwendung unsres Zusatzes ohnehin voranzuschickende, Ent-
wickelung der linken Seite nach u,v erkennt.

Hier, meinen wir einmal, ist der gemeine Verstand ohne die Tec}mik
des Kalkuls nicht ausreichend. Die intuitiv anschauliche Erkenntniss dirfte

wol bei vorliegender Aufgabe die Rechnung nicht einholen. Man versuche
doch einmal, auch nur fiir einen konkreten Fall das, was die Gleichung

behauptet zu begreifen, indem man etwa
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a = Kaufmann, b = Russe, ¢ = Europder, d = Grundbesitzer, u = ge-
bildet, » = patriotisch -

gelten ldsst und beginnt, die Bedeutung der linken Seite unsrer Gleichung

gemiiss der in § 8 und 16 dargelegten Regeln in Worten zu beschreiben!

Man wende nicht ein, dass so komplizirte Ausdriicke nicht vorkommen,
blos kiinstlich ersonnen seien. Solange die Mittel zu ihrer Handhabung
und praktisch schon zu ihrer Einkleidung fehlen, solange Methoden und
Wege dahin noch nicht einmal erdffnet sind, miissen ja Aufgaben, die
solche Ausdriicke involviren konnten, natiirlich unzuginglich bleiben. So-
fern aber die Philosophie die Ausbildung soleh’ exakter Methoden ver-
schmihte, miisste sie wol ewig im Phrasentum stecken bleiben, wobei es
allerdings unbenommen bliebe, fort und fort in immer neuen Tonarten zu
variiren, wie weit man es darin gebracht. Gleichwie vielmehr die reine Mathe-
matik auf dem Zahlengebiete noch immer nicht auf die Hohe gelangt ist, solche
Komplikationen zu bewiltigen, wie sie die Anwendungen auf selbst ver-
hiltnissmiissig noch ganz einfache Aufgaben der Physik und Technik ihr
zumuten, so werden zweifelsohne auch bei den zu erhoffenden Anwendungen
der geliuterten Methoden unsrer Logik auf die Probleme der ,wahren
Philosophie“ (vergl. Descartes — 8. 94) die Komplikationen jeder Art
nicht ausbleiben.

Exempel 3. Es erweist sich auch nach unserm Zusatze:
abuv,+ (a,+ b)) w,v + u (ab,+ a,b) = w
als vollkommen unbestimmt oder willkiirlich, unbeschriinkt jedes Gebiet
zu bedeuten fihig, man konnte sagen: geradezu als »alldeutig®. —

Die Aufgabe, eine Funktion nach ihren Buchstabensymbolen zu
entwickeln, deckt sich nicht mit der Anforderung, dieselbe auf ihren
formell einfachsten Ausdruck zu bringen — wohl aber kann das ein-
schligige Theorem 44) behufs Liosung der letzteren oft mit Vorteil
zugezogen werden.

Wiihrend aber jene Aufgabe als eine vollkommen bestimmte sich
erwies, so ist solches mit dieser nicht der Fall: es bleibt fiir eine
Funktion zuweilen die Wahl zwischen mehreren gleich einfachen ,ein-
fachsten Ausdriicken. Es geniigt dies durch Beispiele zu belegen: so
sind — vergl. meinen Operationskreis?, p. 27, Z. 20 v. 0. — die beiden
iquivalenten Ausdriicke:

a (b + CI) + albl = ab + (a|+ cl) bl
gleich einfachen Baues und lassen doch sich micht weiter reduziren;
vergleiche auch ein schon in § 18 unter fB,) behandeltes Exempel (wo
sich die Methode angegeben findet, die Nichtunterdriickbarkeit eines
Operationsgliedes, wo sie vorliegt, nachzuweisen).
Auf diesem Umstande beruht es wol, dass zur Losung der Auf-
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gabe, einen Ausdruck auf seine einfachstmégliche Form zu bringen,
eine unfehlbar zum Ziel fiihrende einheitliche Vorschrift nicht bekannt
ist, und eine solche sich auch schwerlich aufstellen liesse: vielmehr
wird dabei immer Einiges der Willkiir und dem analytischen Geschick
des Rechners anheimgestellt bleiben.

Miss Ladd und Mr. McColl empfehlen zu dem genannten Zweck
das doppelte Negiren des — wie wir unbeschadet der Allgemeinheit an-
nehmen konnen, schon als ein Aggregat von Monomen — gegebenen Aus-
drucks, wobei die erste Negation desselben durch Ausmultipliziren, unter
Fortlassung verschwindender oder eingehender Terme, erst wieder in Ag-
greganten zu entwickeln ist, bevor man abermals negirt. Vergl. auch § 27.

Exempel zu dieser Methode von McColl. Gegeben:
s=a+bc+abd+acd, also z,=a,(b+c)(a+0b+ d,) (a+c+d,),
wo zuniichst die beiden Terme ¢ als unvertriiglich mit dem Faktor a, fort-
zulassen sind. Wir erhalten sonach
gy=a,(b,+¢c) (be+d)=a,(b+c)d, und folglich: 2 = a-+bc+d
als den auf seine einfachste Form gebrachten Ausdruck.

Anderes Exempel McColl’s. Gegeben:

xz = abc,+abd + a,b,d,+ abd, + ab,d,
also
o= (a,+b+c)(a,+b+d) (a,+b,+d) (a+b+d) (a+b+d)=

={a+ @+ (0+4d) O+d))(0+1) = (4,+1b,c) (a+0) = ad+ab,q
darnach
z=(a+0b) (a,+b+¢)=ab+ac+ ab+be,

Von diesen vier Gliedern darf nun aber noch das zweite oder aber vierte
unterdriickt werden, sodass

z=ab+ac,+ a,b,= ab + a,b,+ b,c,
sich deckt mit dem oben beispielsweise angefithrten zweierlei einfachste
Darstellungen zulassenden Ausdrucke — vergl. § 18, B,).

Als ein bequemeres Verfahren scheint mir indess die Anwendung von
Th. 80,) und 33,) Zusatz den Vorzag zu verdiemen, wonach man sogleich
schliessen kann:

z=albec,+b(d+d)}+ab (d+d) = a(bec+b)+ab,
d. h. einerseits
=a(e+0b)+ a,b,, andrerseits = ab+ (ac+a)b,=ab+ (6+a)b,

Beim vorigen Exempel wire zunichst der Faktor ¢, zu unterdriicke_n
gewesen, hernach in # — a+bc+ (b,+¢)d der Faktor b,+¢, als die
Negation von be¢ vorstellend.

ScERGDER, Algebra der Logik.




Eilfte Vorlesung.

§ 20. Spezielle und allgemeine, synthetische und analytische Pro-
positionen: Relationen und Formeln.

Schon von alters her werden in der Logik Urteile auch als ,,Pro-
positionen® bezeichnet, namentlich, wenn sie als Glieder eines Theo-
rems oder einer Beweisfilhrung, Argumentation, auftreten. Wir wer-
den uns dieses Namens auch hier, jedoch in einem ganz bestimmten
noch niher zu erliuternden Sinne, bedienen.

Die kategorischen Urteile, mit deren Ausdruck in der Zeichen-
sprache des Kalkuls wir uns bisher beschiftigten, erwiesen sich — in
§ 2 — in der Regel als Subsumtionen, zum Teil auch als Gleichungen,
und so wird uns der Name , Proposition zundichst herhalten als ein
gemeinsamer Name fiir diese beiden Arten von Behauptungen, als ein
kiirzeres Wort fiir , Subsumtion oder auch Gleichung® — einerlei ob
solche in der Wortsprache oder ob sie in der Zeichensprache des
Kalkuls ausgedriickt erscheint, immerhin vorzugsweise im Hinblick auf
letztere Darstellungsmoglichkeit.

Spiiterhin werden wir aber den Begriff der ,Proposition® noch
weiter fassen. Zu den erwiihnten beiden Arten von Aussagen werden
nimlich noch andere kommen, welche wie Unterordnungen, Uberord-
nungen, Ungleichungen und anderes mehr, sich ebenfalls in unserer
Zeichensprache formelartig darstellen.

Alle Beziehungen, welche denkbar sind zwischen Gebieten unsrer
Mannigfaltigkeit, desgleichen also auch zwischen Klassen iiberhaupt
sowie Begriffsumfiingen insbesondere, soweit es dabei ankommt auf
Vorhandensein oder Nichtvorhandensein gemeinsamer Elemente oder
+ Individuen der unter sich verglichenen Gebiete oder Klassen — sagen
wir kurz: alle ,,Umfangsbeziehungen®, sollen, in Worten oder Zeichen
statuirt, spiiter schlechtweg Propositionen genannt werden. Ihre mog-
lichen Arten zihlen wir in § 84..39 vollstéindig auf.

Als Vorbereitung fiir die wichtigen Untersuchungen zu denen wir
im nichsten Paragraphen schreiten, miissen wir nun die Aufmerksam-
keit des Lesers richten auf einige Unterscheidungen, welche sich bei
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Betrachtung der Propositionen aufdringen. Wir miissen uns —
unter gewissen Gesichtspunkten — mit einer Einteilung der Proposi-
tionen beschiftigen. Was wir aber in diesem Betreff demnichst zu
sagen haben im Hinblick auf die Subsumtionen und Gleichungen (denen
eine Einfithrung in die Theorie bis jetzt allein zuteil geworden), wird
es spiterhin ein Leichtes sein auch auf die iibrigen Arten von Aus-
sagen zu iibertragen, die unter den erweiterten Begriff der ,Proposi-
tion“ noch fallen werden.

Zunigchst zerfallen die Propositionen in spezielle und allgemeine.

»Opeziell“ nennen wir eine Proposition, wenn sie als Subjekt und
Pridikat, als linke und rechte Seite der Gleichung, iiberhaupt als Be-
ziehungsglieder“ (der ,,Umfangsbeziehung®) sowie als Operationsglieder
der diese etwa darstellenden Funktionen lediglich vollkommen bestimmte
oder eindeutige Gebietsymbole, bestimmte wohldefinirte Klassen enthilt

peindeutig® in der ,abgeleiteten Mannigfaltigkeit oder Mn. der
Gebiete, der Klassen — kurz: wenn sie nur von speziellen Gebieten
oder Klassen handelt. I

»Allgemein®, genauer: ,von unbestimmtem oder allgemeinem Cha-
rakter nennen wir eine Proposition, wenn obiges nicht der Fall ist,
wenn also auch Gebietsymbole in ihr vorkommen — sei es als Be-
ziehungsglieder, sei es als Operationsglieder der drei identischen Spe-
zies im Ausdrucke derselben — die von noch nicht vollig bestimmter,
vielmehr von teilweise oder vollig unbestimmter, eventuell allgemeiner
Bedeutung in der Mannigfaltigkeit der Gebiete resp. Klassen sind.

Beispielsweise sind 0 =0, 0=£ 1, 0-1 = 0, etc. desgleichen a=£b,
falls a und b etwa die in Fig. 1 dargestellten Kreisflichen bedeuten, lauter
spezielle Propositionen; ebenso wiirden dann 0 =< a, b =< 1, ab =€ a solche
exemplifiziren, nicht minder wie « = ab, und andere. ’

Auch die Urteile: ,Die Neger sind von schwarzer Hautfarbe* sowie
»Alle schwarzen Krihen sind schwarz, obwol in der logischen Termino-
logie als generelle, ja universale (zu deutsch allgemeine®) Urteile zu be-
zeichnen, sind doch in ugserm Sinne nur als spezielle Propositionen hinzu-
stellen, und diirfen sie nicht etwa ,allgemeine* Propositionen genannt'; werden.

Man nimmt hier wieder einmal die Gefahren eines Doppelsinnes als
naheliegende wahr, und fithlt die Unabweislichkeit einer gemaueren Ver-
stindigung. Ich muss mich den Sprachreinigern zum Trot;e hier gegen
die Verdeutschung des Wortes ,universal® erkliren, weil ich das W.m:t
yallgemein® hierselbst in wesentlich abweichendem Sinn? — dem_ lateini-
schen ,generalis“ niher kommend — zu gebrauchen mlcl? genﬁ‘tlgt sehe\.‘

Das ‘Subjekt ,Neger* war, als ein Gattungsname, ein vieldeutiger Term
in der urspriinglichen, d. i. der Mannigfaltigkeit der individuellen (der mittelst

Eigennamen darzustellenden) Objekte des Denkens. Es erscheint aber als
28 %
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ein eindeutiger Term in der abgeleiteten, der Mannigfaltigkeit der Klassen,
indem es unter den Klassen eine ganz bestimmte, individuelle Klasse vorstellt.

Als allgemeine Propositionen wiirden a = ab, sowie a=€b, ab =< q,
etc. hinzustellen sein, wenn entweder a, oder b, oder beide Symbole unbe-
stimmte Gebiete oder Klassen vorstellen sollten, wenn die Bedeutung dieser
Symbole ganz oder teilweise offen gelassen wire. Ebenso, wenn a irgend
ein Gebiet vorstellt (desgleichen, wenn es ein beliebiges in einem be-
stimmten ? enthaltenes Gebiet vorstellte), muss die Proposition a =€ 1 als
eine ,allgemeine” bezeichnet werden. Ete.

Auf dem Felde der Arithmetik entsprechen unsern ,speziellen* Pro-
positionen die ,mumerischen Gleichungen, welche nur mittelst Ziffern dar-
gestellte individuelle Zahlen (,;numerische* oder wziffrige®, , digital numbers“)
enthalten, oder in denen wenigstens, falls Bichstaben in ihnen auftreton
sollten, diese, wie = = 3,14159 cee, €6=271828 ..., (= V— 1,
schon eine konventionell feststehende Zahlenbedeutung haben. Unsern ,all-
gemeinen“ Propositionen dagegen entsprechen die ,liferalen oder Buch-
staben-Gleichungen, welche auch Buchstaben als munbestimmte“ oder ,all-
gemeine® Zahlzeichen enthalten, Buchstaben, denen es uns noch freisteht
verschiedene Zahlenwerte als Bedeutung unterzulegen.

Solch leicht erkennbares Husserliches Unterscheidungsmerkmal, wie das
Auftreten oder Nichtauftreten von Buchstaben in der Arithmetik es bil-
dete, kinnen wir jedoch im identischen Kalkul der Unterscheidung beider
Klassen von Propositionen nicht zugrunde legen, weil wir hier auch die
speziellen Gébiete oder Klassen stets mit Buchstaben darzustellen pflegen
und darzustellen genstigt sind — die beiden Gebiete 0 und 1 ganz allein
ausgenommen. Was dort (in der Arithmetik bei i, =, ¢) als Ausnahme
mitanzufiihren war, bildet hier (im identischen Kalkul) die Regel! .

Spezielle Propositionen erfreuen sich Jeweils eines vollig bestimm-
ten Sinnes, und darum ist eine spezielle Proposition immer entweder
eine richtige oder eine falsche.

Die oben angefiihrten waren Exempel von richtigen speziellen Propo-
sitionen. Dagegen wiirden 1 =<0, 0 =1, und bei der durch Figur 1 er-
klirten Bedeutung von « und 0 die Subsumtion b =< a, die Gleichung
ab =1, ete. eine falsche spezielle Proposition exemplifiziren; ebenso die

v_erba.lgn Urteile: ,Die Mohren sind weiss* sowie »Binige schwarze Krihen
sind nicht-schwarz®, und andere ‘mehr.

Die (in unserm Sinne) ,allgemeinen” Propositionen kénnen nicht
so, wie die der vorigen Abteilung, die speziellen, ohne weiteres in
richtige und falsche eingeteilt werden, weil sie keinen vollig fest-
stehenden Sinn besitzen. Die Beantwortung der Frage, ob sie als
richtig oder falsch erscheinen, wird vielmehr héufig davon abhingen,
welche Bedeutungen, Werte oder Wertsysteme man den in ihnen vor-
kommenden Buchstabensymbolen, fiir welche eine vollig bestimmte Be-
deutung eben noch nicht ausgemacht ist (und die darum als unbe-
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stimmie oder ,variabele* eventuell als ,allgemeine® Symbole hingestellt
werden mogen) beigelegt denkt.

Wohl aber tritt auch hier bei einer Umschau ein grosser Gegen-
satz zutage:

Wir bemerken — schon unter den bisherigen — solche Propo-
sitionen, die richtig werden, welche Bedeutungen, Werte oder Wert-
systeme man auch den in ihnen vorkommenden variablen Elementen
beilegen mag, und solche, bei denen dies nicht der Fall ist.

Erstere nennen wir ,analytische Propositionen, die letzteren »SYNn-
thetische®. ;

Hierbei befinden wir uns in vollkommener Analogie mit dem Verfahren
der numerisch rechnenden Mathematik, die ihre Buchstabengleichungen in

analytische und synthetische einteilt. :
Beispiele von ,analytischen Propositionen sind die Subsumtionen resp.

Gleichungen:

a€a, 0Ka, a€1, ab£a, a€a+b, a+ab=a,

aq, =0, a+a,=1, a(b+c)=ab+ac, etc.

Uberhaupt jede in den bisherigen Sitzen, d.i. Axiomen (,,Prinzipien*) und-
Theoremen, als allgemeingiiltig hingestellte und eventuell bewiesene S'ub~
sumtion oder Gleichung wird als eine ,analytische* Proposition zu bezeich-
nen sein. :

Analytische Propositionen, in unsrer Zeichensprache dargestellt,

heissen mit einem Worte auch ,Formeln® im strengen Sinn dieses
Wortes.

Der Sprachgebrauch mit seinen Inkonsequenzen verwendet freilich manch-
mal auch das Wort ,,Formel“ als synonym mit (Buchsifaben-.)Ausdmck (ex-
pressio, compound term), doch ist diese Verwendung die weitaus Feltenere,
hat meist einen rhetorischen Beigeschmack und ist eige:nthch als {nkorrekt
zu qualifiziren — so wenigstens fiir die Mathematik; ich .habe mch(_:s da-
gegen, wenn der Chemiker nicht nur von der Formel fiir einen .chemxsche.n
Vorgang, sondern auch von der ,Formel“ einer Substanz als einer chemi-
schen Verbindung spricht. : ‘

In der Mathematik ist die Formel jeweils eine Gleichung (e\fentuell
auch Ungleichung) also eine wirkliche Bekauptung, nicht aber blos ein .Aus-
druck, Term oder Name fiir eine Zahl, und analog soll es auch im iden-
tischen Kalkul gehalten werden. ey

Das charakteristische Merkmal der Formel schlechtweg 1st. em-
nach in ihrer Allgemeingiltigkeit, ist darin zu erblicken, dass sie ,er-
filllt“ ist, gilt, welche Wertsysteme (aus der zugrunde gelegten Man-
nigfaltigkeit) man auch den in ibr vorkommenden Buchstabensymbolen

unterlegt. iga S
Nigetmals , freilich, kann héer solche Allgemeingiiltigkeit empirisch
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nachgewiesen werden, indem man etwa alle erdenklichen Werte und
Wertsysteme durchprobirte, dieselben fiir unsre Buchstabensymbole ein-
setzend und das Einsetzungsergebniss auf seine Richtigkeit als spezielle
Proposition in jedem Falle priifend. Vielmehr steht uns, wenn wir eine
allgemeine Proposition, fiir eine Formel ausgeben, nur die Berufung auf
das Gefiihl der Evidenz zugebote, mit der wir sei es ihr Schema selbst, sei
es dasjenige der Voraussetzungen aus denen sie abgeleitet wurde, sowie
der Schliisse die von da zu ihr hinfiihrten, als denknotwendige erkennen,

Alle iibrigen bisher vorgekommenen Propositionen (zunéichst sofern die
in ihnen auftretenden Buchstaben nicht durchweg ganz spezielle Bedeu-
tungen hatten) sind Exempel von »synthetischen“ Propositionen. So nament-
lich die in unsern Theoremen angefiibrten Subsumtionen oder Gleichungen,
welche als Voraussetzungen oder Bedingungen, desgleichen diejenigen welche
dam_: als Be.eh'auptung in dem Theorem hingestellt wurden. Ebenso, wenn
zwel Propositionen als einander iquivalent hingestellt wurden, wo dann die

eine von der andern und diese von Jjener bedingt wird, waren es allemal
synthetische Propositionen.

Ein einfachstes Beispiel einer synthetischen Proposition ist insbeson-

dere die Subsumtion ¢ << b. Diese gilt ja nicht als allgemeine Formel fiir

beliebige Wertepaare oder Bedeutungen von ¢ und 5. Es gibt Falle (illustrirt
durch Fig. 1) in welchen sie richtig, andere (illustrirt z. B. durch Fig. 7.. 11)
in welchen sie falsch ist. Ebenso die Gleichung ab = a, ete. 2

Wenn Prinzip II aussagte, unter den Voraussetzungen @ =< b und
b=Ke gelte die Behauptung a =< ¢, oder wenn Th. 37) aussagte, die bei-
den Subs_umtlonen a=<b und b, £ a, selen #quivalent, so waren alle diese
Subsumtionen synthetische,

Um eine allgemeine Proposition als eine synthetische nachzuweisen,
geniigt es schon, ein einziges Wertsystem ausfindig zu machen, anzu-
geben, welches, fiir die Buchstaben in sie eingesetzt, eine falsche spe-
zielle Proposition liefert.

So kann « +b =< a nur eine synthetische Proposition sein, sowol wenn
@ und b unbestimmte Gebiete vorstellen, als auch, wenn ein,es derselben
z. B. b als ein spezieller Kreis gegeben sein sollte. Man braucht uamlich
dem @ nur .dle Bedeutung eines ausserhalb b liegenden Kreises beizulegen,
um durch die Anschauung zu erkennen, dass alsdann sie falsch wird.

. Von_ den synthetischen Propositionen kann man sagen, dass sie
eine Bezze.hzmg zwischen den in sie eingehenden Gebieten ausdriicken
oder etabliren, man kann sie mit einem Wort auch ,,Relationen” (im
engeren Sinne) nennen,

So driickt die letztbetrachtete « -+ b =< ie lei i
y : 2 a, wie leicht zu sehen, die Be-
zichung zwischen den Gebieten ¢ und b aus,, dass b in a enth;mlten ist,

;as kliirzer auch b =< a sagen wiirde. Die analytische Proposition oder
ormel ab =< ¢ dagegen driickt keine Beziehung zwischen a wnd b selbst
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aus (wenngleich sie allerdings die Beziehung der Einordnung von ab in a
ausspricht und mit Recht behauptet); diese lisst sich micht als eine ,,Rela-
tion* zwischen @ und b hinstellen, da ihr alle Gebiete a und b schon so
wie so geniigen.

Auch die richtigen speziellen Propositionen werden ,analytische®
genannt, wenn sie’ durch Einsetzung spezieller Werte aus einer For-
mel, einer analytischen Proposition von allgemeiner Giiltigkeit hervor-
gehen, wenn sie m. a. W. nur eine Formel exemplifiziren, partikulare
Anwendungen, Paradigmata einer solchen, mithin von denknotwen-
digem Schema sind. Und andernfalles werden wir auch jene wieder
»Synthetisch“ nennen; desgleichen mogen die falschen speziellen Propo-
sitionen mit zu den ,synthetischen® gezihlt werden.

Darnach ist z. B. jene Aussage: ,,Die schwarzen Pferde sind schwarz*
zwar eine spezielle, gleichwol aber eine analytische Proposition zu nennen.
Sie geht n#mlich aus dem Th. 6,) ab =< a hervor, wenn man @ = schwarz
und b = Pferd bedeuten lisst, und gilt wie dieses mit Denknotwendigkeit.
Die Aussage gibt uns auch keinerlei Belehrung iiber diese Klassen a und
b, da sie in umserer Disziplin auch nicht einmal die Existenz des Subjektes,
niimlich schwarzer Pferde unterstellt oder fordert. Ebenso bei: ,,Der weisse
Schnee ist weiss®, ,,Die runden Quadrate sind rund“.

Dagegen das Urteil: ,,Die Mohren sind schwarz* ist eine synthetische
spezielle Proposition (und zwar eine richtige); es belehrt iiber die Haut-
farbe der Mohren, und hat zum Schema: a =< b, welches, wie erkannt nicht
von allgemeiner und denknotwendiger Geltung ist. Definirten wir frglhch
die ,,Mohren als ,Menschen von schwarzer Hautfarbe“ und setzten diesen
Ausdruck fiir das Subjekt in unser Urteil ein, so wiirde dasselbe sich nun-
mehr als ein analytisches (dem obigen #hnlich) darstellen. Solange aber
solche Einsetzung nicht geschehen, ist aus dem Urteil selbst seine Selpst-
verstindlichkeit nicht zu erkennen und muss dasselbe immerfort synthetisch
genannt werden, um so mehr, als der Begriff der ,Mohren® schon ander-
weitig bekannt und auch durch andere Merkmale als das der schwarzen
Hautfarbe definirt sein konnte. S

Hienach zerfallen denn alle Propositionen wie einerseits in spe-
zielle und allgemeine, so andrerseits in synthetische und analytische,
sodass hieraus durch Kombination sich vier Unterklassen ergeben, a.ls
da sind die synthetischen speziellen, die synthetischen allgeme.u.zen, die
analytischen speziellen und die analytischen allgememen Pr.opo§1honen:

Kennzeichen der ,analytischen” Proposition 1st. somit die aus 1.hr
selbst ersichtliche ,Selbstverstiindlichkeit* derselben, ihre dt'mknotwendzye
Geltung — einerlei, ob sie von allgemeinerem Charakter ist, oTier von
speziellem, nimlich aus allgemeingiiltigem Schema durch Einsetzen
spezieller Werte fiir dessen Buchstabensyn?ltole he'rvorgegan;gen.

Kennzeichen der ,synthetischen Propositionen ist, dass sie solcher

aus ihmen selbst erkennbarer denknotwendiger Geltung ermangeln.
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Den analytischen und den synthetischen Propositionen fillt eine
ginzlich verschiedene Rolle in der Wissenschaft zu.

Erstere sind in Bezug auf die Gebiete oder Klassen, tiber welche
sie etwas auszusagen scheinen, im Grunde vollkommen ,nichissagend",
sie liefern iiber diese selbst keinerlei Information. Dagegen stellen
-sie uns, wenn sie von allgemeinem Charakter, wenn sie Formeln sind
Gesetze des Denkens dar (und bringen, im Fall sie spezieller Natur,
solche zur Anwendung); sie bringen uns Sitze, Theoreme der formalen
Logik zum Ausdruck und zum Bewusstsein.

Indem sie als solche eventuell die Gleichheit, Identitsit zwischen

allgemeinen Ausdriicken konstatiren, erméchtigen sie uns, jeden Aus-

)

druck von der Form der linken Seite der Gleichung, wo immer es uns -

vorteilhaft erscheint, zu ersetzen durch einen andern, nach dem Schema
threr rechten Seite konstruirten Ausdruck, oder auch umgekehrt (vergl.
S.283). Sie driicken so fakultativ anzuwendende Rechenvorschriften aus,
garantiren uns gewisse Freiheiten in der Umformung von Ausdriicken,
von welchen wir — geschickt, oder zur Unzeit — Gebrauch machen
mogen in der Absicht, die Beschreibung von Klassen zu vereinfachen
und an Zeichenaufwand, Ausdruckskapital und geistiger Arbeit Er-
‘Sparnisse zu erzielen, {iberhaupt um irgendwelche Probleme zu losen.

Und auch wenn unsere Formeln blos als Subsumtionen erscheinen,
gewihrleisten sie uns die Erlaubniss, gewisse Substitutionen, falls es
uns passend erscheint, vorzunehmen, insbesondre den terminus minor
derselben, wo er anderwirts als Pridikat auftritt, durch den major,
ihren major, wo immer er als Subjekt auftritt durch ihren minor zu
ersetzen; vergl. 8. 173. Auch sie statuiren also Lizenzen fiir die Um-
formung, Transformation — zum wenigsten von Aussagen.

Wenn dann spiter durch den nAussagenkalkul® auch solche Theoreme,
welche gewisse Behauptungen von bestimmten Voraussetzungen abhiingig
hinstellen, in der Zeichensprache durch einen einzigen Ansatz, durch
eine ,Formel“ darstellbar gemacht werden, so wird sich das zuletzt Ge-
sagte auch auf den so erweiterten Begriff der Proposition und Formel
ibertragen. Es regeln diese Formeln den ffbergang von einer Aussagen-
form zu andern; sie geben uns allgemeine Schemata fiir denknotwendiges
Folgern, dedultives Schliessen.

Soviel iiber die Rolle, welche den analytischen Propositionen, und
namentlich den Formeln zufillt, die, soferne sie in Worten dargestellt
sind, auch ,analytische Urteile“ von der Philosophie genannt werden

oder als ,apriorische Wahrheiten« bezeichnet werden mogen. Vergl. )
unsrer Einleitung.
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Ich kann mich bei dieser Gelegenheit eines Seitenblicks auf die ,,Wahr-
heiten der Mathematik nicht entschlagen. Soferne diese Zaklen betreffen
— einerlei ob ganze oder irrationale oder andere — so ist es erst in
neuerer Zeit durch die scharfsinnigen Arbeiten namentlich von Hermann
Grassmann und den Herrn Weierstrass, Georg Cantor und Dede-
kind ausser allen Zweifel gestellt worden, dass diese Wahrheiten durchaus
nur den Charakter voun ,analytischen haben (vergl. hiezu unsern § 51),
dass mithin Kant’s Frage: wie sind synthetische Urteile a priori moglich?
wol eine gegenstandslose ist.

Dagegen erscheinen die Axiome der Geometrie als »Synthetische® Pro-
positionen, die eine denknotwendige Geltung nicht zu beanspruchen ver-
mogen und in dieser Hinsicht auf einer Linie stehen mit den Axiomen
oder Prinzipien der Mechanik, mit den Theoricen und Hypothesen aller
iibrigen Teile der Physik oder Naturlehre. Dermalen bildet dies allerdings
noch eine, selbst unter den Mathematikern nicht vollig zum Austrag ge-
brachte Streitfrage. Fiir den Verfasser kann indess kein Zweifel bestehen,
wohin der Sieg sich (vollends) neigen muss, und erscheint mir die Geo-
metrie von hause aus als der erste Teil der Physik, als urspriinglich nur
ein Zweig der induktiven und Naturwissenschaften, als solcher zunichst im
Gegensatze stehend zur reinen Mathematik im engsten Sinne d.es Wortes,
die als streng deduktive Disziplin nur Arithmetik*®) und Logik 20 um-
fassen hiitte und fiir Denjenigen, der mit Dedekind die Arithmetik als
einen Zweig der Logik ansieht, mit letzterer geradezu zusammenfiele.

Sofern nicht ihre Axiome als in der Natur des physikalischen Raumes
begriindete einst noch in Zweifel gezogen und modifizirt werden miissen,
hat aber die Geometrie, gefolgt von der Geomechanik ete., ihr induktives
Anfangsstadium lingst schon verlassen und ist, einen rein mathematischen
Charakter annehmend, in das deduktive Stadium iibergetreten (vgl S. 42).
Sie mag, gleichwie die theoretische Mechanik, aber nicht ohne ‘diese, zur
(reinen) Mathematik (im weiteren Sinne) nunmehr gerechnet werden. —

Die synthetischen Propositionen, oder Relationen, geben eine 11.1-
formation tiber die Klassen oder Gebiete, von denen sie handeln; sie
dienen also in erster Linie dazu, wirklich efwas auszusagen und die
Mitteilungsbediirfnisse der Sprache zu befriedigen. '

Sofern sie von speziellem Charakter sind, wird diese I.nformaflon,
wie erwihnt, entweder richtig oder unrichtig sein. 'In dlesefl Fa.llen
haben alle Klassen, von denen in der Proposition die Rede lsf;, ihre
Definition, Erklirung bereits anderweitig, vorhe.rf oder wenigstens
ausserhalb der Proposition, gefunden; die Proposition sagt nur iiber
lauter ,bestimmte” oder ,bekannte Klassen etwa-s aus. .

Anders, wenn die Proposition von allgemeinem Chjzrakter ist, wo
sie auch unbestimmte Klassen oder deren Symbole enthilt.
Tﬂlgebmuche das Wort , Arithmetik* hier immer in seiner vollsten Be-

deutung, als die Zahlentheorie Algebra, Analysis, 1.«'unktionenlghre etc. mitum-
fassend: als die gesamte Lehre von den Zahlen und ibren Funktionen.
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Hier sind dann zweierlei Fille zu unterscheiden.

Es kann sein, dass es gar keine speziellen Werte gibé, dass Ge-
biete oder Klassen gar nicht denkbar sind, welche, fiir jene unbe-
stimmten Symbole in die Proposition eingesetzt, dieselbe perfiillten”
nimlich aus ihr eine richtige spezielle Proposition hervorgehn lassen
wiirden.

Von solcher Art wiren z. B. die Propositionen:
ag,=1, sowie z+x,=0.

Da nach Th. 30) fiir jede Klasse a, fiir jedes Gebiet z, doch aa, = 0,
und z+x, = 1 sein muss, so wiirden diese Relationen auf die For-
derung hinauslaufen, dass 1 = 0 sein solle.

Dies wiirde nur zutreffen, wenn die Mannigfaltigkeit, auf die unsre
Untersuchungen sich beziehen, von vornherein eine leere wire, und dass
solches auszuschliessen sei, haben wir bereits als ein diesen Untersuchun-

gen zugrunde zu legendes Postulai hingestellt. Fiir uns wird also eine
Gleichung:

1=0

als eine unbedingt zu verwerfende gelten, wir konnen sie geradezu als den
Typus der ,,Absurditit hinstellen.

Wer sie zugibe wiirde auf jegliche Unterscheidung innerhalb der Mn.
Verzicht leisten, wie wir schon S, 245 ausgefithrt haben. Dem wiire alles
negal®; buchstiblich gilte fiir Den: ,,Es ist Alles nichts®.

In solchem Falle nennen wir die synthetische Proposition eine
»absurde®.

Insofern sie zu gelten beanspruchte — und dies zu thun ist doch
der Endzweck jeder Aussage oder Behauptung — wiirde die Propo-
sition uns zumuten unter ihren Symbolen uns Gebiete zu denken, die
gar nicht denkbar sind. Sie stellte damit an uns eine unerfiillbare
Forderung. Auf jedem Felde ist es leicht, Forderungen aufzustellen,

welche zu erfiillen unméglich ist, und so auch auf dem Felde der Logik,
auch im identischen Kalkul. ;

Zuweilen wird auch die Forderung selbst, z. B. die Gleichung

z+2,=0,

eine ,unmigliche* genannt; jedoch geschieht dies dann nicht in der
suppositio nominalis, indem es ja leicht ist, dieselbe trotz allen Wider-
sinnes behauptend auszusprechen, sondern in der suppositio realis: die
Gleichung in Hinsicht dessen, was sie behauptet, als eine erfiillte oder
geltende, ist unmoglich.

Eine synthetische Proposition wird demnach auch ,absurd“ zu nennen

“der Proposition, wenn die Ang
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sein, wenn sie mit Denknotwendigkeit. — nach den Regeln des Kalkuls —
auf die Gleichung 1 = O hinausliuft.

Dass aber auch umgekehrt auf diese Gleichung jede im obigc.m Sinne
absurde Proposition hinauslaufen muss, jede namlich, die dl.ll'(%l kein Wert-
system ihrer unbestimmten Symbole erfiillbar ist, werden wir im Aussagen-

ehen.
kaJnmll)esr vorige Kontext lisst dann nebenher die. Thatsache deut}ich wer-
den, dass sobald einmal e¢in Unsinn zugegeben wird, da.m} aucl: jeder Un-
sinn mittelst zwingender Schliisse sich ableiten oder beweisen lisst — so-
fern wir nimlich als Schema solchen Unsinnes die Be!lauptfmg_ nehmen,
dass zwei beliebig herausgegriffene verschiedene.Diuge einerlei seien. Ge-
langten wir vom ersteren zu O = 1, so liess sich auch von da zu a =10
fortschreiten.

Ist die allgemeine synthetische Proposition nicht a.bsurdz so gi?t
es Werte oder Wertsysteme, deren Einsetzung in die Proposition (.fur
die in ihr vorkommenden nicht schon anderweitig bestimmte.n. Gebiet-
symbole) die Wirkung hat, dass eine richtige sgezie.He Pl‘Op?Blthll ent-
steht. Von solchen, die allgemeine in eine richtige spe:zlell.e Propo-
sition ,,verwandelnden” Wert(system)en sagt man, flasz_ sie die Propo-
sition ,erfiillen”, derselben ,geniigen”, sie ,,bewahrhe:zten:

Man nennt sie auch ,, Wurzeln®, beziehungsweise ein ,System von
Wourzeln®, dieser Proposition (Gleichung oder S.ubsumtlon etc.) = eni:-
sprechend dem bei synthetischen Gleichungen in der Mathematik gel-

ebrauche. :
tendeéloliﬁlt‘iacgi Proposition aber Geltung beansprucht, stellt sie }u::
vor die Aufgabe, uns unter ihren Buchstabensymbolen solch.e Geéne
oder Klassen vorzustellen, welche sie ,erfiillen”, m. a. w, d‘:ese ym-
bole eben nur bedeuten zu lassen: ein System von ,,Wurze}n der Pro-
position. Und um dies fiir jedermann zu ermoglichen, miissen solche
Wourzeln mit Hilfe der in der Proposition etwa sonst noch vorkom-
menden bestimmten oder ,gegebenen Gebiete, .ihrer sogenzt‘nnten Zf;;:
meter¥, beschrieben, durch diese iibrigen Gebiete ausgedriickt, ,,
{3
. l‘;i? dzz;sfiihrung dieses Geschiiftes heisst d?s ,,,Auf’lpse(;{z“bflc:;'a PN]:
position nach den als ihre ,Wurzeln® zu'bestlmmenden ebie nda‘;n
Unbekannten®. Damit sie als solche sogleich t.erkennl.mrv se;?nt,) ws:-lmh
:iiese erst zu bestimmenden unbekanntel.l Gebiete mit o; iebe st
die Buchstaben z, 9, 2,... dargestellt, im Gegensatz zu ? rz
ersten Buchstaben des Alph?,bets zu bgzelc‘:‘hnzr:en 5;:]::;:7:“ o
s s, em:.b,;b:)? V?':rz;n nuzpauf eine Weise er-
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folgt, wenn nur ein System von Wurzeln (nach anderer, etwas weiterer
Auffassung, wenn nur nicht jedes solche) ermittelt worden, wiihrend
die allgemeine Losung vorliegt, sobald alle mboglichen existirenden Wur-
zeln(systeme) ermittelt sind, sich dargestellt finden.

Beides fillt zusammen, es liegt schon die ,allgemeine Lésung
vor, und wird der Ausdruck ,partikulare Losung“ dann besser ausser
Kurs gesetzt, falls tiberhaupt nur ein System von Warzeln existirt,
falls also die Unbekannten sich durch die Proposition eindeutig be-
stimmt erweisen.

Um dies sogleich durch ein einfaches Exempel zu illustriren, so haben
wir nach Th. 43) als Auflésung der Subsumtion # =€ b nach der Unbe-
kannten x den Ansatz: z — wb, in welchem w ein willkiirliches Gebiet
vorstellt, und zwar gibt bei solcher Deutung von w dieser Ausdruck alle
erdenklichen Losungen, er stellt die allgemeine Losung vor. Waurzel ist
hier jedes zwischen O und b liegende Gebiet z. Als partikulare Losungen
oder spezielle Wurzeln ergeben sich z. B. durch die Annahmen % = 0 und
w=1 die Werte z =0 und 2 = p (hier Minimal- resp. Maximalwert der
Wurzeln). Werden mehrere solche Wourzelwerte in einundderselben Unter-
suchung in Betracht gezogen, so pflegt man sie auch als %y, %3, ... unter-
scheidend zu bezeichnen. Alle Wurzeln fallen hier in eime z =0 zu-

sammen, und ist die Losung eine eindeutig bestimmte, wenn von vornher-
ein b = 0 bedeutete.

Dual entsprechend hat man analog r =g +w als die allgemeine
Losung der Subsumtion =€z, mit dem Minimalwerte #, — ¢ und dem
Maximalwerte x, — 1, wobei fiir ¢ — 1 wieder nur eine Wurzel z — 1
existiren wird.

Wir ersehen hieraus, wie die allgemeine synthetische Proposition
fihig ist und wie jhr die Mission zufillt, gewisse Gebiete oder auch
ganze Klassen von Gebieten (oder von Klassen, und Systemen solcher)
— gewissen Anforderungen oder Bedingungen entsprechend — zu nbe-
stimmen, dieselben aus der Mannigfaltigkeit der tiberhaupt denkbaren
Gebiete (resp. Klassen und Gebietsysteme) auszeichnend hervorsuheben.

Die analytische Proposition vermag nicht, solchem Zwecke dienstbar

zu sein; wirc} z. B. verlangt, dass 2y =< x sei, so diirfen wir unter z und
Y uns noch jedes beliebige Paar von Gebieten vorstellen.

Es tritt darnach die Aufgabe an uns heran, uns nunmehr mit
dem Problem der Auflosung von (synthetischen allgemeinen) Proposi-
tionen zu beschiftigen, welche Aufgabe wir im nichsten Paragraphen
m einer fiir den bisherigen Propositionsbegriff erschopfenden Weise er-
ledigen werden.

Zum Schh'xsse geben wir noch rekapitulirend eine Ubersicht tiber die
vor§t‘ehend nétig gewordenen Unterscheidungen. Die Einteilung der Pro-
positionen, zu der wir uns veranlasst , gesehen, veranschaulicht das Schema:
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Proposition

-

spezielle allgemeine

(Relation, nichtssagend
Information) ‘ falsche ' falsche Prop.

wahre falsche, synthetische i analytische,

sy;zthetische analytische zugleich absurde, auflosbare, unbedingt

synthetische, | unmogliche, | nur bedingt wahre
Proposition unbedingt wahre oder. | Proposition
(Formel)

! Proposition (Relation) l

Bedeutet »p = Proposition, b = speziell (erinnernd an besondere prop.,
aber nicht im Sinne von partikular), g = allgemein (erinnernd an genera-
lis aber nicht im Sinne von universal),

o = analytisch, ¢ = synthetisch (Relation),
v = wahr (prop. vera), f = falsch (prop. falsa),
a = absurd, s = auflosbar (prop. solubilis),

so bestehen die Gleichungen resp. Subsumtionen:
=b+yg, bg=0, p=o6¢+e, oca=0,
vf=20, b=é?}+f=ép, go=a-+s,
as=20, a0, af, f<e.
Sonach ist: -
9(6+e oder g=go+ge,

ebenso
bv=£6+a oder by =Dbve+ bve,

¢6="bve+bf+a+s, «=bve+ge,

dazu
f=>bf+ga, v =0bv+ga

indem hier niimlich auch
sv=sf=0

g t. . . .
zg bel?::h h:;em Sprachgebrauch kann eine Rel.ation, wenn sie 1r{3;ﬁmhi>ih
als eine Formel hingestellt worden, auf:h als.s eine ,,fals'che Formel:t qga -
fizirt werden. In logischer Hinsicht st dies abef‘ x'ncht korre é.ke.nn
solche ,falsche Formel“ oder ,vermeintliche Formel* ist ﬁberhfm% enl:le:
Formel®; niemals ist ein Teil von ¢ =< ge. Man wird darum die Forme
a Soht i nah inteilen diirfen — so wenig wie etwa
auch nicht in richtige und falsche einteilen = T
die lateinischen Deklinationen! Eine falsche Proposition dagegen is
lich eine Proposition, Aussage und Be_hauptung gewesen.

Auf die spezielle falsche Proposition

0=1

i die ,absurden* wesentlich
1 i wie schon angedeutet auch » X i
lfigiz {ir;ge:vserden wir zwischen beiden sp#terhin keinen Unterschied

machen. —
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§ 21. Das Auflosungsproblem bei simultanen Gleichungen und Sub-
sumtionen. Das Eliminationsproblem bei solchen.

Unm das Einfachste und Wichtigste vorweg zu erledigen, stellen
wir an die Spitze den Satz:

49,) Theorem. Die Gleichung.
ax+bx, =0
ust diquivalent einer jeden der beiden Doppelsubsumtionen :
b£z=<a, resp. a<z=h,

d. h. ausfihrlicher gesprochen, dem Paare von Subsumtionen:

b<z, z€a, resp. auw, x<D
mit welchem nebenher dem Prinzip IT gemaiss gegeben ist:

b=<a, sowie a=€Db,.

A_llemal ist also die Unbekannte zwischen dem Koeffizienten ihrer Nega-
tion und der Negation ihres Koeffizienten gelegen.

. Beweis. Nach Th. 24,) zerfillt die gegebene Gleichung ohne
Einbusse an Inhalt in die beiden

ax=0 und bz, =0;
die letatere von diesen ist aber nach Th. 38,) iquivalent der Subsum-
tion b=z und die erste fquivalent der z=<0,, und damit ist die
erste Doppelsubsumtion b =€ z <€ 4, nicht nur bewiesen, sondern auch
als mit der gegebnen Gleichung dquivalent erkannt.

Das Th. 38,) lisst aber auf vorstehende zwei Gleichungen sich
auch noch auf eine zweite Weise anwenden: indem man links, statt
des einen, den andern Faktor isolirt; so ergeben sich auch direkt die
beiden Subsumtionen a<z, x<%b des andern Paares, welche zu
einfacherer Schreibung sich in die zweite Doppelsubsumtion a =<z, £,
zusammenziehen lassen.

Uberdies folgen aber auch die beiden Subsumtionen des zweiten
Paares durch ,Konversion mittelst Kontraposition® nach Th. 37) —
unter Beriicksichtigung von Th. 31) — aus denen des eré,ten, und ebenso
also auch die eine Doppelsubsumtion aus der andern.

Endlich kann man, nachdem die erste Doppelsubsumtion wie
vorstehend bewiesen, als der Gleichung
i az+br,=0
dquivalent nachgewiesen ist, die zweite auch durch blosse Buchstaben-
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vertauschung aus dem damit gewonnenen Satze ableiten. Vertauschung

~von # mit z, und zugleich von a mit b filhrt niimlich die Gleichung

az + bz, =0
nur in sich selbst iiber und ist darum gleichwie in dieser Primisse,
so auch in deren Konklusionen gestattet.

Wir werden im Verlauf der weiteren Untersuchungen erkennen,
dass das Th.49,) die im Titel des Paragraphen genannten beiden
Probleme schon vollstindig 16st, dass wir ndmlich berechtigt sind,
das erste Subsumtionenpaar als die , Auflosung“ der Gleichung

ax+bx, =0
nach der Unbekannten z hinzustellen, und ebenso das zweite Subsum-
tionenpaar als deren , Auflosung” nach der Unbekannten z, (der Nega-
tion der vorigen). Und ferner wird die nebenher mit diesen Subsum-
tionenpaaren gegebene Relation a = b,, oder, was damit nach Th: 37)
iquivalent sein muss: b =< a,, oder endlich nach Th. 38,) in symme-
trischer Fassung angeschrieben:
: ab=0,

als die ,Resultante der Elimination von z (nebst z,) aus der Glei-
chung az + bz, = 0 zu bezeichnen sein.

Auflésung nebst Resultante fasst die Doppelsubsumtion iibersicht-
lichst zusammen. :

Um alles dies zu erkennen, miissen wir uns aber jetzt in einige
Betrachtungen von nicht mehr ganz so einfacher Natur vertiefen; wir
miissen namentlich noch mit einer andern Form der ,Auflésung” Be-
kanntschaft machen, welche demjenigen, was man in der Mathematik
unter der Auflosung, ,,Wurzel“ einer Gleichung versteht, niher kon'lmt,
und, wenn sie auch nicht so bequem, wie die (angeblich) im obigen
Theoreme dargestellte, mit Worten zu interpretiren sein wird, doch fiir

die Zwecke der Rechnung gewisse Vorziige beanspr}lcht. :
Als mit einer — wie man spiter iibersehen wird — im Grunde

nur neuen Fassung des vorigen Theorems miissen wir uns auch mit
dem folgenden Theoreme befreunden.

50,) Theorem. Die Gleichung
az+bz, =0
ist diquivalent dem Gleichungenpaare:
ab=0 und z=>bu,+au,
worin u ein unbestimmies Gebiet vorstelt.
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Der Beweis besteht aus mehreren Teilen.

Im ersten Teile gilt es zunichst zu zeigen, dass ab = 0 aus der
vorausgesetzten Gleichung folgt. Dies findet sich bereits oben auf eine
erste Weise bewiesen. Ich will dafir aber noch einen zweiten Be-
weis geben:

«) Gilt fir gewisse Werte von a, b, z die erste Gleichung, so
kann man dieselbe beiderseits einmal mit a, ein andermal mit b mul-
tipliziren und die so sich ergebenden Gleichungen iiberschiebend ad-

diren. Dadurch erhilt man: .
az + abz, + abz + bz, = 0.

Aber die beiden #Hussersten Glieder linkerhand geben nach der Vor-
aussetzung (zusammen) null. Deshalb vereinfacht sich unser Ergeb-
niss zu:

~

ab(z,+2) =0, oder ab=0,

womit gezeigt ist, dass die zweite Gleichung aus der ersten folgt.

Sollte nun also diese zweite Gleichung ab =0 — wir mogen sie
etwas vorgreifend schon die »Resultante“ nennen — von den Koef-
fizienten @ und b der ersten nicht erfiillt sein, so kann auch die erste
unmoglich gelten, sie kann dann durch keinen Wert von z erfiillt
werden — denn, wenn sie fir ein gewisses z richtig wire, so miisste,
wie gezeigt, auch die zweite Gleichung gelten, entgegen der soeben
gemachten Annahme. -

B) Nehmen wir sonach die Gleichung ab = 0 als erfiillt an, so
muss ferner — was auch immer fiir ein Gebiet unter u verstanden
werden moge — der durch die dritte Gleichung gegebene Ausdruck
bu, + au, fir z in die erste Gleichung eingesetzt, dieselbe erfiillen,
d. h. jedes durch die dritte Gleichung dargestellte Gebiet # ist dann
eine richtige , Wurzel“ unsrer ersten Gleichung. Denn die Probe
stimmt: ist

T = bu; + a,u,
so folgt

x, =bu, +au
nach Th. 46,) und 31), und die erstere Gleichung mit a, die letztere
mit b durchmultiplizirt liefert beim Addiren:
az + bz, = abu, + abu = ab(u,+u) = ab-1 — ab = 0
wie behauptet worden.

Man sieht Jjedoch, dass die Probe fiir das Erfiilltsein der Gleichung
durch die angebliche Losung nur insofern stimmt, als die Resultante
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eben erfiillt ist, denn durch die Einsetzung verwandelte sich die Glei-
chung zuniichst in jene Resultante.

Ohne Riicksicht auf das Erfiilltsein oder Nichterfiilltsein dieser
letzteren konnte man daher mit Herrn Voigt definiren:

»Losung” (oder ,,Wurzel“) einer Gleichung nemmen wir einen Aus-
druck, welcher, fiir die Unbekannte in die Gleichung eingesetzt, dieselbe
auf ihre Resultante reduzirt (genauer: auf die Resultante der Elimina-
tion jener Unbekannten aus ihr).

7) Umgekehrt lisst aber auch jedes die (erste) Gleichung
ar+bx, =0
erfilllende z sich durch den Ausdruck bu,+ a,u darstellen, indem es
z. B. geniigt, unter u sich z selbst vorzustellen, um die Gleichung
Z = bu, + au
zu einer analytischen oder richtigen Identitit zu machen.

Alsdann wird auch #, durch 2, zu ersetzen sein. Nach der An-
nahme ist aber, wie unter Th. 49,) bereits erwihnt, auch schon fiir
sich: az = 0 und bz, = 0; sonach folgt, wenn fiir bz, erst 0, fir 0
dann az geschrieben wird (mit &hnlichem Kunstgriff, wie 8. 425):
bu,+au=>br,+ar=0+azrx=az+ar=@+a)z =1-2 =z,
was zu zeigen war und auch nach Th. 49,) mittelst Buchstaben-
vertauschung auf das Hiilfstheorem zu Th. 47,) hitte zuriickgefiihrt
werden konnen.

Wir sind hienach berechtigt den Ausdruck, welchen die dritte
Gleichung z =bu,+au
fir die Unbekannte liefert (oder auch diese Gleichung selber) als ,die
allgemeine Losung” der Gleichung hinzustellen.

Hiermit ist dargethan, dass wenn die erste Gleichung gilt, dann
auch die zweite gelten muss (vergl. @) und die dritte wenigstens fur
ein gewisses u (vergl. y), woneben unter ) gezeigt ist, dass wenn die
zweite Gleichung nebst der dritten (fiir irgend ein «) gilt, dann auch
die erste Gleichung gelten muss.

D. h. das ganze Theorem ist bewiesen, und mag man merken:
Die Gleichung ist stets #dquivalent ihrer allgemeinen Losung nebst der
Resultante. 5

Jener Satz ist das Haupttheorem der bisherigen Theorie. Er
lehrt (noch unmittelbarer wie der vorige) beziiglich irgend einer Un-
bekannten z die im Titel dieses Paragraphen angedeuteten Prol.)lemt?
losen. Bei der Wichtigkeit desselben miissen wir noch einige Zeit bei

seiner Betrachtung verweilen.
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In friiher geschilderter Weise ldsst ndmlich jedes System von
gleichzeitig geltenden oder zu erfiillenden Gleichungen (oder nach Be-
lieben auch Subsumtionen) sich zusammenziehen 4 und ersetzen durch
eine einzige Gleichung mit der rechten Seite 0, die ,vereinigte Glei-
chung“ des Systemes.

Kam in dem Systeme neben irgend welchen andern Gebietsym-
bolen ein Gebiet z vor, so wird die linke Seite der vereinigten Glei-
chung eine ,Funktion® von z sein (und auch wenn jenes wich¢ der Fall
war, wiirde sogar sie als Funktion von z sich doch ansehen lassen).
Diese Funktion lisst sich nach Th. 44,) durch z und z, linear und
homogen darstellen in der Form az + bz,, sodass die erste Gleichung
in unserm Theoreme die Stelle vertritt des allgemeinsten Systemes
von simultanen Gleichungen und eventuell Subsumtionen, in welchen
neben vielleicht noch andern eine Unbekannte z vorkommt.

Eine ,,Unbekannte” mogen wir das Gebiet x nennen auch dann, wenn
es bekannt sein sollte, indem man doch immer die Frage aufwerfen kann,
welche Werte sich dem # noch beilegen lassen wiirden, ohne dass die Pro-
positionen des Systems zu gelten aufhoren, indem man, m. a. W. die For-
dfel'ung stellen kann, die vereinigte Gleichung, somit auch jenes System
simultaner Propositionen nach z »aufzuldsen”, und zwar sie wollstindig auf-
Zt.ﬂiisen, mithin simtliche ,,Wurzeln“ derselben anzugeben. - Durch den einen
vielleicht schon bekannten Wert von z ist jene Frage doch im Allgemeinen
noch nicht von vornherein erledigt.

Die Auflosung einer Gleichung oder eines Systems setzt die Vor-
frage nach deren Auflosbarkeit als erledigt voraus. Der Verniinftige
wird ja nichts Unmogliches unternehmen.

Unter «) ist aber dargethan, dass in Bezug auf die Auflosung

def vereinigten Gleichung a2 + bz, = 0 nach # diese Frage bald zu
bejahen, bald zu verneinen ist:

. 0) Die Gleichung ist auflisbar, es gibt Werte, welche fiir z
eingesetzt, dieselbe erfiillen, d. h. sie besitzt Wurzeln immer dann,
wenn zwischen den Koeffizienten derselben die Relation ab = 0 be-
steht, d. h. wenn ihre Koeffizienten disjunkt sind; aber auch nur dann.
. Denn wenn diese zweite Gleichung unsres Theorems nicht erfiillt
ist, haben wir gesehen, kann auch die erste Gleichung fiir keinen
Wert von z bestehen, sie hat dann iiberhaupt keine Wurzeln und ist
dieselbe, sowie das ihr fiquivalente System von Propositionen in diesem
Falle ,unauflésbar und ,absurd® zu nennen. Unter den Propositionen
des.Systems werden dann sich entweder solche finden, die fiir, sich
allein schon ,absurd® und durch kein z erfiillbar sind, oder die Pro-

]
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“, sinkonsistent“, sie vertragen

positionen sind wenigstens ,unvereinbar
sich nicht miteinamder.

Die- Forderung, die vereinigte Gleichung aufzulbsen, iiberhaupt,
sie fiir irgend eine Bedeutung des Symboles z als giiltig anzuerkennen,
bleibt es hier unmdglich, zu erfiillen. .

Die Gleichung ab =0 erscheint hienach als das Kennzeichen fiir
die Auflosbarkeit der Gleichung ax+ bx, = O nach der Unbekannten 2.

Nicht auflosbar war beispielsweise die Gleichung 1-z + 1.z, = 0; sie
selbst sowol als ihre ,Resultante“ lief auf die absurde Forderung 1 =0
hinaus; der Ansatz einer solchen Gleichung z + #,= 0 ist ganz und gar
unauldssig.

Nicht nur ist ab = 0 eine unerlissliche, notwendige Bedingung
sondern auch die hinreichende Bedingung fiir diese Auflosbarkeit.

Ist sie nimlich erfiillt, so gibt die dritte Gleichung unsres Theo-
rems: # = bu,+ a,u fir jede Bedeutung des w eine richtige Wurzel
und fiir ein von O bis 1 (im Klassenkalkul von ,nichts“ bis ,alles)
variirendes u die simtlichen Wurzeln der ersten Gleichung an.

Diese hat hienach, falls sie auflosbar ist, im Allgemeinen unend-
lich viele (eine unbegrenzte Anzahl oder Menge von) Wurzeln; ihre
Losung nach z ist (unendlich-) vieldeutig. Geleistet wird die verlangte
Auflosung der ersten Gleichung dann also durch die dritte Gleichung
des Theorems, und zwar ausschliesslich und vollstindig, indem die-
selbe fir z einen allgemeinen Ausdruck angibt, welcher simtliche
Wourzeln der erstern und nur solche umfasst.

Als die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Unbekannte z iiberhaupt einen Wert oder Werte habe, konnte man
die Gleichung ab = 0 fiiglich auch die , Wertigkeits“- oder ,,Valenz-
bedingung® fir z nennen. Nur wenn sie erfiillt war, konnte es ein die
Gleichung az + bx,= O erfiillendes Gebiet z geben, war z eines
Wertes fahig, und wenn sie erfiillt ist, musste es auch ein solches
(eventuell mehrere solche) Gebiete geben, denn im letzteren Fa.'lle er-
wies sich jedes durch den Ausdruck bu,+ a,u dargestellte Gebiet als

eines von der verlangten Eigenschaft.

¢) In Anbetracht, dass diese Gleichung ab =0 den Name.n z der
Unbekannten iiberhaupt micht enthilt, kann man sie aber, wie schon

eingangs angedeutet, auch noch unter einen andern Gesichtspunkt
bringen: man kann sie bezeichnen als ,Resultante der Elimination des z

aus der ersten Gleichung az + bz, = 0% unsres Theorefns.
'So oft nimlich eine Gleichung oder iiberhaupt emn System von

ben ist, in welchen eine Gruppe z,9, ... von Sym-

Propositionen gege
P geg s
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b'olen eventuell vorkommt (,eventuell, d. h. nicht notwendig durchaus
vielleicht sogar tiberhaupt nicht), und man leitet daraus durch lo 'sche:
Schliisse solche (eventuell neue) Propositionen ab, welche jenegé m-
bole z,y, ... nicht enthalten, in welchen deren Name gar nicht \Jr’or-
kommt, so nennt man diese letatern Propositionen (sowol sie einzeln
als auch da_s System derselben) ,ein Ergebniss der Elimination von x,
z,l;. - aus Jenem gegebenen Propositionensysteme®. Man sagt: man,
! ;,' ,;mg;:u. Symbole z,y, ... aus dem Systeme herausgeworfen oder
i dEs gjbt ‘hlenach in}.Allgemeinen mehrere Eliminationsergebnisse
e o nimliche Propositionensystem und in Bezug auf die nimlichen
Symbole z,y, ... als zu eliminirende Gebiecte oder ,, Eliminanden,

immef.nc lltxézzzxizenFﬁl:g. wiirde z. B. auch abc = 0 ein solches sein, was
Elim?o:p 1st zu bemerken, das's. man diejenigen von den durch die
. na“lon gewonnenen Propositionen, welche etwa sich als .ana-
l_y:tls.che Pro.p(-)sitionen herausstellen sollten, fallen lisst, und sie”end-
gultlg, definitiv den'l Eliminationsergebnisse nicht zuz:lzﬁhlen pflegt
aus dem Grunde, weil man sonst immer eine unbegrenzte Menge v:u
,,lilchtssage.nd(.en“ Propositionen mit in’s Auge zu fassen héitfe So
((Zl;rf%tez belsbplelsweise die analytischen Propositionen 0=<a, b'=é 1
e ’o-(a"lzl= a,+b,, ete. unserem Eliminationsergebniss ab = 0
zugezii 1t w?rden, obwol auch sie sich als Aussagen iiber a, b
darstellen, die z nicht enthalten. M. a. W.: ¢ ’
o (iiilil::nbfe)l dem. ?ls ,,Batsz's“ der Elimination dienenden Systeme
s R'Zl.fﬁonen . r(lp;)smonen diese nur in Betracht kommen, sofern
P ars1 e.len, dagegen. jbelseite zu lassen sein werden, so-
el by, ana ytls.che Propositionen sein sollten, so fallen auch
s Elmfnatlonsergebmsse nur Relationen in’s Gewicht
o set{;i; I;l;,:;b;l'?e _gelegentlich sehr wichtige Frage, welche Rela-
on e ,ini . (&:wlz)gzg von den Werten der Symbole z, y, . .. zwischen
b }?ece enen Propositionensysteme vorkommenden Gebiet-
tnlenly SE 'Werden, sobald dieses System gilt, m. a. W. welche
dumit das Brog suitir;ir:z Sy;nbolf erfiillen, zu einander eingehen miissen,
ein Wertsystem der Elisli?n?;ld::.erhaupt e iy g
wuslt?:dis‘(‘)lcges Ehmmatlofaserg.ebniss, durch welches diese Frage
%iune) h.Zis t ea;ltwortet Wl'l‘d (in sogleich noch niher prizisirtem
Elimin’ . st 0 as“volle Eliminationsergebniss® oder schlechtweg ,,das
ationsresultat, und sofern es nicht als ein System von R’.’ela-
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tionen sich darstellt, vielmehr in eine einzige Relation zusammen-
gezogen ist, auch ,die Resultante der Elimination®. Dass die An-
wendung des bestimmten Artikels hiebei gerechtfertigt ist, wird dem-
nichst erhellen.

Es bezeichne B kurz das als Basis der Elimination von z,y,...
gegebene System von Propositionen (und zwar Relationen), ebenso
bezeichne R ein Eliminationsergebniss. Dasselbe wird hienach ein
System von Relationen sein (oder auch eine einzige Relation), das
aus B folgt, jedoch die in B (vielleicht) vorkommenden Symbole z,
4/, ... nicht enthdlt; B kann nur andere, in B ebenfalls vorkommende
Symbole, wie a,b,... enthalten (nebst vielleicht noch ganz neuen
Symbolen, die auch in B nicht vorgekommen waren, wie es zum Bei-
spiel unbestimmte Parameter sein wiirden).

Nach der beabsichtigten Erklirung ist B dann ,ein volles Eli-
minationsergebniss“ zu nennen, wenn, sobald R erfillt ist, es sicher
mindestens ein Wertsystem von z,y, ... gibt, fir welches auch B er-
fiillt sein muss.

Ist nun auch R’ ,ein volles Eliminationsergebniss“ in diesem
Sinne, so erkennt man leicht, dass die beiden Ergebnisse R und R’
logisch #quivalent sind, dass sie einander gegenseitig bedingen miissen:
wann R erfilllt ist, wird auch R’ erfiillt sein und ebenso folgt um-
gekehrt aus der Geltung von R’ auch die von R; der Fall, dass zwar
eines von den beiden Ergebnissen, aber nicht das andere, erfiillt ist,
kann nicht vorkommen.

Denn wire zum Beispiel R erfiillt, wihrend R’ nicht erfillt ist,
so gibe es aus dem erstern Grunde ein Wertsystem der z, 9, ... fir
welches auch B erfiillt ist. Da fiir dieses nun also B gilt, so muss
auch R’ gelten, indem laut Voraussetzung R’ als ein Eliminations-
ergebniss aus B folgte. Das Erfiilltsein von R’ widerspriche also der
soeben gemachten Annahme seines Nichterfiilltseins, welche hienach
unzulissig war, zu verwerfen ist. Etc.

Wir sind darum berechtigt, B’ eine blosse Umschreibung von R
zu nennen; zu sagen B und R’ seien wesentlich dasselbe Eliminations-
ergebniss — vielleicht nur in verschiedenen Formen oder Ausdruck:?-
weisen. Wir diirfen R (sowie auch R’) als ,das Resultat der Elimi-
nation“ schlechthin bezeichnen.

In dem besonderen Falle, wo das Propositionensystem B die Eli-
. gar nicht enthalten sollte, wo von vornherein kein
ist leicht zu sehen, dass B selber
aus ihm sein muss; es fillt

minanden Z, ¥, .
einziger von diesen in ihm vorkidme,
das Resultat der Elimination von #,¥, ...
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dann mit B zusammen und ist seine eigene Eliminationsresultante. Denn
erstens ist es ,ein“ Eliminationsergebniss, weil es z, ¥, ... nicht mehr
(genauer: ohnehin nicht) enthilt und doch ,aus B folgt, namlich
seine Geltung mit der von B gegeben ist (Wenn B gilt, so gilt B —
vergl. Prinzip I im Aussagenkalkul); und zweitens ist es das wvollc
Ergebniss, indem, sobald es erfiillt ist, sonach B gilt, es auch Wert-
systeme von z,y,.. geben muss, ,fiir welche B gilt“, dann nimlich
B ohnehin gelten muss, welche Wertsysteme man auch immer unter
Z,9,.. verstehen mag. — Es versteht sich, dass in solchem Grenz-
falle von Eliminiren nur in uneigentlichem Sinne zu sprechen ist, so-
fern man Jemanden, der gar nicht da ist, auch nicht hinauswerfen kann,

Aber auch wenn B von vornherein die Eliminanden Z,Y,... oder
wenigstens einige derselben enthielt, kann es doch mit der Elimi-
nationsresultante I logisch fquivalent sein — und dies bildet noch
eine zweite Art von besondern Fillen bemerkenswerten Charakters.

Trifft solches zu, sodass also micht nur R aus B folgt, sobald B
nur fiir irgend ein Wertsystem der z, Y,... erfiillt ist, schlechthin
gilt, sondern auch, wenn R gilt, B unbedingt gelten muss, mithin
gelten muss fiir jedes belichige Wertsystem der Eliminanden Ly Yyeas
so sagt man, dass letztere ,won selbst aus B herausfallen®. Dann kann
Ja in der That B durch R ganz und gar ersetzt werden. —

Ist die volle Resultante zu einer Gleichung (Basis) nur eine ana-
lytische, Formel oder Identitit, wie 0 = 0, so wird man nach dem
unter &) Bemerkten auch sagen diirfen: die Gleichung liefere, oder
habe, keine Resultante.

Zu allen diesen vorerst theoretisch als moglich erkannten Vor-
kommnissen wird uns die Praxis Beispiele liefern.
Durch die Elimination entlastet sich der Geist, indem er auf seine

Kenntnisse in Hinsicht der Eliminanden zeitweilig verzichtet, dieselben

fallen lisst, von ihnen absieht, abstrahirt, jeweils von solchen Erkennt-

nisselementen, welche fiir die Verfolgung bestimmter Erkenntnisszwecke
unwesentlich, belanglos erscheinen und deren Beibehaltung also ihn
hiebei nur als ein Ballast zu beschweren vermgchte.

§) Kehren wir nach diesen allgemeinen,
von Propositionen, Aussagen und jede Grupp
baren (in gleicher Weise auch auf die Rel
Mathematik iibertragbaren) Betrachtungen,
des Eliminationsresultates festgelegt ist, zuriic

Hier wird in der That die Gleichung

nidmlich auf jedes System
e von Symbolen anwend-
ationen der numerischen
durch welche der Begriff
k zu unserm Theorem 50,).
ab =0 nun als die volle
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Resultante der Elimination von z aus der Gleichung az + bz, = 0 zu
bezeichnen sein, sintemal, wenn jene erfiillt ist, es nach ) auch immer

i i iillen.
Werte von « gibt welche diese erfiil . ' .
i Die erste Gleichung des Theorems exemplifizirt das B, die zweite

i i htungen.
das R der obigen allgemeinen Betrachtung : -
Sollte die vereinigte Gleichung das # gar r.ucht enthalten,o sc;1 V;l!‘d
sie. wenn wir a ihre linke Seite nenuen, die Form a = : ;161‘]‘.
Na’ch Pritherem konnen wir ihr Polynom gleichwol nach # ,entwickeln®,

wodurch sie wird:
ax+azx, =0,

und wenn wir jetzt x wieder regelrecht eliminiren, so ergi-bt sich
aa = 0 oder @ = 0 als die Resultante — somit in der That wiederum

die urspriingliche Gleichung in Bgstﬁtl.gun.g des obel.lBGes.&;ite:O.n o
Ungeachtet der durchgingigen Uberemstxmn:ung gel. eBgel;u e élei.
nination’. .Resultante®, ,Wurzeln“ und ,Auflssung l?d tisc%en Y
(,ie;,’ arithmetischen, wie auf Propositionen dt_as identisc e
i}:a:’:ﬁf;; sich die Anwendung dieser Begriffe in beiden Disziphne
t=}
e ]?jrcslz};lfr??]imetik erweist sich das EliminationsproblemAszv;;l); f]ti (2318
Auflgsungsproblem in bestimmter Weise abhangzg ‘%onGlc(l;;zhu :;en . oa%
Verfiigung stehenden (von einander .m?a.bhanglgen A Gswei;,e B
Verhéiitniss zur Anzahl der zu e].immlrenflen, .bez1e ‘Il(n‘ikul i ik
kannte zu berechnenden Zahlgr'fissgn. Im 1dent}s’(::x<3:3r ;' au,,
Gebiete, ist dieses, wie sich zeigte, durchqus‘ nicht . s
In’ der Arithmetik kann man aus emers f}lew ur.ngh e
imini — sofern die Resultante wieder eine Gleichung W e, 4
ehmmll’_en li ” sich z. B. im Gebiet der positiven Za.hlen ein sgder
Eﬁifzdlfv%: ale;seb a.uch. als die Resultante der Elimination des z au;
DI ] 5
Gleic?ﬁf igt _—x;icl})ntj- inﬁ :tl:;;zl,l:fl.s] einer (synthetischehl? Gle(ilti:iluix:lg ;;:ee:;t:z
i benzahlen
abzizﬁ:::’ v;?;]i}tjenzii Ziﬁﬁ.ﬁ?hl;:;?elzuﬁzg nicht na’ch den Regeln der
vor .

: : ihr herausfallen. . e
S V;l)ll'l siila?tiznaursni;glrich sei, diirfen erstens die ggge’t::ﬁ::hl(}gzr
h uDimel;cnam;];' nicht widersprechen und muss zwlellilizlxlls k:i;ue a:us den
’ ungflﬁ,n ;cen® Gleichungen (d. h. solcher von h‘ived(; st ke g

,i’iltl:-?gen fi):llit), um eins grosser sein‘azis é{le ?::mg.er S ithiotil indnstons
Um eine Grosse zu eliminiren sind also destens n + 1 Gleichungen.

: i fssen min ; i
awei Gleichungen exforderlich, fir » 310s us einer Gleichung jedes beliebige

s nn schon a 5
Im identischen Kalkul kann wie eines, so auch mehrere nach

. e -den, und gleich Sy i e
Gebietsymbol eten A, WEphE f einmal (eine Aufgabe die wir 4
einander oder auch 2 (OmPo, 'eiuist das Eliminationsproblem ganz allgemein

e iti ssst sich eine be-
betrachten haben werden) s g
0: j liebigen Menge von Irope o g
i?sgqgr; (i':llspl;]:d:fmbes;nfolen jedoerzelt eliminiren. Nur wird die
iebi
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tante nicht immer eine Relation sein, sondern manchmal nur eine analytische
Proposition, eine Identitit. :

Soll in der Arithmetik ein System von Gleichungen nach einem System
von Unbekannten auflosbar sein, so darf die Anzahl der unabhiingigen
Gleichungen nicht grosser sein, als die Anzahl der Unbekannten und diirfen
auch keine den andern widersprechende Gleichungen mit vorliegen.

Im identischen Kalkul darf sie beliebig gross sein.

Eine Ahnlichkeit zwischen beiden Disziplinen erblicken wir aber darin,

dass hier wie dort das Auflsungsproblem nicht unbedingt, nicht in allen
Fillen losbar ist.

In der Arithmetik erscheinen durch die Gleichungen die Unbekannten
nicht vollig bestimmt, sie bleiben teilweise willkiirlich, die Auflésungen
sind vieldeutige, jedenfalls dann, wenn (Auflosbarkeit vorausgesetzt) die An-
zahl der Gleichungen kleiner ist, wie die der Unbekannten.

Im identischen Kalkul ist die Auflosung in der Regel eine mehrdeu-
tige, auch schon bei einer Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten,
und mit andern Problemen als mit einer Gleichung ersten Grades kénnen
wir hier zuniichst iiberhaupt nicht zu thun haben.

7) Um fiir die Anwendungen das Th. 50 .) sich einzuprigen, merke
man (einerseits):

Die Resultante der Elimination eines Symbols, einer Unbekannten z,
aus emer rechts auf O gebrachten links nach dieser entwickelten Glei-
chung ergibt sich, indem man das Produkt der Kocffizienten von dieser
Unbekannten und ihrer Negation gleich O sefzt.

Man kann aber — auf zwei Arten — der Gleichung eine solche
Form geben, dass dic Elimination sich schon vollzieht, indem man ein-
faclh den Eliminanden und seine Negation ausstreicht, unterdriickt.

Einmal némlich trifft dies zu, ' Ebenso trifft es zu, wenn man,
wenn man die linke Seite der Glei- | die linke Seite wie frither entwickelt
chung als Produkt schreibt, sie in | lassend, die Gleichung rechts auf 1

ihre ,letzten Faktoren® zerlegt. So = bringt — vergl. Th. 32).

wird sie:
(@+z)b+2)=0
und unterdriickt man hier die zwei-
ten Glieder der Binome, so ergibt
sich in der That die Resultante:
ab=0.

Fir ax+bz, =0 haben wir
dann zu sagen:

az+bx =1
- und wird durch Loschen von

| und 2, hier in der That entstehen:

a+b =1,
eine Gleichung die mit der Resul-
tante ab =0 nach Th.32 und 36)

dquivalent ist.

Stellte man aber, wihrend die Gleichung rechts auf 1 gebracht ist,
zugleich auch die linke Seite als Produks dar, schriebe man also:
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(@, +z) (b +2)=1,
so trife die letzte Regel nicht mehr zu, ebensowenig, wie es bei der
urspriinglichen Form der Gleichung
ar +bx, =0

der Fall war — indem ja nach derselben filschlich ab =1, resp.
a+b =0 entstehen wiirde. —

Ein bequemeres Eliminationsverfahren als das Fo.rtla,ssen, Au:—
loschen, die Tilgung der Eliminanden ist nun iiberhaupt nicht de'nkbar. )

Es ist deshalb bei Eliminationsaufgaben mitunter Yortellhaft .zu
operiren mit rechts auf 1 (anstatt auf 0) gebrachten Glelch}mgen (in-
dem man links Aggregate, nach wie vor, Produkten vorzieht). Be-
sonders wird dies — auch noch aus einem andern Grunde: der Inter-
pretation halber — im Aussagenkalkul sich empfehlen.

@) Lautet
f@) =0 |
eine nach z aufzulosende Gleichung, so entsteht durch Entwickelung

des Polynoms derselben nach z gemiss Th. 44)):

f(l)'x+f'(0)-x,=0
f(0) - f(1) =0

die Resultante der Elimination von z und zug]e.ich die" Be..'ding‘:mlgt fi;lrr
die Auflsbarkeit der Gleichung nach z und fiir ihre mdgliche Geltung.
Die Auflosung selbst wiirde heissen:

z=f(0) -, + (1) %

und ist daher:

t) Von praktischem Nutzen ist noch diese Bemerkung. VI\.’ir.sc;:;z:;len
beim Eliminiren bisher das Polynom der Gleichung als beziiglic ;:
Eliminanden # (durch Entwickelung nach demselben) homogen gemac

. 2 X sngio
voraus. Von dieser Voraussetzung ist es vorteilhaft, sich unabhingig

zu machen. Ist nimlich:
ax +bx,+¢=0 i+
die Gleichung, aus welcher z zu eliminirt?n ist, vlvo. (i{edll:l:l the;l: s
nicht homogene lineare Funktion jetzt emn Abso l:ltg ie "
wiirde diese Gleichung, homogen gemacht, lauten:
(a+c)x+(b+c)x,=0

und giibe nach der Regel:

*) Die Bemerkung ist
Ladd gemacht und von Mr.

i 88
wol, unter Leitung von Mr. Pelrce, zuerst von M
]

Mitchell noch weiter ausgedehnt worden.
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(@+¢)(b+c)=0
als die Resultante. Diese vereinfacht sich aber zu:
ab+¢=0 oder ¢+ab=0.
Daher kann man merken: Das Absolutglied (Aggregat der Glieder
welche # und z, nicht zum Faktor haben) gekt jeweils unverdindert in
die Resultante iiber; es braucht demselben nur noch das Produkt der

Koeffizienten hinzugefiigt zu werden, mit welchen # und #, urspriing-
lich behaftet sind.

%) Ist nun bei einer Gleichung az + bz, = O die Bedingung fiir
ihre Zulissigkeit oder Auflosbarkeit, die Valenzbedingung fiir 2 oder
Resultante seiner Elimination, erfiillt, so handelt es sich auch noch
darum, den allgemeinsten Ausdruck fiir die Unbekannte oder Wurzel
z der Gleichung jederzeit richtig herstellen zu konnen. Es ist zu dem
Ende nicht praktisch, etwa nur die Formel

z=bu, + au

auswendig zu lernen, schon weil in einer solchen die fiir die Unbe-
kannte (), die Koeffizienten (@,?) und den Parameter (x) zugrunde
gelegte Bezeichnung sehr hiufig kollidirt, in Konflikt gerit, nicht
stimmt mit denjenigen Bezeichnungen welche gegeben sind in den Pro-
blemen auf die der Satz angewendet, fiir welche er verwertet werden
soll. Es empfiehlt sich deshalb, dass man die durch die Formel der
Auflosung (allerdings am kiirzesten) ausgedriickte Regel sich oben-
drein in Worten einpriige, und merke man darum (andrerseits):

Um nach einer Unbekannien eine Gleichung aufoulisen, nachdem
dieselbe rechts auf O gebracht, links nach der Unbekannten entwickelt
und als auflosbar erkannt ist, sefze man die Unbekannte gleich der
Negation ihres Koeffizienten multiplizirt mit einem unbestimmiten Gebiete,
plus dem Kocffizienten ilwrer Negation mal der Negation dieses Gebietes.

Fiir die Gleichung

az+bx, =0, wo ab=0
ist, hat man also die Wurzeln z, neben welchen auch deren Negation
angegeben werden mag:
%) *=au+bu, z=au+bu,

worin man wegen der Willkiirlichkeit von « natiirlich auch « und
hiitte vertauschen konnen.

2) Die Auflosungen lassen sich nun aber auch moch in folgenden
Formen schreiben:

) t=btau=qab+uw, z=>~b(a+u)=a+bu,
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welche dadurch bemerkenswert sind, dass sie ein Operationsglied weniger
enthalten, mithin einfacher erscheinen.
Um zuniichst diese beiden neuen Formen fiir z aufeinander zuriickzu-
fiithren, bemerke man, dass wegen ab =0 hier
b=1-b=(a+a)b=ab+ab=0+ab=ab,
oder auch riickwirts: a,b = b sein muss; und dhnlich auch, dass ab, = a.
Mit der vorhergehenden nach u homogenen Form =) bringt man so-
dann die Darstellung 1), z. B. 2 =70+ ¢,u in Zusammenhang, indem man
rechts nach » entwickelt, wodurch sich ergibt:
x=0b(u+u)+ au=>0u + 0+ a)u
Nach Th. 33,) Zusatz ist aber jetzt b +a, =, +ab=0¢,+0=g¢,
— wie denn iiberhaupt wegen a =€ b, oder b =< a, hier:
ab,= a, ab="0, a+b=a, a+b=m",
schon mach Anm. 2 zu Th. 43) folgt — und erhalten wir die frithere Form
z=bu, + au
aus der letzten durch Einsetzung jemes Wertes a, fiir b+ a, Umgeke:hrt
erhilt man aus dieser jeme, indem man a, durch das wegen ab =0 ihm
gleiche @, + b ersetzt und darnach die Glieder mit b zusammenzieht, d. h.
die eben vollzogene Umformung nun riickwirts ausfiihrt.

) Nach allen in ihr vorkommenden Symbolen rechterhand ent-

wickelt lautet unsre Losung:
z = (ab + ab)u, + (a,b + a,b)u = a,by, + (ab+ab)u,
©) {x, = (ab+ a,b)u, + (ab + ab)u = (ab, + a,b)u, + abu,
wie sich aus %) leicht nach Th. 44,) ergibt, am bequemsten abe.r
direkt, indem man in %) den einen (mit b nicht ?ehafteten) Tel:m.lflrlt
b+b, den andern (von @ mnoch freien) Term 'nnt a + a, multiplizirt.
Die Ausdriicke w) konnten hinwiederum auch in:
z=ab+abu=a®+ub),
V) {xl:: abl + alblul = bl(a + ulal)

isi noch entwickelt blieben.
zusammengezogen werden, wobei sie nach a, b

eine , Herleitung®, der die Auflosung

. istischen Beweis
£) Einen heuristischen ,h x) — habe ich in meinem Opera-

leistenden Formel 1) — somit auc
tionskreis? gegeben wie folgt.

Soll az + bz, = 0 sein, Wi : :
Bestand und die Auflésbarkeit dieser Gleichun

wie schon unter 49,) erwihnt, fir sich:
az=0 und bz, =0

geniigt man nach Th. 43) Zusatz auf die

hrend die Bedingung ab = 0 fiir den
g erfiillt ist, so muss,

sein. Der ersten Forderung
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allgemeinste Weise, indem man z — va, setzt, wo v ein unbestimmtes
Gebiet bedeutet. Darnach folgt dann

r=v+a, bz, =0bv+ab=>bv,+0=by,

und um nun auch noch die zweite Forderung zu erfiillen, braucht man
nur mehr v, so zu bestimmen, dass by, = O ist. Darnach folgt in
gleicher Weise:
v, = wb,, v=w,+b,
Wo w, ebenso, wie urspriinglich w, ein unbestimmtes Gebiet vorstellt.
Hiermit ist gefunden:
z = (w, + b)aq,

und dies ist die eine der unter 1) fir die Losung angegebenen For-
men, wenn man noch den Namen w, des unbestimmt bleibenden Ge-
bietes durch den Namen u ersetzt. Fiir dieses z — a,(u + b) stimmt
nun, wie schon (indirekt) erkannt (und auch wieder direkt leicht nach-
weishar wire) die Probe: es erfilllt die aufzuldsende Gleichung bei
beliebigem .

Das Ergebniss muss darnach die vollstindige Auflosung darstellen.
Denn jede Wurzel z der Gleichung muss wie erkannt diese Form
haben, und jedes # von dieser Form ist eine Wurzel der Gleichung.

Ubrigens ist zu bemerken, dass unser Th. 50,) obwol in den vor-
liegenden Gestalten erst von mir ausgesprochen, hergeleitet und bewiesen,
im Grunde doch nichts anderes ist, als das Haupttheorem im Boole’schen
Werke?, nur gereinigt von allen arithmetischen Beimengungen und von
der spezielleren B oole’schen mitausgedehnt iiber die allgemeinere Je-
vons’sche Addition, demgemiss auch nicht unerheblich vereinfacht.

Im Gegensatz zu noch andern eventuell zu besprechenden Methoden
zur Bewiltigung des Auflgsungs- und Eliminationsproblemes werde ich da-
her die auseinandergesetzte (nach einem auch schon von andern Seiten vor-
liegenden Vorgange) ,die von mir modifizirte Boole’sche Methode“ nennen
(»Boole’s method, as modified by Schrider®). Beziiglich dessen unmodi-
fizirter Methode vergleiche § 25, Ende.

0) Beabsichtigen wir Anwendungen des Theorems 50 ,) im Klassen-
kalkul, so muss noch ngher erwogen werden, wic daselbst der unbe-
stimmte Parameter w zu interpretiren, wie also die Formel der Auflosung :

r=bu +au oder z—5b+ ua,
i der Wortsprache darzustellen sein wird.

Jene Formel unmittelbar in diese zu iibertragen, gemiss den in
§ 8 und 16 erbrterten Regeln, erscheint misslich, in Anbetracht, dass
u allemal einen unbestimmten Bruchteil: »hichts, oder einiges (etwas),
oder das ganze (alles) von der mit ihm multiplizirten Klasse heraus-
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schneiden wird. Ein Ausdruck wie: ,was b und nicht etwas Gewisses
oder auch nicht a aber gleichzeitig jenes Gewisse ist“ entbehrt doch
wol der wiinschenswerten Durchsichtigkeit. Auch passen Subsumtionen
sich bequemer der Wortsprache an, als wie Gleichungen.

Dem Mangel wird leichtlich abgeholfen, indem man auf die Form
49,) des Theorems 50,) zuriickgeht.

Jenes Theorem statuirte, dass die Gleichung

ax+bx, =0

auch dquivalent ist dem Paare der Subsumtionen:

bz und z=£a,

oder — mnoch einfacher geschrieben — der Doppelsubsumtion:

b€Cz=Ca,.
Demnach werden die beiden zusammengiiltigen Aussagen:
»Alle b sind z, und kein z ist a“
mit Worten die ,,Auflosung® der Gleichung ax + bz, = 0 nach der Un-
bekannten z leisten.

In der That erscheint in diesen Aussagen die Unbekannte z a'uf
der einen Seite, als Pridikat resp. Subjekt einer Subsumtion, isolirt,
wihrend auf deren andrer Seite nur bekannte Terme, gegebene Klassen
stehen — und dieses muss als das Charakteristikum der ,Auflosung”
fir die Wortsprache angesehen werden. it i

Auch wenn wir eine Gleichung fiir die Wurzel haben — wir mogen
sie fiir den Augenblick kurz mittelst # — ¢ darstellen — .kt'mnte die-
selbe ja mit Worten nur in Gestalt der beiden Subsumflonen c£z
und =€ ¢ — vergl. Def. (1) der Gleichheit — ausgedruc'kt wer(.ien,
welche wesentlich von dem eben beschriebenen Charakter sind. [Diese
wiirden sich auch wieder in eine Doppelsubsumtion ¢ =<z =< ¢, oder

x, zusammenziehen lassen.]

auc}lzllfd?:gés ’wﬁre hier die ,andre” Seite, fias aus den bekaPnten
Klassen zusammengesetzte Subjekt oder Prédikat der Subsun‘ltxon.en,
beidemal das miimliche: ¢, was vorhin nicht der Fall war. Es wird s1clf
aber im Hinblick auf den obigen Satz 49 "f) oder o) empfehlen, bzz
dem Begriff der ,verbalen Auflosung” von dles.c.er Anforderung Ign:iganz
zu nehmen, ja den Begriff der ,Auflosung® iiberhaupt eben dadurc

zu erweitern.

g )

Zu demselben Er ebnlsse kann man auch von den F or lneln %) Of ler

‘L) aus, d- h auf dem Um W ege ubeI dlese Darstellungen del‘ &F urzeln, ver-
¢ e

i s 48) gelangen. :
mltteg;rgZihTiﬁe?;n'll‘hat 311538 @ = bu, + a,u zwischen dem Produkte und

der Summe seiner Koeffizienten liegen, und sich in Gestalt von:
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) = ab+ w(a,+)

auch darstellen lassen — vergl. Th. 47), zweite Form; m. a. W, die Glei-
chung ist #quivalent dem Subsumtionenpaare:

ab<z, z£a+b.
Wegen ab = 0 haben wir aber, wie bereits gezeigt:

ab="0 und @ +b=naq,

b<zr=<a, q. e d

F_}benso sieht man den_l Ausdruck 2 = b + ua, augenblicklich an, dass
er zwischen b un.d b+ a, irgendwie gelegen, welches letztere sich aber da
Wo ab =0 ist, in a, selbst zusammenzieht.*)

also wieder

)

' “9) Es ertibrigt, dass wir uns noch vollends tiber die »Determina-
t1.on des Auflgsungsproblems orientiren, vor allem, dass wir uns iiber
die Frage klar werden, wann die Gleichung nur eine Wurzel besitat,
wann dagegen mehrere; in welchen Fillen sie gar keine Wurzel hat,
wurde bereits festgestellt. |

Wenn ein Gebiet z durch eine gegebene Gleichung
az+bxr, =0
ausschliesslich bestimmt ist, wenn an z keine andern Anforderungen
gestellt werden, als dass es eben diese Gleichung erfiille, m. a. DVV.
wenn z geradezu definirt erscheint als die Wurzel dieser Gleichung,
dann bleibt in unsrer Formel fir die Auflosung: ,

Z=a,u + bu,,
das unbestimmte Gebiet % vollkommen beliebig oder arbitrir.
Die Wurzel z ist dann in der Regel nicht ein Gebiet, sondern —
kann man sagen — eine ganze Klasse von Gebieten, die sich eben

aus unsrf:r Formel ergeben, indem man dem % alle moglichen Bedeu-
tungen (in der Mannigfaltigkeit der Gebiete) beilegt.

) 6) Je. nachdem .élie Werte der gegebenen Koeffizienten a, b be-
s affen sind, kann indess auch der Fall eintreten, dass alle Werte
dieser Klasse zusammenfallen, sich auf einen einzigen reduziren.

&

e 5 “) In del? Formen b =’é Z =€ a; + b habe ich in meinem Operationskreis ®
o uossung bei den Boole_ schen Problemen jeweils mit Worten gedeutet, jedoch
v:isis cl;ima. S:;Ib-St ?.ls eine ,,at%f die Interpretation beziigliche Bemerkung*‘ —
. g hp s ort m_cht mitgeteilt, da ich mich in jener Schrift immer nur der
Thele4 helts.zelche-n bediente. Ich wiisste demnach kaum zu sagen, wem nun das
Mccfﬁ) :1geniih<;h zuzu.schrelben wire. . Von spiitern Schriftstellern kommt ihm
e - am niichsten, Tndem er nach seiner in § 27 dargelegten Methode die

sung in Gestalt der beiden Subsumtionen: b =€ 2, a =€ z, gewinnen miisste. —
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Sicher tritt dies, weil nach Th. 49,) 2 zwischen b und @, gelegen,

ein, wenn
b=a,, somit auch a=29,

ist, oder, da diese Bedingung, rechts auf O gebracht, als

ab+ab, =0
sich darstellt, wenn nicht nur die Auflosbarkeitsbedingung ab = 0,
sondern auch daneben noch die Bedingung a,b, = 0 erfiillt ist.

Wir haben in diesem Falle:

z=ab=b=>b+a =aq,
als die einzige Wurzel der aufzulosenden Gleichung, deren verschiedene
Ausdrucksformen der Leser mit Riicksicht auf die angefiihrten Rela-
tionen, soweit es nicht bereits geschehen, leicht auf einander zuriick-
fihren wird. In der That fillt dann aus allen Formeln fiir die Wurzel
% das unbestimmte Gebiet u von selbst heraus, wie auch direkt bei
einer jeden von ihnen — am leichtesten bei ») — zu sehen ist.

Jene Bedingung b = a, ist aber nicht nur hinreichend fiir das
Zusammenfallen simmtlicher Wurzeln, sondern auch notwendig fiir
dieses. Soll nimlich # = bu, + a,u unabhingig sein von u, so muss
es insbesondre fiir w =0 auch denselben Wert annehmen wie fiir
w=1, d. h. es muss b=a,, sonach da ab ohnehin =0 ist, auch
a,b, = 0 sein. Also:

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Gleichung
eine und nur eine Wurzel habe ist: dass die Koeffizienten Negationen von
einander seien.¥)

Thre Wurzel ist dann eindeutig bestimmt, die Unbekannte nim-
lich gleich dem Koeffizienten ihrer Negation (oder der Negation ihres
Koeffizienten) in der Gleichung.

Fiir diesen Fall kommt in der That die Gleichung

az +ax,=0 oder bz+br, = 0
nach Th. 39) auch direkt auf 2 = @, = b hinaus. — !

In jedem andern Falle ist die Wurzel durch die Gleichul.lg mcl.lt
vollkommen bestimmt, vielmehr die Auflosung (unendlich) v1el-deutxg
(,inendlich“ nur in dem Falle nicht, wo die Klasse, das Gebiet a,b
aus einer begrenzten Menge von Individuen, Punkten bestiinde).

v't) Wir erwihnten bereits, wann w arbitrir bleiben wird.

b, — 0 ist die Bedingung dafiir, dass micht
dass micht weniger als

#) Man kénnte auch sagen: @, ] i i
mehr als esne Wurzel, sowie ab =0 die Bedingung dafiir,

eine (dass nicht gar keine) Wurzel existire.
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Sobald hingegen ausser der Gleichung az + bz, = 0 iiber % noch
anderweitige Information vorliegt, so wird die Variabilitit von u ge-
wissen Einschrinkungen unterliegen.

Erledigen wir noch die Frage, welche Werte dem u zugeteilt wer-
den diirfen, wenn 2z einen bekannten Wert hat oder einen gegebenen
Wert erhaiten soll, der jedoch immerhin der Gleichung az +bx, =0
geniigt.

Die Antwort ergibt sich, indem man unter letaterer Voraussetzung
die Gleichung bu, + @,u = z nach der Unbekannten » auflost. Zu dem
Ende hat man diese Gleichung rechts auf 0 zu bringen — cf Th. 39)
und 46): (b, + au) + z, (bu, + a,u) — 0,
links nach % zu ordnen:

(@2 +a,2)u+ (b +ba)u, =0
und nunmehr das Th. 50) selbst anzuwenden.

Als Resultante der Elimination des # ergibt sich:

(az +a,2,) (bz + ba,) = abz + abz, =0,

und ist diese wegen der vorausgesetzten Relationen az — 0 und bz, =0
von selbst erfilllt. Darnach berechnet sich:

U= (b +bz), + (a,x + az)v, U= bz +b,2)0, + (az + a,2,)v,
WO nun v ein arbitrires Gebiet bleibt,

Machen wir mit diesen Ausdriicken die Probe der Auﬂ(')'suﬁg, von der
nicht ganz leicht zu sehen ist, dass sie wirklich stimmt,

Zunichst ist zu bemerken, dass man durch Tilgung der Terme

az und bz, schon die aufzulésende Gleichung hitte vereinfachen kon-
nen zu:

4z +bru, =0,
und dass ebenso bei u der zweite, bei u, der dritte von den vier Ter-
men in Klammer wegfillt,
Indem man diese vereinfachte Gleichung gemiiss Th. 50) nach der

Unbekannten aufloste, ergiiben sich fiir 4 und u, die noch ein-
facheren Ausdriicke:

v) U=">bzv,+ (a+x)v, U= 0+z)o + a,z,v
welche auch aus den vorigen durch einen Kunst
man z. B. oben bei u in der zweiten Kl
0 ist, zufiigt und Th. 33,) anwendet.
Nun wird:
au+buy = abxv, + arv + by, + abaw,

von welchem Ausdruck wir einzusehen haben, dass er (bei beliebigem v)
gleich 2 sein muss,

griff ableitbar, indem
ammer den Term az, der ja
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Wegen bz, = O fillt zunichst der letzte Term fort, und fir den vor-

letzten konnen wir ebendeshalb schreiben:
by, = bo,(z +2,) = bo,@ + v,bx, = bo,z + 0 = boz.

Alsdann tritt z als gemeinsamer Faktor heraus, und sein Koeffizient wird:
(a,b, +b)v, + a,0 = (a, + b)v, + a,0 = (a, + ab)v, + a,0 = 0,9, + 0,0 = a,,
da ja ab =0 ist.

Hiemit ist denn gefunden:

au+ bu, = a,z, :
und bleibt nun blos noch in Betracht zu ziehen, dass wegen az = 0 in
der That:
ar=az+ar=(aq+a)r=1-2=z

sein muss. : :

Die Probe mit den Ausdriicken v) stimmte also fir jede Bedeutung

yon v. - : h
Der Parameter w der Auflosung z = a,u + by, unsrer Gleic ux;g
az + bx, = 0 st hienach be: gegebenem z im Allgemt?lnen weder voll-
kommen beliebig noch wvollkommen bestimmid. Vielmghr ist aus den Dar-
stellungen v) fiir denselben zu ersehen, dass er zwischen b,z und e+
liegen muss, in Formeln, dass:
®) brlua+z ; .
und dazwischen kann er auch jeden Wert zugeteilt erhalten, ‘Wwie man
durch Anwendung des Th. 47) auf die Funktion, welche u hier von v
ist, erkennt.
g ko i : ter » nur wer-
ollig belicbig konnte bei gegebnem z der Paira.me :
den xv)vezzllz»gx ; Owund a+2z =1 wire. Bilden. wir :'zb.er aus .dﬁesen
Relz;,tionen unld der vorausgesetzten ax + bx, = 0 die vereinigte Gleichung,
so erhalten wir:
(@a+b)z+ (a,+b)z, =0,
woraus durch Elimination von « entsteht:
(a+10,) (a,+b) oder ab+ad =0, o
it wi ter ¢) behandelten
— ie b = a., womit wir auf den schon un :
g‘.allll.v(:rwiegz;n s:vvevxl'gen, in v!vzelchem die Wurzel z vollkommen bestimmt war.

V) Villig bestimmt kinnte dieser Parameter w nur sein, :)venn
br=a+z, d h az:- br+(a+2) +.'.1:,) = , s
oder ax, + bx = O noch wire, im Ganzen also, d. h. im Verein mi
urspriinglichen Gleichung, wenn:
az + bz, +ar, + bz =0,
Ode? (a+b)(x,+a})=a+b=0,

mithin sowol @ = 0, als b= 0 wire.
ScHRODER, Algebra der Logik.
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In diesem Falle wiirde durch die aufzulgsende Gleichung:
0-24+0-2 =0
offenbar « vollkommen unbestimmt gelassen, und miisste in der That o — z
selbst genommen werden, falls hier die Formel

a:=bu,+a,u=0-u,+1 - U
noch die Auflssung darstellen sollte, ; ;
Augenscheinlich ist jedoch dieser Fall nur ein Grenzfall von sehr spe-

m Charakter und untergeordneter Wichtigkeit, der wol kaum besonders
"gemerkt zu werden braucht,

®) Jedenfalls ist, wie aus ®) nochmals und schon aus ) ersicht-
lich, die Annahme u — 4 selber fiir den unbestimmten Parameter ge-

nigend, wm einen gegebenen Partikularwert = aus dem allgemeinen Aus-
druck der Wurzeln hervorgehen zu lassen. ' '

§ 22. Fortsetzung, aueh fiir mehrere Unbekannte, :

Nachdem vorstehend das Auflsungs- sowie das Eliminationspro-
blem fiir eine Unbekannte erledigt ist (insoweit als gegebene Propo-
sitionen nur Subsumtionen und Gleickungen in Betracht kommen),

fassen wir den Fall in’s Auge, wo mehrere Unbekannte vorliegen.
Diese werden, wenn sie in einem Propositionensysteme vorkamen,
in der Regel auch in dessen vereinigter Gleichung auftreten. Wenn
nicht — so fallen sie aus dem System von selbst heraus, da mit
diesem ja die vereinigte Gleichung logisch fiquivalent ist. Wird diese

stehen bleibende Gleichung sich als »falseh“ herausstellen, so war das
ganze Auflosungsproblem unmoglich; andernfalles aber bleiben die

herausfallenden Unbekannten zu beantworten,

Seien z, y, z,... die in der vereinigten Gleichung auftretenden
Unbekannten. So wird die linke Seite derselben sich nach jeder ein-
zelnen von diesen, sowie nach allen zusammen entwickeln lassen.

Man kann nach der (vollstiindigen) Resultante der Elimination

Irgend einer von ihnen, oder einer Gruppe derselben, oder auch von
allen miteinander fragen.

Hier gilt nun der Satz:

 Zusatz 1 zu Th. 50). Die Resultante der Elimination simtlicher
Unbekannten wird erhalten, indem man das Produkt der Koeffizienten
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des mach denselben entwickelten Polynoms der Gleichung gleich O setzt.

[Ausdehnung von 7) des § 21.] :
Wir beweisen den Satz zunéchst fiir irgend zwei Unbekannte z, .

Nach diesen entwickelt hat die Gleichung die Form:

) azy +bxy, + cxy +dzy, =0,

oder nach 2 geordnet:

ﬁ) (ay £ b?/|)x t (cy + dyl)xl =0,

desgleichen nach y geordnet:

?) (az + cz)y + (be + dz)y, = 0,

wobei die Koeffizienten a, b, ¢, d nun noch die iibrigen Unbekannten
lten konnen.

% ..E?:::iﬁirr%uizztex e;ﬁ‘;f so kommt nach schon bekannter Regel:

) (ay +by,) (cy+dy)=0 oder acy+bdy, =0,

und wenn hieraus jetzt y eliminirt wird:

acbd =0.

Eliminirte man aber zuerst y, so kime
7) (az +¢cz) (bx +dx)=0 oder abx+cdz,=0

woraus durch Elimination von 2 entsteht:
abed =0
— das ist wesentlich dasselbe wie vorhin. :

0) Es ist also zuniichst gleichgiiltig, ob man erst z, dann y, oder
ob man erst y, dann z eliminirt. ' .

Die geflfllidene Relation abecd = 0 muss nun aber auch‘ die I\;olle
Resultante bei Elimination des Paars von Ge‘fneten @, y sein. - tenn
wenn sie erfillt ist, so gibt es jedenfalls (mindestens) ein Ge 1e2-1x,
welches die vorhergehende Gleichung er.fiillii — vergl. 9) c(lles 8§ tezl.
Weil diese aber die Resultante der Elimination von y aus der ers 5
Gleichung vorstellte und somit (fiir das geda_chte z) erﬁil.lt ist, so fg;lt.
es (zu diesem) nun auch ein y, welches die erste lCi'rlex.c};ung. ;r lll'ch

i i tion abed = O erfiillt ist, sicherli
Sonach gibt es, sobald die Rela : bop e
1 i die urspriingliche Gleichung
Wertepaar von z, y, fir welches. i
2; wi:; elc)la h diese’R,ela.tion ist die (volle) Resultante der Elimina-
gid. B ;
tion von z und y zugleich. : .
i i ter schliessen.

In dieser Weise kann man weit - ; :

Unbekannlten z, y, ¢ entwickelt hat die Gleichung die Form:

=0
azyz + bays, + cuy,? + dzy,z, + ex,yz + [£,y2, +9%Y,7 + b gae=(

und gibt die Elimination von z:

Beziiglich dreier

30*
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o (azy + czy, + ex,y +gx,y,) (bxy + dzy, + fzy + hzy) = o,

abzy + cdxy, + efr,y +ghzy, = 0.
Hieraus aber folgt durch Eliminiren von Y nebst  nach der vorstehend
schon bewiesenen Regel sogleich:
abedefgh =0,
und dasselbe wiirde (nur mit umgestellten Faktoren) sich auch er-
geben haben, hitte man zuerst z nebst Y, hernach z eliminirt.

Man schliesst nun, wie vorhin, dass diese Relation die volle Ré—
sulta1.1te der Elimination von z, ¥, 2 sein muss. Denn ist sie erfiillt
so gibt es mindestens ein Wertepaar von z, y, fir das die vorher-,
gehent?e Gleichung und zu diesem dann’auch einen z-Wert, zusammen
a:}so ein Wertetripel von z, Y, 2, fir welches die erste Gl’eicbun -
fiillt ist. o
s l\gi%:;r}ll :konnte auch zuerst # und y auf einmal eliminiren; so er-
= (az + ex,) bz + fz,) (cx + 9z) (dz + hz) = 0

abedz +efghz, = 0,

woraus dann durch Elimination des z wiederum dieselbe Resultante

folgte — desgleichen, falls i
3 man etwa in umgekehrter Ordn t
hernach y und .z miteinander eliminirte, B

o e;?kﬁs z'stdalso auch gleichgiiltig, ob man die Gruppe z, y und
: " S .

oy » oder ob man z fiir sich, und die Gruppe y, z auf einmal
naCthn sieh.t: d]zts Eliminiren von Symbolen ist in Bezug auf diese —
P ene kommutative wnd — nach &) — auch eine assoziative
wlb Wlolllte? man vollkommen griindlich sein, so hitte man auf die-
- (2 alle in Anhang 3 iiber die Multiplikation angestellten Betrach-
. 1;g'.nkzu libertragen — dhnlich, wie dies auch in Bezug auf das
UE v:tlc eln der Fal} war — vergl. § 19 Zus. 1 zu Th. 44). Und diese
M e ragung unterlige auch nicht der geringsten Schwierigkeit, indem
unieerwzhnten Betr?,chtungen einfach Geltung behalten, falls man nur
eine: gﬁ, ;.mst:a.tt ein Produkt, voriibergehend versteht: das Ergebniss
b s Smmat1_on vc:ln aigb — aus irgend einer bestimmten Elimina-

— resp. der i i i
et P (}; ' ntwickelung nach q, b von irgend einer be-
Aber auch schon darum il i

» on. » Weil in unsrer resultirenden Relation
keine Unbekannte hinsichtlich ihres Koeffizienten (oder desjenigen —ihlr(;r
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Negation) bevorzugt erscheint (desgleichen keine Gruppe von Unbe-

kannten und Negationen solcher, kein Konstituent der Entwickelung),
m. a. W. schon aus der Symmetrie dieser Relation (in Bezug auf die
den verschiedenen Konstituenten zugeordneten Koeffizienten) ist zu er-
sehen, dass die Reshenfolge und Gruppirung, in welcher die Eliminan-
den beseitigt werden, dass die ganze ,Anordnung des Eliminations-
prozesses gleichgiiltig sein muss fiir die zu erwartende Resultante.

Genauer:

Zusatz 2 zu Th. 50). Es ist fiir das Ergebniss ohne Belang, in
welcher Reihenfolge man aus eier Gleichung die verschiedenen Unbekannien,
sei es eimzeln, sei es in beliebigen Gruppen eliminirt, auch einerlei, in
welchen Gruppen, und ob man sie successive oder ob man simtliche Un-
bekannte auf einmal eliminirt.

Da das Entwickeln nach vielen Symbolen zugleich 8. 416 eine er-
miidende Operation ist, bei welcher leicht auch Versehen mitunter-
laufen, so wird man behufs Elimination einer Gruppe von solchen am
besten so verfahren, dass man erst eine Unbekannte allein eliminirt,
z. B. z. Die Resultante wird nur noch die iibrigen Unbekannten y,
2, ... enthalten. Aus dieser wird man hernach eine zweite von den
Unbekannten eliminiren, z. B. y, aus der so gewonnenen neuen Resul-
tante eine dritte z, und so weiter fortschreitend nach und nach die

simtlichen Unbekannten.

¢) Auf Grund des Zusatzes 1 zu Th. 50) wire — l:n Erweitefung
der unter 1) des § 21 gemachten Bemerkungen — leicht zu zeigen,
dass wenn die vereinigte Gleichung rechterhand auf 1 gebracht ist, auch
hier (bei beliebig vielen Eliminanden) wieder die Resulta.nte.a (frhalten
wird, indem man einfach die Konstituenten des nach t.ier'l Eliminanden
entwickelten Polynoms der Gleichung (mithin diese Eliminanden selbst

samt ihren Negationen) durchweg ausloscht.
War z. B. f(x,y) = 0 die Gleichung nach zweien von den Unbekannten

entwickelt, so wird sie nun
fi(z,y) =1 oder azy+bzy+65y+ dary, =1,
und gibt durch Ausstreichen der Konstituenten:
a,+b+¢+d =1,

was mit abed = O #quivalent ist. Ete.

s Th. 50).
s aber nicht gleichgiiltig, wel-
folgender Hinsicht.

n) Anmerkung zum Zusatz 2 de
Im Gegensatz zu vorstehendem 151:, e8 aber 4
ches Verfahren man beim Eliminiren einschligt in
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Hat man ein System von Propositionen (wir kénnen ohne Beein-
trichtigung der Allgemeinheit sagen: Gleichungen, da sich ja auch die
Subsumtionen stets als Gleichungen darstellen liessen) — also: Hat
man ein System von Gleichungen, so kann man ein Symbol (oder auch
eine Gruppe von solchen) aus diesen, indem man sie yetrennt lisst —
mithin aus jeder Gleichung fiir sich — eliminiren und schliesslich die
Resultanten zu einem einzigen Ausspruch zusammenfassen.

Oder man kann auch die Gleichungen des Systems zuerst in eine
einzige zusammenziehen und aug dieser ,vereinigten Gleichung als-
dann das Symbol (resp. die gedachte Gruppe der Symbole) eliminiren,

Auf letzterem Wege ergab nach unsern Regeln sich die volle Re-
sultante der Elimination.

Auf dem erstern Wege jedoch erhilt man im Allgemeinen ein
weniger umfassendes Resultat, zwar wol ein richtiges, aber nicht das
volle Eliminationsergebniss — wie dies schon an
nachweisbar ist.

Wird z. B. das Symbol # aus den beiden Gleichungen des Systems:

ar+bx, =0, ¢z +dr, =0

» 80 lautet die vereinigte Gleichung der beiden Er-

einfachen Beispielen

einzeln eliminirt
gebnisse:
ab+ced =0

geradeso, wie sie auch lauten wiirde, wenn man aus den Gleichungen:
az+bx, =0, cYy+dy, =0
das Paar z, y eliminirt hitte, [Offenbar kam hiebei nicht zur Gel-

tung, nicht zum Ausdruck, dass die Unbekannte y der zweiten Glei-
chung die nimliche sein sollte, wie die der ersten, dass beide Gleichun-
gen fiir denselben Wert des Eliminanden erfillt seien.]

Dagegen ist die Resultante

der Elimination von Z aus der ver-
emigten Gleichung:

(@+ )z + b+dyz, =0
(von jenen) nun:

(a+c)(b+d)=ab+ad+bc+cd=0

— sonach umfassender als das vorige Eliminationsergebniss, indem
sie, ausser ab = 0 und ¢d — 0, auch noch besagt — was daraus allein
vicht folgen wiirde — dasg auch ad = 0 und p¢ — 0 sein muss!
Behufs Gewinnung des vollen Elz'mz'natz'onsergebm’sses muss man also
erst vereinigen, dann eliminiren,
Gegen diese Vorschrift kann man freilich zuweilen auch ohne Schaden
stindigen — im obigen Exempel inshesondre dann, wenn die dabei ver-
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lornen Terme von selbst oder analytisch verschwinden, wie dxgs ;.3; ::n
treten wiirde, wenn sich ad als von der Form ef, - _a{:’ nnhc s X
der Form ef - 8, oder vielleicht yd - :s(?l, und dfarglelc en , ?r:lt: e

Es haben durch solchen Verstoss einzelne meiner amerikanis en.ell
arbeiter auf dem Feld der logischen Algebra bel’ der Belzandlnng sgex‘}V g::
Aufgaben einen Vorsprung vor mir gewonnen, indem sie allerhan % Blm
liufigkeiten des Druckes ersparten und mli.: einfacherem Fg;xelan;a = t:;
Ziel kamen, als wenn sie nach den von Inir empfohlenen ema gt bj-
systematisch zuwerke gegangen wiren. b.olche_n Vorsprnng mus; axkt, g
a{s einen illegitimen bezeichnen, sofern sich die dabei befolgte :

mm Gelegenheiten riichen mﬁs5te. gk
- Durch gdie vorstehenden Uberlegungen wurde das Eliminations-

problem fiir eine beliebige Menge von Eliminanden erledigt.

) Es frigt sich noch, wie das Auflosungsproblem bei einer Mehr-
z Unbekannten sich gestaltet. .
o ;;n Ge;ensatz zur numerisch rechnenden Mathematik muss das
Problem der Auflésung eines Propositionensyste:ms nach mehrereu ebenso
wie schon nach einer Unbekannten allemal mit der Ehml:nahonr el.wn-
dieser Unbekannten verbunden werden in der Art, das§ dlese.E 1mI1Jna.(;
tion der eigentlichen Auflosung jeweils vorauszuschicken ;t. ¢ l!k
ferner scheint das Auflosen nach mehrern U{lbekanni:,en ﬁf;i;r : e Ao.%lh ;
nicht die entsprechende Wichtigkeit zu besitzen, wie ie Ari
meh];.)ie Unbekannten mdgen z, ¥, 2, . . . heissen. E.liminirt man (aus
der vereinigten Gleichung des Problemes? sie sﬁmthch‘ —z. B. szwcel.: :
sive in der umgekehrten Ordnung als wic sie angegeben sind —tso G:,ite
sich als Resultante eine Gleichung, in der nur. noch bekannte
d, ... vorkommen werden. : . _
- ;I),iz, g.esultante — R =0 moge sie heissen = karm eine analy
tische Identitsit sein, wie es namentlich der Fall e wird,, vl:enn sie
auf die Gleichung 0 = O sich zusammenzieht, dwallxir:;d Sa.u(t: Rl}m:g;-
i bracht ist, die e Seite -
hrt chdem sie rechts auf O ge 1 : .
::lb:aﬁ ::f Grund' der Regeln des Kalkuls dann Zbenf}';lls ;ldentlgscl:ofl)
i i i be der Berechnun
in wi d Falle wird die Aufga
;e‘; zmrd.unlbr:edil;;elﬁ’)sbar sein fir alle denkbaren Wertsysteme der
Y AIECy sies

der Symbole @, b, ... ; : : .-
PamlOnzzr a(;)e(: diy;e Resultante R = O ist selbst eine synthetische Glei

ine Relation. : 5l
chlm%s,tec;;leselbe von den gegebenen Sy'mbolen“ a,b,.. ‘rrucht esr(fitizllt, mn
dem sich fiir ihre linke Seite B eben ein gemass denhoraustelh;unge(uml
des Problems von O verschieden zu denkender Wert herauss
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wie. es namentlich vorliegen wird, sobald die Resultante etwa auf die
Gleichung 1 = 0 sich zusammenzieht), so wird unsre Aufg'abe unlos-
bar, unméglich sein, nicht etwa, weil man alsdann die Werte der Un-
bekann.ten nicht sollte zu entdecken vermogen, sondern weil es dann
f;;n léelgi'ﬁlslziihen Werte geben kann, welche die aufzult')sende.Glei-
‘Ist dagegen die resultirende Relation R — 0 von den gegebenen
Gebleten ab,.. erfillt, so ist die Aufgabe 1osbar, die Auflgsune mog-
hch,‘ und kann man alsdann gleichwie im ersten Falle schrei:en zfr
Ermittelung der »Wurzeln®, d. h. der (aller derjenigen) Wertsystem
welche fiir 2,4, 2, .. eingesetzt die vereinigte Gleichung erfiillez. :

t) Hiufig sind auch die Parameter a, b i
1 C, . .. micht speziell
sondern selbst noch unbfzstlmmte, als geyeb,en’ b,los 2u denkegde Geb?jfi?b:?é
werden etwa, da man in der Wissenschaft sogleic ,

$ h méglichst all i
Probleme zu 15sen best i ; i : iy
o estrebt ist, uns allgemeine Gebiete von vornherein vor-

In solchem Falle kann m
sichtlich z,y, z, . . i

auf die allgemeins
Unterschied mehr

"4 =0, wo dann g — 0 sich bestimmt,

-Z, =(()), ;i }}; a4, =0, wo sich g — 1 bestimmt,
: =0y dh 1=0, was (fiir jedes @) unmégli
B : glich —
tantzn vAoixllzsgacht, dass ja ausser g keine Buchstaben mehr in der Resul-
ol men werden, sonach dag Polynom der letztern h
wic ehiz als Koeffizienten nur ¢ oder 1 aufweisen kann el
ersten Fall war die Resultante als eine analytische Gleichung er-

fiillt, hier fiel ¢ mit den {iby;
i w,i]lkﬁrlich en tibrigen Buchstaben von selbst heraus und bleibt

0 oder aber 1) als
n Wert in die ver-

priinglich gegebene gewesen wire; dieselbe

enthiilt dann mindestens einen Buchstaben Wweniger.
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In allen drei Fillen haben wir dann eine Unbekannte weniger, weil
auch im ersten a als willkiirlich bleibend erkannt, gefunden ist.

Im vierten Falle wird man das Problem als unzuliissig verlassen. Da
die Resultante aus der vereinigten Gleichung folgfe, so wird auch diese
schon absurd sein, fiir keinen Wert von a und fiir kein Wertsystem der
Buchstabensymbole — kurzum tiberhaupt nicht — zu bestehen vermdogen.

Liegt dieser vierte Fall nun nicht vor, so kann auch bei keiner fer-
neren Elimination irgend einer Buchstabengruppe die absurde Gleichung
1 = 0 mehr vorkommen. Denn da diese letztere auch a nicht enthilt, so
kann sie jedenfalls als ,ein Ergebniss der Elimination des a“ auch an-
gesehen werden, und miisste also, entgegen der Annahme, in der wvollen
Resultante der Elimination von @ schon enthalten gewesen sein — und
eben die volle Resultante hatten wir ja beim Eliminiren jederzeit gebildet.

Wir hiitten nunmehr jetzt zur Elimination und Berechnung von b,c¢, ..
zu schreiten in der Weise wie es fiir #,y,.. des weitern auseinander-
gesetzt wird.

%) Aus der wvorletzten Eliminationsresultante R(z) = 0, welche
beim Einhalten der oben empfohlenen Anordnung des Eliminations-
prozesses von den Unbekannten nur noch z enthalten kann, berechne
man z gemiss Th. 50,). Dies ist moglich, weil die Bedingung fiir
ihre Auflosbarkeit ja eben das Erfiilltsein der (letzten) Resultante
R =0 war. Im Ausdruck fiir die Wurzel z wird ein willkiirlicher
Parameter u auftreten.

Fiir jeden Wert der somit gefundenen Wurzel # wird dann die
Gleichung R(z) = O erfiillt sein, weil die Probe fiir die Auflésung,
wofern sie richtig vollzogen war, doch sicher stimmt.

Diese Gleichung R(z) =0 war aber selbst die Resultante der
Elimination von y aus der driffletzten Eliminationsresultante

R(z,y) =0,
welche von den Unbekannten ausser 2 nur noch y enthielt (da die
folgenden Unbekannten bereits eliminirt waren). Das Erfiilltsein dieser
Resultante R(z) = O ist die Bedingung fiir die Auflosbarkeit der Glei-
chung R(z, y) = O nach der Unbekannten y.

Setzt man in letztere den fiir die Wurzel z gefundenen Wert fiir
z ein, so enthilt sie ausser der Unbekannten y nur noch die bekannten
Gebiete a, b, .. nebst dem willkiirlichen Parameter u, und ist sicher
nach y auflésbar. Thre Auflosung gemiss Th. 50) liefert uns nun
auch diese zweite Wurzel, deren Ausdruck noch einen neuen willkiir-
lichen Parameter v enthalten wird.

Die gefundenen Wertepaare z, y befriedigen jetzt die drittletzte
Resultante R(z,y) = O, welches die Bedingung war fiir die Auflds-
barkeit nach z der vierfletzten Resultante R(z,y, z) = 0, die ausser
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diesen als Argumente angefiihrten drei Unbekannten keine andern ent-
hilt. Nach Einsetzung der gefundenen Wurzelwerte von z, y wird
man daher durch Auflésung gemiss Th. 50) jetzt die dritte Wurzel
z erhalten deren Ausdruck einen neuen arbitriiren Parameter w in sich
schliesst.

Und so kann man augenscheinlich fortfahren bis alle Unbekannten
gefunden sind, welche dann auch die (zuletzt nach der letzten Unbe-
kannten aufgeloste, das ist die) urspriinglich gegebene vereinigte Glei-
chung erfiillen werden. i

4) Wir wiren hiemit zu Ende, wenn nicht noch eine beim successiven
Eliminiren von . . g, ¥ # zuweilen eintretende Méglichkeit zu berticksichtigen
wire, die wir mit Sti

en — vorkommen,
dass beim Eliminiren einer bestimmten Unbekannten mit dieser zugleich noch
mehrere andere, dass eine ganze Gruppe von solchen auf einmal herausfilt.

Féllt 2. B. beim Eliminiren von Y auch z zugleich heraus, so wird die
der definitiven Resultante R — 0 unmittelbar vorangehende vorletzte Re.
sultante jetzt nicht R(z) =0 sondern R(2,9) =0 zu nennen sein. Fallen
unterweges mit z zugleich schon # und ¥ heraus, so ist die vorletzte Re-
sultante von ‘der Form R(z,y, 2) =0, ete.

Man kann erstlich solchen Fall beseitigen, indem man — im ersten
Beispiel — zwischen die allerletzte B — 0 und die vorletate R(z,y) =0
die Gleichung

B-2+R-z,=<0

als nunmehrige vorletzte unter B(z) = 0 zu verstehende Resultante ein-
schiebt — eine Gleichung, die sich aus B — 0 durch nEntwickelung® der
linken Seite pach z ergab.

Im zweiten Beispiel, indem man zwischen R(zy 2)=0 ud R—0
als drittletzte und vorletzte Resultante die Gleichungen einschiebt:

R'my+R'xyl+R-m'y+R.xlyl=0

als dermaligen Stellvertreter des im Text erwiihnten R(z,y) = 0 und wie-
der B-2+ R-2, =0 als Stellvertreter von R(z) =0 — und so fort.

Zur Erledigung des Falles geniigt dann der Hinweis darauf, dass so-
fern eine Unbekannte aus der nach ihr aufzulosenden Gleichung von selbst
herausfillt, dieselbe (wie bereits erkannt) unbestimmt bleibt, hier also, wo
sie durch die Gleichung allein bestimmt werden sollte, als willkiirlich oder
arbitrlir zu bezeichnen sein wird,

Zweitens erkennt man aber auch ganz direkt, dass wenn beim Elimi-
niren einer Unbekannten auch die iibrigen mit herausfallen, diese alle bis
auf eine willkiirlich bleiben miissen, welche letztere sich durch die tibrigen
ausdriicken 1isst, :

Gibt z B. die Gleichung R(zy ) = 0 beim Eliminiren von z sogleich
eine Resultante R — 0, die auch » und y nicht mehr enthilt, so ist —
das Erfiilltsein der letzteren vorausgesetzt — die erstere nach 2 schon not-
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i o 3 he Werte auch immer unter y und z verstan-
gﬂerzﬁoﬁggeéils&;bﬁiii somit « und y arbitrir, und li;isst siich clllurd(;h
Auflésung der Gleichung R(z,y,2) = O nach z nunmehr dieses durch die
beliebigen  und y ausdriicken).

Wir moégen hienach als ;

Zusatz 3 zu Th. 50) den Satz registriren: A.uch nach jeM System
von. Unbekannten kann jedes System von Subsumtionen und G.Z.ew.hungez
bequein aufgelost werden, sobald dieselben nur iiberhaupt zul(aiz?mgl'zelslunl-
miteinander vertriglich sind, was daran zu% .(;;'tke;nen , dass die

Elimination dieser Unbekannten erfillt ist. :
tanteS‘f)e’:)‘afhzmzf:rmWertsysteme der Unbekannten gibt, w.elche lellrll-
gesetzt in die Propositionen des Systems dieselben erfiillen, sind solche

: : A
h immer leicht vollstindig aufzufinden. - ;
g . Fll'?;' die allgemeinste Gleichung mit zwei Unbekannten — «) dieses

ir di o h z, y wirklich ausfiihren.
Pa aphen wollen wir die Auflésung nach z, .
Dril:sa isﬂt sich auf zwei Arten bewerkstelligen. Unter Vo?aussetzung,

dass die Resultante der Elimination von z und y:
abed =0
erfiillt sei, kann erst y eliminirt und aus der Resultante 7") qas]a; l:;;
rechnet werden, hernach aber y aus y); oder umgekehrt mittels
und B). Ersteres gibt:
y) x=cdu,+ (a,+b)u, z =(c+d)u, +abu
und dies in p) eingesetzt: o
{(a+d)cu, + (b, +c)au}y + {(b+c)du + (a,+ A)bu}y, =0
woraus sich endlich berechnet: }
: -
n [y ={®+e)du, + (@ + d)bu} v, +{(a,d+c)u + (bc.b+ a.)z;au} .
) {y = {(Be+d)u, + (ad, + b)u} o, + {(a+d)cu, + (b, +c)aujv.
1
Letateres gibt:
v) y =bdy, + (a,+¢)v, Yo @+ d)v, + acv,
was in f) eingesetzt liefert: : -
{(@+d)bo, + (D +c)av} z+ { (b, + c)dv, + (a,+ d)cv}x, =0
d aufgeldst: .
o gj—os dv, + (a, + d)cv} u, + {(a,d +b)v,+(b,c +-a,)v} u,
! L= {(b|+c) Y i 1 b+c)av}u.
) x, = {(be, + d)v, + (ad, + ¢,) v} u, + {(@+d)bv, + ( :

Die Wurzeln z, y werden hienach durch die Ausd.riicke , y.’) (:ldt:r
nach Belieben auch »,%’) vollstindig oder. in allgemeinster IYVelslemb:n
gestellt, wobei u, v jedes denkbare Gebietepaar vorzustellen 2

? )
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Es konnten nebenbei auch die Faktoren %, u,, v, v, zur einen Hilfte
unterdriickt werden, namlich bei z in ) der u, bei z, der u, ete.

Man bemerkt die Verschiedenartigkeit und Unsymmetrie, der fiir
die einen und fiir die andern Wurzeln sich ergebenden Darstellungen
je nachdem man die eine oder die andere Reihenfolge bei dem Auf-
losungsverfahren einhilt. Diese Wahrnehmung wird uns noch eigen-
artige Forschungen in § 24 auszufihren anregen.

£) Von grosserer Wichtigkeit als die vorstehend erledigte sind

die Aufgaben, bei welchen nicht nach den Werten der verschiedenen

Unbekannten z,y, 2, . . . selber, je fiir sich, sondern sogleich nach dem

Werte einer bestimmiten Funktion f(#9,2...) dieser letateren ge-
Jragt wird.

Sind die Unbekannten bereits selber simtlich ermittelt, so brauchte
man ihre Ausdriicke nur in den gegebenen Ausdruck dieser Funktion ein-
zusetzen, um auch diese Avufgabe gelost zu haben. Das Resultat wiirde so
eine ganze Reihe arbitrirer Parameter % v, W, . .. enthalten, die behufs
Vereinfachung desselben nun noch gemiss Th. 48) Zusatz durch einen ein-
zigen solchen ersetzt werden miissten.

Dies wire unbequem;
Reihenfolge, in der man
schiedenartige Behandlung
dern bevorzugt erscheinen,

gehende Liosungsweise der Aufgabe moglich ist.
Es ist bemerkenswert, dass ohne dje Werte der Unbekannten ,

Y % .. irgend selbst zu kennen man die Berechnung von f@,92..)
doch unmittelbar zu leisten vermag:

Zusatz 4 zu Th. 50). Mit den einfachen Mitteln des Th. 50) sind

wir schon im stande, wenn ein beliebiges System von simultanen Glei-

chungen und Subsumtionen gegeben ist, irgend eine verlangte Fumktion
(@, y,2...) einer Gruppe von (,,unbekannten“) Gebiecten — falls es ge-
wiinscht wird: ohne Riicksicht auf die Werte einer zweiten Gruppe m, n,
P87 .. — durch die Symbole einer dritten, Gruppe, némlich durch alle

ibrigen a, b, ¢, . .. auszudriicken, resp. im identischen Kalkul zu ,be-
rechnen“.

Man fiige einfach dem

gegebenen Systeme von Propositionen die
neue Gleichung
b=y 25000

hinzu — indem man eben fiir die gesuchte Funktion einen einfachen
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Namen, als welchen wir ¢{ gewihlt haben, einfiih::t. Man bllt.le.n}m
erst die vereinigte Gleichung des also vergrésserten by.stemes, ehmmu:e
aus dieser sowol die Symbole m, , p, g, 7, . . . d.er zweiten als auch die
%, 4, %, ... der ersten Gruppe, so wird' man eine Resultante erha'lten,
die ausser dem gesuchten ¢ nur noch die Gebiete @, b, ¢, . . . der dritten
Gruppe enthélt. Und diese nach der Unbekannten ¢ gemiss Th. 50,)
aufgelést fiihrt zur Erledigung unsrerhAuf]';gabf. :

i Fingerzeig hat schon Boole gegeben.
]F)}::mvp?ih:igeideii § 2g.5 untger Aufgabe 24,..26 und a.nderw:iirts. :
Hinsichtlich der ,Determination auch dieses Prob‘lems_, seine even

tuelle Unzuldssigkeit, Bestimmtheit oder Unl.)estlmmthelt, sind mede;um
verschiedene Vorkommnisse moglich, welche sich aber der Leser %a.cix exﬁ
Vorangegangenen leicht selber zurecht legen wird, und die zum Teil auc
darch die Beispiele illustrirt werden. : : .

Wenn — wie dies wol meist beabsichtigt sein w.lrd — die Sym-
bole m, n, p, g, 7, ... in dem Ausdruck f(x,. Y 2 3 n_1cht vorkommeTl,
so kann man natiirlich auch aus der vereinigten Gle:lchung des noc
unvergrosserten Propositionensystems erst einmal die m, P, q,G.l..
eliminiren ugd die so gewonnene Resultante dann noch mit der Glei-

chung ¢t = f(z, y, 2,...) oder also
th(% 9, 5.) + 12 9,5.)=0 : i
pvereinigen®, um jetzt nur mehr z,y,2,.. zu .elimin.n‘en. -Bei H;l}:::;
Anordnung des Verfahrens wird man alsdann mit weniger komplizi 1
Relationen zu thun haben, als bei der Anordnung nach dem allgemei-
a. — :

nerenMiibzliI;ht: auf unserm bisherigen Standpunkte, wo wir als ,Pro-
positionen” nur erst Subsumtionen und Gleichungen .kennen, hat der
identische Kalkul den seltenen Vorzug, die allgememsteli Aufgaben,
die innerhalb seines Rahmens iiberhaupt erdacht werden kéonnen, auch
wuklgaisz‘ilml;:izin auch hier noch etwas zu thun blgijbt, dass fernez:e
Fortschritte der Disziplin noch miiglich.und a.nzgstreben §md,Av§rd£:nw-x_r
in § 24 ‘sehen, wo an die Art m}d“Wels.e der Lgsung oénge; : Ea. -
z. B. in Hingicht ihrer ,Symmetrie” bezliglich gewisser Symbolgrupp

o Z\f(iaﬁeri‘; AAfl?;iZmélg:l%ﬁ'iiﬁeilit:hwg’l;iz:ektiven auf noch fernere Pro-
bleme. Man kann von diesem Anhang grosstenteils schon jetzt — mnoch

besser nach § 24 Kenntniss nehmen. —
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§ 23. Die inversen Operationen des Kalkuls: identische Subtraktion
und Division als Exeception und Abstraktion. Die Negation als ge-
meinsamer Spezialfall beider.

; Eine e.rste Anwendung des Haupttheorems 50) wollen wir — mehr
heoretischen Interesse — machen, um iiber die zur Addition und

Multiplikation entgegengesetzten oder inversen Operationen des Kalkuls
Klarheit zu gewinnen.

In jeder Disziplin die iiberh
handelt, werden diese O
Aufgabe lssen, die in d
der Addition resp. Multiplikation..

Bc?i den letztern .Aufgaben, denjenigen also der beidenrdirekten
Operationen, werden die Summanden resp. Faktoren a, b als gegeben
angenommen, und kommt es darauf an, deren Summe resp. Produkt:

«)

Disziplin herii ill: si i
plin heriibernehmen will: gje zu ,berechnen®. Eine zu der eben

geschilderten »umgekehrte“ oder ninverse“ Aufgabe liegt vor, wenn der

bei der vorigen gesucht gewesene Term gegeben ist und einer der

beiden vorhin bekannt
o gewesenen Terme als Unbekannt i
withrend auch der andere nach g

. wie vor als bekannt gilt. Diese Auf--
:.ir‘abe tritt  also an uns heran, wenn gefragt wird nach demjenigen
erme, welcher mit einem gegebenen additiv resp. multiplikativ ver-

kniipft ein gegebenes Resultat lief i
_ ert, eine gegeb S
em gegebenes Produkt gibt. ’ e

i Eine Operation, welche zwe; Operations
}u::‘;t im Allge.meinen zweierlei Umkehrungen, zu ihr inverse oder
y ische Operationen zy Je nachdem bej bekanntem Kniipfungsergeb-

ndere jener Operationsglieder als Unbekannte
er Kommutativitit der identischen Addition

glieder thetisch verkniipft,

gesucht wird. Wegen q
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resp. Multiplikation — vergl. Th. 12) — kann man aber den zweiten
Term einer Summe resp. Faktor eines Produkts allemal zum ersten
machen; es ist darum gleichgiiltig, ob es das erste oder ob es das
zweite Operationsglied war, nach welchem gefragt wurde, und fallen
die beiden Umkehrungen der Operation hier jeweils in eime zu-
sammen.

Bezeichnen wir abermals die bekannten Terme mit ¢ und b, den
gesuchten Term mit «, so wird es sich nun also darum handeln, das-
jenige Gebiet, oder diejenigen Gebiete # zu ermitteln, welche die Glei--
chung erfiillen:

B) z+b=a, ] z-b=a,

m. a. W. es wird diese Gleichung nach der Unbekannten z aufzultsen
sein. Als :

yidentische Differenz: a minus b, | ,identischen Quotienten: a (geteilt)
aus dem ,Minuenden“ @ und dem | durch baus demDividenden(Zshler)
poubtrahenden® b a und dem Divisor (Nenner) b

werden wir zu definiren haben: die Wurzel der vorstehenden Gleichung
f) — falls sie nimlich eine solche besitzt, falls die Gleichung B) iber-
haupt auflésbar ist nach z. . :

Die Bedingung hiefiir ergibt sich aber nach Th. 50), indem wir
die Gleichung zunichst rechterhand auf O bringen — nach Th. 39)
wird sie:

7) a(+2)+abz, =0 } abz+a(z,+0)=0

— und indem wir nunmehr die Unbekannte z# aus ihr eliminiren. Die
Resultante lautet: , :

9) ab=0, somit b=a | ab,=0 sive a=cbh.

Und diese Relation driickt die Anforderung aus, welche von den
gegebenen Termen (Gebieten, Klassen) a, b erfiillt sein muss, wenn es
iberhaupt ein Gebiet oder Gebiete 2 geben soll fiir we.lche die aufzu'J-
losende Gleichung besteht. Sie ist unerlissliche Bedl.ngu.ng fir die
mogliche Geltung der Gleichung, die notwendige un(.l hmrel?hende Be-
dingung fiir die Auflosbarkeit derselben und die Existenz einer ,,W.ur-
zel“ (oder von Wurzeln). Identische Subtraktion und Division sm-d
hiernach keine unbedingt ausfiihrbaren Operationen; ihre Ausfiihrbarkeit
ist vielmehr an die Bedingung 0) gekniipft. : :

Ist diese Relation micht erfiillt, so kann verniinftigerweise iiber-

haupt nicht von einer Differenz ,a minus b“ resp. eine.m Quotienten
» durch b“ gesprochen werden; die letzteren bleiben sinnlose Namen
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und in gewisser Hinsicht von demselben Charakter, wie die nichste
beste Silbenzusammenstellung.*) Es gibt dann eben nichts, was dem
Namen als seine Bedeutung entspricht. (Auch die Null, das »Nichts®
unsrer urspriinglichen Mannigfaltigkeit bleibt als solche Bedeutung aus-
geschlossen.)

Als Bedingung dafiir, dass gedachter Differenz, gedachtem Quo-
tienten eine Bedeutung, ein Wert iiberhaupt zukomme, mogen wir sie
auch die »Valenzbedingung® fiir letztere nennen. Diese Bedingung
missen wir, so oft im folgenden von Differenzen oder Quotienten ge-
sprochen wird, jeweils als erfiillt voraussetzen.

Ist jene Wertigkeitsbedingung 0) erfiillt, so vereinfacht die auf-
zuldsende Gleichuny sich zu:
£) az + abx, =0 abr+azx, =0
und kann man nun zur Auflosung derselben nach der Unbekannten z
schreiten.

Aus dem allgemeinen Theorem 50), nach dessen Schema die Auf-
lésung stattzufinden hat, wissen wir aber bereits, dass es nicht blos
eme Wurzel geben wird, sondern unendlich viele (im Allgemeinen von
einander verschiedene). Einen Ausdruck, der simtliche Wurzeln und
nur solche liefert, werden wir erhalten, indem wir die gegebenen
Terme a, b mit einem willkiirlichen Gebiet % in bestimmter Weise
verkniipfen. '

Diesen Ausdruck wollen wir die swvolldeutige Differenz¥, resp. den
wvolldeutigen Quotienten« nennen, oder auch den ,,Generalwert der Diffe-
renz, des Quotienten® im Gegensatz zu einem nachher hervorzuheben-
den besondern Wert derselben (desselben), den wir als deren »wPrin-
zipal- oder Hauptwert g bezeichnen Anlass finden und auch die
»tindeutige Differenz¥, den neindeutigen Quotienten® nenmen mogen.

Ich will mir das gewohnliche Subtraktions- und Divisionszeichen
zur Darstellung von letzteren reserviren, und miissen wir dann, um
nicht Missverstindnisse herauszufordern, fiir die volldeutigen Ausdriicke
unterscheidende Zeichen wiihlen, Als solche habe ich schon? das ein
Kolon durchsetzende Minuszeichen fiir dje Subtraktion und ein dop-
peltes Kolon fiir die Division angewendet.

Als die allgemeinste Wurzel der Gleichung B) oder &) erhalten

WIir nun also:

*) Sagen wir etwa: ,,Ka.ngerdluksuatsiak—Ikera.saksua,t.“ — Ich nahm dabei
an, dass der Leser nicht Gronlindisch verstehe; denn eigentlich waren dies ein

paar grénlindische Ortsnamen, urspriinglich besagend: ,,0rt, wo Leute wohnen* und
dergleichen,

§ 238. Identische Subtraktion und Division.

£) z=a-+-b | z=a::b,
wo die rechte Seite den Ausdruck bedeutet:
7) a—b=abu, +au = a::b=au +(a+0b)u=
= a(b, +u) = a+ub =
=ab, + ub = ab, + uab, =ab+uab,,
in welchem w ein willkiirliches Gebiet vorstellt.*) _
Natiirlich stimmt nun auch die Probe der Auflésung, welche
darin besteht, dass man den Ausdruck %) oder ¢) fiir z in die Gleichung
B) eintrigt und sich iiberzeugt, dass dieselbe auf Grund der Voraus-
setzung 0) erfiillt ist — und zwar fiir jede Bedeutung des ». In der
That muss sein:
) (@a=-b)+b=a (@::0)b =a,
d. h. jeder Wert
der Differenz, zu dem Subtrahenden | des Quotienten, mit dem' pivisw
addirt gibt den Minuenden | multiplizirt liefert den Dividenden.
Bei dem Nachweise ist schon die Valenzbedingung J) unentbehrlich,
indem man als Wert der linken Seite in @) zuniichst erhalt:

a+bd ] ab
was erst auf Grund von 0) sich in @ zusammenzieht — vergl. Th. 20). —

In § 21 und 22 gelang es uns, die allgemeinsten .Elir.nina.tions- und
Auflosungsprobleme der bisherigen Theorie schon ol_me _]f.sghche Kenntniss
von den hier betrachteten inversen Operationen des ldex_ltlschen Ka.lku.}s zu
lésen. In dieser Thatsache hauptsichlich ist die Bestitigung .zu.erbh.cken
fir eine frither schon einmal gemachte Andeutung: dass die 1dent1sc¥1e
Subtraktion und Division ohne Schaden oder Einbusse aus der ganzen D.I.S-
ziplin des Kalkuls sich ausmerzen lassen. Auch die gegenwiirtige Studie
hat die Tendenz dies vollends zu erhiirten. ]

~ Die hier gebrauchten Bezeichnungen sind deshalb auch als proviso-
rische, nur dem augenblicklichen Bedarf zu dienen bestimmte anzusehen,
und aus diesem Grunde ist es auch sehr gleichgiiltig, wie ‘man etwa die
volldeutigen Operationszeichen in @ —<-b, a:: b zur Unters.chel'dnn-g von ;iiel]:
eindeutigen in @ — b, a: b verbatim lesen mag. Da es immierhin miss bc
erscheint, hiufig Zeichen lesen zu miissen ohne einen Fmgerz.elg dariiber
und eine bestimmte Gewohnung, wie dieselben auszusprechen seien, so mag
man fiir jene etwa ,,voll-minus® und ,,voll-durch‘f sprechen.

Beachtenswert erscheint noch folgendes. Wir haben vorstehend z er-

i i fir die Wurzel sind in
*) Die angegebenen verschiednen Ausdmcksforme.n ¥ i
§ 22 schon implicite aufeinander zuriickgefiihrt. Um die Zul:uckfﬁhmng direkt z:
leisten, geniigen, im Hinblick auf die Valenzbedingung 4), die Theoreme 30,) un
33,) Zusatz, oder auch ,,Entwickelung® nach a, ¥, w.

i 31
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klirt als die allgemeinste Losung der Gleichung f), als den Generalwert
der Wurzel. Dieser ist eigentlich nicht ein Wert, sondern stellt gleichwie
die Ausdriicke %) eine ganze Gattung oder Klasse von Werten vor, die
man erhalten wird, indem man daselbst das % von O bis 1 variirt (vergl.
S.4265q.). Die Gleichungen {) bis 9) sowie die noch weiterhin folgenden
auf volldeutige Differenzen und Quotienten beziiglichen sind darum auch
nicht, wie zumeist die friiheren, zu deuten als Gleichungen zwischen Ge-
bieten, sondern als solche zwischen Klassen von Gebieten — die allerdings,
wie in @) rechts, sich unter Umstiinden auch in ein einziges Gebiet zu-
sammenziehen mogen. Sie sollen aussagen, dass (nicht etwa jedes einzelne,
sondern) die Gesamtheit der Gebiete links einerlei ist mit der Gesamtheit
der Gebiete welche rechts vom Gleichheitszeichen dargestellt erscheinen.
Die Gleichheitszeichen sind also wirksam nicht in der urspriinglichen, sondern
in der aus ihr abgeleiteten Mannigfaltigkeit, in der Mn. der Klassen von Ge-
bieten, und sinken dieselben nur in Ausartungsfillen, wie @), in die erstere
Mn. zuriick.

Will man jedoch z als ein eindeutiges Gebietsymbol aufgefasst wissen,
mithin darunter nur ein spezielles die Gleichung B) erfiillendes Gebiet, eine
partikulare Wurzel dieser Gleichung verstehen, so ist es nicht mehr zu-
lissig die Angaben {) als Gleichungen beizubehalten. Wie wir schon ander-
wirts ausgefiihrt haben, darf das Individuum seiner Gattung nicht etwa
gleich gesetzt werden. Fiir §) miisste alsdann korrekt geschrieben werden:

r€a--b | r=€a::b
— wobei im Allgemeinen die Unterordnung gilt und Gleichheit nur in den
(nachher auch zu betrachtenden) Grenzfillen eintreten kann, wo die rechte
Seite eindeutig wird, die Gleichung B) nur eine Wurzel zuldisst, in diesen
Fillen aber auch eintreten muss.

Auch diese Subsumtionszeichen wiren aber als solche der abgeleiteten
Mannigfaltigkeit zu interpretiren, und nicht als solche der urspriinglichen.
Die Subsumtion besagte hier nicht, das Gebiet z sei als Teil enthalten in
einem rechts angefiihrten Gebiete, sondern nur, es sei als Individuum ent-
halten in der rechts stehenden Klasse von Gebieten.

Gerade in jenen Grenzfillen aber, wo die Klasse @ = b rechts selbst
nur ein Gebiet umfasst, miisste das Subsumtionszeichen Missverstindnisse
nahe legen, indem es Einordnung (als Teil) mitzuzulassen scheint, wo, wie
erwihnt, nur Gleichheit gelten kann. Zur Vermeidung solcher (und #hn-
licher schon in § 9 unter V) charakterisirter Misstinde miisste man eigent-
lich zweierlei Subsumtionszeichen verwenden fiir die wrspriingliche und fiir
die abgeleitete Mannigfaltigkeit.

Die Notigung hiezu lisst sich indess vermeiden und sie pflegt gliick-
lich vermieden zu werden, indem man die Losungen:

z = a(b, +u) l = a+ ub,

auch jetzt wieder als Gleichungen schreibt, dafir aber dem u eine andere
Deutung gibt. Statt wie bisher es als ein willkiirliches Gebiet gelten zu
lassen, dem alle erdenklichen Bedeutungen innerhalb der urspriinglichen
Mn. mit gleichem Rechte zukommen, braucht man es jetzt nur hinzustellen
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als ein ,unbestimmies” Gebiet, das vielleicht noch seiner niheren Bfastim—
mung harrt. Man wird es jetzt, wo 2 eindeutig sein sqll, nur ,ein ge-
wisses” Gebiet bedeuten lassen [oder irgend eines von jener sub 1:). des
§ 21 bestimmten Klasse von Gebieten] und dadurch hinbringen, dass beider-
seits vom Gleichheitszeichen eindeutige Gebietsymbole stehen zwischen denen

die Behauptung der Gleichheit wieder zulissig ist. g ; ¢

Demgemiss werden wir es fortan auch wie bisher vermeiden, m}i;
unsern Betrachtungen iiber die urspriingliche Mn. solche zu vermengen, in
welchen das Subsumtionszeichen anders als fiir diese selbst gedeutet wer-
den miisste.

Unter allen Gebieten, welche wir als die Partikularlosungen der
Gleichung B) in 1) zusammengefasst, der Gebieteklasse also, welche
wir als ,volldeutige* Differenz resp. Quotienten dase}bst a.ngege.ben
haben, sind besonders zweie hervorhebenswert, nimlich: du-a beiden
einschliessenden Gebiete oder ,,Grenzen®, zwischen welchen (sie selbst
mitzugelassen) alle Gebiete der Klasse a = b resp. a:: b liegen miissen.
Aus unsern Formeln 7) ergibt sich das eine als das umfassen(.lste
Punktgebiet oder die weiteste unter den Bedeutungen, welche der Dluffe-
renz, dem Quotienten von a und b eindeutig untergelegt \'Nerden kon-
nen, bei der Annahme « — 1, das andre als die engste dieser Bedeu-
tungen fiir u = 0 — wobei indessen nicht zu iibersehen ist, dass dex:
Dualismus erfordert, der Annahme u = 1 bei der einen die u = O bei
der andern Operation, und umgekehrt, gegeniiberzustellen.

Wir erhalten (fir « =1 resp. 0) als den : :
Mazimalwert der identischen Dif- | Minimalwert des volldeutigen Quo-
ferenz: tienten :

L) (@ minder b)) = a. (bina)=a. :
Der hichste unter den Werten der Der wniederste unter dfen Quotien-
Differenz ist darnach der Minuend | tenwerten ist der Dividend oder
selber Zghler :
und bei dieser Auffassung erscheinen unsre inversen. Operatxonel.l als
vollig wirkungslos an dem passiv mit ihnen affizirten Operations-
gliede. Es ist demnach miissig, etwa noch nach .fo.rmale.n‘ ('a‘res‘e‘etzen
dieser eindeutigen ,Maximalsubtraktion upd ,:Mlmmaldwlsmn t zu
fragen, auch nicht angezeigt, deren Ergebniss fiir den Hauptwert zu
erkla;)?:gleichen verlohnt es nicht, eigene Kniipfungszeichen fiir diese Ope-

rationsweisen einzufiihren, weshalb wir uns in o) mif; einem chax;a.ktensh-
schen Wortausdruck fir die Andeutung ihres Ergebnisses begniigten.

" Bei der andern Annahme (u = O resp. 1) dagegen stellt sich her-
aus als der

31%
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Minimalwert der volldeutigen Dif- | Mazximalwert des volldeutigen Quo-
ferenz: tienten :
%) a—b=ab, a:b=a+b,=-';—
und indem wir fiir diese hiermit die gewdhnlichen Subtraktions- und
Divisionszeichen einfiihren, bezeichnen wir sie auch als den eindeu-
tigen oder Hauptwert, d. i. als Differenz und Quotient schlechtweg.
»Eindeutige Subtraktion resp. Division nennen wir die zu ihrer Bil-
dung dienenden Operationen. Auch diese Operationen sind nur ,aus-
fihrbar, es haben @ — b und @ : b nur einen Sinn, wenn die Valenz-
bedingung 9) erfiillt ist.

Aus den Definitionen %) und #) sind als besondere Fille hervor-
zuheben:
a——a=ua, a—a=>,0 ta=a+u, a:a=1=%

1+-1=u, 1—-1=0 20=wu, 0:0=1

I
e|o

0+-0=0=0—0

— e
(.
N -
I
—t
[y
I

a‘:‘0=a=a—0

[l

IS

les
o = s |-

1+-0=1=1—0 0::

[
(=]
|
(=]
[

|

. 0
lta=a+u, l —a=aq, O::a=wua, 0:a=qg =2
a

wo die Valenzbedingung (fiir die angegebenen Differenzen und Quo-
tienten) jeweils analytisch, von selbst erfiillt ist, weshalb von ihr ab-
gesehen werden kann, den Formeln 1) unbedingte Geltung zukommt.
Die Subtraktion einer Klasse von sich selbst sowie von der 1 ist
unbedingt ausfiibrbar, etc.

Die Symbole 1 =1 und 0:: 0 sind hienach vollkommen unbe-
stimmt oder »alldeutig” zu nennen; sie stellen die ganze aus der
urspriinglichen Punktmannigfaltigkeit nabgeleitete“ oder ableitbare
Mannigfaltigkeit der Gebiete vor, indem uns eben w schlechthin Jedes
Gebiet zu bedeuten hat.

Die letzten Formeln unter 4) aber:
w) 1—a=a,=%oder0:a

lassen erkennen, dass die Negation weiter nichts als ein gemeinsamer
Spezialfall der (eindeutigen) Subtraktion wnd Division ist: a negiren
heisst, es von 1 abziehen oder es in die 0 hineindividiren.

Mit diesem Spezialfall der beiden inversen Operationen aber kommt,
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wie wir gesehen haben, der identische Kalkul — als mit seiner ,dritten
Spezies® — schon vollig aus. : :

Zieht man auch die beiden inversen Operationen mit unter den
Gesichtspunkt des Dualismus, so werden natiirlich zugleich mit Addi-
tion und Multiplikation auch Subtraktion und Division ihre Rollen
auszutauschen haben. Alsdann kann man sagen, dass die hiemit ge-
gebene Gleichung: .
1’) < 1—a= E
zu sich selbst dual ist. ; it :

Und das gleiche gilt auch von den noch durch ihre Kombination mit
sich selbst entstehenden Gleichungen wie:

Sl

a

ie p. 31 meines Operationskreis? gemachte Angabez das_s diese er-
:vtgl.lntge dIi)e einzigen zu I;ich selbst dualen Fom.xeln fles 1dent1§chenhK:;1-
kuls seien, beruhte jedoch auf einem Ub,erse!:en, ist eine zu weit g;la en }‘i
gewesen, wie wir denn in der Th;t schon 1ln §t 1h8 b::ter @) auch noc

; hen Charakters kennen gelernt haben. —

andlel\llia;;orRIi.;zllgsi:l?;cauf @) hitten die fundamentalen Theor?me 30)_un(3 31)
nun auch in folgenden Formen a.ngesch.neben werden koénnen, in t:lli'elrll
einigen (den durch die Beisetzung der Chiffre hervorgehobenen) es nii lic

ist, sie gesehen zu haben:

(30,) a+(1—a)=1
0

a+ a =1

£431) 1— (1 —a)=a,

0
1—a

=a,

: — (0 —a)= ondern

i igt, dass nicht — (— a) = a oder 0 — (0 —a) =a, s
11)13—3(11) ielag)t’=a;zsdz=\.s wa,hre(‘a.rithmetische Analogon des logischen S.a,l;zes
von der doppelten Verneinung ist — worauf wir uns schon S. 306 beriefen.

Beachtenswert erscheint, dass der Ausdruck x), mit z bezeichnet
beziiglich die Auflosung ist des folgenden Paares von Gleichungen:
0) z+b=—a, zb=0 | zb=a, z+b=1
durch welches also :
™) z—=a—b 1

i i i wird.
"01“‘;;:? ee]:'k::::e::;sg llzie;;slf:milllmfiem man systematisch zuwerke geht, zu-
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erst also die vereinigte Gleichung des Gleichungenpaares o) herstellt, aus
dieser dann z eliminirt, wodurch sich abermals die Valenzbedingung d) und
nur diese ergibt, endlich jene nach der Unbekannten x auflost. Als Auf-
lésung ergibt sich der véllig bestimmte Wert:

x = ab, |2 T=a+b;

und umgekehrt ist leicht nachzuweisen, dass dieser letztere Ansatz zu-
sammen mit der Valenzbedingung d) auch das Gleichungenpaar 0) nach
sich zieht, nimlich dieselbe vereinigte Gleichung liefert mit welcher dieses
dquivalent sein muss. Sobald man also die in der Voraussetzung ) doch
sicher miteingeschlossene Annahme gelten lisst, dass die daselbst gegebenen
Ausdriicke einen Sinn haben, wird die Gleichung ) auch ihrerseits das
Gleichungenpaar o) zu ersetzen im stande sein.

Links vom Mittelstriche z. B. ist aus dieser Betrachtung zu lernen,
dass man im identischen Kalkul einen Summanden (b) von der einen
Seite der Gleichung wenigstens dann (jedoch auch nur dann) von dieser
Seite als einen Subtrahenden (mit dem Minuszeichen) auf die andere
Seite werfen darf, wenn er mit dem andern Summanden (, resp. mit
allen iibrigen Gliedern der vorausgesetzten Summe) disjunkt ist, wenn
also die binomische Summe eine reduzirte war.

Wihrend aus einer Gleichung # + b = g im Allgemeinen nur zu
schliessen ist, dass z einer von den Werten der volldeutigen Differenz

@ —-b sein miisse, folgt # — a — b ausschliesslich dann, wenn neben-
her bekannt ist, dass zb = 0 sei.

Dagegen darf ein Subtrahend immer als Summand iiber das
Gleichheitszeichen hiniibergeschafft, transponirt werden, m. a. W. aus
einer Gleichung z =a — b ist es immer zulissig den Schluss zu
zichen: #4b=a, in Anbetracht, dass die Probe einer richtig voll-
zogenen Subtraktion doch sicher stimmen wird.

Im Hinblick darauf z B., dass b+ 0 = b nebst 5.0 — 0 gilt, wird
es darnach insbesondre gestattet sein, eine Gleichung a =1 (oder a=">b+0)
in die Form ¢ — b = 0 umzusetzen, dieselbe mithin auch nach demselben
Schema, welches in der Arithmetik geliufig ist, rechterhand auf 0 zu
bringen. In der That sagt der Ansatz @ — b = 0 nach %) aus, dass
ab,= 0 sei, wozu aber noch die Valenzbedingung a,b =0 tritt, und dieses
liuft nach Th. 24) und 39) zusammen auf ¢ — b hinaus. Wie den Ge.
brauch der inversen Operationen tiberhaupt, so wird man aber auch die
Schreibweise @ — b = 0 in unsrer Disziplin besser vermeiden.

Unberechtigt wiirde es aber beispielsweise sein, aus der Gleichung
@+ 0 = a, die allgemein gilt, den Schluss zu ziehen, dass 0 = wua sein
miisse bei beliehigem w, nimlich dass O dem Generalwert von @ —- @, nach
dem Schema , 1) gebildet, gleichzusetzen sei. Es gilt dies, da der Term 0
ein vollkommen bekannter, notwendig nur fiir gewisse u (= va,, z. B, fiir
u == 0); es darf nur geschlossen werden, w sei einer von den im General-
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wert znsammengefassten Werten, und weil -0 = 0, so ist es hier der
Hauptwert selber: 0 = a — a.

Es ertibrigt noch, auch Ausdriicke von den folgenden Formen einmal
in’s Auge zu fassen: ,
a-—-1, a—1 a::0, a:0=

0)

0—+—a, O0—a 1::a, l:a=

von welchen die Valenzbedingung zeigh, dass sie im All.gemeinen sinnlose,
,uninterpretable sind, falls niimlich nicht gerade a gleich
)

1|0
ol 1

tiglich bedeutet. - i
4 gthrte man hier das Zeichen 0o (umendlich”) als Symbol der Ab

i i o — falls nur nicht gerade die
ditst, des Unsinns ein, so ktnnte man S
:]l;lt;n ge,na.nnte Vora.ussetzu’ng zutrifft — diese Ausdriicke samt und sonders
gleich oo setzen, und speziell wire zuverlissig: :

6) 0=1=00=1::0 sowie 0 —1=00=1:0=¢
__ letzteres wie in der Arithmetik [wobei nun auch die Gleichung

0—1 =(IT als zu sich selbst dual erscheinen wiirde].

Es ist in der That unverfinglich, die verschiedenen absurden Affsdr.'ﬁcl'cet,
wie 0 — 1 und 1:0, einander gleich zu setzen. Alles was undsmmgnzsf
darf fir einerlei ums gelten. Gibe man iiberhaupt a.uclll !}m.h elslchaiﬁ:;‘e

i i i j llkommen logische
sten Unsinn zu, so wiirde ja durch vol } gl =
gszllfgjeder gewﬁnscht,e ,moch so grosse“ Unsinn sw.h b.ewelssenh lassen :
shnlich wie bekanntlich in der Arithmetik, so auch im identischen Kalkul.

Speziell hier: Lisst man zu, dass es ein & = ;—‘gebe von der El-gen-
schaft, dass -0 =1 ist, so ist leicht zu zeigen, da.ssoauchlfi:rnz :11;:;(:;0::;
z gilt: z + 1 = O nebst x-1=0,'dass also auch x= _d e
ist. Wegen z-0 = 0 folgte nﬁ.mhf:h_a..us der _Annahme,h a:.) m s‘;dalm
hieraus durch beiderseitigesd Muitxphz(l)rexll ml(f; x auc =z,

= —z=0und 2-1=0-1=0. — :
- lDasxS—;/_w(z)bol oo kawn aber wichi, wie seinerzeit -das Symbol O, als ein

der Mannigfaltigkeit unsrer Gebiete _zugeschlagen, ad-

el 11 der ,abgeleiteten’ Mn., Mn. der

Jungirt werden; vielmehr vertritt es die Nu

i . (43 .
GEbleIthklaxflfies];i:e nimlich seine Hinzuziehung, Zulassung als ,,Gebiet” die

Folge haben, dass die Prinzipien unsres Kal'kuls, wenn i'i]fa ;n vc:lliesr ngill;
gelfeingﬁltigi:eit aufrecht erhalten wiirden, sich sel‘bstda.u ;zlll, e
allen Seiten in Widerspriiche verwickelten [wie wir demn n

1 hitten im Widerspruch mit ¢-0 =0 bei

ss sie andernfalles ihre Allgemeingiiltig-
bachtenden Ausnahmen behaftet wiirden,

S 1 En
nition o=y nun oo -0

der Annahme @ = o0, etc..] — dai
keit verlsren und mit listig zu beo
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wodurch es nahegelegt erschiene, den Eindringling oo aus der Mannigfaltig-
keit der Gebiete wieder auszustossen. —

Durch die Koexistenz der Gleichungen z) und o) findet sich
unsre Definition von eindeutiger Differenz und Quotient, die wir oben
durch Partikularisiren der volldeutigen gewannen, noch einmal selb-
stindig ausgedriickt. Z. B. links: Weiss man von einem Gebiete z
nur das eine, dass seine Summe ‘mit einem gegebenen b ein
anderes g liefert, 8o ist # noch nicht vollstindig bekannt. Wohl aber ist
der gesuchte Summand vollkommen bestimmt, wenn man ferner weiss,
dass er den andern b ausschliesst, dass also bz gleichzeitig 0 ist. Ete.

Und &hnlich auch fiir Klassen. Fiir letztere besitzt die in
@ — b = ab, (wihrend 2,b = 0 gedacht wird) vorgeschriebene logische
Operation einen sehr geliufigen sprachlichen Ausdruck in Gestalt jener
verbalen Formen, mittelst welcher eine Ausnahme statuirt wird,

Es kann das Minuszeichen geradezu mit der Partikel »AUS-
genommen®, ,ohne“ in die Wortsprache iibersetzt werden, indem die
Differenz @ — b die Klasse der a mit Ausschluss der b vorstellen wird
(von welchen die Valenzbedingung die Voraussetzung ausspricht, dass
sie ganz in jener enthalten seien),

Bedeutet z. B. ¢ — Metall, » = Edelmetall, so stellt g — p — ab
die Metalle vor, welche nicht Edelmetalle sind, also die Metalle okne di
Edelmetalle, die Metalle mit Ausnalme der Edelmetalle,

Umgekehrt jedoch darf ein sprachlicher Ausdruck von der Form

»die a ohme die b, g ausgenommen b“ in unsre Zeichensprache in der

Regel nicht mit a — b ohne weileres iibertragen werden, sondern nur mit
@ —ab=a (ab),=a (¢,+8,) = ab, (wo dann in der That a,-ab= 0
ist). Die Wortsprache setzt es namlich als selbstverstindlich voraus,
dass man aus einer Klagse nur solch

]
e

Sagt man ,die a ohne die b, so meint

man sicherlich nur ,die ¢ ohne diejenigen b, welche ¢ sind*,
Wird z B. berichtet, im untergegangenen Schiffe
gire (a) ertrunken, ausgenommen die Frauen (b),

so ist, wenn b die Klasse der Frauen schlecht
Menschengeschlechte,
bar nur ¢ — gp —= 4

seien alle Pagsa-
welche gerettet worden,

auch die in ruhiger
schliessen zn wollen,
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i i 4 ie Russen®, so heisst dies

wir ebenso: ,die Europier ohne (.he en,
llstgzgl?;er a,usgedriickt:”die Europier ohne die europiischen Russen,E unc%
;Znn es uns nicht einfallen, auch die asiatischen Russen von den Euro

pﬁemUal;ns:;]:t:::endez;ev;(,)nfi:ss nun also hier die Wortsprache einf:'m
geringein Zwange unterworfen ist, m ihren Aqulrucksforrrll]en :$§
grossere Freiheit, Licenz geniesst, wie unsere Zelchenslln'ac. e, o
wir doech beréchtigt, die Subtraktion im K]as‘senkalkul. als eine .
schliessung zu erkliren, sie auszugeben fiir die Exception.

Fiir die eindeutige Division hat die Sprache keinen entsprechendefl
oder adiquaten Ausdruck. Unter der Voraussetzung, dass a =< b sei,

bedeutete %= a +b, dasjenige was a oder nicht-b ist. Es liegt im

gewohnlichen Gedankenverlaufe wol selten eine Veranlassung vor, ems
derartige Klasse zu bilden, und dieser Umsta,n.d war Bew;a)g.g.nfn
fir uns, der identischen Subtraktion den Vortritt vor der Division
zu geben.

gUnter denjenigen Operationen zwar, .yvelc.he }1nter d(-am Na.x;;r;
der volldeutigen Division zusammengefasst sind, ist immer elmi,t wehin_
im Klassenkalkul, im Kalkul mit Begriffsumfingen oder -Inhalten
zustellen ist als eine Abstraktion. : : : :
- Ist bei bekannten z nimlich z- b = a, so ist 2 selbst su(:iherhcsl;
einer von den Werten des volldeutigen Quotienten a ::.I.) un nlx]un
man, um von dem Produkte @ zu diesem seinem Faktor 2 ube;)‘zuﬁe ek,
dabe’i absehen, abstrahiren von den fiir den andern Faktor b chara
teristischen Merkmalen. ; .

Z. B. seien a,b, z die Klassen: a = ,,F,appe“, b= ,,schv];rda.rzki

z = ,Pferd“, so gibt der Begriff ,Rappe“, befreit, abgesehen vom Mer

i ,, -
mal der schwarzen Farbe, den Begriff ,Pferd“.

7 a .
Die eindeatige Division liefert uns aber in Gestalt von 5 nicht

gerade jenen besonderen Faktor z, sondern einen A;mdgm,ti;iz:e :b;z;

i iplizirt, ini liefert. s Quo
falls mit b multiplizirt, determinirt, : i

i ie Klasse ,schwarz® stellt sie vielm

Klasse ,Rappe“ geteilt durch die K nSch ‘ 3
hin: all’és I;fas entweder ein Rappe, oder nufht nsc].lwarzP;st.de 111:)(:]:
diesen ni,cht-schwarzen“ Dingen sind auch die iibrigen Pfer

”
‘mit enthalten. : .

Es mag der Psychologie iiberlassen bleiben, zu e:rklaren', wes];:ilrb

das, duale Gegenstiick zur Einschrinkung, -Ausxfahmeblldlilrfg im c]l;: :ie
lich‘en Denken keine Stitte zu finden scheint, jedenfalls hier ni
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entsprechende Rolle spielt. Uns geniigt es hier, von der Thatsache
Notiz zu nehmen. —

In den Figuren 20 finden sich fiir die Kreisflichen @ und b zu-
nichst die Gebiete ¢ —b—ab, und 7 —a+b, mittelst schriger
Schraffirung hervorgehoben; zugleich sind fiir eine bestimmte Annahme
von u als dritten Kreis durch wagrechtes Schraffiren die bei 7) in Be-
tracht kommenden Flichen ub resp. ub, sichtbar gemacht, und damit

auch die Generalwerte b und a::b soweit moglich (nimlich exempli-
ficando) veranschaulicht,

Fig 20,

Wie wir gesehen, liesse sich der Subtraktion wol noch einige
Wichtigkeit fiir die Technik des identischen Kalkuls zuerkennen, indem
bei den Ubersetzungen aus Wort- in Zeichensprache, oder umgekehrt
— namentlich also bei der Einkleidung von Textaufgaben behufs ihrer
rechnerischen Behandlung, sodann bei der Interpretation der Rechnungs-
ergebnisse mittelst Worten — diese Operation in Betracht kommen
wird, wo immer Ausnahmen zu konstatiren sind oder gefordert werden.

Aus diesem Grunde, dessengleichen bei der Division nicht vor-
liegt, wollen wir nun der Subtraktion noch einige Betrachtungen
widmen (dem Leser es iiberlassend, sich das dual Entsprechende be-
ziiglich der Division gewiinschtenfalles selbst zum Bewusstsein zu
bringen).

Von den Gesetzen der eindeutigen Subtraktion ist vor allem das
»Distributionsgesetz“ (derselben) zu beachten:

7) ab—c)=ab— ac oder (b—c¢)a="ba— ca,

von welchem auch in den Diskussionen des gemeinen Lebens allgemein
Gebrauch gemacht wird,
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7. B. Der europiische ohne den russischen Handel ist der europiische
Handel ohne den russischen Handel. Die gefliigelten Tiere mit Ausnahme
der Insekten sind die gefligelten Tiere mit Ausnahme der gefliigelten In-
sekten und vice versa. Ete.

Der Beweis des Satzes ergibt sich am einfachsten, indem man
die beiden Seiten der Formel nach dem Schema x) evaluirt. In der
That hat die linke Seite derselben die Bedeutung a (b — ¢) = abe,
mit der Valenzbedingung b,c = 0; und die rechte Seite der Formel

hat den Wert:
ab — ac = ab (ac),= ab (a,+ ¢,) = abe,
mit der Valenzbedingung
(ab), ac = (a,+b,) ac = ab,c = 0.

Unter der Voraussetzung also, dass die Ausdriicke zu beiden Seiten
der Formel nur iiberhaupt einen Sinn haben — eine Voraussetzung,
die man fiiglich als eine ,selbstverstindliche“ bezeichnen kann — werden
diese beiderseitigen Ausdriicke das Nimliche (nimhcl‘l abce,) bedeutfan
und ist die Giiltigkeit der Formel unanfechtbar. Bedingung dafiir ist
die vereinigte Gleichung der beiderseitigen Va]enzbedmgu.n.gen, welche
im vorliegenden Falle aber auf die erste, die linkseitige Valenz-
bedingung sick' reduzirt, indem diese, nimlich b,¢ =0, schon von
selber auch die andre ab,c = 0 zur Folge hat. . o

Tmmerhin ist nicht zu iibersehen, dass die Va.lenzbe.dmgungen 'f\ir die
beiden Seiten der Gleichung t) verschiedene si_nd, dass die linke Selt%, :m
einen Sinn zu haben, mehr verlangte, als die rechte. Man kann da .ez
durch unbedachte Anwendung des Satzes in Fehler .vexzfa.llen, und. es is
2.B. aa — a oder a-a— a-1 nicht = a(a— 1), well'dle Va_,lenzbedmgu.ng
fir die Differenz @ — 1, das wire a,=— 0, im allgemeinen nicht erfiillt hm:,
wiihrend andrerseits a@ — @ sehr wohl einen Sinn, nimlich .den Wert O hat.

Im iibrigen kann auf Grund von 7) der Satz des led-erspruchs _oie(:;
die Formel 30,) sub &) a (1 — a) = 0 jetzt aufgeldst werden n @ — aa =
und erscheintX)er da.rzmch als eine blosse Umschreibung des Tautologie-
gesetzes 14x) aa=—a — eine Auffassung, welche besonders Boo%e beton.te.

Fir die Wortsprache ist die Ausserachtlassung der Verschiedenartig-
keit jemer beiderseitigen Valenzbedingungen m’cl'zt verﬁnghch und zwar v;egen
der oben erwihnten Licenz, deren sie sich beim Statuiren von Ausnahmen
erfreut. Ein Beispiel wird dies deutlich machen. e

reli?s ml‘:ilge ;p= betrunken, b = Heide, ¢ = Gronlinder bedeuten.
Nehmen wir an, dass es betrunkene Grtinlﬁm‘ler gar m(.:ht gibt, sintemal
man auf Grénland nur in Leberthran kneipt, so wm-l. der Sat.z aln:
zuerkennen sein, dass die betrunkenen Heiden ohne die Gronliinder emeg ei
sind mit den betrunkenen Heiden ohne die. betrunkenen Grc.:mlﬂ:ldeKr,. as
ist ab — ac, welches wegen ac =0 sich in ab zusmmeht. . e1‘111::;
wegs diirfte aber a (b — c) hiefiir geschrieben werden, in Anbetrac dt,
nicht alle Gronlinder Heiden zu sein brauchen oder wirklich sind, man
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daher von den Heiden b exakt auch nicht die Gronlinder ¢ subtrahirend
ausnehmen kann, sondern nur die gronlindischen Heiden be. Es wiirde
darnach der Ausdruck b — ¢ schon jeglichen Sinnes baar sein, und wire
es nur zulissig die Klasse b — be — b (1 — €) = be, zu bilden.

Um uns auch iiber die sonstigen Gesetze der logischen Subtrak-
tion moglichst rasch zu orientiren, will ich zunichst in @bersichtlicher
Formelzusammenstellung die fundamentalen Sitze der arithmetischen
Subtraktion zur Vergleichung hersetzen.

Soweit dieselben auf nicht mehr als drei allgemeine Zahlen Bezug
haben, kdnnen letztere — vergl. meine Schriften ! und 2 — in folgende
vier Gruppen gebracht werden:

;) (“—b)+b=(a+b)—b=b—(b—a)=a,
@Dt sl b
a =(a_°)+b=b—(6—a),
] s @+ = (=) —c—
Sl e e
a—b=(a+c)—(b+c)=(a-—c)—(b_c)=

= (=0 —(—a)—(@—0) +(c—1)

a+b=(a+c)+ (b —Og=(@+)—(c—0b) = -
=@ =)+ P+ =(0+0)— (c — a).

Nach dem Schema x) kénnen wir nun fiir jeden der hier verglichenen
Ausdriicke den Wert angeben, der demselben im identischen Kalkul beizu-
legen ist. Desgleichen vermdgen wir nach dem Schema d) auch seine
Valenzbedingung anzusetzen, oder, wo mehrere Minuszeichen in dem Aus-
druck vorkommen, seine simtlichen Valenzbedingungen, welche wir dann
zu einer einzigen Gleichung vereinigen mégen. Mit Riicksicht auf diese
seine Valenzbedingung (schlechtweg) kénnen wir endlich jeden Ausdruck
nitigenfalls entwickeln nach den Symbolen, a, b, (¢), aus welchen er auf-
gebaut ist.

Sonach ist es dann weiter keine Kunst, zuzusehen, ob (und unter
welchen Bedingungen) die in der Arithmeti gleichwertigen Ausdriicke
auch im identischen Kalkul iibereinstimmen und um welche Terme sie sich
andernfalles unterscheiden.

Es stellt sich heraus, dass von den in der Arithmetik geltenden
Gleichungen so ziemlich die Hiifte auch im identischen Kalkul Geltung
besitzt unter der Voraussetzung, dass die Ausdriicke beiderseits gleichzeitig
einen Sinn besitzen, d. h. unter den aus dem Anblick der beiden Seiten
selbst ersichtlichen Valenzbedingungen.

Unter Zugrundelegung derselben Annahme (der »vereinigten” Valenz-
bedingung der Gleichung) bedarf die andere Hilfte der Gleichungen, um
im identischen Kalkul giiltig zu werden der Hinzufiigung eines Korrektions-
gliedes auf der einen Seite derselben — eines additiven oder subtraktiven
Gliedes, welches eines allgemeinen Ausdrucks selber fihig ist.

"’1)

§ 23. Die inversen Operationen. 493

Es wiirde zu weit fiilhren, wenn wir fiir alle KOfnbim}tiorEen (!er vor-
stehend unter o) einander gleichgesetzten Ausdriicke dle-s lnel: im einzelnen
rechtfertigend durchfiihren wollten. Jede von den emscl}lagl.gen Unte:—
suchungen nebst ihrer geometrischen Deutung kann .als eine mtere;sa.n e
oder wenigstens zutriigliche Ubung, geistige Gymnastik fiir den Anfiinger

hlen werden. : .
em'pf'o\’o:inden nicht unmodifizirt geltenden S#tzen sei deshalb nur weniges
speziell hervorgehoben.

Zu v,) haben wir insbesondere:

?) (@+b) —b—a —ab oder a—b

i i ied ist -mithin — ab oder — b. Es wire nicht
das ist ab. Korrektionsglied ist mlthl-n a B
erlaubt, d:en Ausdruck, wie in der Anthmetﬂ(:],_ a.u;'3 a“z;x 11»,::11“212?;] icft
Die Begiiterten und die Adeligen, ohne die _ Begiitert ’ :
et::a sc%lechtweg die Adeligen, sondern nur die unbegiiterten Adeligen
(R. Grassmann). :

Zu v,) gilt beispielsweise:

1) a+(®—c)={(a+b) —c}+ac :
Korrektionsglied mithin: + ac. Die Reihenfol-ge,. in -welcher Admtxo?;zz
und Subtraktionen vollzogen werden, ist also im identischen Kalkul nic
leichgiiltig. Sn :
= Ig)ietlsgﬁ,tze v;) dagegen gelten auch im identischen Kalkul ganz un
veriindert. ; .

Zu v,) haben wir exempli gratia:
P) (a+e)— (@+c)=(a—b) (1 —o9), '
das Korrektionsglied ist also — (a—b) c. Hieraus .ers13ht n;alé,u :;ish :;1;
iibereinstimmender Bestandteil (Summand, c) von Mmuen ;m i
einer Differenz jedenfalls dann unterdriickt, die Dlﬂ'erem: also lmmB ey
mit ihm ,gekiirzt werden darf, wenn derselbe gegen die aydegnubteshirm
teile disj:mkt, wenn nimlich ca =0 und ¢b = 0 ist: beim be;:n b
reduzirter Summen wvon einander sind ibereinstimmende Terme un ;
2w streichen. ;

Statt nach den Gesetzen der eindeutigen kann man auch nach

denen der volldeutigen Subtraktion fragen. : s

Man findet, dass die Regel der Arithmetik fur das dlstnl:)qglve g:es;
multipliziren einer Differenz (sowie umgekehrt fiir -da.s A111s1slc ()31 en
gemeinsamen Faktors im Minuend und Subfrahend einer solchen):
o § :
) a(d-+c)=ab-ac : i ‘
auch hier Geltung hat, indem nach dem Schema n) sich ul;:areu;)s:imf)ne; A
b (¢,+u) als Wert der beiden Seiten ergibt unter der schon o i3
wﬁh.n;;en Valenzbedingung b,c= 0, die man als _eine selbstvgrssri c
auch unerwihnt lassen konnte auf Grul}d des Anoms:, da.sls hemD aa.s‘znlim:
Geltung beanspruchen kann fiir diejenigen Falle, fiir welche jenige,

t, einen Sinn besitzt. :
worﬁbf?:r::r a:zlrsgs:l%ell sich die Werte der nachstehend untereinandergestellten
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Elementarausdriicke, wenn man die rechts neben sie gestellten Gleichungen,
eventuell — wo sie vorkommen — unter Elimination von Yy und z, ge-
miss der Methode des § 21 nach der Unbekannten z aufldst:

(2 = (a+b) +—c aus .i+c=a+b,

t=a+(b<¢) , z=a+y, Yy+ec=0b,
z=a-+(=b) ,, z+y—a, y+b=c,
t=a-0+c) , z+btc=a,

z=(a>b)+¢c , z+c—=y, y+b=a,
g=(a+c)(b+c) aws z+b+c=—a+te,
g=(a+¢)+(b+c), z+y=q¢, y+e=>b, z+ec=a,
t=(@+e+(=b) , z=—y+e, Yytec=a, z+b=c,

und so weiter. Valenzbedingung ist jeweils die Resultante der Elimination
von z,y, 2.

Hier steht jedoch noch ein andrer Weg offen: man kann aunch das
Schema 7) eventuell wiederholt als Vorschrift benutzen, um die verlangten
Ausdriicke darnach aufzubauen, wobei man mit den Inhalten der Klammern
beginnend successive nach aussen fortschreiten wird. Dieses Verfahren —
bei @,) oben von uns angewendet — ist das bequemere da, wo nur ein
- Zeichen sich in dem Ausdrucke vorfindet. Wo aber deren mehrere auf-
treten, wiirde so in das Ergebniss eine Mehrzahl von arbitriren Para-
metern u,v,w eingehen, die dann nach unserm Zusatze zu Th. 48,) auf
einen einzigen erst noch zuriickgefiihrt werden miissten.

Hat man so (auf die eine oder andere Weise) die Elementarausdriicke
berechnet, so unterliegt die Vergleichung derselben wiederum keiner

Schwierigkeit, und wird man ihnliche Wahrnehmungen, wie oben bei den
eindeutigen Ausdriicken, machen.

Insbesondere moge noch der Leser untersuchen, ob allgemein, oder
unter welchen Bedingungen die Ausdriicke
@) (a+c) = (b+d) und (a—= b) + (c-+d)
fir einander gesetzt werden diirfen, desgl. fiir die einfachen Minuszeichen.

Wol geniigen aber schon die bisherigen Studien um ein Bild zu
geben von den Schwierigkeiten oder besser Unbequemlichkeiten, mit
welchen man fortgesetzt sich zu placken hiitte, wollte man etwa nach
den solchergestalt fiir die Exception und Abstraktion geltenden Formeln
wirklich rechnen. Als empfindlichster Misstand wiirde sich der Um-
stand fiihlbar machen, dass die Regeln nicht unbedingt giiltig, die
Transformation von Ausdriicken nach denselben nicht allgemein zu-
lissig sind, sondern an die von mir so genannten Valenzbedingungen
als an eine jeweilige Voraussetzung gekniipft erscheinen. Sodann sind
die mittelst " des Korrektionsglieds modifizirten Siitze auch weniger
einfach, als die entsprechenden in der Arithmetik, und analoge Ver-
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einfachungen, wie sie letztere Disziplin noch obendrein durc}.l die Ein-
fihrung der ,negativen Zahlen fiir den ganzen KoTnplex 1h1"er -
schligigen Sitze erzielt hat, wiren hier nicht anzubringen. Die .Satze
wiirden hier, zumal bei ihrer nicht unerheblichen wol kaum vefmmder-
baren Anzahl, auch schwer zu behalten sein und miissten jedesmal
bei der Anwendung samt ihren Giiltigkeitsbedingungen nachgeschlagen
werden — gewiss eine hochst unerquickliche Zumutung! Und
hr. ;
andel;: ;:: darum nur zu begliickwiinschen, dass durch das .Studium
einzig ihres gemeinsamen Spezialfalles, der Negation, dife weltere“An-
wendung der inversen Operationen des Kalkuls entbehrlich und dber-
fliissig geworden. : ;
Der Studirende moge deshalb auch einen Ausdr.uck wie »iie a
ohne die b, ,die a mit Ausnahme der b kiinftighin mc}.{t mit ¢ — abd
resp. @ — b sondern nur mit ab, in die Zeichensprache ube-rtragen. In
der That ist der Ausdruck mit: ,die a, welche nicht b sind“ augen-
scheinlich #quivalent. —

Zum Schlusse sei noch erwihnt, dass die Darstellung 1) des
Generalwerts der Differenz sich auch unter dem _Gresichtspunkt c.les
Th. 44,) Zusatz 1 fiir die Entwickelung einer.Funktlo.n i (aib) =a—-b
nach ihren Argumenten darstellen, nachtriglich ablglten lisst. Nach
diesem Satze nimlich miissten wir haben:

@) a--b=(1=-1)ab+(1-=0)ab+(0-=-1)ab+(0-:-0)ab,
Nun ist der Koeffizient O < 1 sinnlos — vergl. das unter 6) Gesagte.
Damit der sinnlose Term aus dem Ausdruck fortfalle, w1fd der zu-
gehorige Konstituent a,b — O sein miissen, was uns die Valenz-
bedin liefert.

. 1.%:2}? den unter 1) angegebenen Spezialwerten (die aucP durch.ge:
sonderte Uberlegungen hiitten unabhingig ermittelt werden konnen) sind:

1=—1=u, 1+-0=1 und 0-:0=0

fiir .die iibrigen Koeffizienten einzusetzen und ergibt sich:
a—=—b=uab+ab,

in U insti mit 7). :

. Uz(::;:;tlcxlr::lur;itsprec?end fiir den Gene.ralvizert fies Quot{enten. .
Das Theorem 44,) nebst Korollaren wird in dieser Weise aue

fir die unter Konkurrenz inverser Operationen aufgebauten Funktions-

ausdriicke giiltig bleiben, wenn man es durch .du? Zusatzbem?rkung

erginzt, dass diejenigen Konstituenten, deren Koeffizienten undeutig aus-
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fallen, fiir sich gleich O gesetzt werden miissen und so die Valenzbedingung
fir den Funktionsausdruck liefern.

Die vorstehende nihert sich der Art und Weige auf welche Boole
seine inversen Operationsergebnisse ermittelte.

Die wesentlichsten in diesem Paragraphen gewonnenen Ergebnisse,
seinerzeit im Operationskreis® von mir mitgeteilt, habe ich nachtriglich als

von Herrn Peirce in seiner Schrift!®* schon frither verdffentlichte vor-
gefunden.

§ 24. Symmetrisch allgemeine Losungen.

Die zur Vervollstindigung der Theorie hiernichst von uns angestellten
Betrachiungen konnen bei erstmaliger Lekttire des Buches iiberschlagen
werden — es sei denn, dass der Anfinger sie benutzen wolle um sich im
identischen Rechnen zu iiben. Dieselben scheinen mir vorwiegend ein theo-
retisches Interesse zu besitzen — von eigentiimlichem Reiz vielleicht fiir

den Mathematiker — dagegen praktische Verwertbarkeit wol erst fiir eine
fernere Zukunft in Aussicht zu stellen,

Ein nicht ganz leichtes Problem ist es, das uns hier noch zu be-
schiiftigen hat, da seine Losung unter Umstinden wiinschenswert er-
scheinen kann. Dasselbe bezieht sich auf den Fall, wo nach einer Melr-
zahl von unbekannten Gebieten oder Klassen gleichzeitig gefragt wird.

Hier kam es darauf an , die simtlichen Wertsysteme, und nur
solche, anzugeben, welche fiir die Unbekannten z, y, Z, ... 1n die ver-
einigte Gleichung des Problems beziiglich eingesetzt, dieselbe erfiillen.

In § 22, unter 9) sqq. gelang uns dieses, indem wir die vereinigte
Gleichung nach dem System der Unbekannten allgemein auflosen, ihre
Waurzeln wirklich »berechnen®, d. h. unter Zuhiilfenahme arbitriirer Para-
meter u, v, w, ... Ausdriicke fiir dieselben aufzustellen lernten, welche
bei beliebiger Deutung jener Parameter uns allemal ein System von
Woaurzeln, ein solches aber auf jede migliche Weise, liefern mussten.

Zu dem Ende mussten aber die Unbekannten successive (eliminirt
und in der umgekehrten Ordnung) berechnet werden und die fiir die-
selben als Wurzeln erhaltenen Ausdriicke erwiesen sich nach ihrem
ganzen Baue — formell — abhingig von der dabei eingehaltenen
Reihenfolge.

Die zuerst berechnete Unbekannte enthielt z. B. in ihrem Aus-
druck nur einen willkiirlichen Parameter, die nach dieser berechnete
dazu noch einen weiteren, mithin deren zweie, die nichstberechnete
ihrer dreie, u.s. w. Es konnte auch vorkommen, dass bei der letzten
Elimination (eine oder) mehrere Unbekannte auf einmal herausfielen.
Diese mussten dann unbestimmt, willkiirlich bleiben und waren durch
si¢ hernach die iibrigen Unbekannten auszudriicken. Auf diese Weise
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wurden bei der Auflosung einzelne Unbekannte vor den fnde'n}l, bzvmf‘.-
zugt, und solches war sogar der Fall, wenn au.ch die urspiingliche du -
gabe ,symmetrisch” erschien beziiglich s'a'unthc}?er Un'b?kanl(l}tle]il 1:) :r
auch einer gewissen Gruppe von solchen, wenn die verenngi;:l ic ue;gl
durch gewisse unter den Unbekannten vorgenommene Ver ll:sc ungt
— in Verbindung vielleicht mit einer gleichzeltlgefl Vertau:.c bung un ;5;
ihren gegebenen Parametern a,b,c, ... — ungeéndert blieb, nur

sich selbst transformirt wurde. ' ;
So ist z. B. die Gleichung zy = O beziiglich = und y sl{)n;m;i;l:s::.
Elimination von y gibt 0 = 0 (womit a,l.so auch z v‘(im se sd i 4
gefallen); mithin kann z als willkiirlich hmgestellt.wer e.nl,l unen.
berechnetz sich dann: y = vz,. Somit stellen uns die Gleichungen:

x=x’ y=vxl

bei beliebigem x und v in der That jedes System von Wurzeln vor; man

konnte auch sagen:
rx=Uu 9 y = Q)ul

i+ bﬁlgzkéﬁel:v;:’:];er die umgekehrte Reihenfolge bei der Auflgsung vor-

gezogen, so wiirden wir in Gestalt von y =y, 2 = uy,, oder:

x=u1}l’ y=1}

llung von ebendiesen Wurzelpaaren gela,ngt. sein. :
e Dlgirztee gergechtfertigte, rationelle Anforderung ist es, numg:ll:lr bz(:
verlangen, dass die Darstellung fiir die Wurzelnsyste.me v{:ﬁ-n =
dem Auflosungsverfahren befolgten modus prc'Jc-ede:ndl u;a ma cilugn =
scheinen sollen, und dass insbesondere alle diejenigen eftsus isc}fen
einerseits zwischen den Unbekannten z,y, 2, . a;d;;rs(;als ;::blems
den gegebenen Parametern a,b, . ‘Welche .dle a,d s;iben i
ungeiindert lassen, nimlich die vereinigte Glelclmng ess! wini i
selbst transformiren, auch das System der Ldsumgen nic = nde;
namlich die Darstellungen der verschied?nen ‘Waurzeln nul;l auf ::1 vr
zuriickfiihren, wofern sie moch mit gee:gneten‘ Vfrt;;:; ;nﬁametem
den néu hinzugekommenen Symbolen, den willkiirl -

den. ; .

verb‘%liel(lﬁ;:: Anforderungen zu geniigen, diirfen m‘m Jedenfall:dlx';:];:
mehr einzelne Unbekannte direkt durch ande.re von 1hn;n aus%tZt =
werden, wo letztere unbestimmt.blfeiben; v1eln.1ehr m ssenP‘]a e v
Waurzeln ausgedriickt werden lediglich durch die ge%ebenenbekmmn =
a,b,¢,.. (oder die Koeffizienten der nach d.e?k : ll'lhe e
wickelten vereinigten Gleichung) und durch willkiirlic =
hiingige“ Parameter.
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Dergleichen arbitrire Gebiete (welche wir bisher mit Vorliebe o,
v,w genannt haben), will ich in diesem Paragraphen ausschliesslich
durch griechische Buchstaben (des kleinen Alphabetes) darstellen, sodass
auch umgekehrt jeder solche uns stets ein vollkommen willkiirliches
Gebiet bedeutet.

Ein durch solche Parameter ausgedriicktes System von Wurzeln
wird als ein richtiges, als eine Lisung der gegebenen Relation oder
vereinigten Gleichung zu bezeichnen sein, wenn dasselbe, in die
Gleichung eingesetzt, diese in eine analytische Identitit verwandelt;
es darf also durch die Einsetzung nicht etwa eine »Relation” zwischen
den Parametern sich ergeben. '

Und als die allgemein(st)e Losung wird es zu bezeichnen sein,
wenn jedes beliebige die vereinigte Gleichung erfiillende Wertsystem
Z,Y,2, ... der Unbekannten aus den fiir die Wurzeln aufgestellten
Ausdriicken dadurch erhalten werden kann, dass man den in sie ein-
gehenden Parametern geeignete partikulare oder besondere Werte
beilegt.

Die Forderung der ,,Symmetric“ haben wir oben schon charakterisirt.

Ein allen diesen Anforderungen geniigendes System von Aus-
driicken (resp. von Gleichungen, in welchen linkerhand dje Unbekannten
simtlich isolirt erscheinen, rechterhand nur die Koeffizienten mit will-
kiirlichen Parametern verbunden erscheinen) nennen wir eine ,symme-
trisch allgemeine” Losung des vorgelegten Problems.

Man mag noch ausserdem verlangen, dass die Anzahl der ver-
wendeten arbitriren Parameter nicht grosser sei, als unumginglich.

Ich werde nunmehr die vorstehend charakterisirte Aufgabe fiir
eine Reihe von Einzelfillen lsen — die wichtigsten, von elementarer
Natur. Es zeigt sich, dass die gefundenen Lisungen immer leicht als
solche, die allen Anforderungen. wirklich geniigen, zu bewahrheiten
sind. Weniger leicht sind sie manchmal zu entdecken.

Zu ihrer Auffindung verfiige ich bis jetzt erst iiber den Anfang
einer allgemeinen Methode. Der erste Schritt von dieser — bei%jedem
Problem der gleiche — fiihrt nicht selten schon sofort zum End-
ergebnisse. Manchmal aber wird man durch denselben zunichst in
einen Zirkel gefiihrt, aus welchem es bis jetzt nicht moglich erscheint,
ohne besondere Kunstgriffe herauszukommen. Die Methode bedarf
also noch weiterer Ausgestaltung. Was tiber dieselbe zu sagen ist,
will ich gelegentlich der Beispiele auseinandersetzen.

Ich beginne mit der folgenden (unbegrenzten) Reihe von funda-
mentalen Problemen.

§ 24. Symmetrisch allgemeine Losungen.

Aufgabe 1. Es soll die Gleichung
zy=20
symmetrisch allgemein® nach den Unbekannten @ und y aufgelost werden.
: Die Auflésung wird dargestellt durch die Glelch.ungen:
z=af0,+¢fa, y = q,fo,+af o,
worin, wie vorbemerkt, o, und @ ganz beliebige Gebiete bedeuten.

Aufgabe 2. Ebenso nach x,y,z die Gleichung
zyz =0
symmetrisch allgemein zu losen.
S z=a(f+7)o+e(B+y)o,
y=2_ (7’|+ a|) o, + B, (7"'“) @,
2=y (e,+ ) o,+79 (e+p) o

Aufgabe 3. Desgleichen nach z,y, z,w aufzulisen die Gleichung:
zyzw = 0.
Auflésung:
z=c(B+7+0)o+eBty+d)o,
y=pB(+y+d)o+pl+rtie,
2=y (e, +p,+90)w+y (a+p+0)a,
w=2a (“|+ﬁ|+ 7|) ®,+ 0, (e+B+ 7) 0
Und so weiter: das Bildungsgesetz fiir beliebig viele .Faktoren des
zum Verschwinden zu bringenden Produktes ist ersichtlich.
Beweis. Erstens stimmi bei ganz unbestimmt gelassenen will-
kiirlichen Gebieten ®, e, 8,7, 9, ... fiir die angegebenen Wurzelwerte
die Probe der Auflosung — wie dies leicht nachzurechnen ist.

i 0 i j ichtige.
Die Auflésungen sind also jedenfalls ric . . :
Zweitens sind sie aber auch die allgemeinsten, wie ich fir Auf

gabe 3 niher nachweisen will (ganz analog ist es auch fiir die vor-

hergehenden beiden Aufgaben zu leisten, etc.).
erg?[s:nx Y, 2, W z'rgem; ein Wertsystem oder System von gegebenen
27772

Gebieten, welche die Anforderung zyzw = O. erfiillen, so kann ::i
immer unsre Parameter o, a,f,y,0 so bestlmmef;, dassIunzre =
driicke fir die Wurzeln gerade dieses Wertsystem liefern. In der
geniigt es, zu diesem Zwecke etwa: ;
0—0 und e=z, f=y, y=2, O0=w

selbst zu denken. 39%
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Um dies darzathun muss nur erkannt werden, dass die Gleichung:
T =12z (y,+2,+w,)

unter der Voraussetzung 0 — zyzw eine richtige Identitit ist. Ad-

diren wir aber diese letztere tiberschiebend zu der vorigen Gleichung,
80 entsteht:

x=x(y,+z,+w,+yzw)=x-l=z,

in Anbetracht, dass wegen Y, +2+w,= (yzw), der Inhalt der Klammer
rechts gleich 1 sein muss — cf. Th. 36,) und 30,).

Und analog beziiglich der tibrigen Unbekannten. Ebenso wiirde

mit den Annahmen

0=1, a=z, B=y, y=z,
der Nachweis gelungen sein.

Es ist also wirklich jede denkbare Lésung, jedes der Forderung
zyzw = 0 geniigende Wertsystem in unsern Ausdriicken fiir die
Wourzeln enthalten.

Und drittens gleichwie die Aufgabe in Bezug auf simtliche Un-
bekannte symmetrisch, war, so sind es auch unsre Resultate, indem
durch Vertauschungen unter den Parametern «, g, 7, 0 augenscheinlich

die verschiedenen Wurzeln nur in einander iibergefiihrt werden, das

System der Lésungen aber, wenn zugleich auch diese Wurzeln ver-
tauscht werden, als Ganges unveréindert bleibt.

Wir sind darnach mit dem Beweis zu Ende. —
Unsre Lésungen sind sogar symmetrisch in Bezug auf die Gruppe
der Parameter und digjenige ihrer Negationen, indem bei Vertauschung

von @, e, 8, y,0 mit beziiglich @,; @, B, 7,, 0, die Ausdriicke wesent-
lich ungeiindert bleiben, nur in si

Letztere Eigenschaft ist ein
dafiir den Vorteil erkaufen, das
auskommt.

Wie im zweiten Tei] des Be

weises sich offenbarte sind nimlich
auch die fi

=a B+y+9)
Yy=B@G+d+e
=90 +a+p)
w=20,(e+p+y)
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die Gleichung zyzw =0 schon symmetrisch allgemein gelést wird,
wobei wir nun nicht mehr Parameter, als Unbekax‘mte haben.
Analog auch fiir die iibrigen Aufgaben: es wird z. B.

r = aan y Ty dlﬂ /
die einfachst mégliche symmetrisch allgemeine Lﬁsung der Gleichung
= in. Ete. g
- Zgr szlll:fﬁndung der angegebenen I.;;)iisllmgen kann man heuristisch
i i durch die folgende Uberlegung.
s é?flel;;zjel 0 sein, so migissen wir nacl'l T].l. 43) Zusa.tz h;‘ben:
z = a (y2w), = & (y,+ 2,+w,) und i.st damit dle' allgemeine Form
gefunden, in welcher z sich durch vier andre Geblef,e o, Y, 2, wfasfx-
driicken ldsst; symmetriehalber muss das Analoge in Bezug auf 1?
ibrigen Unbekannten der Fall sein, sich a'lso y durch 8,2z, 2, ‘;:,'o ;1.11sd
driicken lassen, etc. Wiirden wir aber. dieses Schema zum h;)r ild
nechmen, so bekimen wir noch mit einer -iibergrossen.. Ar.lzaa,bl .Eon
Parametern zu thun (die auch nicht von einander unabhingig bleiben
durfti;?l:teilhafter ist darum die Bemerkun'g, das‘s nach bekan.l'ltex'l
Sitzen — ef. Th. 38) Zus. und Th. 20) — eine Gleichung ab o lgi qu—
valent ist (der Subsumtion a=€b, und folghch- auf:h) deg % f] ;glzlg_
a = ab, (wie dies, wegen a = ab,+ ab, auch leicht ge.),nz1 1rfe
zuweisen). Aus der Gleichung zysw — O erhalten wir :c s0:
x=x(?l;+5|+w.); y=y(zl+u’l+xl)7 €tc.
Ersetzt man hier rechterhand die Symbole z, yu, 2, w se}b;t (;ulll'chs 1;:11:
bestimmt gelassene Pau'ancletel(-i B, 7, I? ;:k::l:;g] m:‘; l.]:h :11 faahiz- s);nd
i llungen fiir die vier Un ) :
;szzls;};ege}s:;:t%ertgsystem der Wurzeln bei geeigneter Best;mm;:i
der Parameter (nimlich fiir die Annahme. « =z, = yl,l _ete. =
selben) auch wirklich zu liefern, und ist mit diesen Da:'st(‘a hungevl;r 7
die Probe noch zu machen, ob sie auch fiir alle moghed en f--‘lelen
dieser Parameter schon die Forderung, dass zyzw — O werde, erfii
= i : die Probe stimmt!
u]I;(iie S;erfitd;ewifnenen symmetrisch allgemeinen Losungen:
x=“(ﬁ;+7|+al)1 y=ﬁ(7|+6l+al)7 ete.

i it ei itern un-
bleiben jedenfalls ebensolche, wenn man sie nocg mllt) ailsntiﬁux:vge;l il
bestimmten Parameter ®, multiplizirt, und s .eﬁ Panfr
darn cheuse berekiialy heryor, iiion 20 AR Aa' sdriicken ergeben
Negationen vertauscht. Aus den beiden Systemen Zon c]lllenden el
sich endlich durch additive Veremlgu:flg der 911. SP;" e emeiné) &io
scheinend die allgemeinsten (in Wahrheit aber nur ebenso allg
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ebenfalls die Forderung zyzw = O erfiillen miissen, in Anbetracht, dass
sie nach » samt und sonders entwickelt erscheinen und man also behufs
Multiplikation derselben nur die Koeffizienten ihrer gleichnamigen Glieder
iibereinander zu legen braucht.

Um die beim vorstehenden Spezialproblem erlangten Fingerzeige
in der Richtung einer zum Ziel filhrenden Methode zu verallgemeinern,
miissen wir noch dem Th. 50) eine neue Ausdrucksform geben, durch
welche dasselbe mit dem Zusatze zum Th. 47,) in Zusammenhang ge-
bracht wird. Das letztere sagte (mit neuer Bezeichnung) aus, dass
sooft 4 < 2 =< B ist, auch immer Az, + Bz = z sein miisse. Sagen
wir hier b fir 4 und a, fir B, so gelangen wir — in Anbetracht,
dass die Gleichung az +bz,= 0 auch mit der Doppelsubsumtion

b= z =< a, nach Th. 49,) Hquivalent ist, zu dem Satze, den wir be-
zeichnen als das

Hiilfstheorem des § 24: Die Gleichung ax +bx,— O ist dqui-
valent der:
z=bz,+azx.

In der That kann diese Aquivalenz auch leicht direkt nachgewiesen
werden, indem man einfach die letatere rechterhand auf O bringt.

Die letztere Gleichung, obwol sie rechterhand die Unbekannte z selbst
noch enthilt, kann gleichwol als eine partikulare ,Lssung® der erstern hin-
gestellt werden, in Anbetracht, dass sie aus der allgemeinen Lgsung
% = bu,+ a,u auch hervorgeht, indem man den willkiirlichen Parameter u
gleich  selbst annimmt. Sie stellt aber mit gleichem Rechte Jede
Partikularlgsung vor, indem es offen blieb, welche von diesen unter z
gedacht wurde.

Man konnte, im Hinblick auf die erste, unsre zweite Gleichung
auch noch zu: ’
r=azx

(mittelst Unterdriickung von bz,, welches ja O sein sollte) vereinfachen.
Fiir unsre beabsichtigten Anwendungen wird sich dieses aber nur
selten empfehlen, — so, natiirlich, wenn der Term bz, analytisch ver-
schwinden sollte, wie es oben bei Aufgabe 4, wo b =0 war, der Fall
gewesen.

Wir werden darnach ein Arbeiten nach dem »vollen® und ein

solches nach dem ,werkiirzten” Schema unsres Hiilfstheorems zu unter-
scheiden haben.

Nach obigem Hiilfstheorem kinnen wir nun' die vereinigte Gleichung
unsres Problems nach irgend einer Unbekannten so auflosen, dass wir
ohne Zuhiilfenalme eines arbitriren Parameters diese Unbekannte durch
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sich sclbst und durch die iibrigen Unbekannten linear und eindeutig
ausdriicken. 3l
Thun wir dies fir jede Unbekannte, so erhalten wir ein System
von Gleichungen, deren jede mit der urspriing’licl.len vereinigten Gleif:hung
dquivalent ist (und je fiir eine Unbekannte einen Ausdruck z.mglbt). .
Jede Vertauschung von Symbolen, welche die urspr.iinghche Glei-
chung in sich selbst verwandelt, muss darux.n auf:h bei dem .Syst?m
dieser aus ihr gezogenen Folgerungen zulissig sein, dasselbe in sich
selbst verwandeln. i
In unsern Darstellungen fiir die Unbekannten kommen-nun freilich
rechterhand neben den Koeffizienten der vereinigten Gleichung auch
diese Unbekannten selbst wieder vor. Ersetzt man abe.r (blos rechter-
hand) jede einzelne von diesen lelztern durchweg durch-emf'm besondern
nunmehr wnbestimmt zu lassenden Parameter oder griechischen BIJCEL-
staben, so wird man ein allgemeineres System von ]_)a.rstc?llu‘ngen fiir
die Unbekannten erhalten, welches jedenfalls fihig ist, emn jedes be-
sondere System von Wurzelwerten (fiir gewisse Paramet.erwe.rte) fdar;
sustellen, welches (m. a. W.) alle Wurzelsysteme notwendig mitumiass
in sich begreift. :
i .;I:lszz'dem gwird dieses System von Gleichungeri un'fehlbar die An-
forderungen der Symmetrie auch erfiillen. Wenn n.amhch vor der Er-
setzung durch die griechischen Buchstaben eine Glelc}%ung des Systemfs
aus einer andern hervorging durch eine vielleicht zwischen den. Itioe -
fizienten und jedenfalls auch zwischen den Unbekannten der v.erelmgtei
Gleichung vorgenommene Vertauschung, so muss das glezlcge a‘.;lc
nach jener Ersetzung noch der Fall sein sobald man nur ml.t her der—
tauschung eben der Unbekannten auch die entsprechende zwiscl e: en
fiir sie eingesetzten griechischen Parametern pa,rallfal gehen ldsst. -
Also die Anforderung der Allgemeinheit und die Anfordermig dgr
Symmetrie erfillen bereits die so gewonnenen Dalistelluilgen fu: dle
Unbekannten. Um sie als ,symmetrisch allgememe.Losungen er
vereinigten Gleichung hinstellen zu diirfe.n, miissen Wir g‘lrlr nol(;h dzi::
sehen, ob sie auch Lsungen derselben sind, ob sie als urzez :
selbe erfiillen schon bei beliebig gelassenen Parameterwertefl. - zm
Ende ist nunmehr die Probe zu machen; ti:ie Autsdriicke sind fiir die
in die vereinigte Gleichung einzusetzen. :
Unbell;?:}lll: e:el::n:hwie gesagt, stimmt diese Prf)be: es resu:txrt a.u?1 der
Substitution der Ausdriicke, die wir dann als die ,, Wurzehz; “bezelc nf!l:;
diirfen, eine von den Parametern analytisch erfiillte Ide'ntltat; ﬁla:}ll 1;6
schon mit dem einen geschilderten als dem ersten Schritt der Metho

am Ziele.




504 Zwélfte Vorlesung,

Zuweilen aber fiihrt die Einsetzung jener Darstellungen fiir die
Unbekannten zu einer Relation zwischen den Parametern, welche von
diesen erst erfiillt werden miisste. Die Aufgabe ist alsdann wenigstens
auf die andre zuriickgefiihrt: diese Relation nunmehr nach besagten
Parametern als Unbekannten symmetrisch allgemein zu l6sen. Hitten
wir schon deren Wurzeln, so wiirde ihre Substitution in die friiheren
Gleichungen uns auch die urspriinglichen Unbekannten darstellen lehren.

Die Hiilfsaufgabe, auf die wir so gefiihrt werden, kann sehr viel
einfacher und leichter sein, als wie die urspriingliche, in welchen
Fillen wir schrittweise zum Ziel gelangen werden. Allein es kommt
auch vor, dass die fiir die Parameter resultirende Relation oder Hiilfs-
gleichung genau von derselben Form ist, wie die urspriingliche ver-
einigte Gleichung in Bezug auf die urspriinglichen Unbekannten es
war, sodass das Problem wesentlich — bis auf die nunmehr durch
andere vertretenen Namen der Unbekannten (und vielleicht Koeffizien-
ten) — dasselbe geblieben ist, und es, auf die gleiche Art von neuem
in Angriff genommen, in Ewigkeit bleiben miisste. Alsdann vermdgen
nur andersartige Kunstgriffe aus dem Zirkel herauszufithren — wofern
iiberhaupt das Problem ein losbares.

Es werden fernere Beispiele dies nach und nach illustriren.

Aufgabe 4. Die Subsumtion:
z<y

nach z und y symmetrisch allgemein zu Iljsen.

Auflésung. Die Gleichung zy, = 0, mit der unsre Subsumtion
aquivalent, ist dies auch wieder mit den beiden:

x=xy und y=x+y.

Nach der auseinandergesetzten Methode gelangen wir also zu den
Formeln:

T = aﬁml + a|ﬁ|m7 = (a 5 ﬁ>ml #* (“l 3 ﬁl)m
welche auch schon fiir @ = 0 angesetzt werden konnten als:

r=eff, y=a+f,
und die Aufgabe 15sen. , y

Ebenso konnte aber auch die Losung schon aus der bei Aufgabe 1
gegebenen abgeleitet werden, indem man nach dortigen Schemata die Glei-
chung zy, = 0 symmetrisch allgemein 15st nach den Unbekannten z und

Y,; fir diese hat man die 1. . aufgestellten Ausdriicke und ergibt noch
aus dem letztern sich

' ] y selbst durch beiderseitiges Negiren, Man bekommt
die nimlichen Formeln, wie vorstehend, bis auf den Umstand, dass der
Parameter $ mit seiner Negation gewechselt.
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Es gibt keine wirkliche Vertauschung, welchfa hie.r die .Data. des
Problems ungeéindert liesse: es konnen z und y .luer me}.lt die Rolle.n
tauschen und die Aufgabe selbst ist unsy.'mmetns?.h. Die Symmetrie
unsrer Losungen besteht hier gleichwol in dem Sinne, dass wedsr Y
einseitig durch z ausgedriickt wird, noch unfgekehrt z durch ¥, 80!(11 en];
dass vielmehr beide Unbekannte gleichmassig dar'gestellt werden dure
zwei unabhingige Parameter « und f. Dass d-lese Da:rstellung}(:n soi
gar in Bezug auf letztere symmetrisch erschemen., durfte. me li 'Wl(l)
nur als ein Zufall anzusehen sein. Verzich'teten wir ?.nf diese Gleich-
missigkeit, so konnte die Aufgabe schon einfacher mittelst:

z=a, Y=ea+p,

oder auch mittelst:

r=uaf, y=2_
in unabhiingigen Parametern gelost werden.

Aufgabe 5. Eine Reihe von Problemen einfachs.xten Cl:larakter}i
ergibt sich, indem man fordert, dass von dEI.l vier Ghedel.'n er nzzd
# und y entwickelten Einheit (identischen Eins) lrgenddemes., 1rglei-
aweie oder irgend dreie verschwinden, dass also von den vier
ST zy=0, zy,=0, zy= 0, zy,=0 -
in jeder moglichen Weise eine Gruppe ge'lten s?lle un((il allemal das
System nach # und y symmetrisch allgemein gelstt werde. s

Fiir die erste Gleichung, wenn sie fiir s?ch allein gelter; sci 3 ml;sd sy
schon unter Aufgabe 1 geleistet, fiir die. zweite unter Aufgal -edem o
aus ergibt sich auch die Losung fiir die dritte Gl.elc_hl.llﬁ; gleichung o5
und y vertauscht; endlich braucht man, um fiir (iledv;ew e
Loésungen zu finden, nur bei denen: der Aufgab? L a.Ne ’tioneﬁ del'la,n:
zu ersetzen, somit hier als z und y anzusetzen: die Nega

izeln. : : :
gegeb(];rle;c]‘;‘zrgltgze Geltung von irgend zweien der vier obigen Gleichungen

fiihrt auf die sechs Aufgaben, je eine von- den Gleichungen symmetrisch
allgemein zu losen: =
zy+ay, —ax=0, zy+xy =y =0, a;g/+a',y,— ’_0
zy, + 29 =0, zy, + 29, =9=0, : Y +.x,y, =z, = ..h
Von diesen bietet mur die dritte und die vierte ein Interesse (siehe

i ie eine Unbekannte
unten). Bei den vier andern Aufgaben fiel nimlich die eine

: : : =
von selbst heraus; diese bleibt willkiirlich und kann einem Parameter o

: : ch O
oder B, gleichgesetzt werden, wogegen sich die andre Unbekannte gleic

: i t. - - » 3 =
- 1%'3(1:)1?8';1]111133 ) gibt das Verschwinden irgend dreier von den vier Ter
i3 +.

men, mithin auch ihrer Summen zu irgend dreien, die Ansiitze:
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Ht%h =0, 5+y=0, 24+¢,=0, z2+y=0,

welche nur je durch das Verschwinden der beiden Glieder befriedigt wer-
den konnen, womit sich aber z und y gleich 1 oder O véllig bestimmen.

Alle vier Terme zugleich kinnen nicht verschwinden,, weil der Ansatz
nach Th. 34,) auf die absurde Gleichung 1 = 0 fithren wiirde.

Als einzige weitere Ausbeute der vorstehenden Blumenlese notiren
wir also diese beiden Probleme: die Gleichung

zYy+xy, =0 resp. zy, +zy=0
Je symmetrisch allgemein ou lisen.

Dieselben sind dadurch interessant, dass sie die emfachsten Exempel
zu dem oben erwihnten ,Zirkel“ liefern.

Behandeln wir zunichst das erste derselben. Die Gleichung zer-
fillt in die beiden Forderungen 2y =0 und zy, =0. Der ersten
von diesen wird nach Aufgabe 1 durch den Ansatz: 7 — af, y=ap
auf die allgemeinste Weise symmetrisch geniigt, und miissen die Para-
meter « und B nur mehr noch so bestimmt werden, dass sie auch die
zweite Forderung z,y, — 0 erfiillen. Es wird aber

Y =(@+p) (a+p)=ap +ep
und sonach erhalten wir in Gestalt von af +a,B, =0 fiir diese unbe-
kannten Parameter eine Gleichung von genau derselben Form, als die
urspriingliche Gleichung in Hinsicht von 2 und Y gewesen.

Das gleiche stellt sich heraus, wenn wir streng systematisch ver-
fahren, die Gleichung nimlich geméiss dem Hiilfstheorem des § 24
nach 2 und y auflésen, wodurch sich z — Y, Y =z, ergibt, alsdann
die Symbole z, y rechterhand durch arbitrire Parameter o, 8 ersetzen
und mit den gewonnenen Darstellungen z — g, y = «, die Probe der
Auflésung machen: es zeigt sich, dass diese Parameter nicht unab-
hingig von einander sind, sondern die Relation: B +af =0 be-
friedigen miissen, welche wiederum von der alten Form ist. Auf die-
selbe Weise (behufs Ermittelung von «, B) fortfahrend miissten wir
nun immerfort auf die gleiche Aufgabe behufs ihrer eignen Lésung
zuriickverwiesen werden.

Aus dem Zirkel tritt man aber hier leicht heraus vermittelst der
Bemerkung, dass die Relation zwischen den Parametern auch mit
«=p, oder f— e i#quivalent ist. Es geniigt also in den obigen
Darstellungen g, durch « zu ersetzen, und erhalten wir:

rT=uq, y=g¢,
als die gesuchten symmetrisch allgemeinen Lisungen.
Die Symmetrie gibt hier sich darin kund, dass die beiden Losungen
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in einander iibergehen, wenn man den (einzigen) vorkommenden Para-
it set ] ht. —

ter o mit seimer Negation o, vertause : :

me Die analogen Betrachtungen fiir das zwglte Pfoblem dul;(;hlz:

fithren, dessen Gleichung auf z = y odery =2 hinauslioft und mittelst:

x =0, Y=
symmetrisch allgemein gelost wird, diirfen wir fiiglich dem Leser

iiberlassen. 5

Indem man analog dem hier Durchgesprochenen ss“ysi;ematisc};1 a(}!e
diejenigen Probleme aufsucht, welche sich ergebzl konnen dur;:rm;:
i i d einer Gruppe von 5

Forderung des Verschwindens von irgen .
hz:vor;el;goben aus den acht Gliedern der Entwmll):ehéni vc;x; 1]0:111:?
iter zu den in Aufgabe is -
e g mehr diejenigen erwihnen,
delten Problemen — wobei wir aber nur =

i Unbekannten auf frither
lche nicht zufolge Herausfallens von ] ]

}Zfli(;tzs Illlinauslaufen und welche ferner der Art nach verschieden sind,

tein.
sodass sie nicht durch blosse Vertauschung von Unbekannten mitein

- e k-
ander oder mit ihren Negationen auf bereits Behandeltes zuriic

boninn 4r die Forderung des Verschwindens von

> 2 ist sonmach f Forde : o
nur g-il:ieiuf;ia;‘beacht Terme implicite die Losung schon fiir alle Moglic

it ben. z i-
ke}tenWa:'il:-g;'glelreu auch die Probleme nicht mehr in der streng kombi

i i h die
natorisch-lexikalischen Reihenfolge vor — In Wgalche1 51; g'es:e l:iu;(i:i s
Anordnung: Aufg. 2, 10, 7 (oder 8 Anm.), 6, 8§, 11,
o° :

Aufgabe 6. Die Gleichung
x=y2z,+Y7%
odell, die rechte Seite auf O gebracht: :
zYe + xY,7, + Y4% T ELY, =
symmetrisch allgemeinst 2u Zb'sm: :
. Die Auflésung leisten die Formeln:
x=ﬁ?’|+ﬁ|7; x|=ﬁ7’+ﬁ|7u

y =y, +7,¢, ete.

z=af,+ B, :
wie schon durch den erst:an Schritt der ausemandergesetzten;]S'}[:i;h;)::
sich ohne weiteres ergibt — vergl. hiezu auch das Th. von

unter x) des § 18. Wieder geniigt hier die Annahme ¢ =2z, f =1,

herausspringen zu machen.
y = 2, um gegebene Werte von 2, Y, & Sp
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Hitte man fir die Auflosung einer Gleichung az + bz, = 0 an-
statt des vollen Schemas » — bz, + az, das verkiirzte: z =axr —
vergl. unser Hiilfstheorem — benutzt, so wiirden sich die ebenfalls
richtigen aber weniger einfachen Formeln als Losung des Problems
ergeben haben:

2=y, +87), z,=a+B8y+py, _
Yy=B@u+ye), . e
2 =y(ep, +ep),

Man ersieht hieraus, dass das Problem der symmetrisch allgemeinen

Darstellung eines Systems von Unbekannten nicht nur auf verschiedene
Weisen, sondern auch in verschiedener Weise 1ssbar ist.

Aufgabe 7. Die Gleichung
Y4 + Y27, + 2zy, =0,
welche nur die letzten drei Glieder der vorigen enthilt, symmetrisch
allgemein zu ljsen. :
Auflésung. Systematisch ergibt sich:

T =ea(B+7)+e,(By, + By) — B+y)(@+B+p)=
=afy+ By, +By,
wozu Z, = e fy+ By,

gehort, und so weiter — %, Y, 2 nebst a, B, » cyklisch (im Ringe her-
um) vertauscht.

Die Losungen sind richtige, aber nicht die einfachst moglichen,
Bessere ergeben sich hier merkwiirdigerweise, indem man anstatt des
»vollen Schema’s das- »gekiirzte in Anwendung bringt. So kommt:

x=“(ﬁ+7>7 =+ B,

Yy=86@r+e), ete.

t=yp(e+p),
als eine schon betrichtlich einfachere unter den moglichen Lgsungen
der Aufgabe. Man mache hier die Probe und tiberzeuge sich, dass

mittelst der Annahme « =2z, =y, y =12 die Losungen auch jedes
gewiinschte die Data erfiillende System von Wurzelwerten zu liefern
im stande sind; Elimination von e, B, y fihrt blos auf die obige

Gleichung.
Aufgabe 8. Die Gleichung

TY2+xyzs+y2a+ 20y = 0
nach x,y, z symmetrisch allgemein zu lisen.
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Dieselbe ist auch #quivalent dem System der drei Gleichungen:
y2=0, 2z2x=0, zy=0,

indem ihr Polynom sich mittelst identischer Umformungen leicht in

2y + Y2 + zx zusammenziehen lisst. . :
Auflésung. Es wird also die nach 2 aufzulosende Gleichung in

der Gestalt erscheinen:
z(y+2)+xy2=0,

und nach dem vollen Schema ergibt sich darnach systematisch:
T =afy, +epy, wl=“(ﬁ+7)+“|(ﬂl+7u)7
y=ﬂyla|+ﬂ|7‘x’ ete.
z=yaop +yep,
wozu nur noch b:mlef';(t w;rden mag, dass  und 2, auch in der Gestalt:
o= (ye,+7,9) (@h+ap), = @etye)+(@f+ap)
geschrieben werden konnten, ete. oz ;
Anmerkung. Die Losung derjenigen Gleichung:
zyz+yex+ 22y =20, g
i i Glieder der obigen umfasst, miissen
::Illfllll:h: l:igiien(jr:;ell;ltz:::n in denen der Aufgabe 7 die Unbeka.nnten
mit ihren Negationen vertauscht. Thut man das gleiche auch mit den
dortigen Parametern, so werden sich:
z=oa+fy, ‘T|=a|(ﬁ|+yl)
y=4pB+ve, ete.
z2=y+af,
als diese gesuchten Losungen ergeben.

Ubrigens ist hervorzuheben, dass bei den.Aufgabgn 7 und 8 jvec::r
das Verfahren nach dem vollen, noch dasjenige nach” dem verk.urz n
Schema uns die in formaler Hinsicht einfachsten Losungen lieferte,
welche moglich erscheinen. ; .

Vielmehr driicken schon die Ansitze:

£=PB+yp z =By z =y r=p3+7,

Yy=y+te y=ve y=hne ?l%?"‘“n
Z=oa+f =af z2=af | z2=a+p ;
Aufg. 7 | Aufg. 8 Anm. Aufg. 8 Y%, + 2,7, + 2y, =
s |yz+ex+2y=20
Losungen aus fiir die darunter gesetzten Aufga.bex_l ('deren letzttcia ans
Aufgabe 8 durch Vertauschung der Unbekannten mit ihren Negationen
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bervorgeht) — wie durch Eliminiren von «, 8,  aus den drei Glei-
chungen je leicht zu verifiziren ist.

Bei gegebenen Werten von z, y, z, welche die Resultante oder vor-
gelegte Gleichung erfiillen, sind hier beziiglich:

«=yz+x,(y+2)
bei den zwei ersten Problemen; sodann :
« =y (auchy +uz); «=y, (auchy,+uz)
— und so weiter, die Buchstaben «, §, » und z, 9y, z cyklisch vertauscht
— diejenigen Werte, welche fiir die Parameter anzunehmen sind, um
die Losungsgleichungen identisch zu erfiillen.

Gelegentlich der ersten von obigen vier Aufgaben sei noch eines
kleinen Paradoxons erwshnt. Eliminirt man blos f und y, so entsteht
fir ¢ die Gleichung: :

(@ +2)e+2,(y+2)e, +2y,5, =0,

in welcher das letzte Glied links auch unterdriickt werden mag auf Grund
der von #,y,z ohnehin erfillt vorauszusetzenden Relation oder Endresul-
tante der Elimination (auch noch von «). Darnach berechnet sich:

. e=uz(y+2)+uye,
worin % willkiirlich, .

Behufs Erzielung einer miglichst einfachen Annahme fiir « wird man
sich nun versucht fithlen » (anstatt wie oben 1) lieber gleich O zu nehmen,
somit & = 7,(y +2) und entsprechend B = y,(z + 2), y=2z¢@E+y) =
setzen. Mit diesen Werten stimmt nun aber die Probe B+y ==z auf
fallenderweise nicht, vielmehr liuft diese Gleichung (auf Grund der Vor-
aussetzungen ftiber #,y, z vereinfacht) noch auf die Relation zyz = 0 hin-
aus, welche mit den Voraussetzungen nicht gegeben war.

Um dies aufzuhellen, eliminiren wir aus den drej Gleichungen
z=F+4+y, ete
der Aufgabe in Vereinigung mit den drei Ansitzen:
«=2z(y+2)+uye, B=y,(¢+2)+vez, y=z¢(z+y)+wzy
die Parameter o, 8,y und erhalten als vereinigte Resultante:
0 =2xy,2, +yz + 20,9, + 2yz(v,w, + wu, + u,0,).

Aus dieser ist zu ersehen, dass u, v, w in allen drei Ansitzen will-
kiirlich bleiben, wenn zyz = 0 sein sollte, dass aber ohne diese Voraus-
setzung dieselben (unabhiingig von z, y, #) nur einander gleich- genommen
werden diirfen, falls u, = v, — W, =0 somit u=v=1w=1 gesetst

wird, womit sich die oben angefiihrten Parameterannahmen als notwendige

ergeben,
Bei der dritten ‘Aufgabe dagegen resultirt fir o die Gleichung:

Yo, +za+ 2z =0, woraus a=y+uz,
folgt. Der analoge Ansatz fiir B und y in Gestalt von

§ 24. Symmetrisch allgemeine Lasungen.

B=2z2+uvx, y =z + wy,
liefert durch das entsprechende Verfahren die Resultante:
: 0 = yz + 2z + 2y + 2,9,5,(v,w + wu + uv),

woraus ersichtlich ist, dass der letzte Term fiir ' = v — w schon bei be-
liebigem % in Wegfall kommen wird. —

Aufgabe 9. Die Gleichung:
xy,2,+y2,%, + 22,9, + 2,y2 + Y22 + 2,2y = 0,
welche die bei den Aufgaben 7, und 8 Anm., vorgekonTmenen“ Glieder
in sich zusammenfasst, nach z,y, z symmeirisch allgemein zu. losen.
Auflosung. Die Gleichung fordert, dass:
Z+y+z=uzyz, oder (z+y+2) (z,+y,+2)=0
sein solle, und lisst sich schreiben in der Gestalt:
: ' yz, + 2z, + 2y, =0,
oder
ye+ear+xy=0,
oder
(yz, +9,2) + (ez, + 2,2) + (xy, + ,9) = 0,
womit, da die drei Terme auch einzeln verschwinden miissen, nach
Th. 39) gesagt ist, dass:
T=y=2
sein miisse. Hiernach wird denn augenscheinlich:
: r—ea, T =g¢
y=e, Y= ¢
L f=u, 4 =¢
die gesuchte Losung in unabhiingigen Parametern sein.

Behufs Verfahrens nach dem (vollen) Schema der Methode miisste
man die Gleichung zuerst nach einer Unbekannten ordnem, z. B. nach z,
wo sie sich in folgender einfachen Gestalt darstellen wird:

z(y, +2)+x(y+2 =0,
sodann nach jemer auflésen, etc. Es wiirde sich
: z = afy +a(B+7) =B +7) (= +Fr),

oder noch konziser:
x=ﬁ7+“x(ﬁ+7)1 xl=ﬁ|}’|+°’(ﬂl+7l)r
y=ya+B(y+e, ete.
e=af+y,(e+p),

i = d folglich
ergebe d da sich yz = a(By + B,7,), somit %92 ef,y, un 5
ebgenson,:t:;;ll;l = o,y lilerausstellt, sol tl'iihrt uns die Probe der Auflésung




. 512 Zwblfte Vorlesung.

auf eine Gleichung in e, 8, y von derselben Form wie die gegebene in z,
Y, # — nur die drei ersten Glieder mit den drei letzten vertauscht, d. h.
wir gelangen zum Zirkel. Aus diesem wird wieder nur herauszukommen
sein durch die Bemerkung, dass die Relation zwischen unsern Parametern
auf y = f = « hinausliuft, womit sich die oben angefiihrten Losungen
ergeben. — Nach dem gekiirzten Schema wiirden hier alle drej Unbekannten
sich gleich e¢fiy ergeben haben. —

Aufgabe 10. Die Gleichung:
zys +x,9,2, =0
symmetrisch allgemein zu Iisen in unabhingigen Parametern.
Das systematische Verfahren nach dem vollen Schema der Methode

filhrt hier zu der Erkenntniss, dass die Waurzeln folgenden Bau haben
miissen:

r= a(ﬂl = 7|) 25 alﬁl?l = “(ﬂj sl yl) -+ ﬁl?l’ z, =‘al(ﬁ + 7’) = ﬁ?’ s

Y= ﬂ(yl + “l) +7e, ete.

2 =yp(e, + ﬁl) + b,
d. h. wir erhalten dieselben Ausdriicke » wie im Kontext der vorigen
Aufgabe — nur die Parameter mit ihren Negationen vertauscht. Weil
nun aber zyz = a,f,p, und 29,4, = afly wird, so werden die Parg;
meter selbst noch die Relation

afy +epfy, =0

symmetrisch allgemein zu erfiillen haben, womit wir bei dem Zirkel
uns angelangt finden.

Auf ebendiesen Zirkel wiirde es auch fiithren wenn man etwa die

Losungen der Aufgabe 2 benutzen wollte, um die vorliegenden zu ent-
decken. Ebenso: .

Wendete man das gekiirzte Schema an, so ergibe sich:
x=“(l3l+7|)7 & = e+ fy

und so weiter (die Buchstaben cyklisch vertauscht). Hier wiirde zwar
Zyz = 0 schon identisch verschwinden, dafiir aber

L% = ofy, + ofy
sich ergeben und somit der alte Zirkel resultiren.

Der Leser mag hier nun selbst versuchen, aus diesem Zirkel
herauszukommen. ¥)

Aufgabe 11. Die Gleichung :
TYZ+LY2 + Y,2% + 2,8y + 2,y,2, = 0,

*) Vergleiche hiezu -Anhang 6. —
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— welche links die Glieder der in Aufgabe 8, Anmerkung und Auf-
gabe 10 gegebenen Gleichungen zusammenfasst — symmetrisch allgemein
2u losen.

Die Darstellungen fiir die Wurzeln miissen — hiernach — sich er-
geben, wenn man in die bei der Aufgabe 7 gefundenen Ausdriicke die-
jenigen Parameterwerte substituirt, welche die Forderung der Auf-

gabe 10: By +a,fy, —0
symmetrisch allgemein erfiillen.

Anmerkung. Vertauschte man noch die Unbekannten m.it ihren
Negationen, so ergiben sich daraus weiter die Losungen fiir eine Auf-
gabe, welche die Glieder aus den Aufgaben 7 und 10 zusammenfasste. —

Mit vorstéhenden Aufgaben wiirden alle diejenigen erledigt sein,
welche irgend Interesse bieten von jenen, die unter den sub Aufgabe 5
angegebnen Gesichtspunkt fallen.

Aufgabe 12. Die Gleichung:
Ty, +ry=¢c
nach x und y symmetrisch allgemein zu losen.
Auflésung. , -
Die in Aufgabe 6 geloste Gleichung hitte nach Jevons' dort citirtem
Theorem auch angeschrieben werden konnen in der Gestalt:

zY, +1Y =2,
Woi'aus ersichtlich ist, dass die dortige von der hier vorliegenden Aufgabe

sich nur dadurch unterscheidet, dass jetzt z nicht mehr unbekannt sein,
sondern einen gegebenen Wert ¢ besitzen soll.

Wollte ma,gn die Loésungen der Aufgabe 6 zur Au'fﬁndung der W;‘lr-
zeln der obigen 12 benutzen, so bliebe man in .den Z1rke} geba.ngt, ir
die unbestimmten Parameter ¢ und f jener Li?sungen eine Glexch.l}ngb
¢, + af, — ¢ von genau der nimlichen Form, wie die vorstehende l5sen
21'1 miissén, und so ohne Ende fort weiter, falls man abermals neue Para-
meter zur Darstellung der letztern einfiihren wollte. 25

Eliminirt man z und y aus der rechts auf O gebrachten Glexchul.lg,
so resultirt 0 — 0, woraus zu erkennen ist, dass ¢ vollkommen will-
kiirlich gegeben werden kann. Die Gleichung lautet:

c(xy + xlyl) + cl(xyl + xly) =0. -
Das systematische Verfahren fiihrt (ebenfalls) hier o Zirkel:
Nach dem vollen Schema wird man unsehwer die Darstellungen ge-

winnen:
x=cp +ecp, Y=cotcea

(in Bestitigung von Jevons’ Theorem) und miissen da.nn‘a.l;;r, damit die
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514 Zwblfte Vorlesung.

Probe stimme, die Parameter selbst wieder die Relation of +of=c
erfiillen.

Nach dem gekiirzsten Schema erhielte man:
x=“(cﬁ|+clﬁ)’ y=ﬁ(c“|+cla)’
Wo @, # dann die Gleichung erfiillen miissten:
e(ef, +e,f) = ¢, oder c(ef+ep)=0,
welche aufzuldsen wenigstens nicht leichter ist, als die urspriingliche Aufgabe.
Um nun aus diesem Zirkel herauszukommen, nehmen wir die Un-
bekannten nach ¢ entwickelt an:
z=uwac + fec, Yy=ypc +dec
T =uoc+hec, y=pe+ d,¢
und machen mit diesen Werten die Probe; es muss dann:

a(ey, + & p) +¢(B0, + B,0) — ¢
werden, d. h.: et 9)

¢(ey,+e,y) =0 und ¢c(BO+p,0)=0.
Diesen Forderungen geniigen wir (zwar fiir ein gegebenes ¢ keines-
wegs auf die allgemeinste Weise, immerhin jedoch in einer fiir alle ¢
zutreffenden Weise), indem wir:
ey, +ey =0 und B +B,0,=0
selbst machen, womit sich
=« und 0=

bestimmt. Einsetzung dieser Werte fiihrt uns nunmehr zu den Dar-
stellungen der Wurzeln :

z = ac, + fe, Z, =a,c+ B
Yy=ueac+pec, y — «,.¢ + Be,
von welchen in der That erweislich ist, dass sie unser Problem l5sen.

Einerseits stimmt (wie gezeigt) die Probe,

Andererseits geniigen sie den Forderungen der Symmetrie: durch
Vertauschung von § mit B, gehen z und ¥ ineinander iiber — wihrend
durch Vertauschung von ¢, B mit a, B, auch ¥, y in 2, ¥y, und um-
gekehrt, iibergeht.

Endlich aber — und dies muss hier noch besonders nachgewiesen
werden — sind die Losungen auch die allgemeinsten: Fiir die An-
nahmen:

@« =2y, B=u=xy, (oder auch z + %), c=uzy, + z,y
werden in der That die Gleichungen zu analytischen, identisch in z,y
erfiillten. Bei geeigneter Bestimmung der Parameter o, 8 werden also
unsre Ausdriicke fiir die Unbekannten auch jedes gewiinschte, die vor-

S
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gelegte Gleichung erfiillende. Wertepaar z, y darzustellen im stande
b D b

sein, q. e. d. — . = .

Selbstredend konnen solche Parameterwerte, w‘elc'he dieses leisten, wie
soeben die fiir ¢ und B angegebenen, auch systema.tlsch-a,ufgefunderffwer-
den, indem man unsre die Wurzeln da.rstgllfan_deﬁ Gleichungen mif der
urspriinglichen Gleichung des Problems mverein und. nach d'enSUnbe-
kannten «, B auflost. Es geniigt dann aber fur diese nur _1rgend ein .yste;:l
von Partikularlésungen zu entdecken, wobei man denjenigen vom einfach-
sten Ausdrucke den Vorzug geben wird.

Zur Ubung fiir den Studirenden fithren wir noch folgende beiden Auf-
gaben mit ihren Losungen ohne weitere Bemerkung an.

Aufgabe 13. Die Gleichung:
2y = a
nach 2 und y symmetrisch allgemein zu l5sen.

Auflésung: 2 =a+ef,, y=a+epf.

Aufgabe 14. Das Gleichungenpaar:
xy=a, 2y =210
symmetrisch allgemein zu l3sen.
Auflésung. Es miissen ¢ und b die Vora‘.ussgtzung:
ab=0
erfillen, womit sich: ¢ = «f,, b — ¢, ergibt. Alsdann sind: :
x=a+y0b, x=D>b+yaq
y=a+yb, y =>b+yeq

die gesuchten Losungen. Um gegebene x, y 2 erhaltfan, bra.ncht_n}:a.n blos
7 = 2y, oder auch y = z +y, (oder irgendwie dazwischen) zu nehmen.
]

Wir gehen nunmehr zu einer letzten und Hauptaufgabe iiber.

Aufgabe 15. Die allgemeinste Gleichung mit zwei Unbekannien x, y:
axy +bzy, + cxy + dzy, =0 :
— kiirzer: F = 0 — soll nach diesen symmetrisch allgemein gelost werden.

Auflésung. Durch Elimination von z, y resultirt zwischen den
Koeffizienten der Gleichung die Relation:
abed =0
und diese ist zun#ichst identisch zu erfiillen, indem man gemﬁ.-ss Auf-
gabe 3 fiir jene Koeffizienten in unabhingigen Paramgtem die Aus-

driicke nimmt: o




