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folgerung auftretendes nomen ersetzte. Die Folgerung miisste nach einem
allgemeingiiltigen Schema vor sich gehen.

Dieses ist hier, wie gezeigt, nicht der Fall, und der Schluss demnach ein
nFehlschluss® resp. | Trugschluss“, d. i. eben gar kein wirklicher ,,Schluss,
(Der vorgeschrittenere Leser wird spiter leicht diesen speziellen Trugschluss
anch nach den Regeln der Logik zu analysiren vermdgen; derselbe liuft
hinaus anf eine Verwechselung von (ileichheits- und Subsumtionszeichen.) —

Dergleichen ,,negative Beweise, Beweise fiir die Unzuléssigkeit einer
gewissen Folgerung oder die Unmiglichkeit eines gewissen Beweises, sind
gewbhnlich nicht ganz leicht zu geben. Dies wird auch in unserm Falle
zn sehen sein.

Als an ein beriihmtes Vorbild sei hier noch daran erinnert, wie durch
die Arbeiten von Beltrami, Cayley und Felix Klein die Nichtbeweis-
barkeit des 11*" (in englischen Ausgaben 12'") Axioms des Euklides
aus den iibrigen Axiomen der Euklidischen Geometrie dargethan worden
ist. Nennen wir jenes Parallelenaxiom kurz A, die Gruppe der tibrigen
Axiome B, so gelang es zu beweisen, dass A nicht aus B folgen kann,
wesentlich dadurch, dass fiir die Worte: yRaum“, | Abstand“ und ,,kc(’mgruent“
t]ur«:hweg. substituirt wurden die Worte: »Quasi-Raum", | Quasi-Abstand“
und w(nasi-kongruent®, den letzteren aber eine solche (anschauliche) Bedeutung
untergelegt wurde, dass die Axiomgruppe B sich als durchaus erfiillt, der
Satz A dagegen sich als nicht erfillt nachweisen liess.

Es haben selbst Lehrer der Mathematik in ihren gegen diese Arbeiten
oder wenigstens deren Ergebniss polemisirenden Schriften (zahlreiche an-
'lm'e' aber durch thatsichliche Nichtanerkennung dieses Ei'gebnisses) S0
wr:lmgz Vf;rstiir;llniss fiir den logischen Charakter der Frage an den Tag
gelegt, dass Denjenigen, die ¢ er , ik iiber 4
hier greifbar !,{t-z'::iutnwerden k}jzzty#i:iedeljplL%%l'k'tubljlhaup?l o b
Papier- und Z“it\«'c"l)‘whw:lnrlr v d j-’h e viel Streit, .eha,nhcher Irrtum,
o o v;rn);,‘i&;n “p----mvn durch eine bessere logische Schulung des

C 5 BS8e.
) Da nun im identischen Kalkul — fir unsre ,Gebiete — der
Satz A, wie wir durch Anschauung erkannten, doch materiell richtig
ls'f, so wird sich die Unabhiingigkeit des Satzes 4 von der Satzgruppe
Il. ml:'r darthun lassen, indem wir fiir gewisse Objekte, von denen hierin
;l:] ,:v]ll’v w:'t‘rl,. durch’wegiandvrf! Objekte substitu‘iren, m. a. W. den
ymbolen, \w'c.he ans diese Ohjekte darstellten, eine neue Bedeutung
ll.l]ft-rlifg!'ll, dn'o beiden Partieen von Siitzen in ihrer Anwendung auf
e weiteres [ ntersu(chungsfe]d studiren.

Ein solches i i

» ,] ?)lL]l“‘a Anwendungsfeld, in welchem dje Gruppe B ohne den

Satz i - T ;

,'/) / glllt, 15t nun in der That der wlogische Kallul mit Gruppen,

7. B. von Funktionalgleichuno i 1

_ g en, Algorithmen ode e b

in Anhang 4 gng b (o o Alge r Kalkuln“ den ic

' g und o (resp. in 6) mit allem Detaijl begriinde. Ich

weise — um  bei dem / arti ie ni

aleall, \l}em} Al.lfbﬂ-ll der gegenwartigen Theorie nicht zu
rgrossen Abschwe otigt 7 i i

et Tl )SC {wufung genotigt zu sein, unter diesen beson-
: en — emgehend nach, dass hier wirklich B durchaus
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zutrifft, wihrend Beispiele sich darbieten werden, in welchen 4 keines-
wegs zutrifit. Den Beispielen, sowie dem ganzen Kalkul wird ein her-
vorragendes Interesse anch an sich zokommen.

Die Anwendbarkeit des identischen Kalkuls auf das in § 3, S. 160
miteufgeriiblte Feld {) wird demnach keine durchgiingige sein, vielmehr
nur eine beschriinkte, teilweise oder partielle; sie wird bei den Sitzen 26)
aufhoren.

In der systematischen Darstellung der Theorie, mit der wir im
Zuge sind, werde ich also die behauptete Nichtbeweisbarkeit der Sub-
sumtion 26,) nunmehr als erwiesen ansehen.

Dieselbe bildet insofern auch kein wesentliches Moment dieser Theorie,
als der letzteren doch nur obliegt positiv fortzuschreiten, so gut sie es
eben vermag. Das Fortschreiten gelingt ersichtlich auf die Weise, in der
wir es ausfilhren werden, und aunf die Herausforderang, es anders un
machen, die Subsumtionen 26) mittelst’ Beweises auf Grundlage des Bis-
herigen zu Theoremen zu erheben, wird niemand sich melden konnen.

Wir stehen darnach einer merkwiirdigen Thatsache gegentiber.

Nach der in § 8 erdrterten sprachlichen Einkleidung von a + b
und @ -b, wenn a und b als Klassen aufgefasst werden, sind die For-
meln 25) und 26,) wie folgt in Worte zu fassen:

25,) ab+ac=¢ a(b+c¢). ,Alle a, die b sind, nebst allen a, dic ¢
sind, miissen solche a sein, die b oder auch ¢ sind~

Exempel: Die Gebildeten, welche adelig, und die Gebildeten, welehe
wohlhabend sind (die adeligen Gebildeten und die wohlhabenden Ge-
bildeten), sind Gebildete, welche adelig oder auch wohlhabend sind.

26,) a(b+¢)=<ab+ac. ,Alle a, weleche b oder auch ¢ sind,
miissen solche a sein, die b sind, oder auch solche a, die ¢ sind.“

Exempel: Die Gebildeten, welche adelig oder auch wohlhabend
sind, sind adelige Gebildete oder auch wohlhabende Gebildete (sind
Gebildete, welche adelig, oder auch Gebildete, welche wohlhabend sind).

Von diesen beiden gleich selbstverstindlich klingenden Sétzen ldsst
der erstere sich syllogistisch beweisen, der letztere nicht.

Bei den ilteren blos verbalen Behandlungen der logischen Disziplin
ist wol sicherlich nie jemand darauf verfallen, jenen ersten Beweis zu
liefern, und iibersah man ebenso die Unmoglichkeit des zweiten.

In dem Nachweise und der Ausfiillung solcher Liicken gibt sich
auch wol eine Uberlegenheit der mathematischen Behandlungsweise
kund. —

Jene unberiicksichtigt gebliebenen Sétze (ich denke fast: sie wer-
den auch nirgends ausgesprochen worden sein) sind nichtsdestoweniger
von der allerhiufigsten Anwendung (begreiflich zumeist unbewusster-
19
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weise) — wie dies schon bei den Raisonnements des gewdhnlichen
Lebens eine geringe Aufmerksamkeit lehrt.

Anstatt der beiden Subsumtionen 25)) und 26,) wollen wir
schliesslich nur die Gleichung 27.), die sie in sich zusammenfasst,
.noch fiir Klassen formuliren: ,, Was a oder b und zugleich a oder ¢ ist,
das sind die a, nebst den b welche ¢ sind.“

Exempel: Die Gebildeten und die wohlhabenden Adeligen sind
gerade diejenigen Personen, welche gebildet oder wohlhabend und (zu-
gleich) gebildet oder adelig sind.

Ich muss an dieser Stelle das Verhiltniss des hier Vorgetragenen zu
Herrn Ch. S. Peirce’s Vorarbeiten kennzeichnen.

So weit der identische Kalkul als Buchstabenrechnung bis hier iiber-
haupt zur Darstellung gekommen ist, erscheint sein. Aufbau der Haupt-
sache nach ganz in den §§ 4, 5, 10 und 11 enthalten. In formeller Hin-
sicht ist fir diese Entwickelung Herrn Peirce’s grundlegende Arbeit® im
dritten Bande des American Journal of Mathematics maassgebend gewesen,
und zwar nicht nur in Bezug auf den Plan im grossen und ganzen, son-
dern auch beziiglich fast aller einzelnen Sitze und der Mehrzahl ihrer Be-
weise. Die Sitze allerdings waren zum Teil schon von Boole, Jevons
und Anderen gegeben.

Ein betrichtlicher Unterschied findet Jjedoch statt hinsichtlich der Inter-
pretation der vorkommenden Symbole. Herr Peirce nimlich fasst die
Buchstaben durchweg als Utrteile auf, begriindet also die Theoreme als
solche des ,Aussagenkalkuls® — wogegen hier sie als solche des .,Gebiete-
k?.lklhlls"i entwickelt wurden. Durch das letztere Verfahren erhz;lten sie,
wie I § 32 gezeigt werden wird, eine erheblich grissere Tragweite; sie
werden ganz wesentlich verallgemeinert. In formeller Hinsicht indess ist
die Verschiedenheit der Interpretation bei dem von Peirce eingehaltenen
1.§ange zufiillig fast ohne jeglichen Einfluss gewesen, und lag uns oft ein-
fach ob, die Peirce’schen Betrachtungsweisen auf die Gebiete Zu iibertragen.

 Fussend auf die allbekannten Prinzipien I und II und die Definitionen
(1), 12? und (3), von welchen die letzteren namentlich ihm eigentiimlich
sind, ;?r{bt Herr Peirce eine streng analytische Herleitung der verschie-
d;zn.elll l}leor(elme m]les Kalkuls und zwar zuniichst derjenigen — sagen wir
svejanenden Charakters”, in welchen niimlic Negati i i
ist — bis exclusive des Theorems 25).nth o s el Gaiale
err‘ angelangt hilt er indess bei den Distributionsgesetzen inne und
wg;*den diese [von uns mit 27) numerirten Formeln] vorf ihm (° pag. 33)
lIllI’i dc{r. E:merkﬁmg abgefertigt, dass sie nach I. ¢. von ihm citirtelll3 For-
mein leicht zu beweisen, der B is 2 o ) e
s [They are casily proved by®) .. bt the peoot o e e D8 TIE

Dies war in zu berichtio oy

) nun e zu berichtigender Punkt,

o Von den l)ei(l‘gn Subsumtionen 25) und 26) aus denen als einfacheren
Sitzen das ,volle® Distributionsgesetz 27) sich zusammengesetzt erweist,

“) Hier Def. (3) und Th. 6).
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liess die eine 25) sich in der That leicht, aber gar nicht langwierig, auf
dem angedeuteten Wege beweisen. (Von den zwei in § 11 von mir ge-
gebnen Beweisen beansprucht der erste kaum mehr als eine Zeile an
Druckraum.)

Fir den. andern Teilsatz 26) aber wollte es mir zuniichst durchaus
nicht gelingen, den fehlenden Beweis zu erbringen. Statt dessen gliickte
es mir vielmehr, die Unbeweisbarkeit des Satzes — wie oben (in Verbin-
dung mit den citirten Anhiingen) auseinandergesetzt — darzuthun, und
eine dieserhalb mit Herrn Peirce gefiihrte Korrespondenz lieferte die Auf-
klirung, dass derselbe seines diesbeziiglichen Irrtums ebenfalls schon inne
geworden war — vergl. hiezu die Fussnote auf p. 190 in dessen in-
zwischen erfolgter Fortsetzung ® seines citirten Aufsatzes, im siebten Bande
des American Journal.

Wenn ich auch in dieser Berichtigung mit-Herrn Peirce zusammen-
traf, so glaube ich doch darin iiber ihn hinauszugehen, dass ich eben die
Unerreichbarkeit des zuerst von ihm erreicht Geglaubten nachweise.

Interessant wird es nunmehr sein, zu sehen, in welcher Gestalt das
von Peirce errichtete wissenschaftliche Gebiude nach jener Berichtigung
weiterzufiihren ist.

Durch jenen Beweis der Unbeweisbarkeit der Subsumtion 26) wird
es offenbar gemacht, dass statt des einen eigentlich zweierle; Kalkuln
existiren, derart, dass in dem einen beide, im andern nur der eine der
beiden Teile des Distributionsgesetzes unbedingt statthat. Mit dieser
Erkenntniss aber dringt sich die Notwendigkeit auf, die verschiedenen
Kalkuln auch verschieden zu benennen. Es erschien mir angemessen,
den ersten, bisher schlechtweg so genannten ,Logikkalkul“ seitdem
als den ,jidentischen” Kalkul zu bezeichnen im Gegensatz zu dem an-
dern, dem Kalkul mit ,Gruppen“ — vielleicht als dem eigentlich
»logischen”, beide Kalkuln jedoch nach wie vor in das Gebiet der ,Al-
gebra der Logik“ zu verweisen.

Bis zum Einschluss der Theoreme 25) fallen beide Kalkuln wie
gesagt in eimen zusammen, so weit decken sie sich. KErst bei den
Subsumtionen 26) erfolgt die Trennung, indem auch diese und damit
das volle Distributionsgesetz 27) im identischen Kalkul noch durchaus
gelten werden, im logischen (dem Kalkul mit ,Gruppen®) nicht. So
weit auch findet dieser Gruppenkalkul sich in Anhang 4 und 6 ent-
wickelt, und dariiber hinaus ist eine Entwickelung ihm tiberhaupt n.och
nicht zuteil geworden, auch bleibt er wol naturgemiss zuriick, da .lhm
so wichtige Gesetze des identischen Kalkuls abgehn. Wir beschiftigen
uns hiernichst nur mit dem identischen Kalkul weiter.
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Um weiter zu fahren, miissen wir uns vor allem klar machen
dass die beiden Sétze 26,) und 26.,) sich auf einander zuriickfihren lassenf

Gilt z. B. die Formel 26,) allgemein, so auch wie oben dargelegt
das ,volle“ Distributionsgesetz 27,). Und durch des letztern wieder-
holte Anwendung ist ihrerseits leicht zu beweisen die »Multiplikations-
regel fiir Polynome*, welche in dem (uns zuniichst geniigenden) ein-
fachsten Falle ausgedriickt wird durch die Formel:

28,) _ (@+b)(c+d)=ac+ad+bec+bd.

Beweis. Multiplizirt man erst nur die Summe @+ b mit dem
hinter ihr stehenden Faktor nach 27,) aus, so ergibt sich:
(a+b)-(§+d)=a-(c+d)+b-(c+d)
und wenn man in den beiden Termen rechterhand nunmehr auch die
Summe ¢+d je mit dem vor ihr stehenden Faktor ausmultiplizirt, so
entsteht:
(a+0) (c+d) = (ac+ad)+ (be +bd),
wo nun die Klammern rechterhand auch weggelassen werden diirfen
[ef. Anhang 2] und der Satz sich bewiesen findet.

Meist wird die Formel 28,) im Sinne von lnks nach rechts an-
g'ewendet, und verlohnt es nur zu diesem Zwecke sie sich in Worten
emnzuprigen (wobei wir wegen der spiteren Ausdehnung des Satzes
auf beliebig viele Glieder die Gliederzahl, die bis jetat nu: zwei“ sein
diirfte, schon unerwihnt lassen wollen): ;

. Zwei Polynome ( mehrgliedrige Summen) kimnen mit einander multipli-
aurt werden, indem man jedes Glied des einen Polynoms mit jedem Glied
des andern multiplizirt und die Einzelprodukte summirt (addirt).

) Man nen.nt diesen Prozess das »Ausmultipliziren® der gedachten
Polynome — in der Arithmetik auch wol das ,Entwickeln“ ihres Pro-
d'ulites; dth erscheint wieder letzteres aus spiiter zutage tretenden
Griinden hier weniger geeignet (vergl. den § 19 iiber die ,Entwicke-
lung® der Funktionen liberhaupt. :

I,m umgekehrten Sinne, also von rechts nach links gelesen, zwecks
der .,{ev‘fc’ill-ng“ .eines gegebenen Aggregates von (mon?)misch’en bin-
" Backt o g By e T Ut B

- einmalig g der komplizirten Formel 28,) vor-
gzzogen fhe wiederholte Anwendung der einfacheren 27,) im Sin>1<1e des
nAusscheidens“ gemeinsamer Faktoren, so wie sie im umgekehrten

Sinne beim Beweis von 28.) berei
§ ereits oben gelei i i i
eben den Ansatz machen:X) wena i Maml e

ac+ad+be+ hd = ac+d)+b(c+ d)=(a+1D) (c+ d).

g FEREs
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Bevor wir weiterfahren sei die Gleichung 28,) auch fiir Klassen noch

durch ein Beispiel erldutert:
Die russischen oder europiischen Kapitalisten oder Kaufleute sind die

russischen Kapitalisten nebst den russischen Kaufleuten und den européi-
schen Kapitalisten sowie den europiischen Kaufleuten.
Sobald wir nun uns auf 28 ) berufen diirfen lisst sich die rechte
Seite von 27,) durch Ausmultipliziren wie folgt zerlegen:
(@a+b) (a+¢) =aa+adb+ac+ be,

und dies gibt nach Th. 14,)
= {(a+ab) + ac} +bc = {a+ac} +bc=a+bc,
indem der erste Term aa oder a nach 23,) die beiden zunichst thm

folgenden successive ,absorbirt®. '
Hiermit aber wird dann die Gleichung 27.) und damit auch die
kraft Def. (1) in ihr mitenthaltene Subsumtion 26,) bewiesen er-

scheinen.

Dem bisherigen genau dual entsprechend wiirde vermittelst 26,) auch
26,) sich ableiten lassen. Daher nun musste auch 26,) notwendig unbe-
weisbar sein, denn wenn fiir diese Subsumtion der Beweis gelinge, sc
wire damit auch fiir die 26,) ein Beweis geliefert, was erwiesenermassen
unmdglich ist.

Keinesfalls werden wir also gendtigt sein, die Sitze 26) alle beide

als Prinzipien hinzustellen.
Versuche, einen von ihnen etwa nach Hinzufigung der Def. (6)

der Negation mit ihrem zugehdrigen Postulate zu beweisen, schlagen

ebenfalls fehl. A
Dagegen brauchen wir blos einen speziellen Fall des einen, z. B.
von 26,) als Axiom oder Prinzip zu fordern, und zwar den folgenden.

Prinzip III,. Wenigstens, wenn [bc =€ 0, somit auch] bc = 0 st

gilt sicher:
a(b+¢) =€ ab+ac.

Zusatz 1. Nach 25,) und Def. (1) gilt dann auch die Gleichung:
a(+c¢) = ab+ac
vorerst unter der einschrinkenden Voraussetzung, dass bc = 0 sei.

Zusatz 2. Von zweien ist der Satz leicht auf drei und mehr
Glieder auszudehnen, vorerst unter der entsprechenden Voraussetzung,
dass deren Produkte zu je zweien gleich O seien. So muss nament-

lich sein:
a(d+c¢+d)=ab+ac+ad,
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falls
be=0, bd =0, cd=0.

Dann ist nimlich (wegen b¢ — 0) nach Zusatz 1:
G+e)d=bd+ed=0+0=0

cf. Th. 21,). Deshalb also abermals nach Zusatz 1 ist:
a{d+c)+d} =a(d+c¢)+ad

und durch Einsetzung von a(b + ¢) = ab + ac rechterhand ergibt sich

hieraus der zu beweisende Satz.

Ebenso beweist sich leicht das Schema 28,) sofern nur ab =0
und ¢d = 0. Ete.

Anmerkung 1. Dem Prinzip OI, wirde ein Satz III, dual ent-
sprechen: dass (a +b) (a + ¢) =€ a + be wenigstens dann sein miisse, wenn
b+c=1 ist. Denselben diirfen wir aber nicht auch als ein ,Prinzip"
bezeichnen sondern miissen ihn ein nTheorem* nennen, weil er sich nun-
mehr — selbst ohne die angegebene beschrinkende Voraussetzung, nim-

lich verallgemeinert zu 26 +) wnd 27.) — auf Grund von III, beweisen
lassen wird.

Indessen braucht auf dieses Theorem hier iiberhaupt nicht Bezug ge-
nommen zu werden.

Anmerkung 2. Ein spezieller Fall des Prinzips IIL,, also ein noch
speziellerer Fall der Subsumtion 26,) wiirde der folgende Satz sein:
L. Es ist a(b+ c) =< ab + ac, soferne wenigstens be = O
wnd b+¢=1 ast,
wo damn auch a(b+¢) = ab+ ac unter denselben Bedingungen gelten
wiirde — ein Satz, dem wir also weiter unten die kiirzere Fassung
a(b+0b,) = ab + abd,
oder die noch kiirzere: ¢ = ab + ab, wirden geben konnen.
Mit diesem noch einfacheren Satze, selbst in Verbindung mit seinem

dualen Gegenstiicke, gelinge es aber (wie wir sehen werden) nicht, hier
auszukommen.

Da von zwei einander dual entsprechenden Sitzen hier blos der
eine III, zum Prinzip erhoben wurde

weisfilhrungen eine Weile notwendig

1st uns zur Zeit entschliipft, wird
gefangen,

"Den in Kenntniss zu neh
auch nicht in der Lage sein,
sogleich gegeniiberzustellen,

Uber die anscheinende Unméglichkeit
symmetrisch vorzugehen, nimlich an Stell

» 80 werden unsre ferneren Be-
unsymmetrisch: der Dualismus
Jedoch in Bilde wieder ein-

menden Sitzen werden wir bis dahin
die ihnen dual entsprechenden immer

, statt einseitig, hier doch
e von III, einen sich selbst
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dual entsprechenden Satz zum dritten Prinzip zu erwihlen, muss ich
mir weitere Bemerkungen noch vorbehalten (8. 319 8q.). : :

Einstweilen garantirt uns unser Prinzip III, die Erlaul?m.ss,. eine
Summe wenigstens dann nach dem Distributionsgesetze a?szumzfltwlmrerf,
wenn ihre Glieder unter sich disjunké sind (d. h. zu je zweien multi-
plizirt ein Produkt O geben). e

Dergleichen Summen mag man ,,reduzzr-te nennen.

Man kann noch bemerken, dass auch die ausmultiplizirte Spmxrl.e
wieder eine reduzirte sein wird und nebenher diese Wahrnehmung mit

McColl verallgemeinern zu dem Satze:

Zusatz 3. Das Produkt zweier (oder mehrerer) reduzirten Summen

ipligi j j irte Summe.
ibt ausmultiplizirt wieder eine reduzir - '

. Jedes Glied der ausmultiplizirten Summe ha.i_; nimlich, als Pat;‘la.g;ro-
dukt, ein Glied der ersten und ein Glied der Z\:lc;’ltenTSumme zu;aktg.r osx;;
’ i Gl i denselben Term zum >

Hab wei Glieder aus der einen Summe s
m?is::n zihre andern Faktoren disjunkte Terme a:asu derhasdern 2111;:;1; 1531;18,
s
ie darnm zum Produkt O geben. A.n.dem es haben
3:;‘1 :;zen als aus der andern Summe disjunkte Te_rme zu ]]:‘:l(:)toren und
geben, wenn miteinander multiplizirt, um so mehr ein Produkt O.

Anmerkung 3 zu Prinzip IIL,. = 5
Man kann — vergl. Jevons® p. 27sq. = fiir das Pnﬁzlp II{:
und ebenso schon fiir die allgemeinere Subsumtion '26x),' na'SV :tl:l se
(wie oben geschah) fiir Klassen oder auch f:lil‘ Gebiete in Worte ge-
fasst sind, einen verbalen ,Beweis“ liefern wie fo.lgt: e B
Vorausbemerkt sei nur, dass hiebei im Sa.t_ze, wie im dBeZvemor;;Mt
holt (amch in ,digjunktiven” Urteilen) die Konjunktion ,oder vverstehe;;
Beim spezieller:n Satze III, ist dieselbe im Sinne von §8,1) i;lu e
als ,oder aber”, bei dem allgemeineren Satze d26,<1)1 iz;.lgetiafe:vm i
” e
§8,9) zu ersetzen durch ,oder aucl} . Hierdure e s
den Sitze und Beweise sich unterscheiden. Wir sag

(13 i
o iﬁfeil‘;b;igen muss man wesentlich auch die Imierpretation § 8, ) von

a+b vor Augen haben. - S
Jevons’ ,Beweis” zu IIL, resp. 20,). - .
Was a m:d entweder b oder ¢ ist — wenn es b ist, so ist e; ab:)c,
wenn es ¢ ist, so ist es ac, und es ist folglich entweder ab oder ac.

i ¢ und -
[— sintemal auch a(b+¢)=<b+¢ sowie ab=<ab+a
ac =< ab + ac nach Th. 6) sein muss —]
*) Dann ist es ndmlich & und b zugleich, ist ein a, welches b ist, ein av.

i i dnetes a
Man kann sich auch auf Th. 20,) berufen, wonach f:rr eu:g:n; b eingeordn .
fir a <€ b, auch sein muss @ = ab, und um so mehr a 2
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Es sei nicht in Abrede gestellt die gemeinverbindliche Denknot-
wendigkeit dieser Uberlegung, so wenig, als wie schon die Selbstver-
stindlichkeit des: durch sie (wombglich noch) plausibel(er) gemachten
Satzes.

Allein es wird bei diesen Schliissen von einem Grundsatze Ge-
brauch gemacht, der bisher weder implicite noch explicite Erwihnung
fand, nimlich von diesem:

»@ ist entweder b oder ¢“ heisst genau dasselbe, wie ,entweder ¢
ist b, oder a ist ¢. Kiirzer: Was b oder ¢ ist, ist entweder b, oder
es ist c.

Man sieht, wie hienach die Kopula ,ist* sich verteilt auf die beiden
Glieder der Alternative, und wie umgekehrt sie von diesen beiden auch

wieder abgezogen und in eine einzige Kopula Zusammengezogen verschmol-
zen werden kann.

Von den in diesem Grundsatz fir ,einander Hquivalent erklirten bei-
den Urteilen ist das erste ein kategorisches, also mit einer Kopula ver-
sehenes, mit dem Subjekte @ und dem Pradikate nb oder ¢“. Das zweite
Urteil aber ist gar kein kategorisches, sondern ein »disjunktives®. Es be-
steht aus zwei Sitzen, deren jeder fiir sich seine Kopula besitzt, und die
mittelst der Bindewdrter nentweder . . oder . verkniipft, in Abhingig-
keit voneinander gesetzt sind.

Es gehort dieser Grundsatz als schlechthin giiltiger ausschliesslich
dem ,Aussagenkalkul“ an, woselbst wir ihn noch niher studiren wer-
den — § 45, ¢,). Im Gebietekalkul gilt er im allgemeinen nicht: Wenn
ein Gebiet @ im Gebiete b -+ ¢ enthalten ist, braucht es nicht entweder
in b oder in ¢ ganz enthalten zu sein. Daselbst gilt er — wie wir
erst viel spiiter, § 47, sehen werden — nur fir die ,Individuen® der
Klassen, die Punkte von @, nicht aber fiir die Klassen selber.

Erst wenn diese wArgumentation auf die Individuen” der Klasse
als ein Grundsatz, als ein »Prinzip® ausdriicklich vorausgeschickt wor-

den wiire, diirften wir die obige Uberlegung als einen wirklichen Be-
weis hinstellen.

Dergleichen zu thun wiire
ersten Unterricht mit Schiilern.

Hier dagegen wollen wir darauf ausg
Prinzipien méglichst aus dem Gebiete-
schopfen (von dem Aussagenkalkul, der
weist, solange es nur irgend angeht auc
auszukommen suchend — die wir ja bisl
Zu citiren hatten). Da verbietet es sich
tationen auf die Individuen der Klassen
solange das »Individuum

wohl in der That am zweckmissigsten beim

ehen, unsre Axiome oder
oder Klassenkalkul selbst zu
sich in ijhm mitenthalten er-
h mit den Prinzipien I und II
ang schon in doppeltem Sinne
denn von selbst, von Argumen-
wesentlich Gebrauch zu machen,
noch tiberhaupt nicht einer wissenschaft-
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lichen Definition im Klassenkalkul teilhaftig geworden, auf wel.c_he
solche Argumentationen in strenger Beweisfihrung erst zu baSI.ren
waren. Um aber solche Definition und Beweisfiihrung zu v?rw‘lrk-
lichen (vergl. § 47) werden wir lingst schon des - vollen Dl'sh'lbu-
tionsgesetzes zum Aufbau unsrer Disziplin bedurft haben“und vielfach
in der Lage gewesen sein, desselben nicht eni‘:raten zu ko"nnen. :
Aus diesen Griinden verharren wir bei dem gewahlten Prin-

zipe TIL,

- Unverkennbar geht die Arithmetik einen umgekehrten Wf)g: sie fingt
bei Aufstellung ihrer Zahlbegriffe und ersten Sitze eben mit ,Argumen-
tationen auf die Individuen“ als den plausibelsten Uberlegungen des Men};
schengeistes an. In didaktischer Hinsicht dﬁrf!:e so}ches Verfahren a'%;:.
die grossten Vorziige besitzen, und tadeln wir sie keineswegs darob. n‘;
verlangen jedoch, dass entweder das .Eine ode}' aber das An.dre kon.;c:lqgcn
durch:efiihrt werde! Hier nun haben wir mcht. den Begriff Eies 1}1-
duum: sondern den der Einordnung zwischen Gebieten, Subsum.tlon, a.lll ie
Spitze gestellt; wir haben bereits den entgege}lgesetzten Weg e}ngesc]g ag?g
und mi?ssen ihn nun auch zu Ende gehen; wir diirfen da,ruu% Jenenm efin_
auch noch nicht voraussetzen (es sei denn ganz nebenher bei 1den uz ::n
tionen durch Beispiele oder den Nutzanwendungen d.es Kalku. s_), Zon =
werden erst verh#ltnissmissig spit im stande sein, eine Definition des
dividuums, Punktés aufzustellen. : : -

Wir’begniigen uns, einstweilen mit Peirce zu sagen, der ol?lge
Beweis“ sei nicht syllogistisch, sondern ,dilemmatisch“ und verweisen
- S i des Schliessens
in Bezug auf die als ein ,Dilemma“ hinzustellende A.rt es .
auf § 45 des mehrerwihnten Aussagenkalkuls, sowie schon au -as
Schema der Aufgabe ¢,) des § 18. [Der v?rgeru.cktere_ Leser (;vu'
leicht diese Schlussform als eine hier wirklich mit z?r Anwen un)g
gekommene erkennen, indem er sich das s des Schen%as :jls.x agb” :—tec 3
zas p desselben als ab+ ac deutet — ohne dafss wir notlgktea dns,
hierauf nochmals zuriickzukommen.] Den .vorgrelfenden Charah dr 1:_
Beweises“, zufolge dessen er hier noch nicht am Platze, noe ep
e i i ich nicht darin, dass diese
cirt erscheint, erblicke ich aber wesentlich nic rin, e
Schlussform in ihm zur Anwendung kommt, sondern vielmehr in
erwihnten , Argumentiren auf Individuen®. i

Dual entsprechend kénnte der andre Satz:
26,)  (a+d)(a+c)<a+bc,

i ich a oder c ist, ist entweder- a
— in Worten: ,,Was a oder b .und zugle ¢ s werdén- B o
oder: b und ¢“ auch dilemmatisch so ,bewiesen™ . < d;m aoeelle 2
entweder @ oder nicht. Ist es nicht a, so muss e:,saix:(:: Sy
der Voraussetzung b und nach dem zweiten ¢ sein;

oder ,b und c*.
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Nebenbei bemerkt liegt hier ein Fall vor, wo die W.
des Ins_tru'mentes der Klammern entbehrend, ;mpré'.zise, z:vr:isgé‘zzil{lge,o;;i
doppelsinnig wird, resp. durch geeignete Betonung und Pausen die Klam-
merstellung andeuten, ersetzen muss. Es gibt ja ,(a oder b) und zugleich
¢, das ist (a + b)c, einen wesentlich andern Sinn als ,a oder (b und zu-

gleich ¢)“. Der letztere nur war vorhin maass ebend. V. i i
e & g 5 ergl. die Studie

Hiezu ist gehérig Anhang 4 nebst 5 und eine Episode aus An-
hang 6. —

Siebente Vorlesung.

§ 13. Negation (mit Postulat) und darauf zu griindende Sitze.
: Ihre Einfiihrung fiir Gebiete.

Ich werde mich im § 13 und 16, d. h. in Bezug auf die Darstellung
und Begriindung der fiir die Technik des Kalkuls wichtigsten Sitze am
nichsten an Robert Grassmann® anschliessen.

Wir haben nunmehr mit einer dritten fundamentalen Operation
des identischen Kalkuls Bekanntschaft zu machen, welche — im Hin-
blick auf die Begriffsumfinge oder Klassen — Negation oder Ver-
neinung schon von der alten Logik genannt worden ist — eine Be-
nennung, die wir auch fiir die Punktgebiete unsrer Mannigfaltigkeit
adoptiren. Schon auf die Begriffe angewendet erscheint die Benennung
eigentlich als eine iibertragene, aus dem Aussagenkalkul, in welchem
sie urspriinglich wurzelt (resp. aus der Lehre von den Urteilen) meta-
phorisch heriibergenommene.

Es ist diese dritte Operation insofern von einfacherem Charakter
wie die beiden vorhergehenden, als sie immer schon an einem einzelnen
Objekte vollziehbar ist, wogegen Multiplikation und Addition je deren
zweie als zu verkniipfende Operationsglieder voraussetzen.

Multiplikation, Addition und Negation sind die ,dre: Spezies” des -
identischen Kalkuls. .

Der Begriffserklirung der Negation miissen wir einen Hiilfssatz
vorausschicken.

29) Hilfstheorem. Wenn einerseils

: ab=0 sowie a+b=1

und andrerseits zugleich auch
ac=0 sowie a+c=1

ist, so muss sein:
b=c.

Beweis. Nach Th. 4) hat man
ab=ac und a+b=a+tc
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Multiplizirt man die lefzfere Gleichung beiderseits mit b, so ent-
steht nach Prinzip III, [sogar schon nach III°] und Th. 14.):
ab+b=ab+be
Ebenso entsteht aus ihr durch beiderseitige Multiplikation mit ¢:
ac+bc=ac+ec.
Wegen der erstern Gleichung ist aber gemiss 16,):
ab+bc=ac+be
und folglich nach Th. 4) auch
ab+b=ac+c;
d. h. nach 23,), indem die ersten Terme absorbirt werden haben wir:
Cb=e¢, '
q- e. d. Einfacher hitte man auch, mit Riicksicht auf die Voraus.
-setzung ab =0, nach 21,) und 23,) das eine Multiplikationsergebniss
in b=be, das andre, wegen ac — 0, in be=c zusammenziehen
konnen. Indessen hat der erstere Beweis den Vorzug, sich auf eine

spitere Erweiterung des Satzes, zu Th. 40) und Zusitze, ohne weiteres
iibertragen zu lassen.

eeeichnen werden wir die Negation eines Gebietes @, indem wir

diesem den ,Negationsstrich” . als Suffixum anhingen, sonach mit a,

(gelesen: S@-nicht®).

Sollte ein zu negirendes Gebi i
¢ gix let einen zusammengesetzten Ausdruck
Lla’Bifan,. so wird es iiberdies dabei einzuklammern sein g:méi-ss der allgemein
Sezug.hsh Glr;abrauchs der Klammern geltenden Maxime (vergl. Anhang 2)
o wird z. B. (a i i :
vorstellen? (ab),, (a+b),, (a,), die Negation von ab resp. a +b und a,
ge{ der Wahl obiger B'ezeichnung kommt folgendes in Betracht.
it as Sufﬁxum. i Soll einen Vertikalstrich vorstellen, Mittelst eines
;9 ¢ l\?n W.erden wir auch anderweitis — namentlich fiir Beziehungen —
('lle'.h(;]g?‘mon’ andeuten. So wird uns z B. das vertikal durchgestrichene
‘: emdf‘xtszelchen: ==, gelesen sungleich®, die Verneinung der Gleichheit
t\:]szu luck.en ha,helf. Nach diesem Prinzip wird es némlich leicht, zu
Je :themehungszelc.hen sofort dessen Verneinung zu bilden. Indem ’man
c‘z'mhac lda,s'selbe "verflkal durchstreicht gewinnt man ein hiibsches und durch
:ziti ;e‘})est vsrsta.n(;hch}clss, mnemonisches, obendrein auch noch nicht ander-
 vergebenes Zeichen zur Darstell i i
Rt on ot e B rstellung eben der Beziehung, welche die
f"l'ﬁqS(-EAl'}:s >,1 }i B. ‘"w:éir‘e hienach auch das regelrechte Zeichen fiir ,nicht
?n d 3’4 welches fiir's 1'e_elle Zahlengebiet als < (,kleiner oder gléich“)
e]r) . :Sthen}atllf li‘,:hr viel gebraucht wird, unschwer abzuleiten
hun nicht angiingig ist, Buchstab 5 :
P i g1g ist, B en oder gar zusammengesetzte
el:;irgzke v]ewglls in Druck und Schrift wirklich durcizustreichen sgo muss
r Vertikalstrich neben jenen angemerkt werden (im letztérn Falle,

.
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wie betont, unter Einklammerung der Ausdriicke). Da ferner eine Nega-
tion (die Operation des Negirens) nicht vollzogen werden kann, es sei denn
an einem bestimmten Objekte, so ist es wiederum naturgemiss, das Objekt,
welches man behuf Negirens schon haben muss, dem Negationsstrich dabei
voranzuschicken, letztern also dahinter zu stellen, sei es auf gleicher Hohe,
sei es dariiber (als Accent) oder darunter (als Suffixum). Ich entschied
mich fiir das Suffixum als das in Druck und Schrift die grosste Deutlich-
keit gewiihrende Zeichen von immerhin minimalen Raumanspriichen.

[In meiner friiheren Schrift? verwendete ich zur Bezeichnung der
Negation noch das Suffixum 1, schrieb also fiir unser non-a stets a, (ge-
lesen: ,,a unten 1% kiirzer ,a-eins“).  Es sollte dies daran erinnern, dass,
wie in § 23 gezeigt wird, die Negation von @ auch durch 1 — a darstell-
bar ist. Jedoch erscheint es angezeigt, des Dualismus halber, der alsdann
reiner zum Ausdruck kommen wird, ein von den Symbolen O und 1 unab-
hingiges Zeichen zur Darstellung der Negation zu verwenden.]

Von Andern (namentlich Boole, R. Grassmann und Ch. S. Peirce)
ist vorgezogen worden, das zu negirende Objekt mittelst Horizontalstrich.
zu iiberstreichen, fiir unser @, also zu schreiben @ (gelesen a strich).

Ernstliche Binwiinde lassen auch gegen diese Gepflogenheit sich nicht
erheben. Die Entscheidung fiir diese oder jene ist gewissermassen Geschmack-
sache. Eine jede von ihnen hat gewisse Vorteile und Nachteile.

Will man mit dem Horizontalstrich komsequent sein, so miisste man
nun mit = (statt ==) die Ungleichheit darstellen. Dies sieht nun erstlich
aus, wie ein doppelt negirtes Minuszeichen. Sodann ist das Zeichen auch
schon anderweitig in Beschlag genommen: in der Zahlentheorie zur Dar-
stellung von ,,gleichrestig oder ,komgruent“ — in andern Disziplinen auch
wol fiir ,identisch gleich® im Sinne von ,allgemein gleich®, d.i. gleich fiir
alle Wertsysteme gewisser Buchstabengruppen. Das Zeichen = wiirde also
hier seine dritte, mit den bisherigen disparate, Bedeutung beigelegt er-
halten, wogegen == fiir ,nicht gleich“ schon vielfach iiblich ist (vergl.
z. B. Aufsitze von Netfo und Andern im Journal fiir die reine uznd an-
gewandte Ma.thema.tik). — Weiter wiirden wir fir die Vemeinun_g n_och
andrer Beziehungen, wie z. B. fiir ,nicht untergeordnet mit dem Horizontal-
strich viel weniger hiibsche Zeichen bekommen: C statt .([, ete. —
Zeichen, die aus getrennten Teilen bestehen, weniger symmetrisch sind und
wol auch mehr Raum einnehmen, als mit dem Vertikalstriche.

Endlich, schon bei Buchstaben, gefillt mir nicht, dass die Hohenlage
des - Horizontalstrichs von der Hohe des Buchstabens abhiingig wird, z.B.
@b fir unser a,b,. Sind aber die Buchstaben von g.'leicl{er Hohe, wie a
und ¢, so erscheint es allzu nahe gelegt, solche, wie wir seher'1 ngrden,
grundverschiedene Ausdriicke wie ac = ¢,¢, und dac = (ac), mltemaqder
zu verwechseln, indem ihre Unterscheidung davon abhinge, ob an einer
Stelle von hochst geringer Ausdehnung die Druckerschwiirze, Tinte, nicht

angegangen oder iibergeflossen ist. . :
: Beigzusa.mmengesetzten Ausdriicken indess hat der Horizontalstrich den

Vorteil, zugleich als Vinculum zu dienen und die Klammer zu ersetzen,
wie in ﬁ, a+0b und @ fir die oben angefiihrten drei Beispiele. Auch
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lisst umsre Schreibweise wegen der Ahnlichkeit des Negationsstrichs mit
dem Suffixum 1 es fortan weniger ratsam erscheinen, ein erstes, zweites,
drittes etc. (in einer Untersuchung auftretendes) @ etwa mit @y, Gy, 8, . ..
hier zu benennen. Hiefiir kann man jedoch, da Potenzen ohnehin aus-
geschlossen sind (Th. 14), nun mit @', a2 a3, . .. sich sehr gut behelfen.

In Bezug auf die Streitfrage zwischen Horizontal- und Vertikalstrich
bei zu verneinenden Beziehungszeichen kénnte iibrigens Herrn Charles
S. Peirce die Autoritit seines Vaters Benjamin Peirce! gegeniibergestellt
werden, mit dessen Bezeichnungsvorschligen in seiner ,Linear associative
Algebra“ wir teilweise zusammentreffen,

De Morgan, Jevons und Andere nehmen fiir Begriffe resp. Klassen
und deren Negation die korrespondirenden Buchstaben aus dem grossen
und kleinen Alphabete, bezeichnen die Negation von A mit a, sowie um-
gekehrt — was nach Th. 31) zulsissig. Dies ist nur durchfiihrbar, insoweit
blos ,einfache* Symbole in Betracht kommen (vergl. Anhang 2), verbietet
sich indess, wenn das Negiren auch fiir zusammengesetzte Ausdriicke soll
angedeutet werden kénmen. Denn die Negation von 4 + B wiirde durch-
aus nicht etwa @ + b sein, u.s. w. — vergl. die Theoreme 36). Der Vor-
schlag erscheint uns hier als génzlich unannehmbar.

‘Mit Worten nennen wir die Negation von a auch ,Nicht-a“ oder
»Non-a“.

Indessen ,non-a“, ,non (a+b)“ ete. fir unser @, (a+0), in Formeln
anzusetzen wiirde schwiilstig (,,cumbrous“) werden.

Definition (6), der Negation.
»Negation® eines Gebietes ¢ nennen wir ein solches Gebiet a,, welches
2u thm in der Beziehung steht, dass zugleich:

y 24, <0 und 1€a+aq,
ist.

Da nach Th. 5) ohnehin 0=<aa, und a +q, %<1 sein wird, so
gelten dann kraft Def. (1) auch die beiden Sitze:

30) Theoreme. Allgemein ist:
30,) aa, = (. \ | 30,) a+a =1.

Diese Gleichungen hitten ebensogut zur Definition der Negation g,
von @ verwendet werden konnen, muten Jedoch dieser Negation schein-

bar etwas mehr zu, als nur die obigen in ihnen mitenthaltenen beiden
Subsumtionen zu erfiillen.

Nach § 7, S. 214, konnen wir pun auch sagen: Negation eines

Gebiez‘es nennen wir ein solches Gebiet, welches zu demselben zugleich dis-
Junkt und supplementiir ist.

Zusatz 1 zu Def. (6). Zu einem Gebiete @ kann es nicht mehr
als eine Negation geben. .
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Denn wire a eine zweite, so wiirden neben den beiden Glei-
chungen 30), und mit demselben Rechte, auch diese beiden bestehen:
aa/=0 und a+a’ =1
und wiirde aus allen vier Gleichungen nach Hilfstheorem 29) [wo b

dem @, und ¢ dem a/ entspricht! folgen:

a = a, ‘ i
d. h. die beiden Negationen wiren identisch, einerlei, wiren in der
That nur eine. '

Die Operation des Negirens, d.i. die Herstellung der Negatlon' zni
einem gegebenen Gebiete, wird darnach jedenfalls ke%ne ,,mel-urdeutlge‘
sein, die Negation a, von a ist ein hichstens eindeutzqes G‘reblfatsymbol.
Dagegen konnte noch dieses Symbol als ein ,,undel%tlges‘,'dle Opere}-
tion des Negirens als ,unausfiihrbar“ erscheinen. Bislang ist 1:{0ch die
Mboglichkeit zugelassen, dass — vielleicht je nach dem ,,We.rte vou a
— das Zeichen @, ein sinnloses, einer Deutung a.ls. elgent.hches
Gebiet eventuell ganz unfihiges ist, welches dann al.s ein ,uneigent-
liches“ Gebiet der Mannigfaltigkeit zu adjungiren die Def. (6) uns
zumutet. ]

Diese Moglichkeit schliesst aus das folgendfe Postulat mit dem zu-
gehorigen die Interpretation liefernden Nachweise.

Postulat ((3)). Zu jedem Gebicte a gibt es (n.ﬁndestens) eine Nega-
tion @, (und dann wie schon gezeigt anch nur diese). .

Dieselbe wird als Riickstand erhalten, wenn man das Gebiet a aus
der ganzen Mannigfaltigkeit 1 fortlisst.

gDieses Restgzeglfiet iat namlich in der That die Eigenschaft, er?teng:
mit dem Gebiete @ keinen Punkt gemeinsam zu h_a.ben, d.-.l. die
Gleichung 30,) zu erfiillen; hitte es einen P.unkt mit a gemein, sg
wire ja dieser Punkt von @ nicht pﬂichtschuldlgst. fori:,gelassen =
zweitens: das Gebiet @ auch zur ganzen Mannigfaltigkeit 1 zu ergiinzen,
d. i. die Gleichung 30,) zu erfiillen. Fehlte auch“ nur ein Punkt an
dieser Mannigfaltigkeit, so wire ja nicht der volle Ruckstar.ui genommen.
Dasselbe ist sonach eine richtige Negation zu @, und weil es nur eine
gibt, haben wir hier den bestimmten Artikel anzuwenden und zu sagen:

ion von a. ;

i 1\gaigeajjéfa.sfiihrungen des vorstehenden Absatzes sind nicht zi]:lwaka.ll‘i u«:lm
»Beweis® des vorhergehenden Postulates anzusehen, dessen Anerkennung

i i i i beitragen, den Sinn des-
vielmehr wir schlechthin fordern. Sie sollen nur 5 .
selben voll zum Bewusstsein zu bringen, und der Anschauung resp. Intui

tion behiilflich sein, dasselbe zu veriﬁzire1.1. :
Die Negation a, eines Gebietes a ist — in unserm bevorzugten
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Falle — die Ergiinzung dieses Gebietes sur Manmnigfaltigheit 1, d.1i. zur
ganzen Fliche der Schultafel. _
Ist z. B. a die (Innen)Fliche eines
Kreises, mit Einschluss von dessen Kon-
tur, so bedeutet @, die Aussenfliche des-
selben (soweit sie zur Tafelfliche gehort)
mit Ausschluss von dessen Kontur. In
Fig. 16 ist dieses Gebiet durch Schraffiren
veranschaulicht.
Diese Erginzung a, erscheint als das

Maximalgebiet unter den zu a ,,dis- ' Minimalgebiet unter den zu a »Sup-
Jjunkten‘ .| plementiren®
Gebieten. i

Als ein ,Postulat® durften wir den Satz ((3)) deshalb hinstellen,
weil er die Forderung in sich schliesst, involvirt, zu irgend einem

Gebiet @ ebenjene Erginzung zu denken oder zu bilden, sie aus ihm
abzuleiten und in Gedanken zu isoliren.

Dieser Forderung fiithlen wir uns gewachsen.
Zusatz 2 zu Def. (6). Insbesondre ist:
0,=1 , 1,=0;
die Negation der Null ist die Eins und umgekehrt; denn in der That
haben wir nach den Theoremen 21) oder 22):
0-1=0 und O+ 1==4,
desgleichen mit umgestellten Faktoren resp. Gliedern. - Auch ist es un-
mittelbar intuitiv: Nichts ist erforderlich, um ein Ganzes zu sich selbst
zu erginzen. Die ganze Mannigfaltigkeit ist erforderlich um das Nichts
zu ibr selbst zu erginzen.
Die so hochwichtige Deutung unsrer Definition und Sitze fiir
Klassen wollen wir auf demnichstige Paragraphen verschieben und uns

bis zum Wiedergewinn des Dualismus im reinen Gebietekalkul fort-
bewegen.

Die Theoreme 30) mdgen auch einzeln in Worte gefasst werden:
Ein Gebiet mit seiner Negation |
multiplizirt gibt 0, | addirt gibt 1.
Und sie konnen auch auf beliebig
gedehnt werden:
Zusatz 1 zu Th. 30).

Sooft unter den Faltoren eines | Findet sich unter den Gliedern

Ein Gebiet zu seiner Negation

viele Operationsglieder dahin aus-

D o i B
Produltes solche vorkommen , deren . emer Summe iiberhaupt eines, welches

§ 13. Negation (mit Postulat) und darauf zu griindende Sitze. 305

einer die Negation des andern ist, | als die Negation eines andern Gliedes
verschwindet das Produlkt. erscheint, so hat die Summe den
Wert 1.
So ist z. B.

abc - ab,cd, = 0. | at+b+ec+a+c+d=1.

Man kann nimlich wegen der Kommutativitit der Operationen
die Operationsglieder so umordnen, dass das gedachte neben seine
Negation zu stehen kommt; diese beiden kann man dann wegen der
Associativitidt zu einem einzigen Operationsglied zusammenfassen (des-
gleichen die iibrigen Operationsglieder) und nach Th. 19) Z-usatz 2
durch seinen Wert O resp. 1 ersetzen, worauf das Th. 22) in Wirksam-
keit tritt. In unsern Beispielen haben wir als Wert.des Ausdrucks:

acd,- bb,= (acd,) - 0 = 0. | (a+b+d)+(c+c)=(a+b+d,)+1=1.

31) Theorem. Es ist allgemein:

(a),= a.

Die Negation der Negation eines Gebietes ist dies Gebiet selbst, oder:
Doppelte Verneinung ,bejaht“, hebt sich auf. :

Beweis 1. Nach Th. 30) hat man unter Anwendung des Kom-
mutationsgesetzes: .

: a-a=0, a+a=1,
und andrerseits, wenn Th. 30) fiir a, statt a (so, wie es ist) in An-
spruch genommen wird:
- (al>l =0, a,+ (al)l =1

Vergleicht man diese vier Gleichungen mit dem Schema der Vor-
aussetzungen des Hiilfstheorems 29), so nimmt man dessen Anwendbar-
keit wahr, und erhilt die Folgerung:

qi== (a’l)n

die zu gewinnen war. : :
Beweis 2. Man kann auch einfach bemerken, dass fhe be.lden
Voraussetzungen der Def. (6) kraft Th. 12) unverindert giiltig bleiben,
wenn man die Symbole @ und @, mit einander vertauscht. Da nun
die Def. (6) eine allgemeine Festsetzung sein sollte, so muss :a.uclllz d}i
an jene Voraussetzung konventionell gekniip.fte Fo]gerfmg in Kra
bleiben, wenn man @ und @, vertauscht. — Die Sache wird deut.hcher,
wenn man in Def. (6) den Namen a, vermeidet, denselben durc1.1 irgend
einen andern, etwa durch b ersetzt. Es wird ausgemacl}t: b die lflega-
tion von @ zu nennen, wenn ab=0 und a+b=11ist. In t?lese.m-
Falle ist aber auch ba — 0 und b+ @ =1 nach Th. 12). Folglich ist

20
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dann auch a die Negation von b zu nennen, wozu man sich eben durch
die vorhergehende Abmachung verpflichtet hat, in Anbetracht, dass
diese als eine allgemein zu befolgende hingestellt wurde, welche eben-
sogut fiir ein Paar b, a von Gebieten, wie fiir das Paar @, b verbind-
lich ist. Wird nun fiir 5 der Name q, eingefiihrt, so gilt fiir ¢ auch
der Name b, oder (a,), — vergl. iibrigens Th. 32).

Ist also b (resp. a,) die Negation von a, so ist auch a die Negation
von b (resp. a).

Die Beziehung der Negation zwischen zwei Gebicten (¢ und a) st
allemal eine gegenseitige. Die Beziehung ist ,symmetrisch*.

Man wird durch Th. 31 erinnert an die Eigenschaft des Minus-Zeichens
an den Satz der Arithmetik: 7

- —(—a)=a@a,

und kinnte sich im Hinblick auf diese Analogie versucht fiihlen, die Be-
?elchnung a, .durch — a ersetzen zu wollen. Wir werden indess spiter
sehen, dass nicht 0 — (0 — 4) = & sondern 1 — (1 — a) = a das wahre
arithmetische Analogon des Th. 31) bildet. Vergl. § 23.

32) Theorem.
Ist a =1, so ist auch a,— by, oder: Gleiches, negirt, gibt Gleiches.
Beweis. Aus den beiden Gleichungen des Th. 30): aa, = 0,
a+a,=1 folgt wegen @ = b nach Th. 16), d. h. indem man ében b
fiir @ substituirt: '
ba, =0, b+a =1.

I
Nach Th. 30) — fi i Spr i
30 fir b in Anspruch genommen — ist aber auch:

bb,=0, b+b =1.
Aus diesen vier Gleichungen folgt nach dem Schema des Hiilfs-
theorems 29): @, = b, wie zu zeigen war.
 Zusatz 1. Ist 4, =5, so muss nach Th. 32) auch (a,), = (b,),
mithin kraft Th. 31) auch @ — b sein. Die beiden Gleichun:)':ana=”b
und @, = b, bedingen sich also gegenseitig, sind Isiquivalent.D
. Zusatz 2. Hienach lisst der Zusatz 2 sub Th. 19), dass in ge-
wissen Ausdriicken Gleiches fiir Gleiches gesetzt werdeJ; diirfe, sich
n.u/nmehr austlehnen auf alle durch Addition, Multiplikation und Nega-
{z.on hergestellten Ausdriicke: I Jedem nur mittelst der identischen Opera-
lwnen der drei Spezies® aus Gebietsymbolen aufgebauten Ausdrucke ist es
/;rl(ueb@ Z)‘ge.ml einen Term durch einen ilum udentisch gleichen zu ersetzen.
V on dle.ser Erlaubniss wird beim Rechnen umfassendster Gebrauch
gemacht, meist chne besondern Hinweis auf dieselbe.

Ist zB.a=¢ und b =g s :
: ; =d, so darf man fi ,
schreiben (cd + cd)e.  Ete. ete. Bl
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»Erlaubt* nennt man diejenigen Umformungen eines Ausdrucks,
welche ohne Einfluss auf den Wert (die Bedeutung) desselben sind, in
der That also nur die Form des Ausdrucks (nur den Namen dessen,
was er bedeutet) beriihren. Diese erlaubten Umformungen nennt man
vorzugsweise ,, Transformationen”. Es sind das diejenigen Veriinderungen
an dem Ausdrucke, oder freien Reproduktionen desselben, durch welche
der Ausdruck in einen neuen verwandelt wird, iibergeht, welcher dem
gegebenen identisch gleich sein muss.

Von Verschiedenem eines fiir's andere zu setzen ist in dem an-
gegebenen Sinne bei Ausdriicken im Allgemeinen nicht erlaubt, wie
man leicht an den nichsten besten Beispielen (und schon bei den ein-
fachsten Ausdriicken, wie a-b, a+ b, @) sich iiberzeugen kann.

Fiir einen Term auch einen von ihm verschiedenen zu substituiren ist
natiirlich aber angiingig bei allgemeinen Sitzen oder Formeln. Kommt a
als allgemeines Symbol in solchen vor, und ist untér @ bereits ein be-
stimmtes Gebiet verstanden, so darf man doch b fiir @ schreiben, auch
wenn b ungleich @ ist; man darf auch die vorkommenden Buchstabensymbole
allgemeiner Art beliebig unter sich wverfauschen, unbeschadet dessen, dass
sie verschiedene Bedeutungen haben mogen (vergl. Anm. 2 zu Prinzip II).
,»Erlaubt® sind hier diejenigen Veriinderungen zu nennen, die unbeschadet
der Richtigkeit der Formel vollzogen werden kénnen.

Anmerkung zu Theorem 32).

Der ungemein hiufig auszufiihrende Schluss von einer Gleichung
a =" auf die Gleichheit zwischen den Negationen ihrer beiden Seiten:
a,=b,, dieser Schluss — mithin die Anwendung des Th. 32) — darf
nicht etwa als das ,Negiren jener Gleichung“ bezeichnet werden; viel-
mehr ist zu sagen: aus a = b folge durch ,beiderseitiges Negiren die
Gleichung a, = b,. :

Es wiirde nimlich die Negation oder Verneinung der Gleichung
a = b selbst (schlechtweg) die Behauptung liefern, dass a nicht gleich b
sei, in Zeichensprache, dass a =4=b (vergleiche den Aussagenkalkul) —
eine Behauptung welche die Gleichung a = b aufhebt, umstdsst, also
mit ihr nicht nur nicht fquivalent, sondern sogar unvertriglich ist —
desgleichen also auch keineswegs sich deckt mit der Behauptung, dass
Nicht-a gleich sei Nicht-b.

Ich glaubfe darum? fir diese Anwendung des Th. 32) einen eigenen
Namen in Gestalt von (,,Entgegensetzung® oder) ,,Opposition* seiner Zeit
vorschlagen zu sollen. Doch erscheint das vorstehende als das n#her liegende
Auskunftsmittel, die Verwechslung zu vermeiden, und diirfte dasselbe wol
den Vorzug verdienen. Zudem liesse auch der bei einer Subsumtion —
vergl. unten Th. 37) — schon sanktionirte Name des ,,Schlusses durch

Kontraposition®* sich hier auf die Gleichung mit iibertragen.
: - 20#
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33,) Theorem. Es ist allgemein:

a+b=ab+ab+ab.

Beweis. Wir haben:
a+b=a-1+1-b=a(b+b,)+(a+a)b=(ab+ab)+(ab+ad)=ab+ab+ab,
mit Riicksicht auf die Sitze 21,), 30,), 30,) und IIT, (sogar schon 1IL°),
endlich 14,) — nicht zu gedenken der Theoreme 16), 12,) und 13,)
Zusitze. Man darf nimlich den Faktor 1 hinzusetzen, fiir 1 nach
Belieben b + b, oder a + a, substituiren (da diese Terme der 1 gleich
sind), sodann ausmultipliziren, weil hier die Summanden disjunkte sind,
endlich die Additionsklammern weglassen, und die Wiederholung des
Summanden ab als tautologisch unterlassen. '

Zusatz zu Th. 33,). Fiir belichige a,b ist auch:
» atb=a+ab=ab+D,

d.h. Eine Summe bleibt ungeiindert, wenn man einen Summanden mul-
tiplizirt mit der Negation eines andern, und umgekehrt: so oft in einem
Glied einer Summe ein Faltor steht, der als die Negation eines andern
Gilieds derselben erscheint, darf man diesen Faktor unterdriicken.

Beweis. Es ist dhnlich wie oben:
a+b=a-1+b=a(b+b,)+b=(ab+ab,)+b=ab,+(ab+b)=a.b,+b
mit Riicksicht, ferner, auf das Absorptionsgesetz 23,). Und analog
wenn b und @ vertauscht werden. Dies ist der selbstindige Beweis
des fiir die Technik des Kalkuls ungemein wichtigen Zusatzes. Am
schnellsten ergibt sich derselbe aus der Formel 33,) durch Vereinigung
des ersten Terms rechterhand mit dem zweiten oder dritten gemiss
27,), 30,) und 21)).

Durch Anwendung vorstehender Sitze kann eine binomische Summe
jederzeit in eine ,reduzirte“ verwandelt werden. Es ist ratsam, sich

dieselben einzupriigen. TIhre Veranschaulichung geben wir unter dem
niichsten Satze.

34,) Theorem. Was auch a wnd b fiir Gebicte vorstellen migen,
S0 ust:

L =ab+ab+ab+ a,b,.
Beweis. Man hat in der bisherigen Weise:
l=a+a,=a-144a,-1= a(b+b)+a, (b+b) = ab + ab,+a,b+ a,b,
unter Berufung auf 11T, [oder auch nur Mo —

Sind @ und b 2 B. Kreisflichen, so entsprechen den Gliedern
rechterhand in 34,) die vier Teile, in welche von den Konturen dieser
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Gebiete die ganze Ebene der Tafel im Allgemeinen zerschnitten wird
— wie dies Fig. 17 veranschaulicht. Man sieht zugleich, dass das [in
Fig. 9,) schraffirte] Gebiet @ +b aus den drei
ersten dieser Terme zusammengesetzt ist, und
ebensoleicht, wie Th. 33,), ist auch der Zusatz
zu demselben durch die Anschanung zu bewahr-

heiten.
Zur Erliuterung sei erinnert, dass man der qb
unter Postulat ((3)), Fig. 16 gegebenen Inter_preta.- '_
tion von @, und b, eingedenk sein muss. Hienach Fig. 17.
wird ab, — z. B. — dasjenige Gebiet vorstellen, "
welches der Innenfliche des Kreises a und der Aussenfliche des Kreises b
gemeinsam ist, kurz gesagt: den Teil der Kreisfliiche a, der ?,usserha.lb b
fallt. Und @b, muss das den beiden Aussenflichen der Krglse a und b
gemeinsame Gebiet vorstellen, mithin die Punkte umfassen, die au.sserha.lb
beider Kreise zugleich liegen, ein Gebiet, das man als Au_ssenﬂache des
(als ein liegender Achter erscheinenden) Gebietes a + b bezeichnen darf.
Beriihrten sich die Kreise ¢ und b, so wiirde das Gebiet ab in cinen
Punkt, den Beriihrungspunkt zusammenschrumpfen; .und hitten ihre Kpn—
turen gar keinen Punkt gemein, so wiirde das Gebiet .ab fortfallen, n}cht
existiren, 0 sein; dann wiirde @b, mit dem ganzen Kreis a und @,b mit b
zusammenfallen. ) )
Zusatz. Ersetzt man in 34,) die Summe der drei ersten Glieder

rechterhand durch den einfacheren Ausdruck, welchem dieselbe nach
Th. 83,) gleich ist, so ergibt sich noch:
l1=a+b+ab;

Fir die Zwecke des Unterrichts muss zum Bewus§tse§n gebr::zcht
werden, dass bei der korrekten Ausfilhrung jener Substitution zw«}a;ma.l
vom Assoziationsgesetze 13,) der Addition, nel_)st Zus?,tz, Gebra.}lc Eizu
machen war, und zwar in entgegengesetztem Sinne: elnn}al behufs Ein-
filkrung einer Klammer, durch welche die Gleichung 34,) in

1 = (ab+ab,+ a,b) + a,b,

umgeschrieben, die rechte Seite als zweig!iedrige .Summe dargestfltt w{r(};"
deren erster Term nun erst durch das ihm gle1_che a—i:b erselz :r 1s.h
welches als ein zusammengesetzter Ausdruck zuniichst w1e_der se Ssbaac
eingeklammert werden muss (cf. Anhang 2) ==t sodapn bei dem Klu 8 1eu-
tio;sergebnisse: 1 =(a+b)+ab behufs Unterdriickung der letzten Klammer.

Dergleichen Zwischenoperationen iibergehen wir zumeist mit Still-

schweigen. T
Nunmehr kénnen wir zur Begriindung des vollen Distributionsgesetzes

schreiten. Dazu bediirfen wir sogar des Th. 34+? nicht, ux.ld w.urde'
dieses blos wegen seiner nahen Verwandtschaft mit 33,) gleich hinter

diesem angereiht.
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_Theorem [ohne Nummer]. Auch wenn bc¢ nicht gleich 0 ist,
somit ganz allgemein, gilt die Subsumtion 26.) und damit auch das volle
Distributionsgesetz 27.).

Wir mogen sogleich das letztere beweisen.

Beweis. Einerseits ist:

ab+ac=ab-1+4+ac-1 =
ab(c+e)+ac(b+b) =
= abe + abe,+ ach + ach, —
= abc+ abe,+ ab,c
nach III, [sogar schon nach III °).
Andrerseits ist wegen 33.):

a(b+c) = a(be+be,+be).

" Und da die Produkte je zweier von den rechts eingeklammerten
Gliedern O geben miissen, indem hier Jedesmal mindestens zwei Fak-
toren zusammenkommen, die als N

egationen von einander si
ore . g nder sich gegen-
seitig vernichten, da m. a. W.: i

be-be,=0, be-bec=0, be,-be=0

ist, so diirfen wir nach dem Zusatz 2 inzi
larfe 2 zu Prinzip III
ausmultipliziren. Dies liefert: S e

ad+c) = abe + abe,+ ab,e.
Durch Vergleichung mit dem obigen Ausdruck folgt also nach Th. 4):
ab+c)=ab+ac,

q- e.d. Mit dem durch Prinzip 11T, Def. (6) und Postulat ((3)) ver-

stirkten Beweiskapitale ist hi
e 1st hienach der Bewei istributi
vels des Dist
sunmehe g ributionsgesetzes

A i
(,(;),,;Z]fn-e;k_uzg. Eben um- zu zeigen, dass auch das Produkt
@(be+ +h,¢) urch Ausmultipliziren entwickelt werden darf, wiirde
augenscheinlich der speziellere Saty IL° nicht ausgereicht hai)en und
war es unumginglich, den S g P inzi
e ginglich, umfassenderen 1II, als Prinzip hinzu-
Dies scheint mir allerdings

gostellt. Und chonsy s e mathematisch noch nicht vollkommen sicher-

Skt oo PENED: puss es hier noch dahingestellt sein la
Dt (ijllﬁid”/‘l"’g<€33°tP“;m}P e — auf Grund lediglich des Zuzssci:,vgﬁ
g Xl - ;]a ‘ ( ) mit Hiilfe des (vielleicht auch fiir A;ssagen
Witenorich o nelmenden) Theorems 30) und 31) (d. i. den Sitzen des
cin Berms o De‘:ta.u:gc.aschlossenen Mittels und der doppelten Verneinun )
entwickeltyenr l:(( 1~ llrlbutxonsgeset%es moglich wiire. Den in Anhane 4 'undg5
i) bgischen Kalkul mit Algorithmen kann man hiefﬁrc icht al

skriftig gelten lassen, sofern sich in ihn der Begriff der %:gaﬁaolf
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nicht iibertragen lisst (siehe ibidem Schlussnote) vielmehr in diesem Betreff
dieser logische Kalkul noch weiter vom identischen zu divergiren, von ihm
sich zu entfernen scheint.

Wir diirfen fortan auch die Formeln 26), 27) und 28)) als Theo-
reme bezeichnen und ohne Einschrinkung von denselben Gebrauch
machen. Dasselbe gilt von dem dualen Gegenstiick des letzteren, wel-

ches bislang noch nicht erwdhnt worden ist, und lautet:
28,) Theorem. Es ist |
(@a+c)(@a+d)(b+c)(b+d)=ab+cd.

Beweis durch dreimalige Anwendung von 27.), wodurch sich
mittelst Zusammenziehung der beiden ersten und der beiden letzten
Faktoren linkerhand ergibt: (a + cd) (b+ cd), und dies, ebenso zu-
sammengezogen in die rechte Seite iibergeht.

Die Theoreme 26) bis 28) finden nunmehr — ihrer vorgreifenden
Chiffrirung ungeachtet — erst hier im System ihre Stelle.

Wir wollen deshalb die 27,) und 28,) auch einmal in ihrer all-
gemeinsten Fassung von binomischen Summen auf polynomische aus-

gedehnt aussprechen:
27) Th. (a'+a®+a*+---+a"b=a'b+a’b+a’b+---+a"b.

28,) Th. (@ +a*+a+---+a”) Q'+ +---+ 1) =
= a'b! + a?b' + aPb' + - - -+ amb' +
+ a1b2+ a2b2+a3b2 e o +amb2+
+ . . . . . . . . . . .
+ a'br + a®b* + a®b* + - - - + a"bn.
Bei den diesen dual entsprechenden 27.) und 28,) sei dies dgm
Leser iiberlassen. Die Formulirung derselben diirfte hier kaum ver-
lohnen, weil die Erfahrung des Rechners darthut, dass man schon

mit den einschligigen Theoremen auf der einen Seite des Mittelstrichs

iiberall bequem auskommt — und diejenigen der linksseitigen Kolumne

sind aus der Arithmetik geldufig.
Von vorstehender Multiplikationsregel fiir Polynome kann man

sagen, dass sie auch das Distributionsgesetz 27) als besonde.:m Fall
indem man es als zulissig erachtet und sich vor-
stellen kann, dass das eine der beiden zu multiplizirenden Polynome
von vornherein als ein Monom gedacht werde oder auf ein solches
sich reduzire [vergl. die Anm. 1 zu Th. 21) und 22)]. Schrum[.)ft z.'B.
das zweite Polynom in sein erstes Glied b' zusammen, so ergibt sich

— indem man dieses erste b als das einzige

in sich schliesse,

nun in Betracht kom-




312 Siebente Vorlesung.

mende statt mit b' einfacher mit b schlechtweg bezeichnet — aus 98 )
direkt das Th. 27). Eio

Es lisst sich also das Th. 28) als der allgemeinste Ausdruck des
Distributionsgesetzes ansehen.-

Zusatz 1 zu Th. 28).

Ist aus Gebietsymbolen, die wir »einfache“ nennen wollen und
etw:a durch Buchstaben dargestellt annehmen, ein Ausdruck aufyebaut
]edlg-h'ch mittelst der Operationen der identischen Multiplikation und
A('ldltx.on, mithin dadurch, dass jene Symbole untereinander und auch
m.lt sich selbst irgendwie verkniipft sind durch die genannten zwe;
direkiten Spezies, so lisst sich allemal der Ausdruck darstellen als ein
4ggregat von Monomen, als eine Summe, deren Glieder nur Produkte
sind aus lauter einfachen Symbolen,

Beweis. Die vorkommenden Operationsglieder kénnen niimlich
nur entweder Summanden oder Faktoren sein, und sofern sie selbst
noch als zusammengesetzt erscheinen, kénnen sie nur Produkte oder
ab.er .'Summen sein. In Bezug auf einen zusammengesetzten Ausdruck-
teil sind daher nur folgende vier Fille denkbar:

12) derselbe ist eine Summe und trit als Summand auf

20) = » » - i » 5 Faktor

39 5 » ein Produkt.

0

4 ) . ” ) » » 2 » ”

pe}' ’z‘u'czte Fall liisst sich tiberall, wo er

nrlultlphzn'en nach ('iem Distributionsgesetze beseitigen (zu gunsten einer
\erm(.a-hrung des vierten Falles, indem dabej Produkte tv30n Summen
aufgelost werden in Summen aus Produkten) :

Die Fille 1°) und 3% Zomme ttelbar i i
P et ) " m?mzttelbar' n Wegfall, indem man

gesetzten Ausdruckteil umschliessende Klammer unter-

”
” » » » 2
» Summand auf,

vorkommt, durch Aus-

Ellle Sulnlﬂe aus Summen (genauer gesagt- mlt einer Summe
dlS einem (}1[(‘,(107 Oder a“ch Il]lt meh

E | ; reren Summen und vielleicht noch
:::Idein é:hedern als Gliedern) lisst sich Ja immer ansehen als eine
,m:lf)e ]ulrjune aus dfen s'iimtlichen Gliedern, und ebenso ein Produkt
fll; eil;ltltiu teT) ul(Jldk;nellelcht nech andern Faktoren immer darstellen
: ziges Produ j i i

Faktoren.{, aus den Faktoren Jener nebst diesen iibrigen

Hienach bleibt nur noch der vierte Fall tibrig
- s . 3 D-

r}lck wird nur mehr seip konnen eine Summe, ej
" 2

riges) Aggregat von Monomen, welche selbst n

Das heisst, unser
n (ein- oder mehr-
ichts anderes sein

Ausd
glied
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konnen als (ein- oder mehrfaktorige) Produkte aus einfachen Gebiet-
symbolen, irgendwie herausgegriffen aus der Gruppe der in den Aus-
druck urspriinglich eingehenden literalen Gebiete. q. e. d.

Man sagt von einem in solcher Weise dargestellten Ausdruck:
derselbe sei i seine letsten Glieder (,ultimate aggregants) zerfdllt, auf-
gelost (oder entwickelt).

Bemerkenswert ist, dass er dann keine Klammern mehr enthalten
wird. In der That nur beim Multipliziren von Summen durfte die
Klammer (um diese herum) nicht ohne weiteres weggelassen werden,
wogegen beim Addiren von Produkten dem herrschenden Gebrauch
gemiss die Klammern jeweils gespart werden.

Es versteht sich, dass man bei der geschilderten Zerfillungsarbeit
von den Gesetzen der Tautologie und Absorption, — Th. 14) und
23) — im Sinne der Vereinfachung des Resultates umfassendsten Ge-
brauch machen wird.

Geschieht letzteres nach Moglichkeit, also dass kein Term wiederholt
angesetzt. und jeder unterdriickt wird, der einen andern als Faktor ent-
hiilt, so wiirde sich wol zeigen lassen, dass die Zerfiillung eines Ausdruckes

in seine letzten Aggreganten immer nur auf eine Weise moglich, dass sie
eine vollkommen eindeutig bestimmte ist, sobald wenigstens die in den

Ausdruck eingehenden ,einfachen* Gebiete von einander unabhiingig be-

liebige sind [solange also insbesondre unter diesen Gebieten auch keine
vorkommen, welche die ,Negation“ von andern sind]. Indessen im Hin-
blick auf spitere viel wichtigere Ausdehnungen unsres Satzes (vergl. §19)
diirfte es kaum verlohnen, diesen immerhin schwierig erscheinenden Nach-

wels zu liefern. :
Zur Tllustration werde die Aufgabe gelést den folgenden Ausdruck in

seine letzten Aggreganten zu zerfillen:
= {abc+ (abd + acd)} +
+ {(ab+cd) (ac+bd) (ad+be) + (a+b+c)(a+b+d) (a+c+d) (b+c+ d)} >
- {(@+b) (c+d) + (a+¢) 0 +d)} (a+bc) (a+bd) (a+cd)(a+bed).
Als Nebenrechnung entwickle man erst die beiden Glieder in der

zweiten Zeile. e
Das erste wird (durch Ausmultipliziren):

abed + abe+ abd + acd + bed,

wovon auch noch der erste Term eingeht; das zweite wird:
(a+b+cd) (ah+c+d) = ab+ac+ad+be+bd+cd+abed,

wovon der letzte Term absorbirt wird. ! :
Die stehen bleibenden sechs Terme absorbiren aber auch noch die

simtlichen des vorhergehenden Gliedes, und da die Entwickelung .des ‘In-
haltes der geschwungenen Klammer in der dritten Zeile gerade die nim-
lichen sechs Terme liefert, so erhalten wir:
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z=abec+ abd + acd +
+(ab+ac+ad+be+bd+cd) (a+bed).
Multiplizirt man hier vollends aus, so gehen auch mnoch die ersten drei
Terme von z in dem Ergebnisse ein, und entsteht: :
z=ab+ac+ad+bed
als das gesuchte Ergebniss.

Ganz genau dual entsprechend kann man auch Jeden Ausdruck der
gedachten Art (der mithin Ergebniss der Verkniipfung von lauter ein-
fachen Symbolen mittelst identischer Multiplikationen und Additionen
ist) ,zerfillen in seine letzten Faktoren®, (,ultimate factors* — von
Peirce auch geradezu als Primfaktoren bezeichnet), d. h. in solche
Faktoren, welche nur Summen aus irgendwelchen von den gegebenen
einfachen Symbolen sind, mithin kein Produkt mehr zum Summan-
den enthalten.

Man scheide hier gemeinsame F aktoren, soweit solche ersichtlich
sind, jeweils aus, und vereinige die dann noch tibrig bleibenden Glie-
der successive nach dem dualen Gegenstiick der Multiplikationsregel
fiir Polynome, d. h. gemiiss dem Th. 28,), indem man jeweils jeden
Faktor des einen Gliedes um jeden Faktor des andern vermehrt und
die sich ergebenden Einzelsummen schliesslich miteinander multiplizirt

(ohne Ausmultipliziren sie zu einem Produkte vereinigt, ihre Multipli-
kation ,blos andeutend®).

Auf diese Weise umgeform

t wird z. B., wie leicht zu sehen, unser
letzter Ausdruck:

2= (a+b)(a+c) (a+d) (b+c+ad).

Ebenso wiirde ein Ausdruck Y = +e sich nun darstellen als:

y=(a+b+e)(a+c+e) (a+d+e)(b+ec+d+e).
~ Da jedoch die Anwendung des dualen Gegenstiicks 28,) der Multipli-
sz,tlonsregel fir Polynome dem Mathematiker nicht geliufig ist, so werden
wir spiter [unter Th. 36), Zusatz 3] ein anderes Mittel angeben, um ohne
Jenes denselben Zweck zu erreichen — ein Zweck iibrigens, dessen Ver-
wirklichung ohnehin nur selten als vorteilhaft oder wiinschenswert erschei-
nen mochte. —

Zusatz 2 zu Th. 28) [und 30)].

Ist eine ,reduzirte* Summe gleich 1, d. h. eine Summe, deren Glie-
der unter sich disjunkt sind, so ist dic Negation irgend eines Gliedes
dieser Swmme allemal die Summe ihrer iibrigen Glieder (ohne das ge-
nannte); ebenso ist — noch allgemeiner — die Negation irgend eines
4ggreyates von Gliedern, hervorgehoben aus dieser Summe, leicht angebbar
m Gestalt des Aggregates ihrer ubrig bleibenden Glieder.
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Denn dieses letztere Aggregat erfiillt die fiir die Negation des
erstern charakteristischen beiden Bedingungen des Theorems 30): das-
selbe erstens zur 1 additiv zu erginzen — dies laut Voraus§etzung =
und zweitens mit ihm disjunkt zu sein, das Produkt O zu liefern; das
Produkt muss verschwinden, weil beim Ausmultipliziren desselbey ge-
miss Th. 28,) alle Partialprodukte nach Voraussetzung verschwinden
werden, mithin auch deren Summe. o -

Ist 2. B. 1=a+b+c+d+e, wihrend a, b, ¢, d, e disjunkt sind,
so muss sein:

g, —=b+ct+d+e, c¢=a+b+d+e, (a+bi+c+d),=ce,

(@+b),=c+d+e, (atc+e),=Db+d, ete 1

In der Mannigfaltigkeit 1 der Wirbeltiere muss, was ,,m'cht“. Fisch
ist, Reptil oder Vogel oder Saugetier sei.n, und was nicht Reptil oder
Vogel ist, muss Fisch oder Siugetier sein. Ete.

§ 14. Der Dualismus.

Mit den Prinzipien I, II und III, und den bi.sherigen Definitionen
hatten wir bereits die formalen Grundlagen fiir die Schlussfolgerungen
im identischen Kalkul vollstindig gewonnen. Dies.xe Grundlagen el.lt-
sprachen entweder ,dualistisch® sich selbst, ?der.sw_ traten pf.arwe:;e
auf als Gegenstiicke zu einander. Nur bei Prfnz.lp 1T, hort](; (;e
Symmetrie zeitweilig auf, indem der diesem dualistisch entsprec IeII; e
Satz TII, nicht auch zum Prinzip erhoben wurde (vergl. APm. 1 zu x)t
Die Giiltigkeit auch dieses Satzes ist nun aber nachgemese:n; s'leh1s
mit dem allgemeineren Satze 26.), in dem er enthalten, zugleich sicher-
geStegrilZichwie nun also die Grundlagen, so miissen auch die aus diesen
ableitbaren Folgerungen durchaus dem Satze des Dualismus geniigen,

welcher lautet:
5 m. e

?Z)j:‘ig:&o;;;tze und n jeder allgemez'nen: Formel des zdmtzzfihen Uf;j
bietekglkuls ist es gestattet, gleichzeitig die Zeichen der Unz- w o
ordnung, die O und die 1%) sowie das Mal- und das uszeic =
selbstverstindlich mit den zugehorigen Benennungen im etwalge];l ]:tor
balen Texte, wie Subjekt und Pridikat, Produkt und Suzmme,} a -
und Summand — durchweg zu vertauschen, und muss man hiedurch im

Shnestr 1 A lassen werden. Dasselbe
*) Der Negationsstrich muss d:.zbe1 'unverandert r?edem it
gilt vom Gleichheitszeichen; doch wird die Eleganz erfor 5

chungen riickwirts lese.
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wieder einen giiltigen Satz, eine richtige Formel erhalten, die von den

urspriinglichen in der Regel, doch nicht notwendig verschieden.

Anstatt die Zeichen =< und >= der Einordnung und ﬁberdeckung,
oder das ,Sub“- und das ,Supersumtionszeichen miteinander zu vertau-
schen, konnte man auch ein jedes derselben, z. B. das erste == festhalten,
wofern man nur alsdann die beiden Seiten der Subsumtion, das Subjekt
und Priidikat jeweils vertauschte. In der That: aus a =€ b entsteht durch
Vertauschung des im Subsumtionszeichen enthaltenen Bogens  der Unter-
ordnung mit dem > der Uberordnung ersichtlich: a >=b, und durch Ver-
tauschung von major und minor entsteht: b =< a, was genau dasselbe sagt
— [aber freilich etwas ganz anderes als die urspriingliche Subsumtion
a=€b. Diese, wenn fiir sich allein hingestellt, gilt auch in der That nicht
als allgemeine Formel, mithin beansprucht der Satz 35) auch nicht, auf
sie anwendbar zu sein. Erst da, wo eine solche Subsumtion von andern
Relationen abhiingig gemacht ist, kann er mit auf sie anwendbar werden,
desgleichen auch in solchen besondern Fillen, wie a << a, wo eben die
Subsumtion den Charakter einer Formel annimmt].

Prinzip T a =< a gibt insbesondre a 3= a; dasselbe geht also auf ge-
nannte Weise in sich selbst tiber.

Aus Prinzip II, welches aussagt: -, Wenn a=<<b und b= ¢ so ist
a =< ¢ erhalten wir anf die eine Art: nwWenn a >=b und b S=c¢, so ist

a>=c, auf die andre: ,Wenn b =< a wd ¢c=£D, so ist ¢ £ a*; beides
“aber ist richtig und deckt sich mit Prinzip II selber.

Man revidire schliesslich, dass durch das angegebene Verfahren die
beiden Definitionen (2,) und (2,) ebenso (8x) und (3,) zu tauschen kom-

men, wogegen die Def. (1) der Gleichheit und die (6) der Negation nur
in sich selbst iibergeht.

Ersetzten wir die Gebietsymbole 1 und 0 etwa durch 1 « resp. 1>
und die Operationssymbole - und + durch >< C resp. ><> [desgleichen
die Chiffrirungssuffixa , und + durch C und D], so konnten wir
dem Prinzip des Dualismus den einfacheren Ausdruck geben: In allen
Theoremen des Kalluls darf man die Zeichen C und > durchweg ver-
tauschen. :

Fihrt nimlich von den Grundlagen eine Denknotwendigkeit zu
gewissen Iolgerungen hin, so muss diese Notwendigkeit bestehen un-
abhiingig von der Materie des Denkens und deren Bezeichnung. , Also
auch wenn man das mit C Ausgedrfickte mit > dargestellt hitte,
miisste sie fortbestehen. Dann wiirden aber dje Grundlagen dieselben
geworden sein, und statt der vorigen hitte man wol grossenteils neue
Folgerungen erhalten — die dualen Gegenstiicke der letzteren — so-
nach miissen denn auch diese gelten. ;

Wir wollen die Berechtigung zu diesem Schlusse noch etwas
iibersichtlicher darlegen.
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Es moégen mit Gzz die mehrerwihnten formalen ,Grundlagen”

des identischen Kalkuls bezeichnet werden, bestehend aus den bis-

herigen Definitionen (1), (2), (3), (6), und den hier als ,,Pri.nzipien“
bezeichneten Axiomen I, IT — unter Zuzug des als ebenfalls giiltig nach-
gewiesenen dualen Gegenstiickes TII, (oder III>) zu 1T, (oder III <)

Wie wir gesehen, haben dann diese Grundlagen G die Eigensc.haﬂ:,
wiederum in sich selbst nur iiberzugehen, d. h. ungeindert zu bleiben,
wenn man im obigen Sinne die Zeichen ( und > durchweg ver-
tauscht, und wurde dieser Umstand dadurch sichtbar gema:cht, dass
wir dem G das Suffixum YJ erteilten, welches die gleiche Eigenschaft

in sich zu erkennen gibt. . ‘
Durch diese Grundlagen Gzz ist nun erwiesenermassen eine Gruppe

von Folgerungen denknotwendig mitbedingt, z. B. die direkt bewiesenen
Theoreme in der Kolumne zur Linken des Mittelstriches enthaltend,

welche ¥ ¢ genannt werden moge. Dieser notwendige Zusammenhang:

HhEs gilt GZZ , also auch F<“

muss a priori bestehen bleiben, wenn man die Zeichen (C und > ver-

tauscht. Dadurch gelangen wir aber zu dem Satze:

Hhs gilt GI, also auch F-_*,
durch welchen die ganze Gruppe F> der den vorigen F < dual ent-

sprechenden. Sitze, darunter alle die in der Spalte recI}ts vom Mittel-
strich befindlichen, mit einem Schlage bewiesen erscheint. ;
Hieraus erhellen auch die Vorteile des Dualismus und seiner Be-
a‘ehtull)lige‘ durchgingige Symmetrie erleichtert schon das Behaltc.m der
Sitze, wie denn auf zwei Siulen ein Bau fester ruht, als auf einer.
Man kann aber den Dualismus auch in der That benutzen als ein
wirksames Prinzip um sich die Herleitung und Begriindung von xfahe
der Hilfte aller kiinftigen Sitze zu ersparen. Neben der kleinen
Minderzahl sich selbst dual entsprechender Sﬁi.:ze genﬁgt es fortan,
nur die in der eimen Spalte stehenden selbstindig abzuleltezf, wor.altls
die fehlenden in der andern Spalte fast mﬁhelos. abzuschreiben sind,
und man sich auf deren Giiltigkeit wird ohne weiteres v:zrlassen kon-
nen. Ja bei jedem Paar einander dual entsprechenden Satzeh]:at. i:imm
die Wahl, ob man nur den linksseitigen oder nur dgn rechtseitigen

&

wirklich beweisen will. HeteE g
Beispielsweise miissen darum auch Geltung haben die simtlichen
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noch ausstehenden dualen Gegenstiicke bisheriger Sitze, nimlich die
noch nicht erwihnten Theoreme:
33,) Th. ab=(a+0b)(a+d)(a+b).

Zusatz dazu:

ab=(a+b)b=a(a +b).

34) Th. (@+0)(a+b)(a,+b)(a,+b)=0.

Zusatz dazu:

ab(a,+b)=0. .

Beweise fiir diese Sitze kann man zum Uberfluss auch, den vor-
getragenen genau dual entsprechend, konstruiren. Desgleichen mogen
— eine fiir den Anfinger empfehlenswerte Ubung selbstindig Beweise
fir sie aufgesucht werden.

Bei den ,,Zusiitzen" gentigt schon einfaches Ausmultipliziren mit Riick-
sicht auf 30, ) und 21 +)- Bei den ,Theoremen“ empfiehlt sich Anwendung

des Schemas 27.), wonach sich z. B. die beiden ersten Klammerfaktoren
zusammenziehen in a + bb, = a + 0 = a, ete.

Ubrigens gleichwie in vorstehenden Beispielen werden wir auch sonst
nirgends gezuwungen sein, vom Th. 35) des Dualismus einen wesent-
lichen Gebrauch zu machen, indem wir uns ja die bendtigten Sitze
auch samt und sonders einzeln zu beweisen vermodgen. Sofern es
uns beliebt, mégen wir das Th. 35) auch lediglich die Rolle eines
empirischen Prinzips hier spielen lassen, welches die eben bei jedem
einzelnen Satze zu machende Wahrnehmung, dass auch sein duales
Gegenstiick gilt, nachtriiglich konstatirt, m. a. W. alle diese Wahr-
nehmungen zu einem allgemeinen Satze in erschopfender Induktion zu-
sammenfasst, resumirt.

Iz solchen Fillen, wo wir nur mehr des einen der beiden zu ein-
ander dualen Sitze fiir die Technik des Kalkuls bediirfen werden, be-
guigen wir uns hinfort, auf die Existenz des andern lediglich in der
Chiffrirung —  durch Anbringung eines Suffixums x oder _ bei des
erstern Chiffre — hinzuweisen.

Den tiefern Grund fiir die Thatsache, dass wie durch den Gebiete-
kalkul, so auch durch die Lehre von den Begriffen ein Dualismus sich
hindurchzieht, kann man darin erblicken, dass — wie auf S.130 er-
kannt — die Unterordnung von Begriffsumfingen einer Uberordnung
df:r zugehdrigen Begriffsinhalte parallel geht, und insbesondre auch
d.le Multiplikation der Umfinge gleichzeitig angesehen werden kann als
eme Addition der Inhalte. Es ist deshalb micht zu verwundern, dass
jener identischen Multiplikation auch die Eigenschaften der identischen
Addition genan zukommen, da sie im Grunde selbst eine solche ist.
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§ 15. Kritische Vorbemerkungen zum niichsten Paragraphen: In-

wiefern negative Urteile als negativ priédizirende anzusehen und

disjunktiv pridizirende Urteile von den disjunktiven zu unter-
scheiden sind.

Wir treten nunmehr an ein Untersuchungsfeld heran, auf welchem
grosse Vorsicht geboten ist, indem wir namhafteste Philosophen aller Zeiten
— ich nenne zuniichst nur Aristoteles und Kant — hier weit ausein-
andergehen sehen und auch ganz neuerdings von autoritativen Seiten unhalt-
bare Theorieen aufgestellt zu finden meinen, die ihre Urheber, wofern diese
nur konsequent dabei zuwerke gingen, in die grossten Widerspriiche mit
sich selbst verwickeln miissten.

Schon um die hiernach entgegenstehenden Hindernisse hinwegzuriumen
sehe ich mich veranlasst, der Fortsetzung des systematischen Teils unsrer
Disziplin einige Betrachtungen von kritisch-polemischer Natur voranzu-
schicken.

Bei diesen Vorbetrachtungen will ich mich des Rechnens noch ent-
halten, die Uberlegungen vielmehr gemeinverstindlich blos in Worten fiithren.
Der Kalkul wird schliesslich die Ergebnisse dieser Uberlegungen bestiitigen
und alles in noch hellerem Lichte erscheinen lassen.

Der Griinde fiir die Schwierigkeiten einer Theorie der Negation
und die durch sie bedingte Uneinigkeit unter den Fachgelehrten sind
mehrere, und werde hier auf die hauptsiichlichsten im voraus hin-
gewiesen, obwol sie sich erst nach Bewiltigung des Aussagenkalkuls
vollig iiberblicken und dann auch alle Schwierigkeiten sich als iiber-
wunden erkennen lassen werden.

Ein Hauptgrund diirfte zu erblicken sein in gewissen Unbestimmt-
heiten der Wortsprache, welche oft schon in ihren einfachsten und
fundamentalsten Satzbildungen die wiinschenswerte Priizision vermissen
lisst, indem sie — als eine notwendiger Zeichen, wie namentlich des
Instituts der Klammern, entbehrende — verschiedene Auffassungen
dieser Satzbildungen zuzulassen scheint und insbesondere eine Ver-
mengung von Deutungen des Klassenkalkuls mit solchen des Aussagen-
kalkuls nicht selten nahe legt.

Die in Titel des § 16 genannten Siitze der Logik gehdren wesent-
lich dem Aussagenkalkul an, wurzeln ganz in diesem und kdnnen in
threr urspriinglichen Bedeutung erst dort vollig erledigt werden
(Vergl. § 31).

Es kann sich im Klassenkalkul nur um Analoga von ebendiesen
Sitzen handeln, denen wir aber, weil sie gleichlautenden Ausdrucks
in der Formelsprache teilhaftig sind und spiter durch einen bl'ossen
Wechsel der Interpretation, durch eine einfache Umdeutung aus ihnen
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hervor oder in sie iibergehen werden, einstweilen schon den gleichen
Namen beilegen mit dem unterscheidenden Zusatze: ,im Klassenkallul.

Zwei zu den allergeliufigsten gehdrende Redewendungen sind
es besonders, die durch ihren Doppelsinn der Verwirrung Vorschub
leisteten. '

Die eine*) lautet:

) »A st nicht B“.

Entgegen einer weitverbreiteten Meinung ist es im Allgemeinen
durchaus mnicht gleichgiiltiy (fir den Sinn dieser Aussage), ob die Ver-
neinungspartikel ,nicht“ (in noch niher zu erliuterndem Sinne) zur
Kopula ,ist“, oder ob sie zum Pridikate »B* geschlagen wird.

Es handelt sich um die beiden Aussagen:

B) »A vist micht« B* und ) A ist snicht B

welche als die Deutungsmoglichkeiten der Aussage «) zuniichst sich
darzubieten scheinen.

]_)a_im Worttext die Klammern ganz andern Zwecken zu dienen pflegen,
a.ls wie im Kalkul, da sie hier schon anderweitig beschlagnahmt sind, nfim-
}mh wie bekannt jeweils verwendet werden, um Anmerkungen, Erléi.utel"unoen
in den Haupttext einzufiigen, so ersetze ich daselbst die Zeichen () des

Ka!kuls durch eigentiimlich gestaltete Anfiihrungszeichen (guillemets, quo-
tation marks) » , «. z ,

Man kann die fraglichen Deutungen B) und y) beim Aussprechen schon
durch dezn Tonfall unterscheiden: es wird der Satz f) etwa im Rhythmus
des Choriambus (- v v _) zu sprechen sein, mit einer Pause hinter der ersten

Léi.n,ge, wogegen der Satz ) mehr an den Versfuss des Ditrochiius (-v-v)
anklingt.

Nach der Meinung derjenigen Philosophen, welche, wie Kant,
Lotze, Sigwart**) das »verneinende“ Urteil «) im Sinne von B) auf-
gefasst wissen, nimlich die Verneinungspartikel zur Kopula geschlagen
haben .wollen — wenn sie auch nicht gerade zu der deutlichkeitshalber
von mir dafiir gewiihlten Schreibung ) sich bequemen — soll dieses
Urteil «) oder B) nur konstatiren, dass die Aussage
9) »d ist B“

bez1ehungsweise

d") D?s Gebiet 4 ist im Gebiete B enthalten;,
ém) Die Klasse A4 ist enthalten in der Klasse B,
0”) Alle 4 sind B

unrichtiy, falsch sei.

Umgekehrt kime darnach der Leugnung dieser

*4) Die andre werden wir weiter unten erst unter

- 4 1) namhaft machen.
) Ubrigens ohne dabei unter sich iibereinzustim

men!
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Aussagen 0) der sprachliche Ausdruck B) zu, bezichungsweise die Aus-
drucksform:

B) Das Gebiet A ist nicht in dem Gebiete B.enthalten,

B”) Die Klasse A4 ist nicht enthalten in der Klasse B,

B”) Alle A »sind nicht« B.

Die Frage, ob es wirklich angiingig ist, die Verneinung der Aussagen
d) sprachlich in die Ausdrucksformen f) einzukleiden, werden wir nachher
zum Austrag zu bringen haben. Um Einwinden zuvorzukommen will ich
voraus bemerken, dass dies nicht allgemein, und strenge genommen wol
iiberhaupt nicht, angingig ist und dass ich mich blos provisorisch zu dieser
Ausdrucksweise bequeme um auf den Gedankengang derjenigen Philosophen
eingehen zu konnen, welche darin den Typus der ,verneinenden* Urteile
zu erblicken wihnen.

Das Missliche solcher Darstellung wird der Leser sicherlich bei §”)
bereits herausgefiihlt haben.

Bei genauerem Zusehen wird es sich uns als inkorrekt erweisen,
nimlich mit dem anerkanntesten Prinzip der Logik ersichtlich in
Widerspruch bringen, bestiinde man darauf, die Verneinung der Aus-
sagen 0), 8" in die Form der Sitze B), B”") 2u kleiden, die Verneinungs-
partikel sonach auf die Kopula zu beziehen. :

Als den korrekten Ausdruck solcher Verneinung werden wir schliess-
lich allgemein nur gelten lassen konnen:

€) nEs ist unrichtig zu behaupten, A sei B“

&”) Es ist nicht wahr, dass alle 4 B sind.

Im Hinblick darauf werde ich mich auch enthalten, das im Sinne
von ) verstandene Urteil «) hier ein ,verneinendes® Urteil zu nennen;
ich werde vielmehr diese korrekt durch &) darzustellende Aussage hier
nur als eine ,, Urteilsverneinung” gelten lassen.

Gebrauchen wir demungeachtet vorderhand dafiir die Ausdrucks-
weise f8), so ist der bei den Chiffren 0) erklirte Sinn derselben nie
ausser Augen zu lassen: es ist demgemiss unter allen Umstinden fest-
zuhalten, dass sie die Geltung der Aussagen 0) in Abrede zu stellen
haben und weiter nichts. —

Was ferner den Sinn der Aussage p) betrifft, welche als die andre
Deutungsmoglichkeit von a) sich darbot, so hat, wenn 4 und B Ge- .
biete unsrer Mannigfaltigkeit bedeuten, das »micht B, leon-B oder
B, im vorvorigen Paragraphen bereits seine Erklirung mederun% a..ls
ein Gebiet ebendieser Mannigfaltigkeit gefunden, und konnen wir in
diesem Falle nicht im Zweifel dariiber sein, was die Aussage oder
Subsumtion y) bedeutet. Sie wird dann, etwas ausfiihrlicher formulirt,
behaupten:

SCHRODER, Algebra der Logik. 21
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.y’)‘ Das Gebiet A4 ist enthalten in dem Gebiet Nicht-B, d. i. in
demjenigen Gebiete, welches iibrig bleibt, wenn man die simtlichen
Elemente von B, und nur diese, aus unsrer Mannigfaltigkeit fortlisst,
dem Gebiete, welches ohne ein Element mit B gemein zu haben das’
B zur ganzen Mannigfaltigkeit erginzt. :

. Wie ein Punktgebiet aus der Ebene der Schultafel, so vermogen
wir aber auch irgend ein gewiinschtes System von Individuen aus
einer Klasse, der sie angehoren, im Geiste fortzulassen oder auszu-
sf:reichen und die alsdann iibrig bleibenden Individuen festzuhalten:
diese vermdgen wir so zusammenzufassen zu einer meuen Klasse. ;

. Sofern dabei nur Bezug genommen wird auf eine bestimmte Mannig-
fz?ltlgkeit der ,gewohnlichen“ Art, deren Individuen etwa den Punkten
einer Ebene eindeutig zugeordnet werden kinnten und welche die bei
einer Untersuchung in Betracht gezogenen Begriffsumfinge oder Klassen
mit ihren Individuen simtlich enthilt, wird demnach auch die Bedeu-
tung der ,,Negation einer Klasse“ (und damit, nach dem Umfange be-
trachtet, auch des zugehbrigen ,Begriffes®) einsinnig feststehn = und
;fvar lfiirdjal.le Klassen des erwihnten Untersuchungsfeldes, tiberhaupt
ir a s otia : : S
gebi]deet v::i(i;:ngelrilénzzizl'le etwa aus Individuen jener Mannigfaltigkeit

. Haben wir z. B. die Mannigfaltigkeit der farbigen Dinge im Auge
so 1st klar, was wir meinen, wenn wir reden von »nicht weisseng ode1f
auch von »nicht-schwarzen« Dingen, und dieselben Ausdriicke erl’lalten
z}berma]s eine bestimmt feststehende, obzwar betrichtlich weitere, um-
(flasseu‘dere. Bedeutung, sobald wir sie etwa auf die Mannigfalt;gkeit
hgll"t Sl'nnh;h] wahrl'aehmbarex? Dinge beziehen; im letzteren Falle ge-
Stereneu;lic»h :']a“’ Geruch, ein Druck oder Schlag ete. dazu, im er-
L ].Ellllerl?l, ob. das erstere geschieht, oder das letztere, so werden
eispielsweise die Aussagen giltig- sein: ,Einige Schafe sind nicht-

iss 9 l S 1 i T i
) ) Cht :
’W, e]S.S uﬂd o A. [e ; (}]l.a.ie S]]ld ni gl un P} Oder, was dasselbe sagt'

Diese Aussagen, welche nach der landliufigen Terminologie das

,,pc.n'tikular verneinende® und das suniersell verneinende® Urteil exempli-
f]i::;:; welc'rden 1sogar noch richti‘g bleiben, wenn man auch die in Ge-
ke g:srun(be gelegte Ma,ngfaltigkeit noch beliebig weiter aus-
ot 1; n e e.ndadurc.h konnte auch nur eine Erweiterung der

.l‘d.fl :atkl:ﬁisse »nicht weiss« resp. »nicht-griin« (oder des auf die Man-
nig altigkeit beschriinkten Umfangs des Pridikat,begriffes sofern von
emem solchen noch zu sprechen ist) bewirkt werden, und ,geh'drte das
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Subjekt schon zu der engeren, so wird es um so mehr auch zu der
erweiterten Pridikatklasse gehoren.

Sind A und B irgend welche Klassen von Individuen oder vollig
bestimmten mittelst Eigennamens bezeichenbaren Objekten des Den-
kens — Klassen, die z. B. als die Umfinge von uns gegebenen Be-
griffen bestimmt sein mdgen — so kann man immer eine Mannig-
faltigkeit konstruiren, welche die Individuen aus beiden Klassen simt-
lich enthilt, und schon mit Bezug auf diese Mannigfaltigkeit (die Mn.
A+ B) werden dann die Aussagen: ,Einige A sind nicht-B“ sowie
yAlle A sind nicht-B“ einen vollig bestimmten Sinn haben, nimlich
fihig sein, auszudriicken, dass die Klassen A und B teilweise resp.
‘ganz einander ausschliessen (und zwar im ersteren Falle auch auf
welche Weise).

Ganz dasselbe wird auch gelten fiir eine jede der genannten iiber-
geordnete Mannigfaltigkeit. Und es scheint zunichst nichts im Wege
zu stehen, dass wir die letztere sogar sich erstrecken lassen iiber das
ganze Gebiet des iiberhaupt zu denken Moglichen, dass — wie wir
dies ausdriicken wollen — wir unsern Betrachtungen zugrunde legen
die ,,absolute Mannigfaltigkeit (des Denkmdglichen).

Es wiirde dadurch die als ,Verneinung® einer bestimmten Klasse
B ,schlechtweg® zu bezeichnende Klasse Nicht-B die weiteste Bedeu-
tung zugewiesen erhalten, deren sie iiberhaupt fihig sein kann, sie
wiirde namlich alle moglichen individuellen Objekte des Denkens zu-
sammenschliessen mit Ausnahme der zur Klasse B gehorenden. -

In so erweiterter Bedeutung pflegt nun die Wortsprache die durch
Verbindung eines Terms B mit der Verneinungspartikel ,nicht von
ihr zusammengesetzten Ausdriicke ,nicht-B“ allerdings gemeinhin nicht
aufzufassen, namentlich dann nicht, wenn dieselben in andern Stellungen
wie als Pradikat gebraucht werden. Vielmehr bezieht sie dieselben in
der Regel stillschweigend nur auf irgend ein dem Begriffe B iiber-
geordnetes genus proximum.

Sprechen wir z. B. von ,Nichtkombattanten, so wird das genus
proximum (zu Kombattanten) hier etwa die Klasse der zur Armee
gehorigen oder aber der an einem Feldzug teilnehmenden Personen
sein, Und sicher, wenn wir das Wort als Subjekt eines Satzes, oder
im Genitiv, in einem von andern Substantiven regirten Kasus ge-
brauchen, werden wir — wie Lotze treffend betont — die Pferde,
Wagen und Steine am Wege nicht unter die Nicht-Kombattanten
einrechnen.

Fillt dagegen das Wort als Pridikat, sagen wir z. B. ,die E.rztg
21%
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sind Nichtkombattanten*, so wird es fiir die logische Tragweite des
Satzes gleichgiiltig, ob wir das Wort in Jener engeren oder in irgend
einer weiteren Bedeutung fassen. Da schon die engere Bedeutung des
Wortes ,Nichtkombattant“ die Arzte umschliesst, so wird die weitere
es ebenfalls thun.

Strenge genommen sagt freilich im letzteren Falle das Urteil weniger
aus, als im erstern; es lisst nimlich unausgedriickt, dass die (gedachten)
Arzte zu den (am Feldzug teilnehmenden) Personen gehdren. Allein dieser
Umstand bildete einen auch im erstern Falle nur enthymematischen Bestand-
teil des Urteils, indem letzteres Jja des genus proximum nicht ausdriicklich
Erwihnung that. Sofern man — woranf es hier allein ankommen wird —
nur eben die Thatsache, dass kein Arzt ein Kombattant ist, als den vollen

Sinn und Gehalt des Urteils gelten lisst, sagt bei der zweiten Auffassung
das Urteil auch ebensoviel als bei der ersten.

Wir mégen hienach die Frage, ob bei dem pridikativen Gebrauche
des (dem Umfange nach Jjedenfalls existirenden) Begriffes Nicht-B
dieser letztere mehr oder weniger enge gefasst werden soll, die Frage,
ob bei der Begrenzung dieser durch Negation aus einer gegebenen B
abzuleitenden Klasse Nicht-B Bezug zu nehmen sei auf eine bestimmte,
mental zu supplirende, der B nichst tibergeordnete Gattung (in wel-
chem Falle auch non-B als eine wohldefinirte Klasse erscheinen wird,
deren Aufstellung und Verwendung unmoglich beanstandet werden
kann), oder ob dabei vielmehr Bezug genommen werde auf die ,ab-
solute Mannigfaltigkeit (ein Verfahren, gegen welches von gewissen
Seiten Protest erhoben worden ist) — diese Frage konnen wir zu-
nichst ganz offen lassen, sie in das subjektive Belieben stellen. Wir
mogen z. B. die in Betracht kommenden verneinenden Ausdriicke wie
»hicht-schidlich®,  nicht vollkommen“ oder »unvollkommen®, , nicht in
eine bestimmte Beziehung eingehend, etwas bestimmtes thuend oder
leidend, etc.“ ganz in dem allergeliufigsten Sinne verstehen, und sind
darnach auf dem Punkte angelangt, sagen zu diirfen, dass mit einer
Aussage der Form

; ?") Die Klasse 4 ist enthalten in der Klasse Nicht-B
oder
7") Alle A sind snicht B¢
ein bestimmter und bekannter Sinn verbunden wird.
Das uns die Klammer vertretende Anfihrungszeichen » « konnte
h gemacht werden durch die Schreibung:

4 ist (resp. sind) nicht-B, non-B oder Nicht-B,
wodurch sich schon die Auffassung 7) des Urteils ) hinlinglich
charakterisirt und von der Deutung g) unterscheidet. Beliebt ist fiir
7) auch die Ausdrucksweise: »d ist ein Nicht. B«
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Berechtigt ist nun die Bemerkung, dass ein solches Urteil ) ganz
wesentlich als ein bejahendes erscheint: es wird dadurch, wie-sonst
allerwiirts, eine Subjektklasse unter die Pridikatklasse subsur-mrt —
welche letztere hier nur, gewissermassen zufillig, den vernemendcj,n
Ausdruck . Nicht-B besitzt. Dass solche Ausdrucksform aber a.ls. ein
nebenséchlicher Umstand hinzustellen ist, sich mehr nur pszchologlsch,
als logisch, begriinden und zumeist sich auch vermeiden lisst (sofern
fir nicht-B auch ein ,positiver Name zur Verfigung steht), dass
ebenso, wo sie fehlte, die Ausdrucksform sich (mitte.lst doppelter Ver-
neinung) willkiirlich herstellen liesse, das haben wir sch0{1 unter. V,)
in B der Einleitung ausgefiihrt oder angedeutet (vergl'. die do.rtlgen
Betrachtungen iiber parallele und nicht-schneidende sowie schneidende
und nicht-parallele Geraden in einer Ebene). - ;

Im Hinblick darauf will es nicht als rationell erschen.len, auf
diesen Umstand eine wesentliche Unterscheidung zwischen bejahenden
und verneinenden Urteilen zu griinden. Es scheint Beaflstandung zu
verdienen, dass man die Urteile «) mit der_ Deuttmg ?) ub(?rhaupt al's
»verneinende” bezeichne — wie ich dies im Einklang mit der seit
Aristoteles in der scholastischen Logik (noch) herrschenden (erst

neuerdings mehrseitig bekimpften) Terminologie in der That hier
thunD?eerg\ghrnehmung dieser Diskrepanz ha_,t beka.nnt}ich K“ant ver:m-
lasst, neben den ,bejahenden und den von ihm ,,v?memeltli(iie gen.annlizz
Urteilen §) moch eine dritte Art von Urteilen emzufuhl:exlll, . edexl'. z1e{;j %
ungliicklich — vergl. Sigwart I, p- 122 — ,.,unendh(f ia ]o.e ]’l’art E
rende“ Urteile nennt (Die Seele ist mcht-stfarbhch, sow;z. ;s. ge )
die unendliche Sphire, die iibrig bleibt, wenn 1‘ch das Sterblic e a.u(;so.nn 2)
Wie man sieht decken sich diese ylimitativen® Urteile Ka.nIt, st( exi =
rechtigung und Vorkommen Si%wa;ts; c;:r;nfsggr:z:itlze nzuy) otze
rickli i n eben be 5

dluc}(llclzﬂl ;]iliil(-i]?n:;‘Zsi:ifeggen Einwanpd als berechti'gt an'erke;:men und
die ,verneinenden“ Urteile der herrschenden Terml.noh‘)gle als }mpat.is
send benannte umtaufen, wenn es daneben noch v;vn‘khch verne;nexz te
Urteile — etwa die 8) — giibe. Indem wir aber, wie schon an.g:ia elixfeti1 g
diese Ausdracksform f) als nicht haltbar erkennel? werden, v:;r o” =
bar, dass solches nicht der Fall ist, und aus diesem Gru;l 'E moger-
wir uns auch der herrschenden Terminologie in Bezug auf ihre ,v

J i i hliessen.
neinenden” Urteile ganz unbedenklich ansc . : s
Am angemessensten erscheint es, dergleichen Urteile y) mit
e B
— al ativ pradizirende” zu bezeic : .
Wm})di:se B:nil;;:xeﬁqg dﬁgtre auf alle Fille passend und unanfechtbard::
scheinen, und auch von Denjenigen der Kant’schen vorgezogen werden,
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die, wie Sigwart, auf einem, dem hier zu rechtfertizenden ent
gesetzten Standpunkte bestehen zu miissen glauben. g gegen-

Wir haben jetzt den Sinn der Aussagen B) und ) als der beiden
Deutungsmoglichkeiten von «) selbstindig festgestellt und vorweg
die einschligigen Benennungsfragen erledigt. -

Nunmehr konnen wir dazu schreiten, zu zeigen , dass die Bedeu-
tung der beiden Urteile B), y) in der That grundverschieden ist. Im An-
schluss daran wird sich dann auch herausstellen, welches von beiden
die dem Urteil ) rechtmissig zukommende Deutung ist.

: Ob in «) die Verneinungspartikel ,nicht“ in dem angefiihrten
S.mne zur Kopula, oder ob sie zum Pridikat geschlagen wird, wird
s1.ch als gleichgiiltig uns nur dann erweisen, wenn das Urteil ,zx) ein
singulares ist, d. h. wenn das Subjekt A des Urteils keine Klasse, son-
derp ein Individuum vorstellt, wenn es mithin nicht durch eine;1 Ge-
meinnamen als ein vieldeutiger Term, sondern als ein eindeutiger Term
durch einen Eigennamen ausgedriickt sich darstellt.

; Stellt 4 einen Punkt unsrer Mannigfaltigkeit vor, so decken sich
die Aussagen ) und ). Wenn der Punkt einem Gebiete B nicht
angehort, so gehort er notwendig dem Aussengebiete, der Negation
des letztgern oder dem Gebiete Nicht-B an, und umgekeh,rt. Der Punkt
kan1.1 nicht gespalten werden; er kann nicht in zwei einander aus-
schliessende Gebiete zugleich hineinragen.

]];]be;so, wenn A ein Individuum vorstellt.

ie Musik von Beeth — i i i ;
ein ganz individuelles SuijIZtel;u erlig.}l:;:el:)eu;;i d:e?z?arS%I;igzn;l;gnzvéz;‘eé:x

}\131: von gewissen Kiinstlorn exekutirt, nicht etwa aber die’ gedruckten
Noten — >est nicht« schwarz. Sie ist folglich ynicht-schwarz.

Oder, am noch ein besseres Beispiel zu nehmen:
Das Kind friigt: ,Darf ich dies thun?¢ Der Vater sagt: ,Nein!“
*»” =

und er mag diese Antwort ausfiihrlj i i
darfst dies nicht thun« rhicher x e o

Dies ist zuniichst w .
. D‘: (l]bdtl ;j‘ind(‘:hbt wol zu unterscheiden von: Du darfst es ynicht thung,
nicht. zZu demb ile: lintel:l;siliu! ?‘Jan manlit: g Verneinungspa,rtike] gehort
o © unmittelbar
Worte ,darfst* und wiire loei o.genden. Worte pthun®, sondern zu dem
s S);acha A wiire ogisch-konsequenter Weise, aber im Gegensatz
oo 7 ées ! tjﬁe rauche, elgen_thch voranzustellen dem Pridikate . darfst dies
ctwas WEitn_Sprechenden bejahenden Urteils. Im Englischen wird sie schon
a er vorangenommen: ,You dare not do that* 3 .
deutigsten prigt sich ihre Bezuonah P RELaE e
ches das nachfolgende regirt > Fme 'z.m.f das Verbum ,diirfen®, wel-
faire cela®. ° glrt, Im Franzbsischen aus: ,Tu ne dois pas

Ob wir nun das Verbot ,Du darfst dies nicht thun“ wie vor-
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stehend auffassen als die blosse Verneinung des Satzes ,Du darfst dies
thun®, welchen das Kind als einen Fragesatz aufgeworfen, oder ob wir
dasselbe deuten in dem Sinne: ,Du gehorst zur Klasse der Personen,
welche nicht es thun dirfen®, dies ist in materieller Hinsicht ganz
ohne Belang, kommt wesentlich auf dasselbe hinaus. Hier richt es
sich nicht, wenn man die Verneinungspartikel zur Kopula anstatt zum
Pridikate schligt.

Wollte aber darauf hin jemand behaupten, aus der Verneinung der
Aussage: ,Du darfst dies thun“ sei mit Denknotwendigkeit gefolgi: ,,Du
darfst dies nicht thun“, oder umgekehrt, so wire zu entgegnen, dass solcher
Schluss von der Verneinung des ,A ist B“ auf die Behauptung LA st
nicht B“ doch ein formell unrichtiger wire. Im vorliegenden Falle, wo
Primisse und Konklusion materiell richtig, war der Schluss ein unvoll-
standiger, ein Enthymem. Und zwar beruhte er wesentlich mit auf einer
stillschweigend iibergangenen Nebenprimisse, besagend, dass das Subjekt
,Du® resp. das ,Ich“ des Fragesatzes ein Individuum sei. Nach der_Art,
wie wir den Begriff des Individuums fassen, driickt diese unerwihnt ge-
bliebene Primisse einerseits aus, dass unser Subjekt nicht eine Mehrheit
von Bedeutungen habe (keine Gattung ist), und andrerseits auch dass es
existire, nicht ,nichts* bedeute oder bedeutungslos wire — sodass, in der
die Null adjungirt habenden exakten Logik wenigstens, die ausgelassene
Primisse auch als ein Paar von Priimissen. hingestellt werden konnte.

Dass in der That ohne solche Priimisse der Schluss hinfillig ware,
wird sogleich ersichtlich, wenn wir nachher das Subjekt Ich, Du des Frage-
und Antwortsatzes durch Wir, Thr ersetzen.

Ganz anders (nimlich) verhilt sich aber die Sache, wenn das

Urteil &) ein generelles ist, mag es partikular, mag es universal sein.
Hier geben die Sitze ) und y) verschiedenen Sinn, und wenn dem
Sprachgebrauch unzweifelhaft entsprechend das Urteil ) interpretirt
werden soll, so ist es durchaus nur im Sinne von 7) zu deuten. Konse-
quenterweise muss demnach die Verneinungspartikel zum Pradikate ge-
schlagen werden.

Nehmen® wir z. B. an, dass die iltern Geschwister etwas thun
diirfen (vielleicht sogar sollen), was den jiingeren untersagt bleibt, so
wird auf die Frage der Kinder oder des unter ihnen das Wort fiihrenden:
,Diirfen wir dies thun?“ das ,Nein“ des Vaters in Kraft bleiben, denn
ein ,Ja% oder ,Ihr diirft dies thun“ wiirde es den jiingeren Geschwistern
mit erlauben.

Die Antwort aber: ,lhr diirft dies micht thun“ wiirde es (nach

,quidquid de omnibus valet, etc.) auch den #lteren ver-

dem Prinzipe:
ch als ein solches Verbot verstanden

bieten! Und sie wiirde gewiss au

werden. = :
Hier also ist es einmal jedenfalls nicht angingig, die Verneinung




328 ; Siebente Vorlesung.

des Urteils ) in der Form «) auszusprechen, m. a. W. den Satz @) in
dem als Bedeutung von ) erklirten Sinne zu verstehen. Es fehlt ja
der Sprache nicht an Ausdrucksformen zur Darstellung des zutreffenden
Sachverhaltes; der Vater mag z. B. auf die gestellte Frage zur Ant-
wort geben: ,Thr nicht, aber wohl (sondern nur) die beiden #ltesten
oder ,Nur zum Teile diirft Thr es thun, zum Teil nicht, und zwar ete.“
“Als vollstiindig unmbglich muss es aber hingestellt werden, die richtige
Antwort in Gestalt eines einzigen Satzes zu geben, dessen Subjekt
»lhr“ (logisch dasselbe wie das »Wir“ des Fragesatzes) wére, und
dessen Pridikat (in Bejahung oder Verneinung hingestellt) schlecht-
weg als ,diirft dies thun“ sich darstellte!

Da genau genommen selbst das Pronomen personale ,.Ich®, auf eine
bestimmte Person bezogen, noch ein Gattungsbegriff ist, insofern diese
Person gemeint, sein kann in verschiedenen Momenten ihres sich abwickelnden
Lebens, so wiirden schon an die Frage: ,Kann ich dies thun? — 2. B.
ein gewisses schwieriges Kunststiick hinbringen, welches nur zeitweilig ge-
lingt — sich Betrachtungen ankniipfen lassen, welche den letzten analog sind.

Das vorstehende Beispiel war gewiss aus dem Leben genommen;
es hatte hochstens den Misstand, dass ein logisch identisches Subjekt
A4 doch im Frage- und Antwortsatze als Ieh, Wir resp. Du, Ihr ver-
schiedenen Ausdrucks teilhaftic wurde. Fassen wir darum noch ein

Beispiel in's Auge, in welchem das Subjekt seinen Ausdruck nicht
wechselt.

Zugegeben, dass es weisse und auch schwarze Schafe gibt. Bedeutet
dann A die ganze Klasse der »Schafe und B die Klasse »weiss®, so er-
kennt man augenblicklich dass die Aussage B) in dem oben fiir sie fest-
geselzten Simme richtig ist, und die zweite ) falsch. Erstere, nimlich:

#°) ,,Die Schafe (schlechtweg, d. h. alle Schafe) »sind nicht« weiss®
miisste als ein richtiges Urteil anerkannt werden indem sie die Geltung
der falschen Aussage

") ,Alle Schafe sind weiss®
in Abrede stellte — g wenigstens gemiss der
Jeden Aussage B) oben getroffenen Verabredung.

Die zweite Aussage dagegen

7°) »Die (Alle) Schafe sind nicht-weiss*
ist ein falsches Urteil, wiirde behaupten, dass
welche es doch gibt, welche

Die beiden Urteile kinn

iiber die Auslegung einer

auch die weissen Schafe,
sogar die Mehrzahl Dbilden, nicht-weiss seien.
en daher unmiglich quivalent sein.

Man bemerkt aber auch, wie gezwungen die dem Satze f°) gegebene
Ausl_egung erscheint. Unstreitig wiirde hiefiir die Sprache den Ausdruck
vorziehen: , Nicht alle Schafe sind weiss“ (d. h. die Klasse der Schafe ist
mifhl ganz, mur zum Teil, enthalten in der Klasse der weissen Dinge), wo-
mit sie allerdings dariiber hinaus noch andeuten wiirde, dass es neben
nhicht-weissen auch weisse Schafe gibt; am besten den: Einige Schafe sind
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i i irkli i i in dem Satze ausgesagt
cht-weiss. Soll wirklich weiter nichts, als was in
l::ird: Es ist nicht wahr, dass alle Schafe weiss sind“ korrekt zum Aus-
druck ,g;rebra.cht werden, ohne dass man aufhért von alle.n Schafen zu red?n,
so steht uns vorerst nur diese allerdings etwas umstiindliche Ausdrucksweise
selbst zur Verfiigung (§ 33 und 35).

Ich mochte indess weitere zur Rechtfertigung unserer Be.hauptungen
dienende Ausfilhrungen an gegnerischerseits gemachte Einwiirfe an-

s ) glaubt i essener als ,nega
nt’s ,limitative* Urteile y) glaubten wir angem ls ,nega-
tiv-prgc?izirenéze“ bezeichnen zu sollen, und.auch fortfa.?xren zquurf.'eni im
Einklang mit der ,herrschenden” Aristotehs-ch-scholastlschen ermino (X;lcj
dieselben schlechtweg als ,,verneinende* Urte1}e gelten zu lassen —S— in 1-11;
betracht dass wir die andere Urteilform §) (die fir Kant-]l_.otze- :igw::; :
den Typus des verneinenden Urteils vorstellt) iiberhaupt nicht werden
6 en. . . .
erkenan;exlfOI]lInant’s limitative, also unsre neg?,tiv priidmrenden1 gztti;l:
polemisirt nun aber auf das heftigste Lotze. Ein Autor. von des le gln
Bedeutung und Ansehen, falls er irrt, verdient gewiss 1Wlderleg‘t iudwerlﬁe:
Geben wir ihm darum zuniichst selbst das Wort. In * p. 61 sag derse r
Eine bestimmte Beziehung zwischen S und P, welcher.Art sie imme
in_p Wi i il: 8 ist P, als einen noch frag-
sein mag, denken wir uns durch ein Urt.hell. st P, 5
lichen Gedanken ausgedriickt; diese Beziehung blld(?t den Ge ; ‘ das’
iiber den zwei einander entgegengesetate Nebenl}rt:hellta gefalltdw'erv;nl,{]j =
eine affirmative gibt ihm das Priidicat der Giiltigkeit oder der Wir

: o
" kei i ie ihm.
keit, das andere negative verweigert s

11t hieraus, dass Lotze das ,,vern'einende“ Urteil im .Smne.
unsref}SA:::;Zretﬁ) aufge%asst wissen will. Fiir fllese_ Auffassung plidirt er
iiberhaupt auf der ganzen Seite (p 61) m{d w_elterhu_l. B
Er fihrt z. B. fort (und hierin kann ich ihm beipflic en.l. g it
... aber zwei wesentlich verschiedene Art.en. des' Ur.thel s legl.llll =
diesex? Unterschied nicht. Giiltigkeitl;J od}frftpilgh;i{;gl;:;th ﬁs:z: ;;; dl;:(l}: tz s
i die uns hier beschiftigt, ; - “
E::ggh:zlf, d(;ilifa szax;g(zi’em ganzen Urtheilsinhalte als ihrem Subjecte gelten.
i unten: i ok
Al.)e.r. l(ll:: gx‘:::;tive oder unendliche. Urthe@l, das durch gms po}:ltzlvi: -
Copul,;. dem Subject ein negatives Priidicat beilegen soll an' - S;l;ac.rfsm
Formel: S ist ein Nicht-P, ausgedriickt zu Wfarden pﬁeg!;. 1 ie e
ist auch in neuerer Zeit zur Ehrenrettul}g flleser Urthc?xls (;;1:1/15' 62:11’1 f;-itzes*)
worden, in der ich dennoch nur ein widersinniges Erzeugniss
ﬁ d kann.“ . - -
’ eIich werfe zunichst die Zwischenfrage. ein: “Steht n{chtwu;:dgztil:x
vorher das ,sachliche Pridikat der Ungiiltigkeit schc;ln 1!1169 = pIljcht
mit der soeben und noch weiterhin verfochtenen Anschauung:

#) Ich gestatte mir, in diesen Citaten einzelnes durch kursiven Druck eigen-
(=]
michtig hervorzuheben.
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eine Aussage, wie: ,Dies Urteil ist ein ungiiltices® d
kimpften Form: ,,S ist ein nicht-P*? b
Fern liegt mir indess, etwa einen klei
_ , nen lapsus consequentiae auf:
greifen zu wollen, um einen Vorwurf d i 4} i
s 62),: a,ra.u's zu schmieden. Héren wir
Und so gibt es nirgends fi tirli i
o ibt s fiir das natiirliche Denken ein i
:'er-a.nla,ss?ng,- hm‘ltative Urtheile zu bilden; jede Folgerung, ;zez v;l;lf e;e(is
g’a{;e: S ist ein 1\(zcht-1.), maglich wdire, bleibt auch miglich aus dem andern:
) ﬁ‘1.,¢tbmcht P.' Es 1st"n1_cht 'der Miihe werth, hieriiber weitliufiger zu werden:
offenbare Grillen miissen in der Wissenschaft nicht einmal durch Zu s :
filtige Bekidmpfung fortgepflanzt werden.“ il

Dies — insbesondre was kursiv gedruckt — ist ein fundamentaler Irr-

tum! Wir haben bereits gesehen, d i
. en. bex g , dass wenn S zum Beispiel ,,Alle A% be-
delétet, diese hier fiir ‘dquivalent erklirten Sitze — im PGru;de ?mserbe)
uph 5)—- durch?,us nicht gleichbedeutend sind; sie kénnen daher a.ugh
nic 11;1 dleselb.e logische Tragweite besitzen. In der*That wird spiter wahr
zunehmen sein: aus dem letztern Urteil B) sei ir si i’s i g
: : : m == es fiir sich, sei’s in Ver-
bmduLng_ Il.‘:ltlt anfieln Pramlssen’ — folgt viel weniger als aus de’m erstern ;3
. siil}: da;:'l te)zs eilr%etderartlge allgemeine Behauptung aufzustellen wenn.

1 beruhig i i in 1 ,

g5 o s igte und es unterhe.ss, dieselbe in ihre Konsequenzen
Letateres haben wir schon gethan nach der Seite der universalen Aus-

sagen. T ir’ i
g hun wir's auch noch nach der Seite der partikularen, um uns zu

vergewissern, wie weit Lotze mit sich selbst in U :
NE . s ) st in Ubereinsti i
Sein Subjekt S moge also nun bedeuten: »Einige A%, i e i

W >
werke ::EtLOtze nitch den von ihm selbst aufgestellten Grundsitzen zu-
wie dies moch dectiny e unter dem Satze ,Einige A sind nicht B, oder
okt BB I:OC fleuthcher .geschrleben werden konnte, unter: Einige A)»sind
S Ave1§tehen: Qw ‘verneinend ausfallende Antwort”a,uf die Frage
S “o& B seien? Verneinung des Urteils: _Einige A sind B«
SCh;lHot'rik lmlllgc “iede?;' gesun;ien Menschenverstand, nach dZn Regeln der
7 g v 1es spit S esiiis >
»Kein A ist B, ® spiter auch die Rechnung bestitigt, das Urteil:

Nie > < Al .
das namﬁlcaixidi? le}*d es einfallen, unter dieser letzteren Aussage genau
2 orkliney s o verstehen, wie unter der vorigen, die beiden fiir Squivalent
ey § nu;;n:.md wird z. B. den Satz: ,Einige Schafe sind nicht weiss®
Behauptun S z emn .Sc.haf qlSt weiss“ und niemand wird die Verneinung der

. g, dass emige Schaf Al &
»Einige Schafe sind night gelb“‘.} gelb seien, durch den Satz ausdriicken:
Auch Lotze thut dies nicht. Er versteh

sind nicht B i i
et ;:lralillf fiie sm‘gv nﬁc}]t I;’, ganz dasselbe, wie alle tibrigen Menschen,
m Wahne, die verneinend i

i . en Aussag a

s 1}nserm -Schema ) gemiiss zu deuten B i
sotze tritt {iberha; iede

) t upt als entschi i ]

griffs-) Umfanges auf, 1 p. 58 sagt er_edener Gegner einer Logik des (Be-
\ P : 0

. »Natiirlich haben auch diese Umfangsver

aber wo man diesen bediirfen wird

um sich seiner nicht nebenher auge

o

t unter Sitzen, wie: einige A

; hiltnisse ihren logischen Werth;
1 18t er nicht so schwierig zu ermitteln,
nblicklich zu bemichtigen: einen Haupt-
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gesichtspunkt fiir die Betrachtung der Urtheile aus jemen Verhdlinissen zu
machen, halte ich fiir ebenso irrig als langweilig.*

Wenn Lotze damit Recht hitte, so wiirde unser Bemiihen, eine exakte
Logik des Umfanges hier zu begriinden, ein eitel vergebliches sein.

Nun zeigen aber die Fehler, in welche Lotze verfillt (und zwar schon
in so einfachen jedweder Komplikation ermangelnden Fillen, wie bei dem
besprochenen verneinenden Urteile), dass es doch nicht so leicht ist, sich
der fraglichen Umfangsverhiltnisse nebenher zu bemichtigen, und damit
richtet sich seine (ohnehin, wie die vorhergehenden, eminent subjektive)
letzte Schlussbemerkung von selbst. Des niheren vergleiche man hiezu
noch d;) in C unsrer Einleitung.

Wir haben gesehen, dass sooft das Urteil &) oder 0) ein generelles
ist, es wesentlich einen andern Sinn liefert, als der ist, welchen der
Sprachgebrauch mit der Aussage &) verbindet, will man die Verneinungs-
partikel gemiss ) auf die Kopula beziehen.

Nun aber zu zeigen, dass dies genau genommen sogar einen Un-
sinn liefert, dazu will ich jetzt schreiten. y

Es handelt sich um das Urteil:

¢) Die Behauptung ,,4 ist B ist unrichtig, von dem ich nachweisen
will, dass es micht (wie provisorisch bisher) mit ) ,4 »ist niché« B“
— noch weniger auch mit ) — wiedergegeben werden darf.

Das Urteil ¢) ist von Hause aus und bleibt in Ewigkeit (in Boole’s

Benennungsweise) ein sekundres, ein Urteil iiber ein Urteil; nur mittelbar

zuniichst sagt es auch iiber 4 und B selbst etwas aus.

Welche Schliisse aus dem Urteil ¢) in Bezug auf A und B zu ziehen
sind, wie m. a. W. dieses Urteil aufzulosen ist in primire Aussagen, die
von diesen Dingen A, B selbst (und von deren Negationen) unmittelbar
handeln, werden wir spiter (Ende § 35) erschopfend darlegen. Dort wird
zu sehen sein, dass dieses Urteil allgemein nur in eine Alternative von
primiiren Urteilen zerfillbar ist.

Die wirkliche Verneinung, Leugnung einer Aussage hat zum Sub-
jekt (wie Lotze richtig bemerkte) ebendiese Aussage, und zum Pridi-
kate ,ungiiltig, falsch, nicht-wahr® Subjekt jenes Urteils &) ist die
Behauptung 9) ,4 ist B“

Diese selbst®), und nicht, wie nach Sigwart, die Kopula ,ist
derselben, ist dasjenige, was bestritten, in Abrede gestellt werden soll,
ist der Gegenstand, auf den die Ableugnung sich bezieht, ist zugleich

das ,,Objekt der Verneinung®.

Es scheint von vornherein eine
zu sein, wenn man fiir dieses Urteil &
—gg_d_er suppositio realis genommen, nimlich in Hinsicht dessen, was sie
bedeutet, nicht aber (in suppositio nominalis) als blosser Schall oder Wortgefiige
genommen — vergl. &) in B der Einleitung und § 31.

Verdrehung der wahren Sachlage
) ein anderes unterzuschieben




332 Siebente Vorlesung.

sucht — in Gestalt von 8) — mit dem Subjelte A! Die Berechtigung
hiezu miisste doch erst nachgewiesen werden.

Wie wir aber bereits die Unmbglichkeit eingesehen haben, wenig-
stens falls 4 eine(n) Gattung(sbegriff) vorstellt , dies in korrekter
Weise durchzufiihren, so lsst sich nun auch obendrein erkennen, dass
die Aussage f) dann einen Widerspruch in sich schliesst.

Mit dem Urteil g) wird beabsichtigt, von dem Subjekte (das ist
unstreitig:) A etwas auszusagen, zu pridiziren. Die hinter diesem
Subjekt stehenden Worte: '
£ »»ist nicht« B¢

geben an, was vom Subjekte 4 ausgesagt werden soll, sie erscheinen
— Wenn man nicht gerade sagen will: als das »Pradikat* des Satzes
— so doch gewiss: als die »Pradikation” in demselben.

Unbeschadet des distributiven Charakters des Pridikates kann die Kopula
in dasselbe eingerechnet werden. Schon aus dem Grunde, weil eine Kopula
sehr hiufig fehlt, erst in Gedanken zugefiigt werden miisste (z. B. auch
sobald ein anderes Verbum, als das Hiilfszeitwort »sein* im Satze auftritt),
wird nicht selten dasjenige, was eigentlich die »verbindung der Kopula
mit dem Pridikate® zu nennen wire, schlechtweg als , Priidikat® bezeichnet,
Wer schiirfer unterscheiden will, mag fiir diese Verbindung den Ausdruck
wPridikation gebrauchen,

Mit dieser Pridikation §) geraten wir nun aber in Widerspruch
mit unserm Prinzip II, in Konflikt mit dem Satze: quidquid de omni-
bus valet, valet etiam de nonnullis et de singulis — den auch die

(Gegner unsrer Ausfithrungen als einen die ganze Logik beherrschenden
Grundsatz ausdriicklich anerkennen.

Es miisste diese Pridikation £) sobald das Urteil B) anerkannt
wird, nun auch den siimtlichen Arten und Individuen der Gattung 4

zukommen, was im Allgemeinen (wie die Beispiele zeigen) nicht der
Fall ist.

Vom gegnerischen Standpunkt musste als richtig der Satz zugegeben
werden: ") Alle (Die) Schafe »sind nicht« weiss. Diese Priidikation
»»sind nicht« weiss* miisste nach dem dictum de omnj auch den weissen
unter den Schafen (als einzelnen) zukommen, was widersinnig. Von der
Gattung der Schafe miisste sjo ebenso auf deren Arten, auf jede Schaf-
rasse sich iibertragen, wihrend es doch sehr wohl eine solche Rasse geben
kann, die nur weisse Schafe enthiilt,

Ragt der Kreis 4 nur teilweise in den Kreis B herein, so hitte man
ebenso anzuerkennen: Alle Punkte des Kreises A »sind nicht« im Kreise B
enthalten. Dasselbe aber erschiene damit auch von den in B hineinfallenden
Punkten des 4 behauptet.

‘Sagen wir aber: der Kreis 4 fillt nicht in den Kreis B hinein, so
scheinen wiederum beide Deutungen ) und 7) gleichermassen zuliissig zu
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sein. Das Subjekt ist nunmehr ein Individuum, welches die in ihm ent-
haltenen Punktindividuen kollektiv — nicht generell — zusammenfasst, und
hier konnte man den erhobenen Einwand nicht mehr vorbringen, denn einen
Grundsatz der Logik, wonach, was von dem Ganzen behauptet wird, un-
bedingt auch von dessen Teilen einzeln gelten miisste, einen solchen Grund-
satz gibt es nicht.

Die obige Argumentation wird hinfillig, wenn ein Schliessen von
allen oder einigen auf einzelne nicht angeht, weil iberhaupt nur ein
Individuum vorliegt. :

Logisch ist dies der Fall nur beim singuliren Urteil, dem Sprach-
gefithl nach mitunter schon, wenn das Subjekt 4 im Singular steht.

[So kann man namentlich die Sitze B’) und B”) passiren lassen,
auch wenn darin das »ist nicht« in Anfiihrungszeichen gesetzt wiirde,
um so mehr aber ohne diese Verunstaltung, und zwar weil ihr Subjekt
charakterisirt erscheint als ein Individuum — allerdings nicht aus
unsrer urspriinglichen, sondern in der aus ihr ,abgeleiteten® Mannig-
faltigkeit, der Mn. der Punktgebiete, der Klassen. Jedenfalls ist —
im Gegensatz, wie gezeigt, zu ) — beziiglich jener beiden Sitze zu
erkliren, dass sie den sprachlich richtigen Ausdruck fiir die Verneinung
der entsprechenden Sitze 0"), 0”) vorstellten.]

Durch die Singularform wird in der Regel psychologisch eine Indi-
vidualisirung des Subjektes angeregt. Man mag siqh deshalb versucht
fithlen, auch Lotze fiir sein Beispiel wenigstens zuz}lsmmmgn, wenn er das
Urteil: ,Der Geist ist nicht Materie® aufgefasst wissen VYIH als die ver-
neinende Antwort auf die Frage, ob der Geist Materie sei?

Das Urteil tritt zwar in der Form eines ,unbestimmten® Urteils auf,
beansprucht aber unzweifelhaft ein ,universales* in logisclr.ler-Hinsicht zu sein.

Unrecht muss man Lotze sofort auch fiir das Beispiel geben, .weng
man — anstatt ,Der Geist“ schlechtweg — einm_al sagt: »Alle Ge1s.ter
oder auch nur: ,Jeder Geist“. [Letzteres, obwol in Singularform, bringt
durch das adjektivische Pronomen ,Jeder* sofort die generelle Natur d_es
Urteils, den Charakter des Subjekts als eine Gattung zum Bewusstsein,
und begriindet dadurch eine Ausnahme zu (.lcr eb.en nebenher statuirten
psychologischen Regel.] Es konnten ja — Tein loglsch" betrachtetﬁ — auch
einige Geister Materie sein und andere mch.t. Da wire denn die Frage,
ob allgemein der Geist Materie ist, zu verneinen, und dex'moc.h d?.s Urteil:
wDer Geist ist nicht Materie“, mit der gleichen Allgemeinheit hingestellt,

> Y e '

=, ugiiltﬁaférscheiden sich aber die beiden Aussagen: ,Der Geist isif nic.ht
Materie“ (so, wie diese verstanden werden sollfce) ltnd mJeder Gelst ist
nicht Materie“ (oder: Kein Geist ist Materie) loglsch uberh:f.upt. nicht. Sie
unterscheiden sich nur psychologisch, insofern die Meh‘rdeutlgkelt des Sub-
Jjekts bei der erstern dem Bewusstsein entschwunden ist. Sy

Man erkennt hier iiberhaupt die psycho]oglsf:he oder s?bJektlve Be-
dingung dafiir, dass man Kant’s Benennungsweise, Lotze’s und Sig- .
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wart’s Theorie der verneinenden Urteile zustimmen konne: sie besteht
darin, dass man wollstindig ausser Acht lasse oder vergesse, dass das Sub-
jekt der zu verneinenden Urteile eine Mehrheit von Bedeutungen umfassen
kann oder umfasst.

Von rechtswegen hitte diese Theorie zum wenigsten auf die singu-
liren Urteile ausdriicklich beschrinkt werden miissen.

Da bei den generellen Urteilen nun wichis iibrig blesbt, als zu der .

Deutung y) fiir ilwe Verneinung die Zuflucht zu nehmen, und wir bei
den singuliven Urteilen zwischen den Deutungen B) und y) die Wahl
hatten, so werden wir im Interesse der Einhestlichkeit des Verfahrens, um
eine allgemeine Theorie zu ermdglichen, auch bei den letzteren der
Deutung y) den Vorzug zu geben haben.

Fiir die Algebra der Logik liesse sich noch ein weiterer Grund geltend
machen, ganz wnd gar, aunch bei den singuliren Urteilen, nicht nur die
Auslegung, die wir mittelst 8) dem Urteil «) gaben, sondern diese Aus-
drucksweise [3) selbst: ,, A »ist nicht« B~ zu verwerfen.

Dieser stellt sich dar als eine Folge oder Wirkung der hier (im
(regensatz zur Sprache des gemeinen Lebens) vollzogenen Zuziehung der Null.

Die Null — haben wir gesehen — ist in jeder Klasse mitenthalten;
sie ist Subjekt zu jedem Pridikate. Hier muss gelten: Das Nichts ist ein B
tin B enthalten), und zugleich auch: Das Nichts ist ein Nicht-B (in Nicht-B
mitenthalten ) was nebenbei gesagt durchaus keinen Widerspruch bildet,
obwol die Klassen B und Nicht-B einander ausschliessen, indem sie gerade
eben Nichts gemein haben.

Zugleich mit der Klasse A, zu der das Nichts mitgehort, zu der es
quasi sich mit herandringt, von der es nicht ausgeschlossen werden kann,
wiirde nun im Urteil §) die Priidikation £) ,,»ist nicht« ein B“ auch dem
Nichts zugesprochen erscheinen. Wir wiirden so auf die Anerkennung des
Satzes gefiihrt: ,Das Nichts »ist nicht« ein B“, welcher seinerseits zu
verstehen war als die Inabredesteilung des Urteils: ,,Das Nichts”ist ein B
Das letztere unbedingt anzuerkennen waren wir aber durch die Konsequenz
verpflichtet — daher ein Widerspruch!

Fiir die Sprache des gemeinen Lebens wire, wie schon angedeutet,
diese Uberlegung nicht maassgebend, weil diese in ihren Urteilsbildungen,
wie anderwirts ausgefiihrt, das Nichts gemeinhin vorweg ausschliesst (pré-
kKludirt). In der exakten Logik aber diirfen (vesp. miissen) wir jedes Urteil
der Form B) fiir falsch erkliren. Die Verneinungspartikel mit Sigwart
auf die Kopula zu beziehen ist dann hier tiberhaupt nicht angingig.

So wenigstens, wenn der Grundsatz »quidquid de omnibus valet, valet
etiam de singulis fiir alle Priidikationen, welche die Wortsprache auszu-
driicken vermag, wirklich fiir ,,quidquid valet”, fiir alles, was giiltig aus-
gesagt werden kann, soll aufrecht erhalten werden. Denn unter diesen
Finzelnen (,singuli®) figurirt hier auch das Nichts, wenngleich wir das-
selbe sonst freilich nicht als ein ,Individuum (im engeren Sinne)* der
Subjektklasse gelten lassen werden. A

Ich gebe zu, dass dieser vorstehenden Argumentation kein grosses
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Gewicht beizulegen ist. Ob man sich ihr anschliessen will, bleibt in ge-
wissem Grade Geschmackssache. Man kann auch den Standpunkt ein-
nehmen (wie wir ohnehin, bei unsrer Fassung des Prinzipes II, es thun),
dass man die Giiltigkeit des Grundsatzes ,quidquid valet etc® einschrinkt
auf solche Priidikationen, welche als wirkliche (und demnach selbstverstind-
lich bejahend auftretende) Subsumtion unter eine (wenn auch vielleicht als
Negation einer andern sich darstellende) Pridikatklasse erscheinen.

Ich meine jedoch, dass es nicht angezeigt ist, ganz unnétigerweise
und sozusagen gewaltsam, in Gestalt der (wie mich diinkt absonderlichen)
Satzform: A »ist nicht« B, solche Pridikationen in die Wortsprache ein-
zufiibren, welche, indem sie einer Klasse A giiltig zugesprochen werden,
gleichwol nicht allem Dem zukommen kinnen, was unter dieser Klasse A
mitenthalten ist.

Unsre Ergebnisse sind also folgende.

Die herrschende Terminologie ist wesentlich im Rechte. Thre
wverneimenden” Urteile sind negativ pridizirende. Die Verneinungspartikel
im verneinenden Urteil gehirt zum Pridikate, und in seiner Polemik
gegen Kant ist Lotze im Unrechte.

Mit Kant aber diese Urteile als ,limitative“ abweichend zu be-
nennen ist tiberfliissig. Denn die nach Kant-Lotze-Sigwart’s Theorie
als »verneinende« hingestellten Urteile kinnen allgemein als diese
Jedenfalls nicht gelten und sie brauchen — was sich empfiehlt — als
besondere Urteilsformen der Worisprache (und in der Logik als pri-
miire Urteile) iiberhaupt nicht anerkannt zu werden.

Dieselben sind verneinende, d. h. nun also negativ pridizirende
Urteile diber ein Urteil, welches ihr Subjekt und zugleich das Objekt
der Verneinung ist. Allgemein ist es nicht moglich, dieselben darzu-
stellen in Gestalt eines Urteils, welches das Subjekt dieses Subjektes
zum Subjekte hitte. Die exakte Logik wird vielmehr diese sekun-
diren Urteile, diese ,,Urteilsverneinungen” auflésen in eine Alternative
von primédren Urteilen.

Noch bleibt der Einwurf Lotze’s zu widerlegen, wenn unsrer Pridi-
katklasse B ein Begriff zugeordnet ist, der (als seinen Inhalt) bestimmte
Merkmale in sich zusammenfasst, dass es zumeist nicht moglich sei, mit
der Negation der Klasse, mit (Kant’s und) unserm ,Nicht-B“ dem ,wider-
sinnigen Erzeugniss des Schulwitzes einen Begriff zu verbinden.

Darauf ist zu bemerken, erstens, dass wenn dem so ist oder wire, es
nichts zu bedeuten hiitte. Das thut nichts!

Der Sinn, den wir Aussagen, wie:

Alle A sind nicht B, Einige A sind nicht B, wirklich beizulegen
haben, ist, wie wir gesehen haben, ein solcher, dass die ,,Prﬁdilfation“,
nicht-B zu sein, sich ganz in gleicher Weise von den omnes auf die non-
nulli und die singuli (von allen auf einige und die einzeh_len, ja sogar auf
das Nichts mit) iibertriigt, wie eine Pridikation, B zu sein.
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Weil sonach jene Pridikation ,nicht- B“ zu sein, den distributiven Cha-
rakter mit jedem wirklichem Pridikate gemein hat, weil sie die funda-
mentale Eigenschaft besitzt, auf eine Mehrheit generell angewendet allemal
dem Prinzip II gemiss sich aunf die Glieder derselben zu verteilen, so
miissten wir schon aus rein ZHusserlichen Zweckmaissigkeitsriicksichten —
um eine gemeinschaftliche Behandlung solcher Pridikation mit den wirk-
lichen Pridikaten (mit Pradikatbegriffen) zu ermoglichen — dazu schreiten,
den Begriff des Pridikats zu erweitern. Wir miissten uns dadurch be-
stimmen lassen, jenes ,nicht-B“ — sei es auch als ein fiktives, ,juneigent-
liches* Pridikat, d. h. im Grunde blosse Redensart — doch als ,Pridikat
im weitern Sinne“ mit zuzulassen; jene wiren also unter die ,Pradikate“
mitaufzunehmen, und zwar, wenn auch weiter gar nichts darunter zu
denken wire.

Letzteres ist aber noch obendrein nicht der Fall. Denn zweitens ist
nicht der geringste Aniass oder gar zwingende Grund vorhanden, den Be-
griff des Merkmals so enge zu fassen, wie es bei Lotze’s Argumentation
anscheinend geschieht. [Vergl. 7,) unsrer Einleitung.]

Wir erinnern an die grosse Allgemeinheit mit welcher der Begriff des
Merkmals hier stets aufgefasst werden sollte und auch sonst immer auf-
gefasst wird. Merkmal eines Dinges oder isolirbaren Objekts des Denkens
war alles zu nennen, was von dem Dinge (oder in Bezug auf dasselbe)
wahrheitsgemiss ausgesagt werden Tann.

Solches konnte sogar bestehen in einer Beziehung des Dinges zu uns
selbst als der mittelbaren Folge einer z. B. willkiirlich von uns hergestellten
Beziehung unsrer selbst zu diesem. Wenn ich — beispielsweise — in
einen Laden trete um gewisse Dinge zu kaufen, so muss es — wihrend
meiner Verhandlungen mit dem Kaufmann, der Besichtigung der Waren
ev. dem Feilschen um den Preis — als ein Merkmal gewisser von den
Waren gelten, dass ich sie kaufen will, im Gegensatz zu den iibrigen,
die ich nicht kaufen will. Habe ich jene gekauft, so ist es wiederum ein
Merkmal derselben, dass sie in meinen Besitz oder Eigentum iibergegangen.
I)eF Kaufmann wird, um dieses Merkmal festzuhalten, sie beiseite legen,
memne Adresse auf das Paket schreiben, etc., wofern er nicht, falls die
(iegenstiude schwer beweglich sind, sie gar mit Kreidestrich versieht, das
,.)!erkmal" sichtbar zu machen. Das gleiche wiirde der Kaufmann vielmehr
bei den nicht-gekauften Waren thun, falls ich etwa beinah den ganzen
Laden ausgekauft hitte. Die gekauften Waren sind diejenigen, die wicht
dem Kaufmann verbleiben; die nicht gekauften diejenigen, die ich ihm
lassen will; das eine ist sogut ein Merkmal wie das andre, und kann
auch, wie man sieht, nach Belieben positiv oder negativ ausgedriickt werden.

Wer je versuchen sollte, etwa die Maxime: »Sooft du im Zweifel bist,
ob du etwas thun sollst oder nicht, so unterlass’ es!“ im praktischen Leben
zu befolgen, wird bald gewahr werden, wie oft ihn dieser Rat im Stiche
lisst, indem, was unter einem Gesichtspunkt als ein Thun erscheint, sich
unter einem andern als ein Unterlassen darstellt, sowie umgekehrt. So z. B.
bei der Frage: Soll ich Herrn N griissen?, oder soll ich ihn ,schneiden“?

. Auch- nAbwesenheit", »Nichtvorhandensein®, »Fehlen* oder ,Mangel”
emes bestimmten Merkmals oder eciner Merkmalgruppe ist wiederum als
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ein Merkmal und damit auch als ein Begriff anzuerkennen, wie denn auch
die Sprache daflir die soeben angefiihrten abstrakten Begriffsworter und
iiberhaupt — vor allem in Gestalt der mit der Vorsilbe ,un-“ zusammen-
gesetzten Beiwdrter und Hauptworter — eine Unmasse von Benennungen hat.

Es ist ein Merkmal des Schalles, Tons oder Klanges z. B., dass er
der Farbe (im eigentlichen, nicht im tibertragenen Sinne) entbehrt, dass er
tiberhaupt #ichi auf den Gesichtssinn wirkt. Wir erblicken darin eine Ver-
schiedenheit, einen Gegensatz, Kontrast desselben z. B. mit dem Bilde des
Spektrums. Soll auch ,Kontrast“ nicht als ein Merkmal gelten?

Warum, frage ich — um noch ein Beispiel zu nehmen — warum soll
es nicht ein Merkmal fiir die Katze der Insel Man (,,Manxcat) genannt
werden, dass sie keimen Schwanz besitzt? Mir scheint es fiir die Katzen
dieser Rasse noch ein wichtigeres Merkmal zu sein, dass sie keinen, als
fir die Gbrigen Katzen, dass sie einen Schwanz jeweils besitzen.

Wer sich diesem zuzustimmen weigerte, miisste vor allem ein unfehl-
bares, vom sprachlichen Ausdruck umabhingiges Kennzeichen aufstellen, wo-
nach iiber die ,positive Natur eines Merkmals zu entscheiden wire, z. B.
sich ergeben wiirde, ob parallel oder schmeidend, ob gesund oder krank,
niitzlich oder schidlich, frei oder gebunden, vorwirts oder riickwiirts, gleich
oder verschieden, etc. das positive (Beziehungs-)Merkmal.

Sofern wir die Klasse ,,Mensch“ als eine wohldefinirte anzusehen ver-
migen, glauben wir mit dem Begriffe ,Mensch“ ein Mittel zu besitzen,
Alles, was (ein) Mensch ist, zu unterscheiden von allem Erdenklichen, was
es nicht ist. Diese Unterscheidung ist eine gegenseitige. Im ferneren
Besitze des fundamentalen Begriffs der Verneinung, ,begreifen” wir damit
auch, was es heisst, wenn sich die fiir den ,,Menschen® charakteristische
Merkmalgruppe an einem Objekt des Denkens nichf, oder nicht vollstindig,
vorfinden sollte. Wir haben damit von selbst auch den ,Begriff“: ,Nicht-
Mensch®, und haben es gar nicht notig, nach weiteren gemeinsamen Merk-
malen ,von Dreieck, Wehmut und Schwefelsiure etc.“ noch besonders zu
suchen, indem das Nichtzutreffen jener bestimmten Merkma.lgruppf.. als
Merkmal véllig gentigt, um den Begriff ,Nicht-Mensch® zu charakterisiren
und (kraft des in Gestalt dieses Merkmals in uns wirksamen Prinzips) die
Klasse ,Nicht-mensch® zu einer genau ebenso wohldefinirten .Klasse zu
machen, als die Klasse ,Mensch“ es war. Vergl. p;) der Einleitung.

Auch wer die Existenz eines Inhaltes zu dem angeblichen Begriffe
Nichtmensch leugnet, indem er bei einer engeren, dokfrinsiren, Auffassun'g
des ,,Begriffes” verharrt, wird aber wenigstens zugeben miissen, da§s ein
»Umfang” zu diesem streitigen Begriffe in Gestalt der Klasse wxrkth
vorhanden ist (S. 99), dass der Begriff mindestens ,dem Umfange nach
existirt — und dies geniigt fiir eine Logik des Umfanges! ;

Allerdings muss die Mannigfaltigkeit unsrer Denkobjekte, damit
in ihr der Negationsbegriff aufstellbar ist, gewisse Anforderungen¥)

*) Diese Anfordernngen vermdchte aber eine neben dem Menschen auch die
Dreiecke, Wehmut und Schwefelsdure nebst noch vielem andern enthaltende

Mannigfaltigkeit — fiir unser obiges Beispiel — in der That zu erfiillen.
22
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erfiilllen, an die indess noch niemand gedacht zu haben scheint, welche
zu formuliren jedenfalls die Philosophen ginzlich unterlassen haben (an
die auch Lotze’s Ausstellungen nicht entfernt streifen). Bei der Fort-
setzung der Theorie werden wir diese Anforderungen zu statuiren haben.

Die zweite der eingangs erwihnten Redensarten lautet:
1) »A ist B oder C*.

Auch hier macht es einen grossen Unterschied, ob wir die Partikel
woder” mit auf die Kopula bezichen, oder ob wir sie blos auf die
beiden Ausdriicke beziehen, die sie, anscheinend im Pridikate, unmittel-
bar verkniipft, m.a. W. ob wir als Glieder der Alternative ansehen
wollen: die durch distributive Verwendung der Kopula entstehenden
beiden Pridikationen ,ist B¢ und ,ist C¥ oder aber blos: die Klassen-
terme ,B% und ,,C“.

Im erstern Falle haben wir in Gestalt von:

»4 ist entweder B, oder C“ — genauer:

'9){,,(Entu'eder) A ist B, oder (es) A ist C*

ein wirklich ,disjunktives“ Urteil vor uns (falls nimlich die Glieder
der Disjunktion einander ausschliessen). Dieses Urteil stellt eine Aus-
sage (A ist B) als abhingig hin von einer andern (4 ist C), genauer
gesagt: es macht die beiden Aussagen von einander abhingig. Ent-
weder es gilt die eine, oder es gilt die andere, oder also vielleicht
auch beide zugleich — so wenigstens bei der fiir uns hier maass-
gebenden Auffassung.*)

Als ein sekundires Urteil vermdgen wir dieses in unsrer bis-
herigen Formelsprache noch keineswegs auszudriicken; vielmehr muss
das dem Aussagenkalkul vorbehalten bleiben.

Da in %) die Worte ,ist“ und noder durch das eine, B, der beiden
Pridikate B und ¢ getrennt erscheinen, so konnten sie auch nicht durch
eine Klammer auf der Zeile zusammengeschlossen werden, und bleibt zur
deutlichen Charakterisirang der hier geforderten ‘Auslegung, wenn man
nicht eigene Ein- und Auslosungszeichen einfithren will, nichts iibrig, als

eben so, wie es in der zweiten Fassung von &) geschah, die Kopula ,,ist*
hinter der Konjunktion noder zu wiederholen.

Im zweiten Falle haben wir in Gestalt von:
t) »A ist » B oder C¢*

einfach ein kategorisches Urteil vor uns, kein disjunktives. Whrend

*) Diese Auffassung ist allerdings eine weitere als die altherkommliche, die
zu dem Namen der disjunktiven Urteile den Grund aus der Voraussetzung ent-
nahm, dass die Klassen B und ¢ disjunkte seien.
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vorhin B und C zwei gesonderte Priidikate waren, hat das vorliegende
Urteil nur ein Pridikat: » B oder C«, welches aber aus zwei Klassen
B und C mittelst der Konjunktion ,oder* zusammengesetzt erscheint,
somit einen (von Jevons so genannten) ,pluralen Term® vorstellt.
Man kénnte auch in Gestalt eines sog. , divisiven® Urteils sagen: Die 4
sind teils B, teils C.

Diesmal geniigte die Klammer, oder das sie vertretende Anftihrungs-
zeichen, zur deutlichen Charakterisirung der fiir die Aussage 1) hier ge-
forderten Auffassung. Sofern es nun lediglich darauf ankommt, einer Ver-
wechselung der beiden Auffassungen &) und :) des Urteils 7) vorzubeugen,
so lisst sich dieser Zweck erreichen, indem wir etwa die Vorschrift be-
obachteten, im zweiten Falle allemal die Anfihrungszeichen » « zu setzen,
im ersten sie fortzulassen. Alles in allem gemommen wiirde also in dieser
Frage mit dem Institut der Klammern doch auszukommen sein.

Im Gegensatz zu den (eigentlich) ,disjunktiven® &) sind Urteile
von der Form ¢) nur als ,disjunktiv pridizirende“ zu bezeichnen.

Beide Urteile &) und ¢) geben denselben Sinn, decken sich oder
sind logisch #quivalent, das eine folgt jedesmal mit aus dem andern
(und umgekehrt) falls sie sich als singuliire Urteile darstellen, sobald
nimlich das Subjekt A derselben ein Individuum bezeichnet. (Und
dieser Umstand bildet dann eine Primisse, welche auch unerlasslich
ist, damit man die erwihnte Folgerung ziehen diirfe.)

Stellen dagegen unsre Urteile sich als generelle dar, genauer: be-
deutet ihr Subjekt A eine Klasse oder Gattung, so geben sie ver-
schiedenen Sinn, und zwar sagt das disjunktive Urteil &) entschieden
mehr aus als das disjunktiv pridizirende ¢), indem es unfehlbar auch
die Giiltigkeit des letzteren nach sich zieht, wogegen das disjunktiv
pridizirende Urteil ) alsdann nicht aufgebrochen werden darf in ein
disjunktives ).

Ist in der That ein Pumkt A enthalten im Gebiete » B oder C« (d.i.
in dem aus den Kreisen B und C zusammengesetzten Gebiete B + C, dem
Inbegriff, der Gesamtheit jener Gebiete), so ist notwendig er entweder ent-
halten im Gebiete B, oder aber im Gebiete C, oder vielleicht auch (falls
diese einarider nicht ausschlossen) in beiden Gebieten zugleich, d. h. es
gilt dann: Entweder ist A in B enthalten oder es ist 4 in C enthalten.
Desgleichen selbstverstindlich auch umgekehrt: Gilt letzteres, so ist der
Punkt 4 gewiss auch im Gebiete » B oder C« enthalten.

Der Punkt konnte ja nicht teilweise dem einen, teilweise dem andern
Gebiet angehoren, da er eben unteilbar ist.

Anders, wenn dem Gebiet A eine Ausdehnung zukommt. : i

Ist es nach &) richtig, dass ein solches A entweder ganz in B l'lmem-
fillt, oder dass es ganz in C hineinfillt, so wird es damit auch in »B

oder C« hineinfallen, d. h. es gilt alsdann auch wieder ).
22%
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Dagegen ist der umgekehrte Schluss jetzt nicht mehr zulissig. Wenn ()
gilt, so kann dies auch so geschehen, dass A zu einem Teile in den Kreis B
zum andern in C hineinfillt; es gilt dann das disjunktiv priidizirende
Urteil ¢): A ist in » B oder C'« enthalten, und gleichwol gilt das disjunk-
tive Urteil &) nichf, indem weder 4 in B noch A in C (schlechtweg, d. h.
ganz) enthalten sein wird.

Und so verhilt es sich nun auch, falls 4 eine Klasse, ein Gattungs-
begriff sein sollte.

Zugegeben etwa, dass es blos weisse und schwarze Schafe gebe. Als-
dann ist das disjunktive Urteil:

#) Entweder sind alle Schafe weiss, oder sie sind sehwarz, offenbar
unrichtig; das Gegenteil vielmehr:

Weder sind alle Schafe weiss, noch sind sie alle schwarz, ist richtig.

Das disjunktiv pridizirende Urteil dagegen ist richtig, und zwar gibt
ihm die Sprache (ohne Anwendung von besondern Anfiihrungszeichen) den
Ausdruck:

¢) Alle Schafe sind (entweder) weiss(e) oder schwarz(e).

Dass unser Urteil, wie in diesem Beispiele, ein universales, sowie dass
die Glieder B und C' der Alternative einander ausschliessen, erscheint dabei
als nebensichlich. Das gleiche gilt, falls es partikular, sowie falls B und C
ein Gebiet gemein haben.

Im Hinblick darauf z. B., dass westafrikanische Schafe der Wolle ent-
behrep und unter diesen sich auch sechwarze finden mogen, kénnen wir sagen:

¢) Einige Schafe sind schwarz oder ohne Wollhaare, und niemand wird
diesen Satz als das disjunktive Urteil verstehen:

9) Entweder einige Schafe sind schwarz, oder einige Schafe (dieselben)
entbehren der Wollhaare.

Und auch, wenn das generelle Urteil sich im Subjekt des Ausdrucks
nledes A“,  Manches A“ bedienen, sowie wenn es in der sprachlichen Aus-
drucksform des ,,unbestimmten” Urteils sich darstellen sollte, gilt ein gleiches.

Sagen wir:

~ (Die) Milch ist entweder gefilscht oder unverfslscht (echt), so ist das
Urteil wesentlich ein universales, es will von ,jeder oder naller” Mileh gelten.

Dasselbe Urteil aber wiirde wieder nur im Sinne von ¢) als disjunktiv
pridizirendes zu verstehen sein und unzweifelhaft auch verstanden werden.

Qas entsprechende disjunktive Urteil

?) Entweder ist alle Milch gefilscht, oder alle Milch ist echt,
wiire abermals sowol als Deutung jenes Urteils, wie auch an sich zu ver-
werfen.

Die bisherige Logik scheint mir nun zwischen den beiden Arten
von ‘Urteilen, den disjunktiven (die sie den kategorischen gegeniiber-
stellt) und den disjunktiv pridizirenden (welche unter die kategorischen
fallen) nicht hinlinglich unterschieden za haben.

Die von ihr so genannten disjunktiven Urteile sind, wie ans dem
vorstehenden erhellt, in der Regel disjunktiv priidizirende. Jedenfalls
werden wir es zuniichst (bis zum Aussagenkalkul) nur mit den letzteren
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zu thun haben. Blos, wo sie singulir sind, erscheinen beide Auf-
fassungen gleichermassen zuliissig.

Im Hinblick auf den Umstand, dass bei diesen Urteilen die Glieder
der Disjunktion schon vielfach in der Sprache des gemeinen Lebens,
desgleichen bei den in unsrer Theorie mit zuzulassenden Urteilen ein-
ander nicht notwendig auseuschliessen brauchen, diirfte es als ange-
messener erscheinen, das Wort ,disjunktiv¥ durchweg durch ein anderes,
etwa durch ,alfernativ zu ersetzen.

Anmerkung. Im Hinblick auf das unter 5) Gesagte konnte man
auf die Vermutung kommen, als ob #hnlich auch das Urteil:

%) A oder B st C,
in welchem das Bindewort ,oder” anscheinend im Subjekt des Satzes
auftritt, zweierlei Deutungsmoglichkeiten darbote.

Bei korrekter Handhabung der Sprache ist dies miché der Fall.
Das Urteil ist unter allen Umstéinden ein sekundires, in Wirklichkeit
disjunktives, welches die zwei Urteile ,,4 ist C“ und ,B ist C“ der-
art von einander abhingig hinstellt, dass mindestens das eine derselben
gelten muss: Entweder 4 ist C, oder aber B ist C, oder auch (bei
der fiir uns maassgebenden Auffassung des ,oder”) beide, 4 und B,
sind C. Zu seiner Darstellung in der Formelsprache wird auch dieses
Urteil des Aussagenkalkuls bediirfen.

Dagegen wiirde ein Urteil 7
1) »A oder B« ist C

auszudriicken haben, dass das Gebiet A + B, der Inbegriff der Klassen A
und B in C enthalten ist, demnach sowol A als B selber sich unter C
subsumirt. Bereits unter ;) des § 8 haben wir darauf aufmerksam ge-
macht, dass aber das Pluszeichen des identischen Kalkuls im Subjekte mit
»und* zu iibersetzen ist, und hiitte darnach in der Wortsprache der Sach-
verhalt, anstatt durch 1) nur durch das Urteil

w) A und B ist C

ausgedriickt werden diirfen, wo Verwechselungen alsdann ausgeschlossen

erscheinen. :
Die in diesem Paragraphen besprochenen Urteilsformen lassen

erkennen, dass es — wie schon Jevons betont — oft einen Unter-
schied macht, ob man von einer Klasse spricht, oder ob von den in
ihr enthaltenen Individuen. Will man von Klassen reden — wie wir
es bis zur Erledigung der wissenschaftlichen Definition des Individuum.s
durchweg vorhaben — so missen disjunktiv (resp. alternativ) pradi-
zirende Urteile von den disjunktiven (resp. alternativen) und negativ
pridizirende Urteile von den Urteilsverneinungen sorgfiltig unter-
schieden werden. — :
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§ 16. Deutung der Negation fiir Klassen. Satz des ‘Widerspruchs,
des ausgeschlossenen Mittels und der doppelten Verneinung im
Klassenkalkul. Dichotomie. Gewdhnliche Mannigfaltigkeit,

Die Ubertragung der bisherigen Begriffe und Sitze von den Ge-
bieten einer Mannigfaltigkeit 1 von Punkten auf die Klassen einer
Mannigfaltigkeit von Individuen unterliegt keiner innern Schwierigkeit,
wenn nur ebendiese Mannigfaltigkeit wieder die beiden Grundeigen-
schaften besitzt: erstens als ein Ganzes 1 denkbar zu sein , d. h. nur
miteinander vertrigliche Elemente als Individuen zu enthalten (ykeon-
sistente Mn. — vergl. § 7) und zweitens eine sreine Mun. zu sein, so-
mit unter ihren Individuen nicht auch Klassen von solchen Individuen
.(neb:ﬂxt vielleicht noch anderem) zu enthalten, und demzufolge die Ad-
jungirung einer einheitlichen Null zuzulassen [vergl. § 9, v, 7)1

D.lese beiden Anforderungen aber, vereinbar und rein zu sein, wer-
den s?ch fir die Existenz, fir die Moglichkeit der Bildung, eines
Negationsbegriffes nicht nur als hinreichende, sondern auch al; uner-
lissliche, notwendige Bedingungen demnichst erweisen. :

' Aus dfar Mannigfaltigkeit des Denkméglichen tiberhaupt denken
wir uns eine Mn. der verlangten Art als eine wohldefinirte Klasse
h'ervorgehoben und bezeichnen dieselbe fortan kurz als eine ,gewohn-
liche Mannigfaltigkeit. :

Die Elemente oder Individuen derselben miissen, wie gesagt, ein-
afu%er gegenseitig ausschliessen, in dem Sinne, dass zwar wohl ei;l In-
dividuum zugleich Teil*) oder Eigenschaft, Thitigkeit, Merkmal eines
apdern, desgleichen sogar eine Beziehung zwischen andern, aber nicht
eine Bedeutung desselben sein darf, das andre nicht etwa eir,le das erste
lx}ltumfassende Klasse sei. Und ferner miissen diese Individuen ver-
einbar, d. i. gleichzeitig denkmogliche sein, es diirfen keine zwei ein-

* olal -
) Vergleiche eine unten S, 351 folgende exemplifizirende Betrachtung.
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. ander ausschliessen in dem Sinne, dass sie beide zusammen zu denken

einen Widerspruch involviren wiirde.*)

Unter diesen Umstéinden, wissen wir bereits, ist es zuliissig, eine
Klasse O zu fingiren, welche allen aus der Mn. hervorhebbaren Klassen
a gegeniiber jene von der Def. (2,) geforderte Eigenschaft besitzt, dass
nimlich 0 =< a sei, und diese Klasse ist die leere, welche die Rolle
des ,Nichts“ fiir diese, in dieser Mn. spielt.

Und ferner gibt es dann auch eine Klasse 1, welche diesen Klassen
gegeniiber die Forderung der.Def. (2,) erfiillt, dass a =€ 1 stets ist,
und dies ist die Mn. selbst als die umfassendste der in ihr enthal-
tenen Klassen. .

Alsdann auch ist es moglich, die Individuen irgend einer ge-
gebenen Klasse @ aus der Mn. fortzulassen, und die iibrig bleibenden
Individuen derselben wiederum zu einer Klasse zusammenzufassen
(fiir. weleche O zu nehmen ist, wenn keine iibrig bleiben sollten).

Wir haben damit die ausreichenden Grundlagen zur Bildung eines
Negationsbegriffes: die Negation @ oder @, von a wird die bei dem
geschilderten Prozess resultirende Klasse sein.

Wir nennen diese Klasse nichi-g, non-a, die Negation, auch das
kontradiktorische Gegenteil der Klasse a in Bezug auf die zugrunde liegend
gedachte Mannigfaltigkeit, welche letztere indess in der Regel durch den
Gegenstand der Untersuchung oder die Natur der anzustellenden Uber-

*#) Dergleichen wire wol nur dann zu gewirtigen, wenn als Elemente der
Mn. (auch) in Urteilen niedergelegte Uberzeugungen figuriren, wenn als deren In-
dividuen ,,Glaubenssiitze* (im weiteren Sinne des Wortes) auftreten. Dann Obiges
ausdriicklich zu verlangen, scheint eigentlich dberflissig, weil von Verndnftigen
Unvereinbares ohnehin nicht zusammen gedacht wird, und fir Verrickte keine
Logik geschrieben wird. Von Verniinftigen — ja! — sofern sie nicht auf dem
Holzwege sind, nicht irren. Versteckte Widerspriiche konnen aber auch solchen
entgehen.

Ohnehin diirfte auch die Grenze zwischen beiden Kategorieen von Personen
gar nicht so scharf zu ziehen sein; vielmehr hat die Ansicht sehr viel fir sich,
dass jeder Mensch an partiellem Wahnsinn leide, dass er seinen ,,-Tollpunkt“ be-
sitzt (eventuell auch deren mehrere, welche, nebenbei gesagt, melst- schon- daran
erkennbar, dass er ,,bose” wird, sobald ein solcher von Andern berihrt wm?) —
oder, um mit meinem Kollegen Knop einen terminus technicus der Geologle zu
verwerten, mit dem sie das Vorkommniss bezeichnet, wo eine Schicht plotzlich in
ganz anderem Niveau sich fortsetzt, als auf welchem sie aufgehort hat zu strei-
chen: dass es auch in des Menschen Hirne , Verwerfungsspalten® gibt. — :

Endlich war doch in Anhang 4 und 5 zu sehen, dass man auch unvereiu-
bare, inkonsistente Mannigfaltigkeiten sehr wohl zum Gegenstand des Studiums

machen, als Untersuchungsfeld sich erwihlen kann, —
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legungen von vornherein bestimmt ist, als ein fiir allemal gegeben
erscheint, woneben es, andernfalles, meist als belanglos sich erweist,
ob sie mehr oder minder enge begrenzt wird — woraus sich erklirt,
weshalb sie nicht weiter erwihnt zu werden pilegt.

Wir iibertragen auch diese Benenmungen auf die den Klassen g

und a, (oder @) moglicherweise zugeordneten Begriffe.
) Als _Beispiele haben wir bereits im vorigen Paragraphen die Nega-
txo_nen phicht-schwarz® und Nichtkombattant® besprochen. Der letztere Be-
griff umfasst z. B. die Pionire, Trainsoldaten, Regimentshandwerker, Laza-
retgehiilfen, Arzte, Auditoren und Geistlichen die am Feldzuo teilz,xehmen
oder zur Armee.gehﬁren, und lassen die Beispiele erkennen,o dass in der
That der -Nega.tlonsbegriﬁ' auf eine bestimmt abgegrenzte Mn. gemeinhin
bezogen wird.

In der Unbestimmtheit jener beim Negiren eines Begriffes zu-
grunde zu legenden Mannigfaltigkeit, welche als eine demselben (nicht
immer gerade ,nichst-“) ibergeordnete Gattung ausfindig zu machen
d.le Sprache gewthnlich dem Sprachgefiihl des Einzelnen iiberlasst
liegt nun allerdings eine Schwierigkeit, mit welcher die Theorie sich’
abzufinden hat. In praktischer Hinsicht ist diese Schwierigkeit minder
erheblich, da man bei der angewandten Logik, in den Wissenschaften,
do'ch allemal nur zu thun hat mit Objekten einer bestimmten Gattung
mit den Dingen, welche ehen dem Felde der Untersuchung a.ndehiire;j
Fithlbarer macht sie sich auf dem Gebiete der reinen Logik, l-zlie sich
ja nach Mbglichkeit erstrecken sollte iiber alles Erdenkliche.

Behufs Erzielung einer moglichst unumschriinkten Anwendbarkeit
unsres Kalkuls wird es sich empfehlen, die beim Negiren zugrunde
zu legende Mannigfaltigkeit thunlichst weit zu fassen.b Auf die Art
wie dies sich erreichen liisst, gehen wir nachher (am Schluss des’
Paragraphen) ein.

: Einstweile_n sel nur auf folgendes hingewiesen. Ausser beim Pridi-
ziren ko.mm_t die Verneinungspartikel »hicht® am hiufigsten in Verbindung
mit Adjektiven (oder deren Substantivirung) vor, und wird hier nirg}lli

;?332;1“) edurlj:h "dle mit dem griechischen Alpha privativam entsprechende
”Unmaglizhllileit“\;ertreten. Z. B. ,moglich“,  unmoglich® — nicht-méglich,
o ]If))uzc_h die le.ztzte:e pﬁegt'a.ber noch bestimmter als bei Anwendung
: y artlke'l ,,_mcht , auf ein bestimmtes genus proximum des dem
;eggl ?1 i\)dg;ktxv entsprechenden Begriffes hingewiesen zu werden, sodass
e | 1§arfe1 eZn Ausdrucksformep nicht unbedingt fiir gleichbedeutend er-
- wir' . ; Iz vcin »durchsichtig® oder »undurchsichtig" zu sprechen,
B e B u(l; dn}&bé hal?en, wo von korperlichen Dingen die Rede ist.
halb auf di ung des kfiga-t}Onsbegnffs der ,,Undurchsichtigkeit“ wird des-
auf die Mannigfaltigkeit der Korperwelt (vesp. ihrer Merkmale) Bezug
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genommen, reflektirt. Die Frage, ob Geister durchsichtig seien (Drobisch)
wird allgemein zu verneinen sein; aus dem genannten Grunde diirfen sie
aber doch nicht ,jundurchsichtig genannt werden. Logisch korrekt bleibt
die Antwort: ,Geister sind nicht-durchsichtig”, wo dann mit der Negation
Bezug genommen ist auf eine hinreichend umfassende Mannigfaltigkeit,
welche neben dem Sichtbaren, der Korperwelt auch mindestens die Geister,
und (nach Belieben) anderes mehr, umfasst.

Mit Denknotwendigkeit gelten nun die Gleichungen:

: 30,) aa=0, 30,)a+a=1, 31)a=a,
sowie : i

0=1 uwd 1=0.

Zunéchst die beiden letzteren geben uns (fiir Klassen gedeutet) die
Satze: Nicht-nichts ist etwas — eine Klasse, die, wie wir gesehen haben,
Alles iiberhaupt (innerhalb der Mn.) Denkbare umfasst. Und Nichi-
etwas st michts.

So unumschréinkt diese Sttze auch zu gelten scheinen (zufolge unsrer
Gewthnung, mit unsern Uberlegungen uns immer nur innerhalb einer ,.ge-
wohnlichen Mn. zu bewegen), diirfen wir doch schon bei ihnen nicht ausser
Acht lassen, dass fiir eine vollig offene Mn., fiir die ,absolute” Mannig-
faltigkeit des tiberhaupt zu denken Moglichen, dieselben keine Geltung
haben werden, indem fiir sie — wie in § 9, 9) gezeigt — ein einheitliches,
ein ,absolutes Nichts“ undenkbar ist. Schon durch seine blosse Benennung
und Einfilhrung, durch seine Adjungirung zu einem Teile der absoluten
Mn. wurde das Nichts zu einem Individuum gestempelt, ,individualisirt®
fiir andere Teilmannigfaltigkeiten derselben. Das Nichts in Bezug auf eine
gewohnliche Mn. z. B. war allemal ein Individuum in Bezug auf die aus
dieser ,abgeleitete Mn.: das Nichts der Grissenlehre war ein Individuum
in der Klasse der Zahlen (die arithmetische 0), die Null des identischen
Kalkuls ein Individluum in der Klasse der Gebiete oder in der Mn. der
Klassen. Sie wurde selbst ja zu einem Gebiete, zu einer Klasse. Uber-
haupt ist ,,Nichts“ immer ein Individuum in der Klasse der Eigennamen
sowie der Namen schlechtweg, der Worte und der Symbole, eventuell der
Vorstellungen, Gedankendinge oder Erfindungen des Menschen. Jedermann
wird die Behauptung zugeben: Nichts ist etwas, wovon man reden, ,efwas®,
woriiber man verschiedener Meinung sein und streiten kann. Es existirt
also schon der obige Gegensatz zwischen ,nichts“ und ,etwas® in der ab-
soluten Mn. nicht. . % 2

[Es konnte eingewendet werden, dass wir hier von ,3'N1chts“ immer
nur in der suppositio nominalis gesprochen vergl. £) der Einleitung, S. 44 —
von ,dem Nichts“, als dem Worte, ev. der Vorstellung des Nl.chts, ab.er
nicht von der Sache, nicht von ebendiesen in der suppositio realis oder im
Hinblick auf seine Bedeutung genommen, nicht wirklich von nichts. Allein
im letztern Sinn kann davon iiberhaupt nicht gesprochen werden, man miisste

denn schweigen.] _
Die Gleichung 30,) aa, =0 sagt nun aus: Es gibl nichis, was
zugleich (und im selben Sinne) a und nicht-a ist.
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.Z. B. Nichts ist schwarz und zugleich auch nicht schwarz. Ein
Subjekt auch, dem die Pridikate ,schwarz“ und »nicht-schwarz® gleich-
zeitig zukommen sollten, muss ,nichts“ sein.

Die Gleichung erscheint als der konziseste Ausdruck fiir den ,,Satz
des Widerspruchs, das principium contradictionis der alten Logik — zu-
nichst hier mit der Beschrinkung auf Klassen und Begriffsumfinge.

Aristoteles in seiner Metaphysik formulirt' den Satz so (vergl. Sig-
w'artl p. 145): Es ist unmiglich, dass dasselbe demselben in derselben Be-
ziehung zugleich zukomme und nicht zukomme . . . und sagt weiter: Dies ist
der allergewisseste Grundsatz .. -, denn es ist unmdglich, dass irgend je-
ma.nd annehme, dasselbe sei und sei nicht . . . Jedermann, der einen Be-
weis fihrt, fihrt ihn deshalb auf diesen Satz als letzten zuriick; denn er
ist von Natur das Prinzip auch fiir alle andern Axiome. :

Demselben Satze werden wir im Aussagenkalkul wieder begegnen

gleichwie auch den iibrigen.
Die Gleichung 30,) a +a, = 1 sagt aus:
Alles ist »a oder mnicht-ax.

In die Formelsprache zuriickiibersetzt wiirde dieser Ausspruch
allerdings nur besagen: 1€ a+a,, allein nach Th. 5,) muss diese
Subsumtion dquivalent sein der Gleichung 30,). Jedenfalls: Was a
wst, und was nicht-a ist, ergiinzt sich zu der Gesamtheit alles (in unsrer
Mannigfaltigkeit) Denkbaren, macht zusammen diese ganze Mn. aus.

. Ein Drittes oder Mittelding zwischen a und wicht-a, ,,schwarz® und
yhicht-schwarz, gibt es darum in ihr nicht. Und so erscheint der Satz
als -Ausdruck des ,principium exclusi tertii (oder mediz) inter duo con-
traflzctorz'a“, als der Grundsatz des ausgeschlossenen Dritten oder Mittels
zwischen zwei kontradiktorisch entgegengesetzten Begriffen oder als

das ,tertium non datur® der alten Logik — fiir den Klassenkalkul
gedeutet.

Die iibliche Fassung: Omne A est aut B, aut non-B (Jedes A ist ent- .

“:'eder B, o.dcr nicht-B) muss aber vor missverstindlicher Deutung vor
einer f;ll weit gehenden Interpretation bewahrt werden. o3
o i l(;ersetzt man das nomne A* mit ,jedes Individuum einer Klasse A%,
1st der Satz richtig, nimlich, wie oben § 16 auseinandergesetzt, sowol
zu versteben als das disjunktiv pridizirende Urteil: A ist »B oder n}cht-B «
T unzweifelhaft gilt in der That: 4 <€ B + B, da eben B+ B, = 1 und
. :éll) se;nt muss — als auch als disjunktives Urteil fiir's einzelne Iildividuum.
y iibereslzhe .itma.n aber das ,omne 4“ als: ,jedes Objekt A des Denkens®,
o r;l. ehmaxi den dem ?atze fa_.ktisch zukommenden Giiltigkeitsbereich,
o e}?. ich wiirde man iiber die demselben rechtmiissig zukommende
e IE maus“ gehe.n, wenn man das ,omne A“ iibersetzen wollte mit
njede Klasse A“  Hierdurch nimlich wiirde das Urteil gleichbedeutend

mit der (disjunktiven) Behauptung, dass entweder A =< B oder 4 =< B,
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sein miisse, was ja falsch zu nenmen ist, sooft 4 aus Teilen von B und
B, sich zusammensetzt. .

So mag z. B. wahr sein: Alle Schafe sind, oder jedes Schaf ist ent-
weder schwarz oder nicht schwarz (resp. weiss), wogegen doch gleichwol
nicht gelten wird: Jede Schafrasse ist entweder schwarz oder nicht schwarz
(weiss), indem eine solche Rasse auch schwarze neben weissen Schafen ent-
halten mag.

Mit andern Worten: der von ,jedem A“ behauptete Satz gilt nur
in der urspriinglichen und nicht in der (aus ihr) ,abgeleiteten Mannig-
faltigkeit. ,

Die Theoreme 30) miissen besonders bei der wissenschaftlichen
Klassifikation, Einteilung (divisio) beriicksichtigt werden.

Von einer solchen ist als oberste Anforderung die zu erfiillen,
dass die Einteilungsglieder oder (Unter)Arten der zu klassifizirenden
Gattung wirklich zusammen diese Gattung ausmachen: kein Individuum
der Gattung darf ausgelassen werden; die Klassifikation muss eine
vollstiindige sein; die Einteilung darf keine Liicke (gap, hiatus in divi-
dendo) aufweisen.

Natiirlich miissen die Einteilungsglieder auch wirklich Arten der ge-
nannten Gattung (miissen derselben simtlich eingeordnet) sein; die Arten
diirfen nicht iiber die Gattung hinausgreifen.

Diese Anforderung bildet aber keine solche, vor deren Vernachlissigung
besonders zu warnen ist, weil die Einteilungsglieder ohnehin nur als deter-
minirende Faktoren der Gattung in Betracht zu kommen pflegen. Teilten
wir z. B. die Schafe ein in weisse und schwarze, so meinten wir natiir-
lich nicht: in weisse Dinge und schwarze Dinge, sondern in weisse Schafe

und schwarze.
Darnach pflegt sich die Anforderung, dass die idemtische Summe der

Einteilungsglieder der Gattung eingeordnet sei, gemiiss Th. 6,) und Def. (3,)
ganz von selbst zu erfilllen; die Vollstindigkeit aber erfordert, dass nuun
auch die umgekehrte Einordnung stattfinde, damit eben gemiiss Def. (1)
identische Gleichheit zwischen der Gattung und der Summe ihrer Arten

vorliege. g
Als eine zweite fundamentale Anforderung pflegt die hingestellt

zu werden, dass die Einteilungsglieder disjunkt seien, einander gegen-
seitig ausschlossen, je zu zweien O zum Produkt geben.

Die Vernachlissigung dieser Anforderung wiirde nimlich zu tau-
tologischen Wiederholungen von bereits Aufgezihltem fithren, welche
als nicht wiinschenswert, an sich zwecklos hinzustellen. Fehlerhaft
konnte aber solches Verfahren nicht wol genannt werden, auch wiirde
ein Verstoss gegen diese zweite Anforderung keine bedenklichen Wir-
kungen haben — vielmehr kann, wie wir in § 18, .. 0) zeigen, die
Missachtung derselben durch Riicksichten auf die Kiirze und Bequem-
lichkeit des Ausdrucks, bei Aufzihlungen (die eine Gattung oder
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Kategorie klassifizirend erschipfen sollen) nicht selten sogar geboten
erscheinen.

Eine dritte und letzte Anforderung, die rigoros gestellt zu werden
pflegt, ist die: dass ein  Einteilungsgrund“ vorhanden sei (vergl. Ein-
leitung 8. 85). Diese Anforderung mag durch psychologische, didak-
tische, oder auch methodologische Riicksichten diktirt erscheinen; in
rein logischer Hinsicht ist sie wol irrelevant zu nennen. Logisch voll-
kommen ist eine Einteilung — im Sinne der Logik des Umfanges
wenigstens — sobald sie nur die beiden ersten Anforderungen ja zur
Not schon, sobald sie die erste derselben erfiillt.

Eine, alle drei Anforderungen erfiillende, und tiberhaupt die logisch
vollkommenste Einteilungsweise wird erhalten, indem man das Th. 30,)
zum Schema der Einteilung nimmt, némlich aus der Gattung nur zwei
Arten, aus jeder Art ebenso nur zwei Unterarten, und so weiter, macht,
und zwar in folgender Weise. Sobald (durch ein Merkmal bestimmt,
was indess vom Standpunkt der Logik des Umfanges noch unwesent-
lich zu nennen) eine Art @ der Gattung als solche sich darbietet,
muss die Negation von dieser: a,, soweit sie nur unter die Gattung
fillt, als die andere Art hingestellt werden. Und ebenso weiter in
Hinsicht der Arten und ihrer Unterarten, falls jene noch fort und fort
emgeteilt werden sollten.

Das solches Einteilungsverfahren ein erschopfendes sein ‘muss, ist
nach Th. 30,) evident, wenn man dieses fiir die jeweils einzuteilende
Gattung als augenblicklicher Mannigfaltigkeit 1 in Anspruch nimmt.
Ebenso erfiillt das Verfahren kraft Th. 30,) auch die zweite Anfor-
derung (und bildet allemal das erwithnte Merkmal den durch die dritte
geforderten Einteilungsgrund). X :

. Anwendbar ist das Verfahren auf Jede Gattung einer ,gewohn-

lichen“ Mannigfaltigkeit 1. Hilt man letztere fest, und nennt @ die

zu klassifizirende Gattung, b eine erste Art derselben, so wird b =< q,

somit nach Th. 20,) b = ab sein. Man hat demnach die Einteilung:
. a=ab+ ab,

.l;te ;l:)m; ecitzlee Unterart von ab, d eine solche von ab,, so hat man

b= =
sonach @b=abe+abe, ab = abd + ab,d,

a = abe + abe, + ab,d + abd,,

Wo augenscheinlich das Produkt irgend zweier Glieder rechts ver-

kit . :
.hwmden muss, als ein zwei solche Faktoren vereinigendes, die Nega-
tionen von einander sind. Ete,
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- Eine derartige Einteilung heisst sweileilig oder dichotomisch (im
weitern Sinne). Die Gattung verzweigt sich dabei in Arten und Unter-
arten so wie mancher Baum sich in Aste und Zweige gabelt. Es ist
aber nicht erforderlich, dass jede Unterart gleichmissig weiter ein-
geteilt werde und jedenfalls wird man bei gewissen Spezies als letzten
Einteilungsgliedern stehen bleiben.

Gewdhnlich setzt man sogleich eines von diesen endgiiltigen Ein-
teilungsgliedern jeweils als erste Art resp. Unterart an, dessen Nega-
tion dann also die iibrigen unter die betreffende Gattung resp. Art
fallenden Einteilungsglieder in sich vereinigen wird. Hier braucht
nur diese letztere, mithin immer nur das eine der beiden Einteilungs-
glieder noch weiter eingeteilt zu werden — Dichofomie im engeren
Sinne. Awuch diese ist zuverlissig eine erschopfende (exhaustive) Ein-
teilungsweise.

Werden z. B. mit Max Miiller! die menschlichen Sprachen unter
dem Gesichtspunkt ihrer genealogischen Verwandtschaft oder nach-
weislichen Abstammung von einer gemeinschaftlichen Muttersprache
eingeteilt in die arischen (oder indogermanischen), die semitischen und
die turanischen, so erhalten wir dichotomisch zuwerkegehend die
Einteilung:

Sprache

arisch nicht-arisch

=L

semitisch ~  nicht-semitisch

—

turanisch nicht-turanisch

und ist nun ersichtlich, dass wenn etwa bei der oben erwihnten Ein-
teilung eine Sprache iibersehen worden sein sollte, die sich in keine
der drei Abteilungen einfiigt, oder wenn vielleicht bei einem wilden
Volksstamme eine solche Sprache noch neu entdeckt werden sollte,
diese notwendig zu unsrer lefzten Gruppe gehoren wird — d. i. zur
Gruppe der weder arisch- noch semitisch- noch turanischen Sprachen.

Vergl. hiezu Jevons® p. 98..111, insbesondre auch beziiglich des
yBaum des Porphyrius“ (Malchos).

Solange dergleichen nicht bekannt, mogen wir diese vierte Unter-
abteilung allerdings gleich 0 annehmen.

Ahnlich aber, wie in diesem Beispiele, bewahrt uns auf den
weniger sicheren Gebieten des Wissens allein das dichotomische V.er-
fahren vor dem Begehen einer Auslassung beim Einteilen. Um hle'l'-
gegen die erforderliche Garantie zu gewinnen, geniigt es indess, wie
man sieht, sich nur die lefete Unterklasse allemal zum Bewusstsein
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za bringen, welche von den bereits aufgezihlten ibrig gelassen wird,
und mit Sorgfalt zu erwigen, ob sie wirklich eine leere.

Unterbleibt dies, wibrend sie doch mitangefiihrt wurde, so macht der
Klassifizirende den Eindruck nur Selbstverstindliches zu sagen. Hierauf
beruht z. B. der Humor der folgenden in Studentenkreisen beliebten Hexa-
meter von unbekanntem Autor:

Si bene rem memini sunt causae quinque bibendi:

Hospitis adventus, praesens sitis atque futura,

Vinum, festa dies et quaelibet alia causa.
— Weiss ich die Sache noch recht, so gibt’s fianf Grinde des Trinkens:
Erstlich die Ankunft des Gast’s, dann Durst nebst kiinftigem Diirsten,
Wein auch, und festlicher Tag, und jegliche andere Ursach. —

Die Gleichung 31) (a,),= a stellt das ,Prinzip der doppelten Ver-
neimung”, das ,dupplex negatio affirmat“ vor. Sie zerfallt ‘nach Def. (1)
in die beiden Subsumtionen:

a=< (a),, d. h. a ist nicht nicht-a ,
und
(a),€ a, was nicht wicht-a ist, muss a sein.

So unbestimmt sind ihrem Sinne nach die in Worten ausgedriickten
Satge, sogar Grundsitze, der herkémmlichen Logik, dass man dariiber ver-
§ch1ef1eﬁer Meinung sein kanm, welchen derselben eigentlich unsre Formeln
iewells darstellen! Es stellt z. B. Boole, dem wir uns angesehlossen,
_pag. 49 die Gleichung 30,) als den Ausdruck des prineipium eontradic-
tionis hin, wogegen Peirce® pag. 28 im Anschluss an Leibniz und Kant,
die Subsamtion 4 =< (4,), als solchen ansicht — die umgekehrte als das
principium exclusi medii hinstellend. :

Man vergleic‘ne dber diese Streitfrage die griindliche Auseinander-
setzung von Sigwart! § 23, welcher auf Aristoteles zuriickgehend dar-
that, dass unsre obige Auffassung die berechtigte.

Ubrigens hingen die drei Sitze in der That auf das innigste zu-
sammen. Alle drei gelten sie.indess nur fir eine nZgewohnliche*
Mannigfaltigkeit, weil nur fiir eine solche der Begriff Nicht-a auf-
gestellt werden konnte, und konstatiren sie, indem sie als schlechtweg
giiltige hingestellt zu werden pflegen, gewissermassen gleichmaissig,
dass wir uns mit unserm Denken immer nur in einer solchen bewegen.

Wer .I.I.]it Sigwart die Verneinungspartikel auf die Kopula bezieht,
kann 419 Sa%ze 31) auch wieder nur fiir Individuen von a gelten lassen,
aber nicht fu.r Klgssen a. Eine Schafrasse z. B. von der es falsch ist, zu
i{ehaupten, sie sel nicht-weiss, indem sie neben schwarzen auch weisse
S)c?afe enth&l?, darf darum doch nicht weiss genannt werden, weil dieses
Pridikat damit auch ihren schwarzen Schafen zugesprochen wiirde.

f Dass nun die an unsre Mannigfaltigkeit zu stellenden beiden An-
1,(;:,‘1‘:'r.l;n.g€;n ,tkonmstent“ und ,,rein‘i zu sein, nicht nur, wie erkannt,
¢whend,  sondern auch notwendig (unerlisslich) sind, damit die
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Theorie der Negation Anwendung finden konne und allgemein, fiir
jede der Mn. angehdrige Klasse, der Begriff ihrer Negation aufstellbar -

werde, ist zudem leicht zu sehen.

Wire die Mn. nicht konsistent, so wire durch ihre Setzung bereits
ein Widerspruch gegebern, und konnte auf dieser Basis unmoglich die For-
derung widerspruchsfreien logischen Denkens erfiillt werden.

Wire aber die Mn. keine reine, so miisste mindestens einmal als In-
dividuum derselben eine Klasse 4 figuriren, die neben anderm auch ein
ausserdem schon Vorkommendes Individuum b derselben Mn. unter sich be-
greift. Die Negation dieser Klasse A diirfte nach 30,) kein Individuum
derselben, also auch b nicht, enthalten, und miisste demnoch alle iibrigen
Individuen der Mn., ausser genanntem A, umfassen, unter diesen auch das
frei vorkommende b — es wire mithin Widersprechendes gefordert. Ebenso
hitte die Negation des b (als isolirten Individuums der Mn.) alle iibrigen
Individuen derselben, sonach auch A, als Individuen zu umfassen, damit
als Inbegriff von b und fraglichem Nicht-b die ganze Mn. herauskomme
(die ja das Individuum A enthalten soll), und zudem diirfte dieses Nicht-b
das b nicht enthalten, welches zugleich mit dem in ihr enthaltenen 4 doch
in ihr steckt. Auch hier wire also der Ausschluss des b zugleich mit
dessen Einschluss (das eine explicite, das andre implicite mittelst 4) ge-
fordert — was unvereinbar.

Wihrend es so sich nicht angingig erwies, unter Ausschluss eines
Individuums doch ganz eine Gattung zuzulassen, die es unter sich begreift,
oder umgekehrt, bei Ausschluss dieser ganzen Gattung das Individuum zu-
zulassen, wihrend es logisch unmoglich erschien, der Gatfung und den Be-
deutungen ihres Namens Widersprechendes zuzumuten, bleibt solches sehr
wohl moglich in Bezug auf ein Ganzes und dessen Teile, wie es das fol-
gende Beispiel erliutern mag.

Gesetzt in einer Frage der Besteuerung von Grund- und Hausbesitzern
gelten als Steuerobjekte nicht blos die Hiuser, sondern auch die Fenster
und die Kamine derselben — um nicht zu sagen, auch die Ziegel auf den
Dichern. Dann sind diese letziern ja simtlich Teile der erstern. Man
wird sie aber alle als ginzlich von einander unabhingige Objekte ansehen
und behandeln konnen, und z. B. aus bestimmten vielleicht gesetzlich nor-
mirten Griinden jemanden von der Besteuerung seines Gebiudes frei
sprechen konnen, ohne ihm (damit) doch diejenige von dessen Kaminen za
erlassen, u. s. w. In dieser Mn. wiirde die Negation eines Hauses doch
dessen simtliche Kamine und Fenster als Individuen enthalten miissen, t?ie
Negation der gesamten letstern aber das Haus (als Ganzes) doch ein-
begreifen. Es entstiinde keinerlei Widerspruch, denn was vom Ganzen gilt
(quidqui@ valet etc.) braucht darum bei den Teilen nicht auch schon zu-
zutreffen. Das Haus und sein Kamin bleiben hier doch von einander un-
abhingige Objekte des Denkens.

:Kg:JiSiSW.Lt wird nun eine Mn. schon sein, sobald sie keine Urteile
als Individuen umfasst, denn dann kann auch zwischen letzteren kein

Widerspruch bestehen. Rein wird sie sicher sein, sobald keine Klassen
als ihre Individuen figuriren.
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Eine Mn. aller erfindlichen, (im engern Sinne) individuellen Ob-
jekte des Denkens ohne die (in der suppositio realis genommenen)
Urteile wird nun iiberall da, wo nicht von Urteilen, sondern von Dingen
schlechtweg die Rede ist, von hinreichender Erstreckung sein, um beim
Negiren aller in Betracht kommenden Begriffe oder Klassen einheit-
lich zugrunde gelegt werden zu konnen, und mag solche etwa die
wManvigfaltigheit der erdenklichen individuellen Dinge“ genannt werden.
Nach Bedarf kann man diese auch noch auf die Sphiré der wwirklichen*
Dinge einschrinken.

§ 17. Fernere Sitze fiir Gebiete und Klassen. Kontraposition, ete.

36) Theoreme. Allgemein ist:

36x) (ab)l =a+ bl ; 36+) (a + b)l = a’lbl
Die Negation eines Produktes ist . Die Negation einer Summe ist
die Summe der Negationen der Falk- ‘ das Produkt der Negationen der
toren. | Glieder.
Umgekehrt auch:
Eine Sumnie von Negationen ist Ein Produkt von Negationen ist
die Negation des Produktes | die Negation der Summe
threr Neganden.
Beweis. Da es nur eine Negation zu einem Gebiete geben kann,
so ist behuf Beweises gewissermassen nur die Probe zu machen, d.h.
nachzusehen, ob die angebliche Negation

a,+b, von ab } a,b, von a+b
d%e fiir dieselbe charakteristischen beiden Beziehungen des Th. 30) mit
diesem Gebiete zusammen erfillt, d. h. ob wirklich
ab(a,+b) =0, ab+a,+b =1 (@+0)a,b,=0, a+b+ab =1

fst. Dies folgt nun in der That aus den Zusitzen zu Th. 34.) und
34'\%) > Wenn man dieselben auch noch fiir die Gebiete a,, b, statt a, b
mit Ricksicht auf Th. 31) in Anspruch nimmt.

| Im Grunde kal?a hiebei wieder das Hiilfstheorem 29) in Anwendung.
Man hat — z B. links vom Mittelstrich — nach 30) einerseits:

ab-(ab), =0, ab+ (ab), =1
und, wie eben gezeigt, andrerseits:
ab-(a,+1) =0, ab+(a,+b) =1,
folglich nach jenem: (ab), = a,+b,.

Exempel fir Klassen. Wer nicht adelig und Grundbesitzer zu-
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gleich ist, ist entweder nicht adelig, oder nicht Grundbesitzer [oder
auch beides zugleich nicht, cf. § 8, 9)].

Was nicht ,auslindisch oder billig“ ist, muss nicht auslindisch
(ev. inléndisch) und zugleich nicht billig (ev. teuer) sein.

Hier ist wieder an eine Eigenheit der Wortsprache zu erinnern. Die
Subsumtion ¢ =€ a,b, heisst:

nJedes ¢ ist nicht @ und (zugleich) nicht b,
wofiir man auch den Ausdruck wihlen kann: ,Jedes ¢ ist weder a noch b
— sogenanntes ,,verneinendes konjunktives* Urteil. Man kann sich auch
noch anders ausdriicken und beispielsweise sagen: ,,(Jeder Fisch) Ein Fisch
ist kein Vogel und kein Siugetier'.

Schligt man aber in solchem Falle den verneinenden Artikel zum
Subjekte (anstatt, wie soeben, zum Pridikate), so muss das Mal-Zeichen
im Pridikate, statt wie vorhin mit ,und", nun mit ,,0der* iibersetzt werden:
»Kein Fisch ist ein Vogel oder ein Siugetier — vergl. § 8, 4, 1), 8. 232.
Wogegen der Satz: ,Kein Fisch ist (ein) Vogel und (ein) Siugetier® nur
bedeuten wiirde: ¢ =< (ab),, das heisst: ¢ =€ a, + b, —"

Dem gegeniiber wiirde das sog. ,,verneinende kopulative* Urteil: ,, Weder
die @ moch die b sind ¢ (= Sowol die « als auch die b sind nicht ¢) in
Formeln einfach durch: a + b =€ ¢, darzustellen sein. Und analog fiir mehr
als zwei Terme.

Fir Gebiete werden (im Hinblick auf Fig. 16) die Theoreme 36)
veranschaulicht durch Fig. 17.

Zusatz 1. Die Ausdehnung der Theoreme 36) auf beliebig viele
Terme (Operationsglieder, Faktoren oder Summanden) ist naheliegend.
So ist auch:

(abc)l =al+bl+cl | (a+b+c)l =(Ilblcl’
denn: 5
(abc)l = {(ad)-c}, = (ab)l +e6=(a,+b)+¢ = a,+b,+e¢,, ete.

Anmerkung zu Th. 36). Wendet man die Formeln 36) auf «,

und b, statt @ und b an, so ergibt sich nach 31):
(@b),=a+Dd ! (@, +b,), =ab.

Diese Formeln zeigen (wie Peirce bemerkt), dass mit Hiilfe der
dritten Spezies, der Negation, von den beiden ersten Spezies — d. i. von den
direkten Rechnungsarten des identischen Kalkuls: Multiplikation und Addi-
tion — 4rgend eine, gleichviel welche, entbehrlich gemacht werden konnte.

Wollte man mit Negation und Multiplikation allein auskommen,
so brauchte man nur iiberall, wo eine Summe a + b auftritt, fiir diese

@b zu schreiben. Mit Addition und Negation wiirde man ausreichen,

indem man fiir jedes Produkt ab konsequent sagte @+b — falls wir
hier einmal den wagerechten Negationsstrich benutzen. [Ebenso liesse

SCHRODER, Algebra der Logik. 23
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nach fritherem fiir O sich 1, oder aber fiir 1 sich O durchweg schrei-
ben, d. h. man konnte auch noch des einen der beiden Symbole 0 und
1 entraten.]

Analog ldsst sich mittelst der Partikel »nicht* von den beiden
Konjunktionen ,und“ und ,oder® irgend eine logisch durch die andere
darstellen:

Fir ,a oder b* konnte gesagt Fir ,was a und b ist® liesse
werden: ,was nicht »Nicht-o wund | sich sagen: ,was nicht »Nicht-a
Nicht-b« ist¥, oder Nicht-b« ist®

Dass es aber unzweckmdissig wire, solches durchzuftihren, sei es im
Kalkul, sei’s in der Wortsprache, bedarf kaum einer nihern Darlegung.

Es liegt die Moglichkeit vor, dass sich die Sitze 36) vielleicht
in der Gestalt:

Was nicht a und b ist, muss Was nicht a oder b ist, muss
nicht @ oder nicht » sein, zugleich nicht ¢ und nicht sein,
in Worte gefasst schon irgendwo in #ltern Logikbiichern vorfinden.

Wo nicht, so miissen sie De Morgan zugeschrieben werden, welcher
[wie Herr Venn! p. 389, Fussnote ausfindig gemacht hat] in ¢ p, 208,
indessen ohne Beweis, bemerkt, es hitten @+ b und @b beziiglich ¢, ,
und @, + b, zum Gegenteile. Selbstiindig ist auf diese beiden hiibschen
Sitze auch Herr Robert Grassmann?® gekommen, und diirfte dieser sie
zum ersten mal (und zwar auf die vorgetragene Weise) bewiesen haben.

Die in seiner Fussnote zu ° p. 32 von Herrn Peirce — Jjedenfalls

gesprochene, Herrn R. Grassmann eigentlich ver-

durchaus nicht begriindet finden._

Die Anwendung der Theoreme 36) im Sinne von links nach rechts,
also die Verwandlung eines Ausdruckes (ad), resp. (a+1b), in den ihm
gleichwertigen @ +0b, resp. ab, nennt man das sAusfiihren (Ent-
wickeln*)) der Negation, welche im Gegensatz hiezu bei den urspriing-
lichen Ausdriicken (ab), und (a +b), ,nur angedeutet” erscheint. FEine,
wie hier mit Negationsstrich versehene Klammer (), mag eine , Nega-
tionsklammer genannt werden. Das Ausfiihren der Negation liuft auf

das ,,Auflosen” dieser Klammer hinaus.
Zusatz 2 zu Th, 36).

_ Durch kombinirte Anwendung der beiden Theoreme 36) und des
Th. 31) kann man nunmehr von jedem nur durch Multiplikation und

) *) Aus einem in § 19 ersichtlichen Grunde wird dieser letztere Ausdruck
indess besser vermieden.
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Addition aus lauter einfachen Symbolen und deren Negationen auf-
gebauten iibrigens noch so komplizirten Ausdrucke die Negation sofort
und mit leichter Miihe ausgefiihrt herstellen, und zwar indem man
jedes Gebiet mit seiner Negation und ausserdem noch die Zeichen
»mal und ,plus“ vertauscht.

Man schreibe also aus dem gegebenen Ausdruck ab: ¢ mit a, a,
in Gestalt von a, - als + und + als -, wobei nur noch zu beachten
ist, dass manche Klammern', welche im urspriinglichen Ausdruck blos
gesetzt zu denken waren aber unterdriickt sein d{lrften, im negirten
Ausdruck ausdriicklich angeschrieben und beibehalten werden miissen
wogegen andere, diejenigen, die dort unentbehrlich waren, hier als
iiberfliissig in Wegfall kommen. Man hat nimlich gemiss Anhang 2
zu beriicksichtigen, dass urspriinglich Jeder zusammengesetzte Aus-
druck, wenn mit andern Termen verkntipft oder zu verkniipfen, in
Klammer stehen muss, dass aber endgiiltig (teils- zufolge gewisser
Eigenschaften, Gesetze unsrer direkten Operationen, teils auf Grund
eigener auf Klammerersparniss es absehender Konventionen) nur um
Summen herum, welche als Faktor auftreten, die Klammer nicht
weggelassen werden darf.

War hienach der urspriingliche Ausdruck schon frei von tiber-
flissigen Klammern, so wird beim Negiren desselben eine Klammer
allemal dann einzufiihren, im negirten Ausdruck neu anzubringen sein,
wenn man an das Negiren eines Produktes kommt, welches als ein
Summand im urspriinglichen Ausdruck steht — indem eben dadurch
sich eine Summe ergeben wird die als Faktor zu setzen. Dagegen
kommt jede (andre, jede nicht gerade ein Produkt als Glied um-
schliessende) Klammer des urspriinglichen Ausdrucks beim Negiren in
Wegfall.

Zur Erliuterung und Ubung seien zunichst fiir einige Ausdriicke die
Negationen hergesetzt, deren erste sechs schon De Morgan ? pag. 42 ge-
geben hat:

Ausdruck: a+be,

. x=(a+b)0, 2 x|=a|b|+cl

(a+10) (c+4d), a,b, +¢,d,
a+b(c+d)), a,(b, + c,d,)
a+b+a,c(odera+b+c), a,b,c,
(a—l-bc) ((Z‘I"_’/), a|(b|+’)l)+dl(el+f;)
ab+ec, (a+b)ec
ab+ ab,, (rll+b,)((t+b)=ub,+alb

23%

Negation desselben: a,(b, + c,)
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Ausdruck: a,(b,+c+ad), Negation desselben: ¢ 4 be,d

) a,be+ ab,c,, " (@48, +¢)(a,+0b+0)

g a(®, +¢)+be,, n  (@+0e)(0+c)=a,(b+c)+be

. a,(b+c+d)+bed, e a(b, +¢, +d) +b,c,d,.
Noch weitere Aufgaben in § 18, ).

In jedem aus einfachen Gebietsymbolen durch die Operationen der
drei Spezies Multiplikation, Addition und Negation aufgebauten Aus-
drucke kann man jetzt alle vorgeschriebenen (angedeuteten) Negationen
ausfiihren, wodurch der Ausdruck tibergeht in einen solchen, der nur
noch durch die beiden direkten Spezies, Multiplikation und Addition,
aufgebaut erscheint aus den einfachen Symbolen wnd deren Negationen.

Man braucht zu diesem Zwecke nur mit den innersten ,Negan-
den“ zusammengesetzter Natur, welche von der oben beschriebenen
Art sein werden, zu beginnen , die innersten mit Negationsstrich be-
hafteten Klammern zuerst, und dann nach aussen fortschreitend nach
und nach auch die fussern Klammern dieser Art, aufzuldsen, bis keine
Negationsklammer mehr vorhanden ist.

Wird auch auf diese Weise rasch die Mbglichkeit der Ausfiihrung
erkannt, so ist das geschilderte Verfahren doch nicht das praktischste.
Es kann sich nimlich dabei ereignen, dass man irgend einen zusam-
mengesetzten Ausdruckteil wiederholt »umzunegiren®, in seine Negation
umzuschreiben bekommt, was, sooft es zweimal geschah, nach Th. 31)
unnitige Arbeit war. Besser also wird man mit dem Auflésen der
Negationsklammern in der Richtung von aussen nach innen fortschreiten,
und sobald man mit dem Negiren der in einer solchen stehenden Terme
wiederum auf eine Negationsklammer stosst, solche (mitsamt dem auf
sie beziiglichen Vorsatze des Negirens) einfach fallen lassen, ignoriren.

Darnach ist z B,

[{(a+1), ctdelf] = {(@be+ae)r), = (a+b+c)(@+e)+f
auf die erstere Art mit, auf die letstere ohme die angegebene Zwischen-

rechnung_ (der doppelt negirte Ausdruckteil war g -+ b) sofort hinzusetzen.
Weitere Exempel :

[ {(ad), + (cd),} (e+ £, =abed + e+ f,
[a+0 {c+ d(e+fg),},], = a{b, +c+ de(f,+9)),
([(ax +bx), {(ma), (na), ) el + x), =
=(a+a,) (b, +2) (mz + nz)ex, = bnez, .
Zusatz 3 zu Th. 36).

Das am Schluss des § 13 erwihnte Problem der Zerfillung eines
Ausdrucks in seine letzten Faktoren kann nunmehy dadurch gelost wer-
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den, dass man die Negation des Ausdrucks herstellt, dieselbe (durch
Ausmultipliziren) in ihre letzten Aggreganten zerfillt und dann abermals
die Negation davon gemiss Th. 36) bildet. Z. B. fiir
Yy=ab+ac+ad+bed+e

ergibt sich:
yl o (al + bl) (al + cl) (al + (ZI) (bl + cl + dl) el= alblel +a|cle| + aldlel + blcldlel)
sonach:

y=(@+b+e)(@a+c+e)(@a+d+e)(b+c+d+e)

in ﬁbereinstimmung mit dem fritheren Ergebnisse.

37) Theorem.

Wenn a=<b, so ist b=a, (und umgekehrt).
Man darf also auch die beiden Seiten ciner Subsumtion negiren, wenn
man nur zugleich das Subsumtionszeichen umkehrt. Oder: Untergeordnetes
(oder Gleiches), negirt, gibt Ubergeordnetes (oder Gleiches). Eingeord-
netes, negirt, gibt Umgeordnetes.

Es lassen sich zwei Beweise vollkommen dualistisch fiihren.

Beweis. Wenn a=£b ist, so ist

@ = ab nach Th. 20,) ] a+b=>5 nach Th. 20,)
also nach Th. 32) auch

a, = (ab),, das ist @, =a,+b, | (a+10b), =10, das ist ab,=1,
nach Th. 36), und diese Gleichung ist, wiederum nach Th. 20) iqui-
valent der Subsumtion: b, <€ «a,, q. e. d. ]

Wendet man den Satz 37) auf die Subsumtion b, =€ a, als die
urspriinglich vorauszusetzende an, so folgt aus dieser auch (a,),=<< (3),,
das ist nach Th. 31) a =€ b. . .

Die beiden im Satze vorkommenden Subsumtionen bedmgt?n sich
also gegenseitig, sagen wesentlich dasselbe aus oder sind Zquivalent.

Exempel. Da Gold Metall ist, so ist, was nicht Metall .ist, auch
nicht Gold. Desgl. umgekehrt: Gilt etwa der Satz: ,,Was nicht P.ro‘-
teinsubstanz ist (nicht aus dem Ei stammt) ist auch nicht lebendl_g:‘,
so folgt: , Alles Lebendige ist Proteinsubstanz (stammt aus dem Ei)“

Ist eine Klasse als Subjekt enthalten in einer Prddz'lutklasse,' S0 muss
(als Klasse aufgefasst) die Negation des Pf.‘c’idika.ts 'enthalten sein in der
Negation des Subjelites — und zwar ganz einerlei, in Be.azug auf wel(fhe
Mannigfaltigkeit man die Negationen bildet, wofern dieselbe nur eine

gewohnliche ist, den Negationsbegriff zuléisst.. i
Fiir Gebiete kann man den Satz durch die Anschauung verifiziren
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an der Fig. 1 8. 155: die Aussenfliche des Kreises b ist ganz in der
des Kreises a enthalten.

Der Schluss von der Subsumtion @ <€ b auf die Subsumtion b, g,
(oder umgekehrt) gehdrt zu den so0g. ,unmittelbaren Folgerungen®, in-
dem derselbe schon zustande kommt, wenn auch nur eine Primisse
gegeben ist. Derselbe wird in der Logik als die ,Konversion durch
Kontraposition“ des durch die gegebene Subsumtion ausgedriickten Ut-
teils bezeichnet.

Zusatz. Ist a € b und zugleich a, <€ b,, so wird a — b seim, und
umgekehrt.

Beweis nach Def. (1), indem aus der letzten Subsumtion nach
Th. 37) und 31) hinzufolgt: 5 <

Exempel Die beiden Sitze: »Was Kochsalz ist, ist auch Chlor-
natrium®, und ,was nicht Kochsalz ist, ist nicht Chlornatrium® —
driicken zusammen aus, dass Kochsalz und Chlornatrium einerlei sind.

38) Theoreme.

Die Subsumtion a<b
aus, wie eine jede der beiden Gleichungen :
ad 38,) ab, = 0. | ad38,) a+b=—1.

Beweis. Aus a = folgt nach Th.

sagt genau dasselbe

15,) durch beiderseitiges Multipli- f 15,) durch beiderseitiges Addiren
ziren mit b, dass ab, <€ b, so- | von a, dass @, + a =< a, + b, somit
mit nach Th. 30,), dass ab, <€ 0, | nach Th, 30,), dass 1=€aq,+1b,
was nach Th. 5,) auf ab, = 0 t was nach Th. 5,) auf 1—ga,+5
hinauskommt, — Tst umgekehrt

ab, =0, .‘ a+b=1, ¥
so hat man nach Th. 30,):  so folgt nach Th. 16,) ete.:
\
@=a-1=ua(b+b) ¢ =a-1=a(a,+b)
=ab+ab, = ab + 0 l =aa,+ab=0+ab
oder @ = ab. Aus diesem Resultate folgt aber nach Th. 20,), dass
@« =< b, wie zu beweisen war.

Aus dem Umstand, dass der letzte Teil des hier gegebenen Beweises
rechterhand dem links durchaus nicht dual entspricht, erkennt man die
Méglichkeit noch andrer Varianten der beiden Beweise, welche aufzusuchen
dem Leser als eine gute Ubung empfohlen sei.

Exempel fiir Klassen. Da alles Gold Metall ist, so gibt es nichts,
was zugleich Gold und nicht Metall wire. Und jede Substanz — ja
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alles Denkbare innerhalb einer die Klasse Metall umfassenden ge-
wohnlichen Mannigfaltigkeit — ist (entweder) Metall oder [auch]

nicht Gold. : :
Nach den Theoremen 38) lisst jede Subsumtion sich als eine Glei-
chung schreiben, deren eine Seite O, oder, wenn man will, auch 1 ist.

Zusatz zuTh. 38). Nach diesem Satze in Verbindung mit Th. 31)
muss auch die Gleichung
ab=20 | a+b=1
beziiglich #dquivalent sein einer der beiden Subsumtionen:
a=<bh, b=<£a | a<b, b=<a.
Die Gleichung ab = O erscheint so, als der symmetrische Ausdruck
— symmetrisch allerdings nur im Hinblick auf das Kommutff,tionsge-
setz 12,) der identischen Multiplikation — fiir eine symnfemsclw Be-
ziehung, fiir welche die Wortsprache nur die unsymmetrischen Aus-

drucksformen hat: . .
»Kein g ist b, oder ,Kein b ist a

esp. . _
i »Alle @ sind nicht b ,Alle b sind nicht a“,

(die demnach auch unter sich fquivalent sein werden) — woferne man
hier nicht etwa seine Zuflucht nehmen will zu der Umschreibung mit-

tels verneinenden Existenzialurteils: o B
»lis gibt nichts, was @ und b zugleich ist“

39) Theoreme.

Jede Gleichung a="0
einen Seite, z. B.) rechterhand auf
39,) 0 I 89,) . 1
bringen. Dieselbe ist nimlich dquivalent der Gleichung:

ab,+ab=20 | ab+a,b,=1,-
oder auch in einer praktisch minder wichtigen Form geéchneben:
(@+10b)(a,+0b)=0 [ (a+b,)(a,+b{=1,
welche, wie leicht zu sehen, durch Ausmultipliziren gemiss Th. 28)),

30,) und 21,) auf die vorige zuriickkommt. . 1 s
¥ Beweist) Nach Def. (1) zerfillt die Gleichung @ = b in die bei-

den gleichzeitig anzuerkennenden Subsumtionen:
a=<b und b=£a. .
Nach dem Th. 38) lassen dieselben sich umschreiben in die Gleichungen
ab,=0, ab=0 | a+b=1, b+a=1

liisst sich (auf der
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und folgt aus diesen durch iiberschiebendes Addiren resp. Multipliziren
die zu beweisende Gleichung in der einen ihrer angegebenen beiden
Formen.

Umgekehrt, wenn die Gleichung gilt:

ab, 4 ab =D, . ' ab+ab =1,
sive  (a+1D,) (¢, +0) =1,

so muss nach Th. 24) sein:

d@b,=0 und ab=0, | a+b=1 und a+b =1,
was nach Th. 38) hinauskommt auf die beiden Subsumtionen @ =€ b und
b =€ a, somit nach Def. (1) auf die Gleichung a = b, wie zu zeigen war.

Indess konnte man hier auch schon mit der ersten Hilfte des Be-
weises auskommen, mit Riicksicht darauf, dass nach den ecitirten Sitzen
das Paar der Subsumtionen sowie der fir sie genommenen Gleichungen
Jeweils dquivalent sein musste der zum Ausgangspunkt genommenen Gleichung.

Exempel. Da Kochsalz einerlei mit Chlornatrium ist, so gibt es
nichts, was Kochsalz und nicht Chlornatrium oder Chlornatrium und nicht
Kochsalz wiire. Auch nichts, was Kochsalz oder Chlornatrium und zugleich
nicht Kochsalz oder nicht Chlornatrium wire.

Alles ist entweder Kochsalz und zugleich Chlornatrium oder nicht
Kochsalz und dann auch nicht Chlornatrium. Desgleichen Kochsalz oder
nicht Chlornatrium und zugleich Chlornatrium oder nicht Kochsalz.

Aufgabe. Man bringe die Gleichungen

ab = ac, a+b=a+c
rechts auf 0.

Auflésung: Mittelst der Zwischenrechnung — cf. Th. 36):
ab(a, +¢) + ac(a,+b) =0, (a+b)a,e,+ ab,(a+¢c) =0
erhilt man leicht die Resultate:

a(be, +b,c) =0 resp. a,(be, + bc) = 0.

Bei den Anwendungen wird man aber, besonders wenn @, b oder ¢ kom-

1»117:1rte Ausdriicke vorstellen, die Zwischenrechnung sparen und sich so-
gleich an das Schema dieser Endergebnisse halten. — Ebenso wiirden die
rechts auf 1 gebrachten Gleichungen lauten:

M +be+be =1 resp. a4+ be+be=1.

~ Das Th. 39) ist von grosser Wichtigkeit fiir die Technik unsres
Kalkuls, und zwar das 39,) in hoherem Maasse als sein duales Gegen-
stiick aus dem teilweise schon erwihnten Grunde, weil man lieber mit
Aggregaten (Summen) von monomischen Produkten als mit Produkten
von Polynomen (die in Klammern gesetzt bleiben miissten) rechnet,
desgleichen vorzieht, das auch der Arithmetik angehorige Distributions-
gesetz 27.), statt seines Gegenparts 27.), anzuwenden — wozu endlich
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jetzt als ein weiterer Grund der Umstand hinzutritt, dass es schon
jedermann geliufig ist, mit rechterhand auf O (nicht aber auf 1) ge-
brachten Gleichungen zu operiren. [Es kinnte iiberdies als ebendahin
wirkend angefiihrt werden, dass auch in der Wortsprache Ausdriicke
wie (@ +D) (c+d) meist unbequemer unzweideutig darzustellen sind,
als die ihnen dual entsprechenden ab + cd.]

Nach Th. 24) Zusatz konnte jedes System von gleichzeitig gel-
tenden Gleichungen mit der rechten Seite O in eine einzige solche
Gleichung zusammengezogen und durch diese ausreichend vertreten
werden. Nach den Th. 38) und 39) kann aber jede Subsumtion sowol
als jede Gleichung iiberhaupt dargestellt werden als eine Gleichung mit
der rechten Seite 0.*) Thut man dies bei allen etwa gegebenen Sub-
sumtionen und Gleichungen, und wendet hernach den genannten Zu-
satz an, so ldsst sich offenbar das Ziel verwirklichen, welches der fol-
gende Satz ausspricht:

Zusatz zu Th. 39). Jedes System von simultanen (koexistiren-
den, als gleichzeitig geltend hingestellten) Subsumtionen und Gleichungen
lisst sich in eine einzige Gleichung mit der rechten Seite O (oder, wenn
man will 1) zusammenzichen und durch diese vollkommen vertreten.

Wir werden dieselbe die ,vereinigte Gleichung des Systemes®
nennen.

Dies legt uns folgende Bemerkung nahe. In der verbalen Pogik w_ird
gewthnlich unterschieden zwischen ,,Folgerungen, als welche sich an eine
einzige Préimisse kniipfen, und ,,Schliissen®, als welche mehrere Priimissen
haben. Diese Unterscheidung erscheint auf Grund des vorstehenden Z1.1-
satzes in der exakten Logik — fiir den Kalkul — als belang_los, da wir
hier immer ein System von Prémissen in eine einzige Primisse werde:i
zusammenziehen konnen. Auch ,,Schliisse diirfen hier als ,,Folgerungen
hingestellt werden. ) . :

Und mit der Losung von Problemen, die sich allgen?em beziehen f.uf
eine einzige Gleichung — z. B. mit deren Auflgsung nach einer Un'bekann.,e?n
— wird das n#mliche dann auch von selbst geleistet sein fiir irgend ein
System von Gleichungen!

Ubungsaufgabe. Man bilde die vereinigte Gleichung der folgenden
acht Subsumtionen und Gleichungen:

azéb'l ¢c=<d, "|=éfa gl%hﬂ k=1, m=mn, p=4q, 1,=35,;
Auflésung. Die vereinigte Gleichung ist:

ab, +cd + e f, + g,h + kl, + k1 +mn +mn, +pq,+pq+1s+rs=0.

*) Und statt 0 konnte auch 1 gesagt werden.




362 Achte Vorlesung.

Ebenso ist von den drei Subsumtionen:
a€b, a€c, c£b
die vereinigte Gleichung:
ab,+ac+b,c=0. Ete.
Die linke Seite einer rechts auf 0 gebrachten Gleichung nennt
man, wie in der Mathematik auch ,das Polynom dieser Gleichung.
So ist ab, + ac + b,c das Polynom der zuletzt erwihnten.

Mehr beiliufig wollen wir jetzt ein paar Theoreme anreihen, die
sich zwar nicht selbst auf Negationen beziehen , aber erst jetzt be-
wiesen werden konnen, nachdem wir (auf Grund des Prinzips III)
unter Hinzuziehung des Negationsbegriffs die Berechtigung erworben
haben, von dem vollen Distributionsgesetze Gebrauch zu machen.

40) Theorem. Wenn zugleich
acEbe und a+c£€b+tc
ust, so muss sein: a<b
Beweis. Ahnlich wie bei Th. 29) haben wir:
a=a(a+c)=éa(b+c)=ab+ac%ab+bc=b(a+c)=éb(b+c)=b

nach Th. 23.), der zweiten Voraussetzung nebst 15,), sodann 27.), der

ersten Voraussetzung nebst 15,), wieder 27,), dann der zweiten Vor-

aussetzung nebst 15.) und endlich 23,). Oder dual entsprechend.
Also nach Th. 2) und 3): a=€0, q. e d. 5

Zusat'z L. Kombinirt man die durch das Theorem 40) gegebene
Auss.age mit derjenigen, welche sich durch Vertauschung von « und b
aus ihr ergibt so erhilt man das Theorem :

Wenn ac = be und zugleich @ +c¢ = b+ c ist, so muss a — b sein,

— welches als eine Verallgemeinerung des Hiilfstheorems 29) erscheint
und auch selbstindig genau wie letateres bewiesen werden kann.

A.nmerkung. Dass sowol beim Th. 40) als bei dessen Zusatz eine
d.er beiden Primissen allein nicht geniigt, um die Konklusion zu rechtfer-
tlg‘en,. haben wir bereits unter Th. 15) und 16) hervorgehoben und durch
Beispiele iiber Klassen sowie durch Figuren belegt. Wir sind jetzt auch
im sta.m.ie, es analytisch zu beweisen. B
G Bei Th. 40). gibt die Annahme ¢ = (i + ¢,)u, wo u ein willkiirliches

(?blet vorstellt, jedesmal ein solches Gebiet a, fir welches die erste Pri-
misse ac =€ he erfillt ist, indem ja ac — be-u=<be mach Th. 6.) wird
— und, nel?enbel gesagt, auf die allgemeinste Weise: hier wi:d nun
@by =D,c,u im Allgemeinen nicht — 0, also nicht « %,b sein.
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Ahnlich fir b = ac, + u ist a + ¢ =€ b + ¢ niimlich a+ ¢ + w, und wieder
ab, = a-(a, + c)u, = acy,
nicht notwendig 0, wie es nach Th. 38,) sein misste, falls a =< b folgte.
Desgleichen, was den Zusatz betrifft, ist ac = (a + u¢,)c ohne dass
@ = a+ uc, sein miisste, endlich ist @ + ¢ = (a + uc) + ¢, ohne dass doch
im Allgemeinen, und fiir jedes beliebige Gebiet w sein miisste @ = a+uec.
Das Theorem sowol als sein Zusatz gilt auch umgekehrt, und
zwar fiir jedes beliebige Gebiet ¢. Nimlich wenn z. B. a =< b ist, so
muss nach Th. 15) auch ac =€ bc sowie a+c=€b + ¢ fiir jedes ¢ sein.
Exempel zu dem Satze. Sind die Mongolen und die Russen stets Russen
oder Asiaten, zugleich alle mongolischen Russen auch asiatische Russen, so
miissen die Mongolen simtlich Asiaten sein. [Seit der chinesischen Ein-
wanderung in fremde Weliteile sind freilich die Primissen nicht mehr ganz
zutreffend, sie waren es jedoch zeitweise.]

Zusatz 2 zu Th. 40) Theorem von Peirce.
Wenn fiir irgend ein ¢ zugleich
ac<b und a=<b+c

a=<b,
desgleichen umgekehrt, fiir jedes c.

Beweis 1, nach Th. 40), weil unter den Voraussetzungen des
Satzes nach Th. 15) auch acc=<bc und a+c=£b+ ¢+ ¢, also ac=<bc
und a + ¢ =€ b + ¢ folgt.

Beweis 2,. Aus der zweiten Primisse folgt durch beiderseitiges
Multipliziren mit ¢ gemiss 15,):

aa=<€ a(b+c) also nach 14,) und 27,): a=<ab+ac.

Aber es ist ab + ac =€ ab + b, wie sich durch beiderseitiges Addiren
von ab zur ersten Primisse gemiss 15.) ergibt. Hienach folgt a fortiori:
a=€ab+b oder wegen des Absorptionsgesetzes 23,): a=£b, wie zu
zeigen war. - } § : ol

Hiezu genau dual entsprechend ldsst sich noch ein dritter yoeweis 2,
fiihren, was dem Leser zur Ubung empfohlen sei.

Die Umkehrung versteht sich nach Th. 6) und II von selbst: Ist

a=<Db, so wegen ac=< a auch ac =< b fiir jedes ¢. Ete.

Der Satz wire eigentlich als ein selbstiindiges Theorem' aufzui-‘[ih.}'en
gewesen; er sieht noch einfacher aus als das Th. 40) demzuliebe wir 1lin
behufs Vergleichung hier eingereiht haben. Sonderliche Wl.chtl-gkelt fiir
die Theorie mochte er gleichwol nicht besitzen und betrachte ich ihn mehr
nur als Kuriosum. Die Exempel zu demselben klingen alle recht sonder-
bar. Z. B. Da Gold, welches kiiuflich, Metall ist, und alles Gold kiuflich
oder Metall sein wird, so muss Gold Metall sein. Umgekehrt folgt aus

ist, so folgt:
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letzterm einerseits, dass auch geschmiedetes Gold Metall ist, und Gold sein
wird Metall oder auch geschmiedet.

Von fundamentaler Wichtigkeit sind dagegen folgende Sitze:

41,) Theorem (Peirce? p. 39) 41,) Theorem. (Peirce)
Wenn Wenn
ab=<¢ a<b+e
ist, so st ist, so ist
a€b+ec. ab,<ec.
D. h. Es darf .
em Faktor des Subjekts | e Summand des Pridikats
Jeweils von diesem abgelist und mit Negationsstrich versehen (in seine
Negation verwandelt, negirt) als
Summand zum Pridikat ] Faktor sum Subjekt
geschlagen werden — wonach denn aus der zweiten Subsumtion mit
Riicksicht auf Th. 31) auch wieder die erste folgt. Der eine Satz
nimlich kann, indem man b mit b, vertauscht, auch als die Um-
kehrung des andern dargestellt werden, ermichtigt zum Riickschlusse
von dessen Behauptung auf seine Voraussetzung, :

Behufs Beweises schliesse man aus der Voraussetzung durch
beiderseitiges

Addiren von b,: | Multipliziren mit b,
ab+b€b +c. ab, <€ b,(b+c),
N.ach Theorem 33,) Zusatz gibt | oder, wenn rechts ausmultiplizirt
dies: | wird mit Riicksicht aunf 30,):
a+b=€b+¢ ’ ab, << bc.

und da nach Th. 6,) auch J Da aber nach Th. 6)
|

‘ a<a+b, be=Ee
1st, so folgt die Behauptung nach Prinzip II.

Vergleiche hiezu das Theorem v) von Peirce im néchsten Para-
graphen. Noch einfacher kann man sich gemiss Th. 38,) und ev.
36) iiberzeugen, dass sowohl die behauptete als die vorausgesetzte Sub-
sumtion hinausliuft auf die Gleichung:

abe, = 0. | abe, =0.

Exempél:

l?ie Siiugetiere welche E]ossen haben, | Mohammedaner sind Schiiten oder Sun-

s.m:i Wale; ergo: die Stugetiere | niten; ergo: Mohammedaner, welche

sind Wale oder haben keine Flossen. | nicht Schiiten sind, miissen Sunniten
sein.

_—

Neunte Vorlesung.

§ 18. Verschiedenartige Anwendungen: Rechtfertigungen, Studien
und Ubungsaufgaben.

@) Auf Grund der Theoreme 33,) und Zusatz sind wir nun in
der Lage, die zuerst von Jevons (dann unabhiingig auch von Peirce,
R. Grassmann und mir, Me Coll und ev. noch Anderen) erfasste
und in diesem Buche zu Grunde gelegte identische Addition vollends
zu rechifertigen gegeniiber den von sehr beachtenswerter Seite gegen
sie erhobenen Einwinden. Die Betrachtungen diirften auch an sich
instruktiv sein, dazu als eine gute Ubung erscheinen.

Es wurde bereits erwihnt, dass Boole* in, ihm unbewusst, zu
engem Anschluss an das Vorbild der arithmetischen Addition die
gleichnamige Operation in der Logik nur verwendet wissen will uam
Klassen zu verkniipfen, die keine Individuen gemein haben — und
dass, nach der inzwischen vollzogenen Liuterung der Disziplin von
arithmetischen Beimengungen, von neueren Autoren ihm hierin nur
Herr Venn noch beipflichtet, indem er * pag. 381 .. 389 die Forderung
verficht, die Addition auf gebietfremde Summanden, individuenfremde
oder disjunkte Klassen zu beschrinken.

Herr Venn verwirft es, die Summe a+b fiir den Fall wo ab
nicht — O ist, iiberhaupt zu erkliren, da es ihm hier anstdssig er-
scheint, dass der den beiden Gliedern gemeinsame Teil ab, welcher in
die Summe @ + b doch nur ein mal eingehen soll, daselbst doch zwei
mal (als Teil von a@ sowol, wie als Teil von b) implicite erwihnt wird.

Es ist unbestreitbar, dass man diesen Standpunkt einnehmen kann,
denn auf Grund der oben citirten Sitze ist man berechtigt, und hindert
in der That nichts, iiberall da, wo eine unsrer im Jevons’schen Sinne
auftretenden Summen a + b auftritt, dafiir unsymmetrisch und etwas
umstdndlicher sei es a+ a,b, sei es ab,+ b zu schreiben, oder endlich
auch symmetrisch aber noch umstindlicher: ab+ ab,+ a,b.

Wer dieses vorzieht, wird also in der That es durchfiibrbar finden,
ausschliesslich mit ,reduzirten Summen zu operiren und bei Herrn
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Venn’s Ansicht zu verharren. Es frigt sich nur, wie man damit
durchkime, ob etwa besser und bequemer?

Nicht der einzige, aber doch ein Hauptzweck unsres Kalkuls sind
jedenfalls die Anwendungen desselben. Bei diesen miissen wir Data
von Textaufgaben iibertragen in die Zeichensprache des Kalkuls, in
Relationen oder Formeln, und haben deren rechnerisch gefundene
Losungen alsdann wieder in die Wortsprache zuriickzuiibersetzen.

Die Brauchbarkeit des Kalkuls wird dabei im allgemeinen als
eine um so grossere erscheinen, je inniger derselbe sich an die Wort-
sprache anschmiegt; wenigstens soll er von den Gepflogenheiten der
letzteren nicht ohne Not, nicht ohne triftige, durch greifbaren Vorteil
sich' rechtfertigende Griinde*) abweichen.

Ich werde nun durch ein paar Beispiele den Nachweis liefern,
dass die Wortsprache unsre identische Addition nicht nur zulisst,
sondern allerorten ganz ungenirt und wesentlich von derselben Gebrauch
macht — in der Wissenschaft natiirlich nicht weniger wie im gemeinen
Leben (doch geniigt es schon, aus letzterm nur die Beispiele heraus-
zugreifen™)). Es erscheint schon deshalb nicht ratsam, jene Addition
aus unsrer Disziplin der Algebra der Logik auszuschliessen. Uberdies
werden wir aber sehen, dass die Wortsprache auch wokl daran thut,
dieselbe zu verwenden.

B) Exempel. Die geographische Gesellschaft einer Universitits-
stadt veranstaltete im Saale der Museumsgesellschaft einen offentlichen
Vortrag, und schrieb in dessen Ankiindigung im Tageblatt aus, dass
Studenten sowie Museumsmitglieder freien Bintritt hitten.

Es gab aber viele Studenten, die zugleich Mitglieder der Museums-
gesellschaft waren. a

Sagen wir fiir ,Studenten® a, fir ,Museumsmitglieder® b, so war
also die Klasse der durch freien Eintritt bevorzugten Personen in der
Ankiindigung als »otudenten und Museumsmitglieder“, mithin als @ + b
bezeichnet.

Es ist augenscheinlich, dass die Klasse @-b der den beiden Kate-
gorieen gemeinschaftlich angehtrenden Individuen auf diese Weise
zweimal aufgezihlt wurde, und hiitte im Sinne des Herrn Venn kor-

‘ ) Rii.cksicht auf das Gebot der Konsequenz und Streben nach Allgemeinheit,
Spal'famkelt, gehoren zu den vornehmsten solchen.
**) Auf Beispiele aus verschiedenen Wissenschaften verzichten wir, da

solche, um gemeinverstiindlich zy werden, in der Regel lingere Vorbetrachtungen
erheischen.
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rekter das Inserat besagen miissen, dass ,fiir die Studenten und die-
Jjewigen Mitglieder der Museumsgesellschaft, welche keine Studenten sind‘
der Eintritt frei sei — entsprechend a + g,b.

Die Ankiindigung wurde wohlweislich nicht so stilisirt, schon weil
sie. dann um die Inseratkosten fiir die gespaltene Petit—Zeile, welche
die hier kursiv gedruckten Worte erfordert haben wiirden, teurer zu
stehen gekommen wire!

7) Anderes Exempel Ein Armeebefehl gibt bekannt, dass
wihrend des Waffenstillstandes aus einer von den deutschen Truppen
umzingelten Festung folgende Kategorieen von Personen herauszu-
lassen seien:

a — Personen weiblichen Geschlechts

b — Kinder

¢ — greise und altersschwache Personen

d — Verwundete

¢ — Kranke und

[ — Angehorige deutscher Nation.

Hiermit ist die Klasse der herauszulassenden Personen schlechtweg
gekennzeichnet als die identische Summe:
4A) a+btct+d+e+f

Dies ist in der That der kiirzeste Ausdruck fiir diese Klasse,
welcher moglich erscheint, obgleich, oder vielmehr gerade weil man
sich dabei nicht scheut, es nicht dngstlich umgeht, verschiedene Klassen
von Personen implicite, d. h. in verhiillter Gestalt, unter anderm Namen,
wiederholt aufzuzihlen. Z.B. die deutschen Kinder sind unter b mit
aufgezihlt als Kinder und unter f nochmals als Deutsche, ete.

Will man niemals andere Klassen zusammenfassen als solche, die
einander ausschliessen, so ist man gendtigt — falls wir etwa die
obige Reihenfolge beibehalten wollen — den folgenden Ausdruck in
Worten darzustellen:

B) a+ba,+cab+dabec,+ eabcd+fabe,de,

Um zu beweisen, dass dieser in der That dem vorigen identisch gleich
ist, scheide man erst den Faktor @, bei den fiinf letzten Gliedern aus, wo-
durch entsteht:

a+ a, (b+ cb + ab,c, + eb,c,d,+ fb,c,d,e,)
und ersichtlich wird, dass nach Th. 33,) Zusatz dieser ausgeschiedene
Faktor a, unterdriickt werden darf. Thut man dies und scheidet bei den
vier letzten Gliedern der entstehenden Summe sogleich den Faktfor b, aus:

a+b+b, (c+dc+ ecd+ fede,)
so darf auch dieser unterdriickt werden, und so fort.
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Ebenso wie wir eben B) in A) transformirten, kann man auch um-
gekehrt den Ausdruck A) in den B) iiberfiihren, indem man — die Glieder
des A) von rechts nach links durchgehend — successive von der Erlaub-
niss Gebrauch macht, ein jedes Glied mit der Negation des ihm voran-
gehenden zu multipliziren. g

Das gibe nun die folgende Aufzihlung: Frauen oder Médchen,
dazu die Kinder ménnlichen Geschlechts (Knaben), sodann die greisen
Personen, welche minnlichen Geschlechts ,und keine Kinder“ sind
(Greise), sodann die Verwundeten, welche nicht weiblichen Geschlechts,
auch keine Kinder und keine Greise sind, weiter die Kranken, welche
nicht weiblichen Geschlechts, keine Kinder, keine Greise und unver-
wundet sind, endlich die Deutschen, welche nicht weiblichen.Geschlechts,
keine Kinder, keine Greise, unverwundet und gesund sind.

Nun ldsst sich der Ausdruck ja allerdings noch in etwas verein-
fachen. Indem nimlich hier b¢ = O ist, d. h. es keine Kinder gibt,
die Greise sind, muss:

cby=0c+0=0bc+bc=(0b+b)c=1l-c=c
sein; es lisst sich also der Faktor b, bei ¢ unterdriicken, oder ist der
Zusatz ,welche keine Kinder sind“ bei den ,Greisen® — wie man ja
wol augenblicklich gesehen hat — diiberfliissig.

Welcher Befehlshabende wiirde gleichwohl sich einer solchen
Pedanterie schuldig machen, wie sie auch der so vereinfachten letzten
Aussage noch anhaftet?! —

Man bemerke noch die Unsymmetrie des letzten Ausdruckes (B), die
Abhiingigkeit seines Baues von der gewihlten Reihenfolge der Glieder.
Nihme man die Glieder von A) in der umgekehrten Folge, z. B., so hitte
man, um nichts schon Aufgezihltes zu wiederholen, nunmehr zu sagen:

C) f+efi+ def,+ cdef,+ be,dye,f,+ ab,c,de,f,

Und wollte man neben Erfillung der Boole-Venn’schen Anforderung gar
noch die Symmetrie des Ausdrucks beziiglich aller sechs Terme von A)
wahren — so, wie es Th. 33,) beziiglich der zwei ersten erméglicht — so
wiiren nicht weniger als dreiundsechzig Glieder anzusetzen, deren jedes aus
sechs Faktoren @ oder a@,,b oder b,, ete. bis f oder f, bestiinde, wie aus
spiteren Untersuchungen erhellen wird.

0) Die vorstehenden Beispiele liefern Belege fiir eine sehr be-
merkenswerte Thatsache:

Etwas schon einmal Gesagtes zu wiederholen scheint auf den ersten
Blick eine Verschwendung zu sein an Zeit und Worten.

Die Beispiele thun aber dar, dass es sehr viel umstindlicher wird,
den Wiederholungen konsequent aus dem Wege zu gehen, als sie sich
gelegentlich zu gestatten; sie zeigen, dass nur durch solche scheinbare
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Verschwendung die grosste Sparsamkeit an zur Beschreibung einer Klasse
bendtigten Worten oder Zeichen sich erzielen lisst, und bewahrheiten so
auf dem Gebiete des Haushalts mit Worten, auf dem Felde der ,Ter-
minologie®, einen Satz, dem auch.auf andern wirtschaftlichen Gebieten
(so namentlich bei den Beratungen des Staatshaushalts seitens der
Volksvertreter) eine allgemeinere Beriicksichtigung zu wiinschen wire:
dass die anscheinend allerengste Sparsamkeit oft auf die drgste Ver-
schwendung notwendig hinausliuft. :

Als Vorteile, welche durch den Gebrauch der (Jevons’schen) ein-
schliessenden - oder tautologisirenden Addition (gegeniiber der aus-
schliessenden Boole-Venn’s) zu erzielen sind, somit denselben recht-
fertigen, lassen sich namhaft machen: ;

1% Der direkte Anschluss an die Wortsprache und demgemiss leichteste
Ubertragbarkeit aus Worten in Formeln, und umgekehrt.

2°) Verwirklichung des denkbar Kiirzesten (Wort- sowie Formel-) Aus-
drucks fir die aus gegebenen sich zusammensetzenden Klassen —
und in Verbindung damit gleichwol

3% Wahrung der Symmetrie der Ausdricke (in Hinsicht auf die als
Elemente der Zusammensetzung gegebenen Klassen).

4% Bedingungslose Ausfiikrbarkeit der Addition; der Allgemeinheit dieser
Operation kommt es zu statten, wenn bei der Herstellung von
Summen aus Klassen der Fall einer Gleichheit solcher nicht aus-
geschlossen wird. Demzufolge auch

5% Grissere Freiheit der Rechnungsoperationen und Transformations-
methoden, m. a. W. reichere Mannigfaltigkeit der zur Verfiigung
stehenden Formen von Ausdriicken oder Darstellungen von Klassen,
somit auch der Losungsmittel bei Aufgaben.

6°) Geltung des Dualismus, zufolge dessen die ganze Disziplin sich iiber-
sichtlich und symmetrisch gestaltete, sodass es moglich wurde, aus
nahe der einen Hilfte der Sitze fast die ganze andre Hilfte ab-
zuschreiben- — eine Harmonie, die aber schwinden wiirde, falls
wir die Grundoperation der einen Spalte preisgiben.

Der einzige Enwand, der gegen jene Addition sich erheben lisst
und auch erhoben wurde¥®), ist der Vorwurf der Tautologie: dass man

*) Von den Vorziigen, welche Herr Venn seiner exklusiven .Addx:tion v.indi-
zirt, erscheint mir der erste: der einer grdsseren Am{ﬁ.herung an die arithmetische
Zeichensprache, als ein zweifelhafter. Wern reduzirte Smf:_men zur Anwendung
auf gewisse arithmetische Probleme — wie z. B. zur unmittelbaren Umde.ntjmg
in Probabilitaten der entsprechenden Ereignisse bei Aufg.ab?n der Wahrschemhc!;—
keitsrechnung — sich in der That nicht nur besser qualifiziren sondern gar allein

ScHRODER, Algebra der Logik, 24
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dabei sich schuldig mache, schon einmal Gesagtes (zumeist doch nur
m verhiillter Gestalt) nochmals zu sagen, zu wiederholen.

Dieses ist nun aber an sich etwas ganz Harmloses, und kann uns
das Argerniss, welches an Tautologien, wenn sie etwa wie bei Th. 14)
unverhiillt auftreten, welches an den yhackten Pleonasmen zu nehmen
ist, nicht bewegen, auf alle oben aufgezihlten Vorteile zu verzichten
— um so weniger, als ja ohnehin bei allgemeinen Festsetzungen fast
Immer gewisse Grenzfiille mit eingeschlossen werden, mit unterlaufen,
im Hinblick auf welche allein man die Festsetzungen sicher nicht ge-
troffen haben wiirde. —

"I evons' p. 76 sq. fiihrt als Beleg dafiir, dass das ,joder — eventuell
yund*, vel:gl. § 8, , #) — faktisch nicht im ausschliessenden Sinne ge-
braucht wird, den Satz an: Ein (englischer) ,peer ist entweder ein Herzog
(duke), oder ein Graf (earl) oder ein Marquis oder ein »viscount oder ein
Baron,_ und macht darauf aufmerksam, dass viele peers zwei oder mehr
von diesen Titeln besitzen, z. B. der Prince of Wales zugleich Duke of
Cornwall, Earl of Chester, Baron Renfrew etc. ist, Auf P. 77 citirt er
Stellen aus Shakespeare, Milton, Tennyson und Darwin’s Origin
of species” (demen leicht aus deutschen Klassikern #hnliche ceggnﬁber-
zustellen wiiren) um die gleiche Thatsache zu stiitzen, und resbumirt mit
Recht, dass die Bedeutungen der durch die Konjunktionen ,und“ sowie

oder® verkniipften Terme von der absoluten Identitiit bi
gensatze schwanken. i

&) Als nichste Anwendung unsres Kalkuls sei eine kleine Studie
ausgefiihrt iiber unzuliingliche Préizision und Missverstindlichkeit ver-
baler Ausdriicke, welche mit den Partikeln ,und“, ,oder und ,micht*
aIJfgebaut werden und die Beschreibung von Klassen bezwecken ’v’srelche
sich aus andern als bekannt vorausgesetzten Klassen ableiten’.

111;1(11 au.ssch]iesslich eignen, so begegnen wir dem dadurch, dass wir n sélchem
edarfsfalle eben auch unsre Summen mit Leichtigkeit in reduzirte umwandeln,

und ist solcher"Umstand kein Grund fir uns, uns auch sonst stets mit solchen
zu plac.ken. .[Uber die vorgehaltene Anstossigkeit der Gleichung 1+1=1
g'laube ich mit Stillschweigen hinweggehen zu diirfen.] Was aber die von Venn
;}wrte.ns als Hauptgrunc} a.'ngefl'ihrte angebliche Thatsache betrifft, dass die schonen
'ntww.ke]ungs- und Eliminationschemata von Boole beim Aufgeben seiner Addi-
tion nicht mehr anwendbar sein wiirden (80 far as has yet been schown“), so
ist derselbe wol giinzlich hinfillig und beraht — wie schon Herr Bruce Halst,e a*
D. 212 angedeutet zu haben scheint — auf einer Verkennung des Umstandes, dass
;Z?:;::?;::: gder »generalizations* durch die in meinem Operationskreis; dar-
ode i
e o r;' ;1;:]: Tre;?:if:t erhalten sondern noch einfacher und ele-

=] 1
behlllchmachuno a.llel Sllbtlakt ven lll]d dlvlSlven Opelatlonen. ; eIgIGIChe
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Auf die Mehrsinnigkeit des Bindewortes »oder wurde schon in
§ 8 unter ¢, 9, 9) aufmerksam gemacht.

Was a oder b ist, im inklusiven Sinne verstanden als ,a oder
auch b“, entsprach nach dortigen Auseinandersetzungen der identischen
Summe:

a+b, welche =ab+ab+abd ist,
d. h. bedeutet, was entweder a und nicht b, oder b und nicht a, oder
endlich @ und b zugleich ist.

Was a oder b ist, im exklusiven Sinne verstanden als ,a oder
aber b, vergl. § 8, u), wird nunmehr darzustellen sein mit:

ab, +ab,
d. h. entweder @, und dann nicht b, oder aber b, und dann nicht a.

Fiir zwei Kreise @ und b wird dieses Gebiet
durch die in nebenstehender Figur schraffirte Fliche
veranschaulicht.

Die beiden Ausdriicke differiren um das Glied abd,
fallen also mit ihren Bedeutungen zusammen, sooft
ab =0 ist.

Wir haben dies bereits 1. ¢. durch das Beispiel
»0G0ld oder Silber* erliutert, resp. exemplifizirt. . Dagegen -bedeutet ,,Grund-
besitzer oder aber Adelige* etwas ganz anderes als ,Grundbesitzer oder
auch Adelige”. Jenes nimlich fasst blos die biirgerlichen Grundbesitzer
mit den nicht grundbesitzenden Adeligen in eine Klasse zusammen unter
Ausschluss der adeligen Grundbesitzer. Dieses dagegen unter Einschluss

der letzteren. ;
Beiderlei ,oder“ erscheinen als symmetrisch in Bezug auf die

Glieder der Alternative. ,@ oder auch b“ sagt dasselbe wie ,b oder
auch a“ nach dem Kommutationsgesetze 12)).
Ebenso ist aber auch ,a oder aber I“ einerlei mit ,b oder aber a“

da, wie leicht zu sehen,
ab + a,b=ba,+ba

Fig. 18.

sein muss.

Hier mochten wir noch die Frage einschalten, ob es nicht vielleicht
ein unsymmetrisches ,oder gibt in dem Sinne, dass nd oger b* bedeutet:
entweder ¢ und dann nicht b, oder aber b und dann vielleicht doch auch a
zugleich ? -

Die Frage ist offenbar zu verneinen. Der Ausdrucl-c ist ganz unk-lar,
sofern er in seinem ersten Teil etwas verbietet, was er in seinem zweiten
Teile ausdriicklich erlaubt.

Hier kann man entweder — in Analogie mit dem in der Gesetzgebm{g
maassgebenden Usus — den Grundsatz anerkennen, dass, was .etw.a. in
einem Gesetzesparagraphen als erlaubt (nicht verboten) erscheint, in einem

andern aber verboten wird, verboien sei, den Grundsatz also: Wenn Erlaub-
24% ;
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niss und Verbot zusammentreffen, so gilt das Verbot. Darnach hiitten wir
ab,+ba,+ bab,= ab,+ a,d

als Sinn des obigen Ausdrucks, entsprechend dem exklusiven ,oder aber®
— da das b, welches zugleich auch a ist, dem ersten Teil zufolge auch
nicht b sein muss, also mit dem Faktor bb,, = 0, behaftet sein und weg-
fallen wird.

Oder man konnte auch den Grundsatz einhalten, sobald in Bezug auf
das Nimliche eine Erlaubniss und ein Verbot ausgesprochen werden, immer
das zuletzt Gesagte gelten zu lassen, ein ergangenes Verbot also durch eine
darauf folgende ausdriickliche Erlaubniss als aufgehoben zu betrachten —
was allerdings nicht im Einklang mit dem Prinzip I des Aussagenkalkuls
stehen wird. In diesem Falle wiirde unser Ausdruck bedeuten:

ab,+b+ab=a+0b;
jenes ,oder” deckte sich dann also mit ,oder auch®.

In beiden Fillen hiitten wir kein neues »oder”, sondern nur eines der
beiden fritheren in weitliufigerer Formulirung.

Sofern es nicht aus dem oben genannten Grunde ohnehin gleich-
gliltig, irrelevant ist, werden wir wie bisher, so auch fortgesetat hier,
wenn nicht ausdriicklich ,oder aber“ gesagt wird, unter der schlecht-

weg gesetzten Partikel ,oder“ immer das einschliessende »oder auch“
verstehen.

§) Nach unsern Festsetzungen sind nun die Ausdriicke:
soicht-a“  was @ und b ist, sowie, »Was a oder b ist“
von einer ganz bestimmten Bedeutung; sie konnen nur auf eine Weise
verstanden werden als a,, ab, resp. a + b, und erscheinen Missverstind-
nisse hiebei ausgeschlossen.
Ebenso sind:
»Was @ und nicht b ist* als ab,,
»Was a oder nicht b ist* als a+b,
vollig unzweideutige Ausdriicke.
Doppelsinnig dagegen erscheinen schon die Ausdriicke:
»Was nicht @ und b ist“, ,Was nicht @ oder b ist®.
Den erstern z B. kann man einerseits verstehen als:
»Was nicht a, und zugleich b, ist*
d. h. als @b, andrerseits als:

»Was nicht @ und b zugleich ist¥,
d. h. als

(@b),=a,+b,=ab+b—=ab+ab+ab nach Th. 33)

— Woraus zu ersehen, um was sich die Bedeutung des Ausdrucks von
der des vorigen unterscheidet.

Ebenso kann der zweite verstanden werden als:
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»Was »>nicht a« oder b ist¥, d. h. @ ,+b = a,b,+ab+abd,
oder aber als:

»Was nicht »a oder b« ist, d. h. (a+b),=ab,

Im Interesse der Deutlichkeit empfiehlt sich hiernach die Maxime:
bei konjunktiver Hiufong von Attributen oder Pridikaten die bejahten
den verneinten womdglich vorangehen zu lassen.

Man wird hier wiederum bestitigt finden, dass die Mehrsinnigkeit
und die damit gegebene Moglichkeit von Missverstindnissen, ja, ge-
legentlich die Verleitung zu solchen, daher riihrt, dass die Wortsprache
des Instituts der Klammern entbehrt. Hieftir noch ein Beispiel:

»Was @ und b oder ¢ ist*
kann verstanden werden als:
,Was »a und b« oder ¢ ist
Live ab+c¢=(ab)+c
oder auch in dem wesentlich davon verschiedenen Sinne:
,Was @ und »b oder c« ist
d. i als Ny

Letzterer Ausdruck wird nun vollstéindig bekanntlich gelesen als:
@ (mal) Klammer b plus ¢ geschlossen, und so konnte man — scheint
es — auch im Texte Doppelsinnigkeiten vermeiden, Wenn man daselbst
die Worte ... ,Klammer“... ,Geschlossen“... an ge?falgneter .Stelle
einfiigte. Mindestens wiirden aber hiefiir die ... Anfuh{'ungszewher.& >
und ... Schlusszeichen « ... den Vorzug verdienen, da wie Schf)l-l ein-
mal erwshnt, im Worttext die Einklammerung schon anderweitig be-
schlagnahmt ist. < :

In Druck und Schrift diirfte der Gebrauch dieser Zeichen, zu
denen wir auch gelegentlich greifen, in der That der beste'Behelf ”sem
wo immer es auf genaueste Unterscheidung ankommt und Missverstind-
nisse sich nicht durch den Stil, Wahl geeigneter Redewendungen schon
vollig ausschliessen lassen. g gl bR R

- 1 unitsmitie ! ) £ ]
ausdrizizk]jsgh v:;zvizlsf:;fen;rfﬁ‘;:s die Sprach:e Jjedoch 1m gesprochenen 'Teit?
nicht; vielmehr verhilt sie sich diesen Z.eiclfen gegeniiber geraiilelfme :(;
den Interpunktionszeichen und bestrebt §1ch 1.hrem_Ma.nge1. 3bzt:1 aiz s;;eillen
dasjenige was die Zeichen uns auszudriicken bestimmt sind, S
durch den Tonfall und Rhythmus der Rede, Anbringung geeigne erh s
und nachdriickliche Betor:iung .einzgtlaneéla lﬁi?::e;ith?pilz::ér ;‘;;mc }f::

n ja 1 > 5
?o(ﬁg:mvzsmfizmiihah:fi:;hzr VJVeise a.ngedeutet_—-— woraus allerdings, beim
Diktiren z. B., bekannte Schwierigkeiten entspringen.
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Immerhin besitzt die Zeichensprache des Kalkuls zufolge ihrer
korrekten Handhabung der Klammern einen merklichen Vorsprung vor
der Wortsprache, der sich besonders bei subtileren und verwickelten
Untersuchungen geltend macht.

Wie schon beim Beschreiben von Klassen, so macht sich auch in

irgend welchen andern Beziehungen der beklagte Mangel und gertigte Nicht-

gebrauch von die Klammern zu vertreten fahigen sprachlichen Gebilden
sehr hiufig fiihlbar.

Als Beispiel dadurch herbeigefiihrter Unbestimmtheit fiihrt J evons
w. a. den Satz an: Er fuhr von Dover nach London und ‘von London nach
Brighton, mit dem Schnellzuge’. Zufolge der (Un-)Sitte, das Zeitwort
ganz aw’s Ende zu stellen, entstehen im Deutschen leider solche Unklar-
heiten ganz besonders leicht, wie es beispielsweise die Zeitungsnotiz er-
kennen lisst: An der deutschfranzésischen Grenze wird viel tiber Wild-
diebereien ‘von franzgsischer Seite, geklagt’ — derengleichen aber unschwer
auch von den bessern Schriftstellern in unbegrenzter Fiille beizubringen wiren.

In der begonnenen Aufszihlung missverstindlicher Ausdriicke der
Wortsprache wollen wir nicht nach Vollstindigkeit streben, sondern
begniigen uns mit noch ein paar Beispielen.

n) Aufgabe. Auf wieviele Arten kann der Ausdruck: ,,Was a

und b oder ¢ und d ist¢ verstanden, beziehungsweise missverstanden
werden ?

Auflésung. Verstanden auf vier, somit missverstanden auf
drei Arten.

Sind niimlich vier Terme durch irgendwelche Operationen zu ver-
kniipfen, was wir dadurch andeuten wollen, dass wir die Terme abed
ohne Kniipfungszeichen nebeneinander setzen, so konnen Klammern auf
folgende fiinf Arten gesetzt werden
»bindre“ (d. h.
zuriickzufiihren:

{@b)cld, (a(be))d, (@d) (ed), a{(be)d}, a{b(cd)}.

Unser obiger Ausdruck lautet nun:

a-b+c-d
! finf Deutungen zu, von denen aber die zweite und
vierte dasselbe Resultat liefern, indem nach Th. 13,) ete.:
la(®+o)}d=a{(®+c) dj=a({+c)d = abd+acd

sein muss,

» um die Kniipfungen auf lauter
immer nur zwei Elemente auf einmal verbindende)

und lisst folglich

wogegen dieses Resultat von den drei andern Deutungen:

t(ab) +¢) d=(ab+c)d=abd+cd, “{b+(0d)}=a(b+cd)=ab+acd
und
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(ab) + (¢d) = ab+cd

verschieden ist, gleichwie auch diese unter sich es sind im Allgemeinen.

®) Aufgabe. Wie unterscheidet sich der Ausdruck: ,,fol.gsame (a)
fleissige (b) Kinder () von dem Ausdruck: ,folgsame Kinder und
fleissige Kinder®.

_Auflosung. Der erstere ist abc, der letztere

ac+bc=(a+b)c also abc+abc+abe,

d. h. er umfasst ausser dem erstern auch noch die Kiflder, wel'che
f(;lgsam aber nicht fleissig und diejenigen, welche fleissig aber nicht
folgsam sind. P | : :

= Sagt man nun: ,folgsame und fleissige Kinder¥, so erscheint es
oanz in subjektives Belieben gestellt, ob man de]n ;gstgn Ausdruck
d i — vergl. :

d ter verstehen will, oder den letztern verg z i
arm;ﬂsro'eben denke 7ich, die vorstehenden Betrachtungen kein allzu

2 -
o'linzend::a’s Bild von der Qualifikation der Wortspfache zur exakteg
Barstellunc und Einkleidung von Untersuchungen ub:r Klassen, 111;[
x Heil nicht etwa zu erwar

ie lassen wol auch erkennen, dass das o . -
iS;: von Bestrebungen, die — wie das ,Volapiik“ — blos die unregel

inati jugati affen.
missigen Formen, z. B. der Deklinationen und Konjugationen, absch
D

1 : Die Sitze
¢) Nunmehr Betrachtungen von einer andern Tendenz

Z ]tc
b] erig e Oeleo en bllch verwer teb wer den um A.usdmc
S]l rluel‘ Theorle lxonn n > b

zu vereinfachen, welche Klassen darstellen sollen. ; -
Aufgabe. Wenn gesprochen wird von dfm geblldeten-eRtia;: 31:2
den reichen Adeligen und den adeligen Ungeblld.et:nh—gm i
Beschreibung dieser Klasse von Personen zu vereintac en. ? i
Auflosung. Man lasse den mit;;)leren Term weg; die Anfiihrung
i icen ist zu sparen. Denn: )
b As:ihz’::bgebildeg, b = reich, ¢= adelig,

sl ab +be + ca,

die cewsebene Klasse, und fiir bc kann gesetzt werden:
i 1-be = (a+a,) be = abe + a,b¢;
ird in dem Ausdrucke:
alsdann aber wir o
das dritte vom letzten nach Th. 23,) ab-

das zweite Glied vom ersten,

sorbirt, und entsteht: R
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In Worten kann man iiberlegen: Die reichen Adeligen sind ent-
weder gebildet oder ungebildet. Im erstern Falle sind.sje unter den
gebildeten Reichen, im letztern unter den adeligen Ungebildeten ohne-
hin erwihnt, und folglich ist es durchaus tiberfliissig, sie noch be-
sonders zu erwihnen.

Man sieht, wie hier die Rechnung zwar fiir den in ihr noch Upn-
geiibten vielleicht nicht bequemer ist, als die I"Iberlegung i Worten,
wie sie aber die Operationen dieses verbalen oder mentalen Risonne-
ments Schritt fiir Schritt wiederspiegelt und dieselben in knappster
Form zum Ausdruck und Bewusstsein bringt.

Beiliufig haben wir vorstehend einen Satz gewonnen. Denselben
spricht die Formel aus:

Theorem ) ab +be+ ca,= ab + ca,,

\Yelche leicht zu merken uund in der Technik des Kalkuls von ziem-
licher Anwendbarkeit ist. ’

- %) Der Satz ist iibrigens nahe verwandt, wenn man will nur eine
kleine Umformung, eines schon von Herrn Peirce aufgestellten Theo-
rems, niwlich des folgenden: Fs gilt stets:

Theorem z) (@+2) b+a) = az, + ba. :
Durch Ausmultipliziren der linken Seite lisst sich nimlich erhalten:
zb + ba + a:é,,

w0{1ac}1 der Satz ersichtlich auf den t) zuriickkommt. In der ihf von
Peirce gegebenen Form ist die Gleichung dadurch bemerkenswert
dass die eine Seite derselben als das duale Gegenstiick der anderI:
(u.ml umgekehrt) erscheinen wiirde, wenn nicht das Symbol z zugleich
ltllt seiner Negation z, tauschte. Es wire darnach nicht korrekt:‘, die
l-orfnel %) selber eine ,zu sich selbst duale zu nennen, wohl ’a.ber
darf man von dem durch sie ausgedriickten allgemeinen ’Satze sagen
du.sl's}cr slich selbst dual entspreche. Denn das duale Gegenstiick vonb x):
welches lautet: ax +bx, = 7
wird den niimlichen Satz zm;driigli(jl—:l)dgb;:i, in letzterer Gleichung
t=]

unter z aue asjeni i
1tgr « auch dasjenige Gebiet verstehen kann, welches in %) mit »
bezeichnet wurde, |

4) Aufgabe,
elne  gewisse Zeit
solchen, welche Kri

Auf ’emer strategischen Bahnlinie findet sich fiir
Al

der Transport verboten von allen Giitern ausser

egszwecken dienen konnen, wenn sie explosiv oder
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nicht fiir die Montanindustrie bestimmt sind, sowie solchen, welche
fir die Montanindustrie bestimmt sind, wenn sie nicht explosiv sind
oder nicht Kriegszwecken dienlich.

Man soll das Transportverbot vereinfachen.

Aufldsung. Es bedeute ¢ = Kriegszwecken dienlich, b = ex-
plosiv, ¢ = fiir die Bergbauindustrie bestimmt. So ist nur erlaubt zu
transportiren die Klasse der Giiter:

ab+e)+e®+a).
Von Th. 33,), Zusatz, Gebrauch machend kann man hiefiir schreiben:
ac+ec)+c(ba+a)=acb+b)+ ac,+ a,c=ac+ ac,+ac=a+c,

quod erat inveniendum. Also:

Ausschliesslich erlaubt ist der Transport derjenigen Giiter, welche
Kriegszwecken dienlich, oder fiir die Montanindustrie bestimmt sind
(ganz ohne Riicksicht darauf, ob sie explosiv sind, oder nicht). —

Man kann auch gemiss Th. 36) von dem Ausdruck die Negation
nehmen, und findet:  (a,+ b,¢) (¢, + ba) = q,¢,
unmittelbar durch Ausmultipliziren. Also ist der Transport wverboten
fir Alles, was weder Kriegszwecken dienlich noch auch fiir die Mon-
tanindustrie bestimmt ist. — Die Klasse ,explosiv¥ fiel beidemal ganz
heraus; dieselbe kommt wesentlich gar nicht in Betracht. —

@) Man kann nun auch schon manche Streitfrage rechnerisch

entscheiden.
Aufgabe. Ein Chemiker hatte, um weitere Schliisse darauf zu

bauen, gesagt: . j
»oalze, die nicht farbig sind, sind Salze, die nicht organisch sind,

oder organische Korper, die nicht farbig sind.”
Bin anderer bestreitet ihm dies. Zu entscheiden, wer Recht hat.

Auflésung. Es bedeute a = Salze, b — organisch, ¢ = farbig.
So lautete die Behauptung:
ac,=< ab,+ be,.
Nach Th. 38,) ist die vorstehende Subsumtion vollig gleich-
bedeutend mit der Gleichung:
ac,(ab,+be), =0, oder ac, (a,+b) (h+¢)=0
und da Ausmultipliziren linkerhand diese Gleichung nach Th. 30,) be-

wahrheitet, so ist auch die Subsumtion richtig, hatte der Erste're Recht.
Wie von allen verfiigharen Mitteln, so auch vom Ausmultipliziren kann
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geschickt und ungeschickt Gebrauch gemacht werden. Unzweckmiissig wiire
es, hier erst die beiden Binome auszumultipliziren, wobei von den vier zu
bildenden Produkten blos eines, bd, fortfiele. Besser gehe man mit dem
Faktor ¢ in die erste Klammer und mit dem ¢, in die letzte Klammer
hinein, wo dann nur je ein Glied stehen bleiben und sogleich ab-b,c, ent-
stehen wird.

Man kann auch nach Th. 38,) die Subsumtion umschreiben in
die Gleichung:
(ac),+ab,+be, =1 oder a,+c+ab+be=1,
welche sich ebenfalls bewahrheitet, indem nach Th. 33,) Zusatu:
a,+ ab,=a,+1,, desgleichen ¢+be,—=c+b, hernach aber b+b=1
und die ganze Summe: 1+ a4+ ¢ =1 nach Th. 22.) sein wird.

Endlich konnte man die rechte Seite der fraglichen Subsumtion
umformen in:

ab,(¢+¢) + (a+a,) be,= abc + ac, (b +b) + a,be, = ac,+ (ab,c + a,be).

Nach Th. 6,) ist nun ein Summand — hier ac, — jederzeit in
der Summe enthalten. —

v) So unvollstiindig unser bis jetzt gesichertes wissenschaftliches
Kapital noch ist (wie aus der Fortsetzung der Theorie erhellen wird),
so vermag man doch mit demselben schon unbeschrinkt neue Sitze
aufzustellen, deren oft recht interessante zu entdecken, entdeckte zu
beweisen. Wir begniigen uns mit ein paar Beispielen.

Theorem ») (von Peirce). Wenn
ab=<c+d

ac,<<b,+d
setn [und desgleichen, mit demselben Rechte:
ad€b+c, be€a+d, bd£ a+c¢, c¢d=<£<a+D,
sS)dass von allen sechs Subsumtionen eine jede die fiinf {ibrigen nach
slf:h zieht, mit jeder andern iHquivalent ist]. Es kann hienach ein
Faktor des Subjekts mit einem Summanden des Pridikats vertauscht
werden, sofern man nur beide in ihre Negationen wmwandelt.

Der Beweis des Theorems wird am einfachsten dadurch geleistet,
dass man nach Th. 38,) die Subsumtionen in Gleichungen umschreibt,
wodurch die vorausgesetzte in ab (¢+d),=0 oder wegen 36,) in
abe,d, = 0, die behauptete in ac, (b,+d),= 0, das ist ac,bd, = O iiber-
geht, sonach die beiden ganz das ndmliche besagen. il

[Nun darf man in der Voraussetzung unbeschadet ihrer Giiltigkeit

ist, so muss auch:
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a mit b sowie auch ¢ mit d vertauschen, und muss hiebei auch die Be-
hauptung giiltig bleiben. Thut man dies einzeln oder gleichzeitig, so er-
hilt man aus der letztern sofort auch noch die drei folgenden von den be-
haupteten Subsumtionen, und geht die allerletzte dann nach dem Theorem
selbst aus der vorletzten hervor, wenn man in ihr die Terme b und ¢ vor-
schriftsmissig auf die andre Seite des Subsumtionszeichens wirft. Zum
Uberfluss folgt die eine Hilfte der sechs Subsumtionen auch aus der andern
und so die letzte aus der ersten durch beiderseitiges Negiren gemiiss
Th. 37) und 36).]

£) Exempel hiezu. In der Mannigfaltigkeit 1 der (ebenen) Kurven
bedeute a die Klasse der Kegelschnitte, b die Klasse derjenigen Kurven,
welche einen , Mittelpunkt* haben, ¢ die Klasse der Ellipsen (mit Ein-
schluss des Kreises) und d die Klasse der Hyperbeln (mit Einschluss
des Geradenpaars, némlich Paares einander schneidender Geraden), so
ist die vorausgesetzte Subsumtion erfiillt, nimlich:

Kegelschnitte, welche einen Mittelpunkt haben, sind Ellipsen oder
Hyperbeln.

Nach dem Theoreme folgt daraus: Kegelschnitte, welche nicht
Ellipsen sind, miissen Hyperbeln sein oder (Kurven, die) keinen Mittel-
punkt haben. Ete. ete.

Anmerkung. Das gegebene Beispiel kann benutzt werden um
darzuthun, dass es nicht gestattet ist, die Subsumtionszeichen in dem
Satze v) durch Gleichheitszeichen zu ersetzen. Denn die vorausgesetzte
Subsumtion gilt hier sogar als Gleichung (indem die Ellipsen nebst den
Hyperbeln auch die Kegelschnitte sind, die einen Mittelpunkt haben),
die gefolgerte Subsumtion aber nicht:

Kurven, die keinen Mittelpunkt haben (oder aber, resp.), sowie
Hyperbeln, brauchen nicht Kegelschnitte zu sein, die nicht Ellipsen
sind — sie brauchen niimlich iiberhaupt nicht Kegelschnitte zu sein.

0) Herr Peirce erblickt im obigen Satze v) das wahre Wesen,
die ,Essenz’ der Negation — was insofern begriindet erscheint, als
derselbe die hochwichtigen Theoreme 41) in sich vereinigt. Diese
fliessen aus ihm, indem man ¢ =0 resp. b = 1 annimmt.

Man konnte auch umgekehrt das Th. ) ganz unmittelbar auf die

beiden einfacheren Theoreme 41) zuriickfiihren.
Anstatt aus diesen setzt Peirce’® p. 35, sein Th?oregl aus folgenden
beiden Sitzen zusammen (wie? ist mir mnicht recht ersichtlich):

Theorem o). Wenn Theorem o,). Wenn

a,b=é0 a=éb+0
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50 dst: ac, b, | so dst: b= c+aq,

sowic umgckehrt — deren Beweis und Deutung dem Leser iiberlassen sei.

m) Theorem (von Jevons! p- 61). Von den sechs Gleichungen :

a=be,+b,ec, a,=bc+be,
b=ca+ca, b= ca+¢aq,
=ab+a,b, ¢ =ab+ab,
hat jede die fiinf iibrigen zur Lolge; dieselben sind alle sechse einander
dquivalent.
Aufgabe: das Theorem zu beweisen.

Auflésung. Durch beiderseitiges Negiren nach Th, 32) und 36)
gehen die beiden Gleichungen einer jeden Zeile in einander iiber. Hs
handelt sich also nur noch darum, die untereinander stehenden links
auf einander zuriickzufiihren,

. Dies kann geschehen, indem man die beiden ersten Gleichungen
mit ¢, resp. ¢ beiderseits multiplizirt und die Ergebnisse ac,=be,
@,¢ =bc iiberschiebend addirt. Ete, :

Am besten bringt man gemiss Th. 39,) die erste dieser Gleichungen
rechterhand auf Null. Dieselbe erweist darnach sich dquivalent mit
a(be+bc), + a,(be+b,c) =0
oder, wegen
- (be,+b,¢), = be + b,

abe +ab,c, + be,a,+ ca,b, — 0.

err.aus ist aber zu ersehen, dass der vorausgesetzte Zusammen-
?mng zwischen den Symbolen a,b, ¢ in Bezug auf diese symmetrisch
ist, durch Vertauschung derselben nicht verindert wird. Man mag
demnach z. B. die Buchstaben a,b, ¢ ,cyklisch — im Ringe herun?
— vertauschen, d. h. ¢ durch b, daneben b durch ¢ und ¢ durch a er-
s?tzen; dadurch wird man aus Jener ersten Formel die dritte und aus
dieser die fiinfte erhalten.

Das be}m‘fs Beweises vorstehend eingeschlagene Verfahren und die
duran‘ gekniipfte Wahrnehmung mochte ungezwungen zur Entdeckung
des Satzes gefithrt haben, .
.. E\Ian.veriﬁzire den Satz auch durch dje Anschauung an der F ig. 18
(S.371), indem man das dort schraffirte Gebiet mit ¢ bezeichnet.

In Worte)‘l kann man sagen: Wenn a bedeutet »b oder aber ¢, so
muss Eauch b einerlei sein mit »@ oder aber ¢, und ¢ mit »@ oder aber b“.

Xempel zu dem Satze. Ts mdge a die Klasse der gesetzlich
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erlaubten, b diejenige der moralischen Handlungen vorstellen (welche
beiden Sphiren einander bekanntlich nicht durchaus decken). Alsdann
sind die Handlungen ab unbedingt zu billigen oder wenigstens nicht
zu beanstanden (es sei denn unter Gesichtspunkten, wie der Klugheit,
Zweckmissigkeit, u. a. auf die wir hier keine Riicksicht nehmen wollen),
die Handlungen ¢,b, sind unbedingt zu verwerfen; dagegen konnen wir
die Handlungen der Klasse ab,+ a,b (= ¢), welche nur gesetzlich oder
nur moralisch, aber nicht beides zugleich sind, fiir den Augenblick —
nur um etwa einen kurzen Namen fiir die Klasse zu haben — ,strit-
tige” oder ,fragwiirdige nennen, sofern sie von dem Interpreten des
Gesetzes eine andere Beurteilung zu erfahren haben als wie vom Stand-
punkte der Moral. Noch besser vielleicht wird man sie nKonflikts-
handlungen“ nennen, weil Derjenige, der sie begeht oder sich vor sie
gestellt sieht, sich in Konflikt befindet oder in solchen gerit zwischen
seinem eigenen sittlichen Bewusstsein und demjenigen seiner Nation
soweit es in der Gesetzgebung zum Ausdruck gelangt ist.

Nach unserm Satze miissen dann auch die gesetzlichen Handlungen
entweder moralische oder aber Konfliktshandlungen sein, und um-
gekehrt. Desgleichen miissen diejenigen Handlungen welche frag-
wiirdig (Konfliktsh.) oder aber gesetzlich sind, moralische sein, und
wmgekehrt.

Stellt mah einen Ausdruck ab,+ a,b symbolisch als eine Kniipfung
@ob von a mit b dar, so ist diese Kniipfung einerseits, wie erwihnt, eine
kommutative, es ist @ ob = b o a, zugleich ist sie nach Jevons’ Satze auch
eindeutiy umkehrbar, und befolgt in Bezug auf ihre Umkehrungen das Gesetz,
dass sooft ¢c=aod ist, auch @ = boc und b = coa sein muss. Man

beweise, dass allgemein auch:
(aob)oa=10=ao0(boa)

sein wird. Die Kniipfung geniigt iiberhaupt den Gesetzen des in Anhang 5
unter ,,Beleg 6% angefiihrten Algorithmus @, —

@) Wir haben gelernt, jede beliebige Subsumtion @ =€ b auf ver-
schiedene Arten in eine Gleichung umzuwandeln, welche ganz das

‘nimliche sagt — cf. Th. 20) und 38).

Umgekehrt hingegen mochte eine Gleichung a =15 n'ach Def. (1)
durch zwei als gleichzeitig geltend hingestellte Subsumtionen a =< b
und b =< g ersetzt werden. S L

Hier liegt die Frage nahe, ob es nicht auch ang‘cingl.g ist, jede
beliebige Gleichung umzuschreiben in eine einzige Subsumtion.

Diese Frage beantwortet in bejahendem Sinne — das
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Theorem ). Wenn a =10 ist, so muss auch a+b=<ab sein,
und wmgekehrt, sodass die Gleichung mit der Subsumtion dquivalent.

In Worten: Wenn alles, was « oder b ist, auch @ und b sein muss,
so sind @ und b identisch, einerlei — und vice versa.

Dies zu beweisen kann als eine leichte ﬁbungsaufgabe fir An-
finger empfohlen werden. Doch sei deren Losung hier angegeben:

Wenn a = b ist, so wird

a+b=a+a=a und ab=aa=a,
somit liuft die behauptete Subsumtion hinaus auf die durch das Prin-
zip I verbiirgte a =€ a. Die Gleichung zog mithin die Subsumtion
nach sich.

Ist umgekehrt @ + b =€ ab, so konnen wir nach Th. 6,), der Vor-
aussetzung und Th. 6,) den Kettenschluss ausfiihren:

a<a+b, a+b=<ab, ab=<b, ergo a=£b,
und ebenso zeigt man, was iiberdies nach der Symmetrie schon folgt,
dass auch b =€ a, womit nach Def. (1) dann die Gleichung ¢ — b be-
wiesen erscheint. Die Subsumtion hat also auch die Gleichung zur
Folge, q. e. d.
Ein anderer Beweis ist ganz mechanisch fihrbar, indem man Sub-

sumtion wie Gleichung gemiiss den Theoremen 38,) und 39) rechter-
hand auf O bringt. ¢

6) Aufgabe. Man zeige, dass wenn

' a=<be und be=0
ist, auch
) b=<ca und ca—=0
sowie
. ¢=<ab, und ab=0
sein muss.
Gil!; z. B ein Fisch ist weder Vogel noch Siugetier, wihrend kein
Yogel ein Suugetlel' i1st, so haben wir auch die Folgerungen: ein Vogel
ist w"?der .FISC.h noch Siugetier, und kein Siugetier ist ein Fisch, sowie:
ein Stugetier ist weder Fisch noch Vogel, desgleichen kein Fisch ein Vogel.

7) Ebenso zeige man, dass wenn gleichzeitig:
. a<be +be, b=<ca +ca, c=<ab, +a,b
1st, dann diese Subsumtionen als Gleichungen gelten miissen, nimlich

) = bc, + b,c, ete.
sein wird, ' g S

Auﬁuhrung — gleichwie bei 6) — dem Leser tiberlassen —
vergl, x). :

§ 18. Studien. 383

v) Dem Anfiinger, wie dem Dozenten wird auch die Zusammen-
stellung einer Anzahl rein rechnerischer Ubungen willkommen sein, die
wir in mehrere Gruppen verteilen.

Die Aufgaben zielen zumeist auf die Vereinfachung eines ge-
gebenen Ausdruckes hin, und werden wir sie alsdann dadurch dar-
stellen, dass wir den ,gegebenen“ und den resultirenden vereinfachten
Ausdruck, der zu entdecken gewesen, d. i. den ,gesuchten® Ausdruck,
ohne weiteres einander gleich setzen. In andern Fiillen handelt es
sich von vornherein nur um den Nachweis der Identitiit einander gleich
gesetater Ausdriicke; in manchen auch darum, aus einer gegebenen
Voraussetzung rechnerisch eine angegebene Folgerung zu ziehen.

Allemal machen die Angaben den Anspruch, allgemeingiiltig za
sein bei beliebiger Deutung der vorkommenden Buchstabensymbole als
Gebiete oder als Klassen. Jede so ein Problem nebst seinem End-
ergebniss statuirende Angabe bringt mithin ein eigenes Theorem des
identischen Kalkuls zum Ausdruck. Natiirlich muss jedoch bei unsrer
beabsichtigten mehr nur miscellenhaften Zusammenstellung solcher
Theoreme auf strenge Systematik und Vollstindigkeit Verzicht ge-
leistet werden.

Nur gelegentlich geben wir auch eine Andeutung iiber die be-
quemste Art der Losung, und muss der Leser resp. Loser eben die
wichtigsten Sitze des Kalkuls, vor allem die Regeln fiir's Ausmulti-
pliziren und Ausscheiden, das Tautologie- und das Absorptionsgesetz,
die Theoreme 30), und Zusatz zu 33,), ete. bestiindig vor Augen haben.

Als Theorem ¢) stellen wir die Formel voran:
®) (@+0) (b+c)(c+a)=ab+bc+ca,
welche dadurch bemerkenswert erscheint, dass sie wvollkommen zu sich
selbst dual ist.

Dieselbe kann auch in der Gestalt geschrieben werden:

a(b+c)+be=(a+bec)(b+c)
und lisst sich analog in der Form:
alb+c+d--)+bed--=(a+bed-)(b+c+d--)

auch auf beliebig viele Terme a, b, ¢, d, - - ausdehnen, wo sie dann noch
zu sich selbst dual, aber nicht mehr — wie bei dreien — in Bezug

auf alle diese Terme symmetrisch ist. ! .
Fiir drei Symbole kann man dem Satze auch noch andere zu sich

selbst duale Formen geben, und zwar symmetrisch als:
(@a+be) (b+ac) (c+ab)=ab+c)+bla+c)+cla+),
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desgleichen unsymmetrisch, aber einfacher, als:

(@+bc) b+ac) =a(b+c)+ b(a+c), ete.
— indem diese Ausdriicke alle durch Ausmultipliziren, nach dem Ab-
sorptionsgesetze auf ab + ac + be hinauskommen, —

1) (a+be)b = (a+c)b; a(ab + be) = ab;
(ab +ac+be)abe = abe; (b+ac)(c+d)=ac+bc+bd;
a+b(c+d)+(rt+bz)c=a+b(c+d); (@a+0) (b+ac) =0b+ac;
(a+0) (b+a)=a+b; (a+b)(b+c)(c+d)(d+a)=ac+bd;
(@a+b)(b+c)=1b+ac; (a+b)(b+c)(c+d)=ac+cb+bd;
(a+b)(b+c)(c+d)(d+c)=bd+c(ad+ae+be);
(a+b)(b+c)(c+d)(d+e)(e+f)=acdf+ace+bce+bde+bdf;
(a+b)(a+c)(a+d)(b+c)(b+d)(c+d)=abc+abd+acd+bcd;
(a+11)(b+c)(c+d)((l+e)(c+a)=adb+bec+cad+dbe+eca;
(a+b+c)(a+b+d)(a+c+d)(b+c+d)=ab+ac+ad+bc+bd+cd;
n(b+c)c(n+7;)=ac;

(a+bc)(b+ac)=ub+ac+bc=(a+b)(ab+ac+bc);
(ab+cd)(a+b)(c+d)=ab(c+d)+(a+b)cd.

a(bte)+e,=ua+ec; a(b+c) (a,45) ¢, = 0; abe(b+ac+arc) =0;
(¢+1) (a,+b) = ab,+ a,b, (a+b,) (4,4+1) = ab + a,b; ~
(a+b,0) (b+a,e) = ab, (4,2 +0) (a+b,2) = ab; a(b+c)+a+be= i;
(@+b,e) (ac+,) = ac+b,c; a(b+ed) b (c,+d) = abed;
(abe+abe,) (abe,+ a,b,¢) = 0; (4 +0c) (a+b,e) = abe + a,b,c;
(4,+,) (ab+ac+be) = c(ab,+a,b); (a+0) a(be,+b,¢) = ab,c;
a(b+e) (e +ab+ab) = ab; a+b+c+0b(ac+ac) =1;
{abe+ (a,+¢) b) labe+a,(b+0)) = ab;  “ab+ abec=a(b+c);
a(a,+b,c) (a,4+be) = ac(a+0,) (a,4b) = a (b+ a,¢) b (a,+¢) = 0;
4, (b+¢) (b +ca) (c+ab) = 0; (z+9) (2,4y2) (y,+22) = 0;
zy (a+a)) (0,+9,) (b+y,) (b +2,) = 0; a4+ b+ ¢+ ab+ac+be=1;
@+9) (@ +2) (9,+2) (14 y+2) (= TY+2)=0; a+bte(abtab)=a+b,;
(@+0) (ab,+ a,b) = @b+ a,b = (a,+b,) (ab+a,b);

ab (ab+a,b) = 0 = q,b, (ab+ a,b);
(e, +0,0) (ca,+c,a) (ab+a,b) = o, (0e,+0,6) + (ca,+¢,a) + (ab+ a,b) =
= (ca,+e,a) + (a bita,b) = (ab+a,b)+ (bebe) = (betb,0)+(cate,a)=
=+b+e) (4,+b+e) =a (O +¢) + a,(b+¢) = ete.
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(ad+a,b,) (be+D,¢) (catea) = abe + a,b,0;
(be+0,e,) (ab,+a,b) (ac,+a,c) = a,be + ab,e,;
(q,be + ab,c + abe,) (a,b,+ a,¢,+ b,e,) = 0
ab + a,b, + a,¢,+ be,= ¢, + ab + a,b,;
4+ b+ a(be,+0,6) = a,+ b+ ¢,= a,be + ab,c + abe,+ a,b +a,c+b,c,;
(+b+c)(@b+ac+be)=a(b+c); a(d+c)+b (ae,+a,c) =ab+act+be;
a(+e)+e,+ab+ab=a+b+c— a(be,+b,¢) + ¢+ ab + ab,;
a(b+c) + a,b,+ a,c,+ b, = a+b+e— abe+abita,ctbeta(betb,c);
a, (e, +b,¢)+ab+ac+be=>b+c; ab+ac+be+ ab+ac+be=1;
("|+cl+ el) (bl+cl_.*.el) (bl+dl+el) (bl+dl+f;) acdf = ab,cde,f,
Anleitung: man lasse in den Summen die Glieder fort, deren Nega-
tion als Faktor aussen steht, und erhilt: ¢,(b, + ¢,) (b, + ¢,)b,acdf, ete.;

(@+b+c)(@a+0b,+c) (@+b+¢)=ab+ac+bc+abec,;
(a5, +bc), = ab,+be;  {(a,2+bz)c}, = ¢, + az + ba,.
Zeige, dass wemn & = a(b + ¢) + be, + b,c ist, dann &, = g bc+ be,
sein muss. Ebenso dass wenn beziiglich:
z=abc+ad+c), bc+ca+ab, b(c+a) +e¢a, a(be+bc)+be,
50
#=ab,c,+a,(b+c), be+eatab, blcta)tca, abec+be)+be;
ab, + b,c+ abc, = ac, + b,c.

V) a,b,+ac+be=c+ a,b,;. (@a+0b)e,+(c+ab)a, +be=1;
abec+ab+ac+bec=ab+c;
ab+ac,+ac+bc+ab,=a+b+c,
Anleitung: a,(b+¢) + a(b,+¢) +be=a,(b + ¢) + a(bc), + be =
=a(b+ec)+a+bec=0b+c+a+bec=etc; .
ab+bc,+cd+bd =0b+cd,
Anleitung: ab + b(cd), + cd = ab + b + cd = ete.;
at+b+c+abe=1,
Anleitung: Nach Th. 33,) Zusatz ist die linke Seite
=a+b+teg+ab=a+b+c+a=1+b+tc=1,
oder auch nach Th. 36,) und 30,), weil a,b,c = (a+b+c),;
ab+a,c+ be+ cd, + abed = ab+c,
Bemerkung: das Glied ab kionnte auch beiderseits fortgelassen werden;
a(ed + abed, + b,cd, + ac,+ ab,d) = a;

(ab,e,+ be) (be,a,+ ca) (ca,b,+ ab) = abe;
ScHRODER, Algebra der Logik.
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(ab+ab) (cd+ c,d) {(a+d) bye,+ a,d, (b+ c)} = 0;

{“‘ +¢ (b + dl)} {b +d, (“’ + cl)}(“ + bdl) G (b + “cl) dl= ('L e b) CI(II;

(@+b+c+d) (a,+0,+¢+d)=a@+c,+d)+a (b+c+d).
Anleitung: man zeige, dass der beim Ausmultipliziren eigentlich noch

hinzutretende Term (b+c+d) (b,+ ¢,+d,) von den beiden iibrigen absor-

birt wird, indem man ihn mit @+ «, multiplizirt;

(@a+b+¢)(a+0b,+¢) (aq,+b+c) (a,4 b+ c) = 0;

abeta(bt+e)=a@l+c)+be;  a(b+c)+be+be=

=abe+be,+be=ab+be+bec=ac+be+bc;

abe,+ abe,+abe+abe+a(b+c) =a+b+ec;

abz + az,+ ab = bz + az,; 4“2y, + Y, + ary = az + a,y,;

ay +bx + a,bzy = ay + bz + zy

wol am bequemsten nachzuweisen; indem man das zy rechts mit 1, =

= a + b + a,b, multiplizirt;

abzy,+ ay + bz + abry = (a + z) (b + y);

ab+be+eq,=ab+be+ea=(a+b+c)(q,+ b+ ¢);

(@a+2) (0 +¢)(c+a)=(q,+1) b+ ) (6+a) = abe+ab,e,;

ab+abx+ abr, = az + bz,

abed+a (b+ ¢+ d) zy +b (a,+ ¢, + d) zy, + ¢ (0,4 b+ a,) zy +

+d(a,+ b+ ¢) 2,y, = axy + by, + cxyy + dayy,,

wie zu zeigen, indem man abed mit 1 , = ZY + xy,+ 2,y + ,y, multipli-

zirt, sodann die gleichnamigen Glieder zusammenzieht. —

@) Wenn Cc=ax+ bz,
bedeutet, so zeige man, dass

) abte(a+b)=c¢
sein muss.

Desgleichen, wenn

¢=azry+bxy,+ cry + dx
bedeutet, dass ' I =

abed+e(a+b+c+d)=e
Wenn abe =20
ist, so muss abd (x+¢,) = abd
sem. —
Unter der Voraussetzung, dass
abed =0
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ist, sollen die folgenden Reduktionen gerechtfertigt oder als zulissige ent-
deckt werden:

a(e+d)=a(+d); (@,+ 0,4 d) ¢ = (4,+1,) ¢;
a+e+d)=uale+d); ad+ac+abed=a (0, +¢);
a,+bc+cd = a,+ be; ,+be+ed=a+D,ec;
a,+bd + abc.dl =a,+ be;; abe + (b|+ cl) d,= ((t +0,+ c.) d;
a,+b (¢,+ d) = a,+ be,; a(b+cd)=a(,+ec);
ab+(a+b+e¢)d=ab+ +c)d,

Anleitung zur ersten Aufgabe. Die linke Seite lisst sich schreiben:

a(bed +d,) + abed = abd(c, + ¢) + ad, = a(bd + d) = a(b + d).

Anleitung zur zweiten dieser Aufgaben. Die linke Seite ist

{al + bl + d(a| i bl)l} G (al + bl <t abd)c = (al + bl)c7
weil der letzte Term, ausmultiplizirt, Null gibt. Ete.

Anleitung zur letzten Aufgabe: Da bc die Negation von b, +¢,, so
darf man fir a+ b, + ¢, schreiben abc+ b, + c,; hievon der erste Term,
ausmultiplizirt, gibt abed, (und kann um abed, welches O ist, vermehrt
werden; dadurch entsteht abc) welches dann in das schon vorhandene Glied
ab eingeht, von diesem verschlungen wird.

Hier wiirde die Gleichung falsch, wenn man das Glied ab beiderseits
fortlassen wollte. Zu ihrer Geltung bedarf sie aber der Voraussetzung nicht.

;) Man vereinfache eine jede der nachfolgenden acht Subsumtionen:

ab<b, a=%<a+b, ab=<aq, b<a +0,
a<ab, a+b=£b, b=<ab, a-+b=<a,.
Auflésung: a << b — wie vermittelst des Th. 38,) zu zeigen. —

Nach dem dritten der obigen Schemata konnte beispielsweise dem
Satze: ,Alle Stinden sind verzeihbar (kénnen Vergebung finden)“ als eine
logisch vollkommen #quivalente — psychologisch aber so sehr davon ver-
schiedene — auch die Fassung gegeben werden: ,Unverzeihliche Siinden
sind keine Stinden“ — welche De Morgan von dem das Beispiel herriihrt
nicht ganz mit Unrecht als ,ungeschickt", tolpelhaft oder abgeschmackt
(vawkward“) hinstellt. )

Dagegen muss man sich hiiten, dergleichen an einem Beispiel zu
machende Wahrnehmungen sogleich auf die ganze Urteilsform auszudehnen.
Zum Beispiel: ,,Falsche lateinische Deklinationen sind gar keine lateinischen
Deklinationen . . .** hatte ich einst zu entgegnen, als mir ein philologischer
Kollege meine Einteilung der numerischen Gleichungen in richti.gt‘a und
falsche! p. 359 durch den Vergleich mit einer Einteilung der lateinischen
Deklinationen in richtige und falsche licherlich zu machen suchte. In der
That: wirklich lateinische Deklinationen sind immer richtige. ,,...dagegen:

falsche Gleichungen sind wirklich Gleichungen (d. i. Behauptungen einer
25%
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Gleichheit).“ So erwies sich jene ,ungeschickte Urteilsform hier als eine
geschickte zur Entkriftung des Einwandes.

B,) Man bringe die Gleichung @ + b — q rechts auf 0 nach Th. 39).

Auflésung: a,b = 0, was mit b =€ ¢ quivalent, Notwendige und
linreichende Bedingung dafiir dass ein Summand b im andern eingehe
und unterdriickt werden diirfe, ist also: dass er diesem eingeordnet sei.
Darnach erscheint das Absorptionsgesetz 23,) als spezieller Fall und
Korollar der Theoreme 6). i

Man verfahre ebenso mit der Gleichung ab — g und untersuche
die Bedingung fiir das Eingehen eines Faktors b im andern a. Die-
selbe ist ab, — 0 oder a £,

Wenn z = ab, +a,b + a¢, +b,c, bedeutet, so untersuche man nach
Vorstehendem systematisch, welches von den vier Gliedern rechts unter-
driickt werden darf — McColl3, Da ,

ab, (alb +a,c + blcl)l = abn(a + bl) (a =+ c) (b + c) = ab|(ab =z C) = ab,c
und a,b(ab, + a,c, + b,c,), = a,be
von O im allgemeinen verschieden, so sind die zwei ersten Glieder beizu-
behalten. Dagegen ist:

a,c,(ab,+ ab+b,c) =0 und be,(ab, + ab +a,c), = 0;
wir konnen also nach Belicben das dritte oder vierte Glied weglassen.
Aber nicht beide zugleich, denn nachdem nun
z=ab,+ab+0bec, resp. z— ab, + a,.b + a,¢,
geschrieben ist, wird:
b,(ab, + a,b), = a,b,c, und a,c,(ab, + a,b), = a,b,c

1717
nicht verschwinden — so lange die Gebiete a, b, ¢ als allgemeine gedacht,
so lange nicht besondere Beziehungen zwischen denselben bestehend vor-
ausgesetzt werden.

Natiirlich wird man zur Anwendung des hier erliuterten syste-
matischen Verfahrens nur zu schreiten haben, sofern sich nicht die
tiberfliissigen Glieder (,redundant terms®) schon beim blossen Anblick,
bei Durchsicht des Ausdrucks (by mere inspection) als andere zum
Faktor habend entdecken lassen — vergl. das Beispiel:

abe + ae + abe, + be, = a,c+be,.
_ Bei der Untersuchung, ob ein ¢+ b — @, d. h. b =0 ist, kann
iibrigens zur Vereinfachung der Rechnung, wie McColl hervorhebt, von

einem spiiteren Satze, vergl. Anm. 2 zu Th. 44,) mit Vorteil Gebrauch
gemacht werden.

71) Nunmehr noch einige Ubungen im rechnerischen Ziehen von
Schliissen. Man beweise den Sorites:

§ 18. Aufgaben und Anwendungen.

a=<b, b=<e, c£d, d<e, ergo ae,
indem man die Primissen in der Form darstellt:
a=ab, b=1bc, c=cd, d=de.
(Jevons?® p. 31.)
Auflésung. Durch Riickwirtseinsetzung folgt:
a = (abed)e.

0,) Man zeige dass wenn den Priimissen eines (bejahenden) Ketten-
schlusses noch eine Subsumtion hinzugefiigt wird, welche sozusagen
die Kette schliesst, durch welche nimlich der major seiner letzten dem
minor seiner ersten Priimisse subsumirt wird, dann simtliche termini
einander gleich sein miissen. Z. B. ist:

a<b, b%c, c€d, d<€e und c¢<£a,
so folgt a=b=c=d=c¢. (Jevons® p.212)

In der That hat man @ =< e nebst ¢ =€ a, somit ¢ — a, ebenso
a =€ d nebst d =< a, somit d = a, ete. —

&) ,Jedes a ist b% dargestellt als ,Jedes a ist b, oder b ‘gibt
; s
durch Konversion den Schluss: ,Jedes a, welches nicht b ist, ist b —
als scheinbare ,contradictio in adjecto®.
In Formeln kann man noch etwas einfacher so zu diesem Schluss ge-

langen: Wenn a =€ b, so ist rach Th. 15,) ab, =< bb,, aber bb, =< b nach
Th. 6,), ergo ab,=<<b. Am einfachsten nach Th. 41,), ¢ =1 setzend.

Man lose diesen Widerspruch. (Jevons? p. 202.) Der schein-
bare Widerspruch schwindet bei dem Hinweis (‘larauf, dass ab,. <0,
oder also ab, = 0 sein muss, d. h. es gibt kelfle a, w‘e]che mcht.b
sind; die Klasse dieser ist eine leere, und somit auch in der b mit-

enthalten! —

&) Wenn kein ¢ ein bc (d. h. b und ¢ zugleich) ist, was folgt

beziiglich der b und der ac? (Jevons? p. 200.) ; i
Beantwortung: die Primisse a =€ (bc), lasst sich umschrt?l en .1:
abc =0, und dieses ebenso wieder in b =< (ac),, d. h. kein b is

ein ae. —

Jevons? p. 189. .. :
"\771V)as ist der wahre Sinn der Redensart: ,Alle Rider, welche nach

Croyland kommen, sind mit Silber beschlagen®?
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Bezeichnet r die Klasse der nach Croyland kommenden Rider
und s = silberbeschlagen, so soll =< s sein,

Die Unterstellung ist: dass es silberbeschlagene Rider tiberhaupt
nicht gebe, d. h. dass s =0 sei.

Hiernach folgt gemiss Th. 2) und 5,), dass auch r=€0 somit
r =0 sei, das heisst also: es kommen keine Rader nach Croyland
(einer gebirgig entlegenen, friiher schwer zuginglichen Abtei).

Aufgaben von einer #hnlichen Leichtigkeit der Behandlung, in-
dessen gleichwol nicht immer von unzweifelhafter Klarheit der Frage-
stelling und unanfechtbarer Losung, gibt Jevons in ? in unge-
heurer Menge.

#;) Beobachtet sei, dass die Phiinomene g, b, ¢ nur in den Kom-
binationen abe,, a,b,c und a,b,¢, vorkommen. Was sind die einfachsten
Aussagen, die iber a, b, ¢ gemacht werden konnen ? (Jevons?® p. 219.)

Beantwortung. Der Ansataz:

abe,+abec+abe =1, oder abe, +ab, =1
gibt erschopfend die Mannigfaltigkeit 1 der wirklichen Falle an. Durch
beiderseitiges Negiren folgt:
(@, +b +¢c)(@+b) =0 oder ab +ab+ (a+bec=0.

Das Verschwinden der beiden ersten Terme zeigt an, dass @ = b ist,
und kann hienach das Verschwinden des letzten Terms kiirzer durch
(@+a)c=0 oder ac=0
ausgedriickt werden. Faktisch bedingen also die Phinomene ¢ und b
einander gegenseitig (die Klassen der Fille wo das eine oder wo das

andere von ihnen vorliegt, sind identisch) und wo eines von ihnen
vorliegt, da fehlt ¢. —

y;) Gesetzt: Jedes s ist @ oder b, aber jedes @ ist p, und jedes b
ist p. Zu folgern: jedes s ist p. (De Morgan ?p. 123.)
Ist s<€a+b, dazu a <€ p, b =< p, so folgt nach Def. (3) ans dem

System der letzteren Primissen: @+b=<p, und hieraus in Verbin-
dung mit der ersten Primisse nach Prinzip II:

. : s<p,
wie zu zelgen war.

Nach De Morgan wire dieser Schluss eine gewohnliche Form
des ,,Dilemmas. — ’

%) Gesetzt: Jedes @ ist entweder b, ¢ oder d, ferner kein b ist a
und kein ¢ ist a, so folgt: jedes « ist d. (De Morgan? p. 122))

§ 18. Aufgaben und Anwendungen.

Beweis. Von den Primissen
a<€b+c+d, ab=0, ac=0

 kann man die erste nach Th. 20) schreiben:

a=ab+c+d) =ab+ac+ad,
was sich mit Riicksicht auf die folgenden vereinfacht zu:
a=ad oder a=£d.

4,) Gesetzt: Jedes a ist b, ¢ oder d; jedes b ist e, jedes ¢ ist ¢,
jedes e ist d. So folgere man: jedes @ ist d. (De Morgan? p.123.)
Primissen: a=€b+c+d, b=€e, c£e, e£d.
Ergo: b<d, c<d, b+c<d,
und da ohnehin d=£d, so ist auch b+ ¢+ d =€ d, woraus in Verbin-
dung mit der ersten Primisse a fortiori folgt: a =< d. —

@;) Angenommen: Jedes a ist b, jedes ¢ ist d aber kein b ist d.
Zu beweisen, dass auch kein @ ein ¢ sein wird. (De Morgan? p. 123.)
Primissen: a<b, c£d, bd=0.
Aus den ersten beiden folgt nach Th. 15,): ac =< bd, sonach ac=€0,
was auf a¢ — 0 nach Th. 5) hinausliuft. —

v,) Man vereinfache die Aussage:
(¢ +a)b,+ ac = (a+b)c,+ab.
Aufldsun g. Bringt man rechts auf 0, so entsteht: b¢,+b,c=0,
das heisst: b =c.

) Ist £ —ax +bz, so soll bewiesen werden, dass bz, =0

sein muss. e i
Am einfachsten geschieht dies mittelst Durchmultiplizirens der Pri-

misse mit z,.

0,) Wenn a = ab + z(a +b), so ist b = ab+z,(a +b), und um-
gekehrt. Dies zu beweisen, wird man beide Gleichungen rech‘ts auf 0
bringen, wodurch sich @bz + ab,#, = O ibereinstimmend ergibt.

7)) (Jevons?, p. 239.) Zu zeigen, dass die Aussage: ,Alle a sind
sowol b als ¢* &quivalent ist dem Systeme der bexdfen At.xssagex‘l: ,,.W:.a.s
nicht b ist, ist auch nicht a“ und ,,Was nicht ¢ ist, ist nicht ¢, mithin
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a=<bec #quivalent { b<a, .

¢<a
Auflésung: Erstere Subsumtion, rechts auf b gebracht gibt:
ab, +ac, =0

und dies ist auch die vereinigte Gleichung der beiden letztern Sub-
sumtionen. Zudem geben diese nach ®): b, +e¢, =< a,, was die Konver-
sion durch Kontraposition der erstern Subsumtion nach 37) und 36) ist.

0, De Morgan®p. 14 empfiehlt einem Jeden, der sich oder seine

annten auf die Probe zu stellen wiinscht, in wie weit Zergliederung
(Analyse) der Formen des Aussagens (of enunciation) fiir ihn von Wert
sein wiirde, die Vorlage dieser Frage, deren Beantwortung sofort ge-
geben und begriindet werden soll: ob die beiden folgenden Behauptungen
(oder welche von ihnen) richtig seien:

Erstens. Alle Englinder, welche nicht schnupfen, sind zu finden

opdern, welche keinen Tabak konsumiren,

Zweitens. Alle Engléinder, welche keinen Tabak I
finden sich unter den Européiern, welche nicht schnupfen ?

Bedeutet g — Engliinder, p — Europier, ¢ — Schnupfer, d — Kon-
sument von Tabak, so ist behauptet: ac, =€ bd,, sodann ad, = be,, und
gilt als selbstverstindlich, dass a=<b und ¢=<d ist. Wihrend also

ab, =0 und ed, =0

ist, sagt die erste Behauptung, dass

onsumiren,

o <o ac,(b+d) =0, die zweite, dass ad,(b,+¢c) =0

Sei; die zweite ist mithin offenbar richtig; :
schwindet zwar auch der Term ach, =
die Behauptung tibrig:

von der ersten aber ver-

¢+ 0 identisch; dagegen bleibt

sind beschiftigt, einen Haufen Biicher in
4 soll alle deutschen politischen Werke

n Inhaltes, zugewiesen, endlich dem C die
denen deutschen Werke und

[Statt | politisch«

. gebun-
i : die ungebundenen politischen Novellen.
wiirden wir viellejcht besser  historisch® nehmen.]

§ 18. Aufgaben und Anwendungen. : 393

Welche Werke werden von zweien der drei Personen beansprucht,
und werden es gewisse Werke von allen dreien?

Auflosung. Es bedeute @ — deutsch, b — politisch, ¢ = gelzun-
den, d = Novelle, und bei der Rechnung A die Klasse der der gleich-

‘namigen Person zugewiesenen Werke, desgl. B ete., so ist gegeben:

A=ab+acd, B=bc+bad, C=ac+cbd
und hieraus folgt:
AB =bc(a+d), AC=ab(c+d), BC= ac(b+d),
ABC = abe,

womit die Antworten auf die gestellten Fragen gefunden sim.l und
z. B. die letzte besagt, dass die gebundenen deutschen politischen
Werke und nur diese (falls solche vorhanden) von allen drei Personen
beansprucht werden.

In den Mathematical Questions with their solutions from the »Edu-
cational Times“ (edited by W. J. C. Miller), Vol 33, 1880, pag. 99 und
100 sind auch noch in andrer Manier die Losungen der vorstehenden Auf-
gabe gewonnen von den Herrn C. J. Monro, R. R. Gl_-ey, und.a.ndern,
:owie von H. McColl. In Bezug auf des letztern Manier vergleiche der
weiter vorgeschrittene Leser den § 46, 18. Studie.

7,) Aufgabe, McColl, Math. Questions, Vol. 34, 1881, p. 85,
gelost von W. B. Grove, Elizabeth Blackwood, u. a.

Was ist der geringste Zusatz, der zu dfen ?ramlssen: aae,
b<<p, c<yp,--- gemacht werden muss, damit sie den Schluss ge-

: ?

Stattill.lffi 6%su§ng. Mit Riicksicht auf Th. 38,), ?4+) und 5,) lisst das
urspriingliche Primissensystem sich zusammeumel.].en zu der Subsqn;:
tion: ae, +bp,+cy,+---=£<0, und dfi. der gewn:mschte” Sch]g.ss ;s :
z§, =% 0, so ist den Primissen allermindestens hinzuzafiigen die An-

nahme, dass ot € aa, + b, +cp,+- - : =
sel. Dieses setzt weniger voraus, der Zusatz ist sch'wacher, (5, weaker®),
als wenn etwa das Subjekt nur in einzelnen Ghed?m .der Summe
rechterhand enthalten gedacht werden miisste o@er in einer echten
Teilsumme der letztern, in einer Unterklasse, die nicht das Ganze

wire (,short of the whole).

v,) Aufgabe (W. B. Grove, Math. Questions Vol. 35, 1881, p. 29

— hier leicht abgeiindert). : ;
In einer gewissen Schule hat jeder Schiiler; der Englisch und Fran

zosisch, oder keines von beiden lernt, keine Algebrastunden; jeder an
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‘dem [linterrichit 1in dder Wirehra TPeilwelmeenie 11amit sooved] highet, 13
[Peutseh coder leeimes veon Hseiden; jjeder d@ar Hrpaiivitesh adbar 1ctit
entseh lberit, Hhat contvecder Mugiich colder mittlit Miedlira, Mian car-
dtze (die Mmpdien ddureh céive coiziire Hiirem Fystem Fparedianee e
Haclere b il coeigs, Qass (ite Mrieah] daeds, dte ‘Wiedbra Hidlsa,
die 7Zati] dder Hugiiseh Heonmenien miclit [karelirsttan Hoanin.

it ger ltetateren Morderany tbesten wir coggantisoh s dam Rdtinsen
Ger ums lier grosteditten Wategoricen won Mifisibon lends; W6th Ty (e
Uissumy wdis ceiwe sso mabéligreande Hiter it iin H0avT rawoninedn WesHEan,

Andfiisung ((von Wea(oll, Blisebedth Bredionand, w. w)). By
et @, @, ce, /f ite Enittung dor Desiglich Wigdivn, Diaitsdh, B
disch, Tranziaisch ternanidan Raliiitay,

Fo lauten dite Drita:

I"l')"l- "7/; zé (‘! ) @ % (’,(f"—h cl""l\7 V(YI/‘"%{&‘I—;F!{BI
und i diie versinigte ‘Claidhimg Horsalir
oG]+, e, +qul-+Ge/)) =0
ndey, aa oy Kosfisiont von g, in dar Klammar widh wwf 4 li*é}lii’ﬂi‘ﬁ,
bovnadh das T, 55, Dusety wuvesndbr Wit
u(f+4q+4)="W0,
das haisat:
a=& dtef, .

Do mum die Kinsse « omom el dar Kiawse ¢ wihon e*mgé{ﬁ'}m&, el
a8 Hortioni @ <€ e ist, wo wuss Num, o< Neth. ¢ wain, Wonh Wi it
pNmmerns @ e Amuahl der Indivifleen dor Kiave @ hovidmen —
wie zn bewsisen war, —

Dne emfachste Formulirung dor Dafta witide Hhiigens das Systen
der beiden Aussagen:

' af =0 wnd a=€de

vorstellen, also: Wer Algebra haty, hat kein Pranrdsineh, dagesen sicher
Deutsch sowol als Englisch.

@) (Jevons?® p. 283 wnd Miss Ladd® p. d1)

Was sind, genau prizisivt, die Punkie, in welehen zwet Disputan-
ten Ubereinstimmen, und die, in welchen sie differiven, Wenn dey eime
(Henrici) behauptet:

Der Raum (0) sei .die dreifach ausgedehnte Mannigﬁmgk@&*‘ %)
wit Punkten als Elementen (@),
der Andere der Meinung ist, dase des Rawm die dreifach ﬁu§g‘@é@h%@
Mannigfaltigkeit sei und dass sugleich der Ranw Punkte zu Hie-
menten habe?

4
geRE Gher digeuige Hen
jamihe lelste G@lred 4hg &

von welghen sich
iZsst — da jedent
seim wid —
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42.) Theorem.

Jedes Gebiet y lisst sich dureh Jedes andre Gebiet z und dessen Ne-
gation z, Jlinear und homogen® ausdriicken in der Form:
Yy =az+bz,

Beweis. Geometrisch wire dies zwar evident fiir die Bedeutungen
vona=4, b= B der Fig. 19 in welcher zund y
die Kreisflichen, dagegen 4 und B die Bilineums-
oder Bogenzweieckﬂ’é,chen, in welche diese Buch-
staben eingeschrieben sind, vorstellen. Offenbar
ist niimlich hier: Az= 4, Br,=B, y=A+B.

Indessen soll ohne Not nicht auf die An-

Fig. 19. schauung rekurrirt, zuriickgegangen werden oder

Berufung erfolgen.

‘ Wix: beweisen daher unsre Behauptung rein »analytisch®., Und

dies gt?hngt bereits — und auf die einfachste Weise — durch die

nach bisherigem [Th, 21,), 30,) und 27,)] leicht erweisliche Identitit:
Yy=yx+ yz,,

welche mit obiger Behauptung zusammenfillt, sobald man unter g

und b das Gleiche, und zwar Yy selbst, versteht.

Noch besser, nimlich — wie man bald in der Lage sein wird,

dftrzuthun — auf die allgemeinste Weise, wird der Satz erwiesen durch
die ganz unumschrinkt giiltige Gleichung:

Y= (@y+uz)z+ @y +v2) z,,
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in welcher, auch bei gegebenen Gebieten z,y, die Symbole u, v noch
vollig beliebige, willkiirliche oder arbitrire Gebiete vorstellen. Auch
diese Gleichung wird man durch Ausmultipliziren rechterhand und mit
Riicksicht auf bekannte Theoreme leicht verifiziren.

Die in unserm Theorem behauptete Gleichung ist demnach auch
wahr, wenn ¢

a=zy+uzx, =2z9+ vz
erklirt wird, d. h. unter a, b die angegebenen Werte verstanden werden.

Die ,,Koéffizienten“ a und b der als zuliissig behaupteten homogen
linearen Darstellung des y durch z und z, sind demnach nicht vollig
bestimmt, wenn auch z und y gegebene Werte (Bedeutungen) haben.
Mbgen sie doch sogar, wie gezeigt, je einen willkiirlichen also voll-
kommen unbestimmten Bestandteil enthalten! Auch werden diese
Koeffizienten im Allgemeinen ihre Bedeutung #indern, wenn man dem
# andre und andre Werte beilegt (m.a. W. Bedeutungen unterlegt).

Auch fiir Klassen ist unser Satz unmittelbar einleuchtend: Die
Individuen einer Klasse y miissen solche sein, welche z sind, oder
solche, welche nicht z sind. Die Salze z. B. sind teils verbrennliche
Salze, teils unverbrennliche.

Es versteht sich, dass auch eine dieser beiden Teilklassen eine
leere sein kann, in welchem Falle der betreffende Term der Darstellung
az + bz, gleich 0 zu denken ist, und zwar geniigt es, um das Ver-
schwinden dieses Terms zu bewirken, dass man dessen Koeffizienten
gleich O nehme. Verstiinden wir z. B. unter y die Klasse der Menschen
und unter z die Klasse der sterblichen Wesen (die Klasse »Sterblich®),
so wire b = 0 zu denken. Die Klasse der Menschen besteht aus der-
jenigen der sterblichen Menschen, wozu- aus der Klasse der unsterb-
lichen Wesen michts hinzuzunehmen ist; hier ist schon y = ar = yz
— vergl. auch Th. 20,). o

Entsprechend der schon erwihnten Unbestimmtheit der Koeffi-
zienten a, b diirften wir freilich in unserm Beispiel unter  auch ver-
stehen: die Klasse der Biume — in Anbetracht, dass es auch keine
unsterblichen Biume gibt, also bz, doch = 0 wire.

Die in dem Theorem gebrauchten Ausdriicke ,linear”, sowie ,homogen*
sind aus der mathematischen Terminologie heriibergenommen; sie finden
in der Mathematik ihre Erklirung, auch die Benennungen dort ihre Moti-
virung. Auf letztere wollen wir hier gar n'icht, auf erstere nur s0 weit
eingehen, als fiir unsre Zwecke unerliisslich ist. Fiir den Augenblick ge-
riigt die Bemerkung, dass man eben einen Ausdruck von der Form az+ bz,

: : a
— und nur einen solchen — in Bezug auf z und z plinear und homogt_m
zu nennen hat. Die allgemeinste lineare aber micht homogene Funktion
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von z und z, hitte die Form:
az + bz, + ¢;

sie enthielte nimlich ausser einem mit dem Fakior z und einem mit dem
z, bebafteten Gliede auch noch einen von z und z, freien Term, das so-
genannte ,, Absolutglied” c.

Allerdings gebraucht die Mathematik diese Benennungen nur, sofern
die Koeffizienten ¢ und b (bezieblich auch ¢) von z und z, ,unabhingig®,
beziiglich ebendieser Variabeln ,konstant“ sind, nimlich stets dieselben
Werte behalten, welche Werte man auch dem z oder z, in Gedanken
unterlegen mag. Diese Anforderung ist im obigen Theorem anscheinend
nicht immer erfilllt. Es werden aber die demnichst folgenden Sitze von
44) an zeigen, dass und wie sie sich in weitestem Umfange realisiren
lisst; auch oben waren schon bei der Annahme a — b — y diese Koeffi-
zienten fiir jede Deutung von z die gleichen.

43) Theoreme.

Die Subsumtion a << b ist auch dquivalent der Gleichung:
43.) a=ub, - 43) b=a+v,
tn welcher w resp. v ein gewisses, ein unbestimmtes Gebiet vorstellt.

Beweis. Da

ub=£<b | afa+v

nach Th. 6), so folgt nach Th. 2) oder 3) aus der Gleichung jeden-
falls die Subsumtion, was immer » und v bedeutet haben mochten,
und muss nur noch gezeigt werden, dass auch das Umgekehrte fiir
gewisse u, v der Fall ist.

Letzteres mag auf zwei Arten geschehen. Einmal selbstindig:
Hier geniigt es, darauf aufmerksam zu machen, dass falls a <€ b ist,
die Gleichung 43)) schon fiir « = @, ebenso die 43,) wenigstens fiir
v==" in der That erfiillt sein wird kraft Th. 20).

Sodann auch mittelst Berufung auf Th. 42). Nach diesem Satze
kann stets:

a = ub + vb, | b=wua+va,=u+a)(v+a)
geschrieben werden, indem man das eine der beiden Gebiete a, b
linear und homogen durch das andre und seine Negation ausdriickt
und die in Betracht kommenden Koeffizienten (die rechts vom Mittel-
strich ganz andre sein mogen, als links von demselben) zuniichst
und » nennt. Da nun, laut Voraussetzung, nach Th. 38):

ab =0 ] a,+b=1
ist, so folgt aus vorigem durch beiderseitiges Multipliziren mit b, resp.
Addiren von a;:
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ab,=vb,=0 a+b=wua+va+a=
: =ua+a=u+a=1
wonach sich die obige Gleichung vereinfacht zu
a=ub+0=ub | b=1-(v+a)=a+v

wie zu zeigen war.

~ Zusatz zu Th. 43). Tm Hinblick auf Th. 38) konnen wir also

jetzt sagen, dass auch die Gleichungen:

ab,=0 und a=ub | a+b=1 und b=a+u
oder, wenn man will, auch die:

ab=0 und b=au a+b=1 und b=a,+u
einander iquivalent sind.

Es wird der Satz links (indem man z fiir b sagt) als ein spe-
zieller Fall eines spiteren Haupttheorems 50,) erscheinen.

Anmerkung 1. Man hat wohl zu unterscheiden zwischen wun-
bestimmiten und willkiirlichen Gebieten. Die letztern gehdren zu den
erstern, aber nicht umgekehrt.

Ist b gegeben und a | Ist a gegeben und b
lediglich durch die Anforderung bestimmt, dass es die Subsumtion

a£b
erfiille, so kann man in der Gleichung
43.) das « | 43,) das v

als ein vollkommen willkiirliches oder arbitrires Gebiet ansehen. ]
Anders aber, wenn iiberdies auch das andre der beiden Gebiete

@,b gegeben, oder iiberhaupt nur, falls es auch nicht gegeben .it, noch
andern Anforderungen ausser jener Subsumtion unterworfen sein s?lli':e.
Fiir gegebene a und b, z. B., diirfen « und v nicht ganz beliebig

angenommen werden.
Vielmehr miissen sie_alsdann von der Form sein:
u=a+ wbd, ] v="(a,+7)b
W0 nur mehr w resp. r ein beliebiges Gebiet vors.tellt — wie wir durch
ein spiteres Theorem 50,) in die Lage gesetzt sein werden zu bexvelsen,
indem wir die Gleichung 43) nach der Unbekannten % resp. v auflosen.
Ebenso mag iiberhaupt jede fernere an g und b gestell.te Anforderung
eine Einschrinkung des Willkiirlichkeitsbereichs, der. Variabilitét von “
oder v involviren, gewisse Gebieteklassen als unzulissige Bedeutungen fiir

% oder v ausschliessen. i
Ahnlich, wenn man etwa die beiden die Subsumtion a=<b nur um-
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schreibenden Gleichungen 43,) und 43 ,) als gleichzeitig geltende in’s Auge
fasst, konnen % und v nicht vollig unabhingig von einander angenommen
werden. Vielmehr, wenn eines von diesen beiden Gebieten (eventuell im
Einklang mit den fiir dasselbe angefiihrten Bestimmungen) festgelegt, ge-
geben oder irgendwie angenommen ist, muss das andre die Form haben:
u=a+sv, ] v = b (u,+9),
wo nur mehr s, resp. ¢ willkiirlich bleibt. :
Auch dieses nachzuweisen ist weiter nichts, als eine hier vorgreifend
angefiihrte und als ﬁbungsexempel zu empfehlende Anwendung des weiter
unten vorgetragenen Theorems 50,). Zur Erleichterung von deren Losung
und um auf dieselbe nicht mehr zuriickkommen zu miissen, fiihren wir hier
nur noch an, dass w resp. v die Gleichung erfiillen muss:

vb,+ v,bu, = 0

welche sich ergibt, indem man den Wert von b oder @ aus der einen von
den beiden Gleichungen 43) in die andre substituirt und dann rechts-auf
O bringt, kurz indem man eines der Symbole @, b aus den Gleichungen 43)
eliminirt.

Beispielsweise kann die nach Def. (2) geltende Subsumtion:

0=£p | a1

nach Th. 43) umgeschrieben werden in eine Gleichung:

uaw +u,a =0 |

0 = ub. | l1=a+w.

Doch sind alsdann # und » augenscheinlich nicht vollkommen willkiirlich
und andrerseits sind sie auch nicht vollkommen bestimmt. Es gelten die
Gleichungen (wenn b nicht selbst 0 resp. @ micht selbst 1 ist) micht fiir
alle, sondern nur fiir gewisse Gebiete u, v, aber doch fiir unendlich viele;
es muss nimlich %, » von der Form sein: ‘

U =S80, | v=a,+r,

Wo w und 7 arbitrir bleiben. In der That lag hier ein Fall vor, wo
@ =0 resp. b =1 vollig bestimmt war, wo es ,gegeben* erscheint.

Anmerkung 2. Wir wollen jetzt im Uberblick die 2wolf Arten
zusammenstellen, auf welche nach den bisherigen Sitzen eine Subsum-
tion a =€ b in Gestalt einer einzigen Beziehung (zumeist Gleichung)
angeschrieben werden kann. Die folgenden "Aussagen sind einander
iquivalent:

a=<b und nach 37): p .
nach 20): < * ) < i

a=ab, b=a-+b,
Wworaus nach 32) und 36) auch folgt:
& =a,+b, b =ab;

nach 38): ab, = (), a,+b=1;
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nach 43):

a = ub, a+v,
woraus nach 32) und 36) auch:

a=b+w, b=apy,
— in welchen letzteren Darstellungen %, v und somit auch w, v, ge-
wisse nicht ndher bestimmte Gebiete vorstellen, welche in den oben
erliuterten Fillen auch als arbifrire auszulegen erlaubt ist.

Wie man leicht erkennt kann man obendrein die Gleichungen auch
simtlich durch Subsumtionen ersetzen in folgender Weise:

a<ab, a+b<b
a,+b=<a, b,=< a,b,
ab, =<0, 1<a+0
a<ub, a+v£b
b+ u, <€ a,, b, =< a,,
und mag so die Zahl der verfiigbaren Ausdrucksweisen noch um zehn ver-

mehren. »
Bei den sechs ersten von diesen gilt nimlich die umgekehrte Subsum-

tion nach Th. 6) und Def (2) ohnehin als allgemeine Formel, sodass
Gleichheit eintritt. Und bei den vier letzten Subsumtionen, welche ihrer-
seits aus der ihmen entsprechenden Gleichung nach Def. (1) hervorgingen,
folgt auch aus der Subsumtion wieder die Gleichung nach Th. 6), welches
s ub=€b resp. a =< a+ v liefert, etc., darnach gemiss Prinzip IT den
Schluss @ =< b zu ziehen gestattet, welcher iquivalent war der Gleichung
(in der freilich u, v eine andre Bedeutung haben kann als in der voraus.

gesetzten Subsumtion).

Wir geben jetst die Erklirung des Funktionsbegriffes fiir (und in
seiner Beschrinkung auf) den identischen Kalkul.

Definition. ,Funktion“ von z oder f(x) — gelesen: f von z — -
nennen wir im identischen Kalkul jeden Ausdruck, welcher aus dem
Gebietsymbol z (eventuell auch seiner Negation z,) .und z'rgendwe'lchen
andern Gebietsymbolen aufgebaut ist vermittelst der drei Grund@eratwm
des Kalkuls als da sind: identische Multiplikation, Addition und Negation.

Beliebig hiufige Verwendung eines jeden Symbols ist bei diesem
Aufbau selbstverstindlich zugelassen. Auch war die in K].ammer ge-
setzte Einschaltung strenge genommen iiberfliissig, wei! wir zu Z zu-
nichst durch Negiren ohnehin z, ableiten und diese beld.en Bausfeme
beliebig weiter verwenden konnen. Von den Operationen diirfen
einzelne auch unvertreten sein; ebenso mogen andere Symbo]e. fehlen.

Analog ist unter einer Funktion f (x,y) von z und y, sowie unte::
einer Funktion f (x,y, %) von z,y und z, u.s.w. irgend ein Ausdruck
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zu verstehen, der aus den angegebenen Symbolen z,y resp. z,y, z, ete.
nebst vielleicht irgend welchen andern vermittelst der drei identischen Spe-
zies aufgebaut ist. )

Die angefiihrten Symbole z, resp. z,y, resp. z,y, 2, etc. heissen
die ,,Argumente“ der Funktion f(z), resp. f(z, y), resp. f(z,y, 2), ete.,
welche demnach als eine Funktion von nur einem Argumente, resp.
von zwei, drei oder mehr Argumenten zu bezeichnen — oder, wie
man sogleich erkennen wird, besser gesagt — ,anzusehen“ ist.

Im Allgemeinen werden hienach in dem Autbau des eine Funktion
darstellenden Ausdruckes die Argumente z,y, 2, . .. der Funktion nebst
thren Negationen z,,y,, 2, ... vorkommen, unter sich und mit noch
andern Gebietsymbolen, wie 0,1, a,b,¢, ... a,,b,, ... verkniipft durch
identische Multiplikation oder Addition, wobei zwischen die Ver-
kniipfungen hinein, sowie solchen vorangehend oder nachfolgend, auch
die Operation der Negation an irgendwelchen Teilen des Ausdrucks
vorgeschrieben sein mag.

Jene ,andern Gebietsymbole, @, b, ¢, ... welche neben den Argu-
menten vorkommen mdgen, werden — wenn mit Buchstaben dargestellt
und als allgemeine Gebiete aufgefasst — auch wol »Parameter” der
Funktion genannt.

Zu jedem ein Gebiet darstellenden Ausdruck darf man nach Th. 21,)
den Faktor 1 so oft es beliebt hinzusetzen, und nach Th. 30,) fiir den
einen Faktor 1 schreiben # + z,, fiir einen zweiten Faktor 1 schreiben
Y+, fir einen dritten 2z + 2, etc. und was hier fiir den ganzen Aus-
druck gesagt ist, gilt ebenso auch fiir irgend einen Term, ein Opera-
tionsglied oder einen Teilausdruck desselben.

Hienach ist offenbar, dass man jeden Ausdruck iiberhaupt nach
Belieben ansehen kann als Funktion von z*), oder von z und y, von
z,y und z, etc., auch wenn er diese Argumente von vornherein gar nicht
enthalten sollte. Mit andern Worten: unter der »beliebig hiufigen® Ver-
wendung der Argumentsymbole in dem Aufbau des Ausdruckes ist
oben auch die Nicht-Verwendung derselben, die Enthaltung von ihrer
Verwendung, mit zugelassen.

Auch die Unterscheidung zwichen den Argumenten und den Para-
metern der Funktion erscheint hienach als eine willkiirliche: Wenn
wir einen Ausdruck als Funktion von z, Y, 2, ... hinstellen, so heisst
dies weiter nichts, als dass wir beabsichtigen, sein Verhalten fiir ver-

*) In Bezug auf irgend ein Gebiet y folgt dies mebenbei auch schon aus
dem Th. 42).
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schiedene Bedeutungen oder Wertsysteme cbendieser genannten Argu-
mente zu studiren.

Insofern wir dabei diesen Argumenten andre und andre spezielle
Gebiete als Bedeutung unterlegen, ihre Namen festhaltend denselben
andre und andre Werte beilegen werden, kann man auch sagen, man
lasse die Argumente sich dndern, oder sie seien »verdnderliche* Ge-
biete, Variable.

Die Parameter der Funktion dagegen, deren jedem wir — etwa
im Laufe einer Untersuchung — stets dieselbe Bedeutung untergelegt
wissen wollen, nennen wir »bestindige® Gebiete oder Konstante.

Es kann sein, dass wenn die Bedeutung der Argumente wechselt,
diese also geiéindert werden, auch der als Funktion derselben hin-
gestellte Ausdruck seine Bedeutung wechselt, dass also der Funktions-
wert sich dann ebenfalls #indert. Ebenso kann es aber auch sich er-
eignen, dass trotzdem man die Argumente alle denkbaren Wertsysteme
(aus der Mannigfaltigkeit unsrer Gebiete) durchlanfen lisst, der Wert
der Funktion doch stets der gleiche bleibt, dass er als unverinderlich,
»absolut konstant“ sich herausstellt. Kurz gesagt: die Funktion selbst
kann sich als variabel oder aber als konstant erweisen. (Beispiele
nachher.)

Im erstern Falle wird die Funktion als die abhingige (dependente)
Variable bezeichnet, im Gegensatz zu den Argumenten als den wnab-
hiingigen (independenten) Variabeln — in Anbetracht, dass es bei den
letztern in unser Belieben gestellt erscheint, welchen Wertiinderungen
wir dieselben unterwerfen wollen, wogegen hienach die Verinderlich-
keit des Funktionswertes zufolge des fiir denselben geltenden Aus-
druckes sich mit Denknotwendigkeit richtet, mithin als eine durch die
Verinderungen, denen man die Argumente einmal unterworfen hat,
durchaus ,bedingte“ erscheint.

Bleibt der Wert einer Funktion stets der gleiche, wenn man einem
bestimmten Argument 2 alle denkbaren Werte aus der Mannigfaltig-
keit unsrer Gebiete als Bedeutung unterlegt wihrend die Bedeutung
aller #brigen Symbole festgehalten wird, wogegen er sich iindern
wiirde sobald auch die Bedeutung der iibrigen Argumente wechselte,
so nennt man die Funktion nur ,relativ konstant“ und zwar Zonstant
in Bezug auf dieses genannte Argument x. Ebenso kann eine Funktion
auch ZLonstant sein in Bezug auf einc bestimmie Gruppe von Argumenten,
indem ihr Wert durch alle méglichen Veriinderungen, denen man eben
diese Argumente unterwirft, sich nicht beeinflusst erweist. Auch

hiezu nachher Beispiele. ,
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