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dem allgemeinen Urteil erhoben, dass die Beriihrung mit Feuer
brennenden Schmerz verursacht. Und jener Art des Schliessens vom
Besondern auf’s Besondre — des ,, Analogieschlusses® — ist schon das
Tier fihig; auch der ,asinus ad lapidem non bis offendit eundem*,
selbst der Esel stosst nicht zwei mal an denselben Stein. Mit dem
allgemeinen Satze aber, wie ihn der Induktionsschluss liefert, erhebt
sich der menschliche Intellekt iiber den des Tieres. Dieser Satz ist
das wirksamste und sicherste Mittel, aus bisherigen Erfahrungen fiir
weitere Fille Nutzen zu ziehen, dieselben zu verwerten. Derselbe ent-
lastet das Gediichtniss von der Anforderung, die Einzelwahrnehmungen
selbst (in ihrer vielleicht grossen Anzahl) mit all’ ihren Nebenumstinden
und Details zu behalten; er gewiihrt die Erleichterung, gestattet, alles
Nebensichliche zu vergessen; indem durch ihn diese Einzelwahr-
nehmungen gleichsam summarisch gebucht, nur das Facit aus den-
selben gezogen wird, 'bildet er die bequemste Form, dieselben zur
Nutzanwendung auf weitere Einzelfille in der Erinnerung aufzuspeichern
und im Geiste zurecht zu legen. Er bildet dann die Vermittelung, das
Band, die Briicke, iiber die von jenen vielleicht schon im Gedicht-
niss geldschten zu diesen neuen Fillen der Subsumtionsschluss uns
hiniiberfiihrt.

Den Satz ,Alle Menschen sind sterblich” auf die bereits gestorbenen
Menschen anzuwenden wiirde freilich ein ziemlich unniitzes Beginnen
sein. Aber wenden wir nicht diesen Satz (als Obersatz in Verbindung
mit dem Untersatze ,N. N. ist ein Mensch® und der Konklusion: ,ergo
ist N. N. sterblich“) fortwiihrend an auf uns und unsre noch lebenden
Mitmenschen? Und wie anders wiirde es in der Welt aussehen, wenn
nicht unsre ganze Lebensfiihrung unter der Herrschaft dieses Syllogis-
mus stinde? Dass man kein Logiker zu sein braucht, um ihn zu
machen, nimmt ihm nichts von seiner Wichtigkeit. (Wundt L c.)

Oft auch handelt es sich darum mit Hiilfe der Konklusion fest-
zustellen, ob eine Priimisse zuldssig ist — wie dies schon .11 an-
gedeutet wurde — eine Priimisse, die zunichst noch einen provisorischen
oder hypothetischen Charakter hat. Der Chemiker z. B., der eine Sub-
stanz zu verbrennen versucht, um zu ermitteln, ob sie organischen
Ursprungs sei, steht unter der Herrschaft eines Syllogismus, dessen
Obersatz lautet: ,Alle organischen Korper sind verbrennlich®, dessen
Untersatz: ,Diese Substanz ist organisch” aber erst durch das that-
sichliche Bintreffen oder Nichteintreffen des Schlusses: ,Diese Sub-
stanz ist verbrennlich® als eine zuldssige (und dann noch weiter zu
verfolgende, vollends ausser Zweifel zu setzende) oder aber als eine
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fortan zu verwerfende Hypothese erkannt wird (vergl. Wundt
ibidem).

Wesentlich sind es tibrigens andere Formen des Syllogismus (als der
bisher besprochene einfache Subsumtionssehluss II), welche in dieser Hin-
sicht in Betracht kommen, weshalb die weitere Ausfihrung der angeregten
Bemerkung auf die 20. Vorlesung zu versparen wiire.

Es gibt auch scheinbare Ausnahmen zu dem Prinzip II. Ohne die
Vollstéindigkeit der Aufzihlung garantiren zu wollen, bemerke ich
deren von dreierlei Art. Als mehr nur auf ein Spiel mit Worten
hinauslaufend will ich dieselben im Nebentexte behandeln.

Zur Verdeutlichung der ersten Art von solchen Ausnahmen diene das
Beispiel (aus Jevons®):

nHans ist kein Narr. Kein Narr eignet sich zur Bekleidung hoher
Staatsimter. Ergo: Hans eignet sich zur Bekleidung hoher Staatsimter.”

Was hier als Mittelbegriff erscheint hat den verbalen Ausdruck ,kein
Narr. Wir haben aber schon in § 2 hervorgehoben, dass ,kein-a* iiber-
haupt nicht eine Klasse ist. Das wahre Subjekt des scheinbaren Ober-
satzes bildet die Klasse: ,Jeder Narr“, sein Priidikat: ,ist ungeeignet zur
Bekleidung hoher Staatsimter. Was ferner als Untersatz erscheint, wiirde
fir die Zwecke der Logik korrekter darzustellen sein, sei es in Gestalt
von: Hans »ist nicht« ein Narr, als die Verneinung des Satzes: Hans ist
ein Narr, sei es als negativ priidizirendes Urteil in Gestalt von: Hans. ist
(ein) Nicht-Narr (d.h. bei gesundem Verstande). Welche von diesen beiden
Auffassungen maassgebend sein solle fiir das verneinende Urteil, bildet eine
bekannte Streitfrage unter den Philosophen, zu der wir erst in § 15
Stellung nehmen werden. Jedenfalls aber wird der Schluss nach Schema II
hiemit hinfillig; derselbe fillt auch nicht etwa unter das Schema irgend
eines andern giiltigen Syllogismus. Bei der zweiten Auffassung sieht man
augenblicklich, dass gar kein Mittelglied vorhanden. Hier ist die Klasse
»Narr“ Subjekt des einen, die Klasse ,Nicht-Narr* Priidikat des andern
Satzes und statt dreien gehen also vier Glieder in die Priimissen ein (so-
genannnte ,quaternio terminorum*).

Auch eben hierauf, auf die ,,fallacia falsi medii“, den » Trugschluss 4
(das ,,Sophisma‘) oder ,, Fehlschluss“ (die ,,Paralogic“, den ,Paralogismus)
des falschen Mittelgliedes — Trugschluss oder Fehlschluss, je nach der
Absichtlichkeit oder Unabsichtlichkeit des unrichtigen Verfahrens — liuft
auch die zweite der gedachten scheinbaren Ausnahmen hinaus.

Z.B. Aus dem Untersatz: ,Rappen sind Pferde und dem Obe.rsa.tz:
nPferde sind auf dem Rennplatze®, folgt micht mit Denknotwendigkeit der
Schluss: ,,Rappen sind auf dem Rennplatze®. :

Denn wihrend der Untersatz dasselbe besagt, wie ,,Alle Rappen sind
Pferde®, m. a. W. die (ganze) Klasse der Rappen ist enthalten in der‘ Klasse
der Pferde, wihrend also der Untersatz ein wirklich ,_,umversales‘. Urteil
ist, trifft solches bei dem vermeintlichen Obersatze nicht zu. V{elmehr
ist der Sinn dieses in der That unvollstindigen Ausspruches exgenthch. nur
der: , Gewisse (oder Einige) Pferde sind auf dem Rennpla.tze“; und dieser
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Sinn wiirde ihm auch nur zukommen, wenn er selbst ausdriicklich gelautet
hitte: ,Alle Pferde sind auf dem Rennplatze“, indem unter »alle Pferde®
dann doch wieder nur diejenigen eines gewissen Besitzers, einer bestimmten
Gruppe gemeint sein konnten, nicht aber die Klasse der Pferde iiberhaupt.
Der angebliche Obersatz ist in Wahrheit ein , partikulares Urteil.

Im vorliegenden Beispicle entsprang der Fehler aus der Unvollstéindig-
keit des Ausdrucks, der durch seine Liickenhaftigkeit bedingten Ungenauig-
keit desselben, wodurch das (unzulinglich beschriebene) Subjekt des zweiten
Satzes dem Namen nach zur Deckung kam mit dem Pradikat des ersten,
Dergleichen ,,elliptische Redeweisen, welche man in der Wortsprache be-
quemlichkeitshalber sich ungemein hiufig gestattet, sind die Hauptquelle
fiir die logischen Paradoxa, d. h. die scheinbaren Widerspriiche zur Theorie
des exakten Denkens.

Die leicht in’s Endlose zu vermehrenden Beispiele zeigen, dass Nach-
lissigkeit im Ausdruck fiir das exakte Denken seine Gefahren birgt, und
dass man sich, unbekiimmert um den Sinn, mechanisch, nach den Schemata
oder Prinzipien des Kalkuls behuf Schliessens zuwerke zu gehen, erst ge-
statten darf, wenn die Priimissen in der Zeichensprache des Kalkuls bereits
ihren vollstindigen und angemessenen Awusdruck gefunden haben.

Indessen, auch wenn die Primissen im Geiste der Wortsprache beide
korrekt ausgedriickt erscheinen, kann man noch zufolge einer (alsdann also
berechtigt zu nennenden) Doppelsinnigkeit des Mittelbegriffs in den Fehler
der fallacia falsi medii verfallen.

Dies werde illustrirt durch: Einige Herren sind Grundbesitzer. Herr
Meier, Herr Miiller, Herr Schmidt und ‘Herr Schulze sind einige Herren.
Ergo sind dieselben Grundbesitzer.

Das Mittelglied ,einige Herren“ hat im (hier vorangestellten) Ober-
satze eine moglicherweise ganz andere Bedeutung als im (daranf folgenden)
Untersatze.

Allgemein merke man: das Mittelglied b des Syllogismus II darf nicht
blos durch einen sprachlichen Ausdruck von der Form ,einige z* gegeben
erscheinen; solche Beschreibung wiirde nicht geniigen, um die Bedeutung
desselben unzweideutig zu erkliren.

Diese Unbestimmtheit entspringt aber nicht allein aus derjenigen des
angewendeten , unbestimmten Zahlwortes®: »einige®, sondern sie ist schon
durch die Anwendung eines Zahlwortes iiberhaupt bedingt.

Sagten wir: A, B und C sind drei Personen. Drei Personen sind an
dem Morde beteiligt. Ergo sind A, B und C an dem Morde beteiligh —
80 wire es ja ein vollkommen bestimmtes Zahlwort »drei’, welches zur
Charakterisirung des Pseudo-Mittelgliedes mit verwendet worden. Und doch
kann der Schluss nicht verbindlich sein, solange nicht als Subjekt des
Obersatzes: ,Diese selben drei Personen® zu setzen ist.

) Die Verbindung eines Zahlwortes mit einem substantivischen Begriffe
ist 'r'zz'cht ausreichend, ist unzulinglich, um eine wohldefinirte Klasse unzwei-
deutig zn erkliren. Dieselbe kann daher auch keinen Mittelbegriff liefern,
der als solcher anzuerkennen wiire.

[Map konnte freilich auch: ,drei Personen® als eine wohldefinirte
Klasse hinstellen, welche dann zu umfassen hitte jedes erdenkliche Tripel,
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jede Zusammenstellung von irgend dreien Personen aus der Vergangenheit,
Gegenwart wie Zukunft des Menschengeschlechtes. Diese Klasse ist es
aber nicht, von der die Wortsprache auszusagen beabsichtigt, sobald schlecht-
weg von drei Personen die Rede ist; sie meint dabei immer ,,gewisse drei
Personen*, d.i. nur ein nicht niher bestimmtes Individuum der vorhin be-
schriebenen Klasse.]

Das Nimliche was vorhin fiir das Beispiel der Zahl drei durchgesprochen
ist, wiirde sich auch auf die Zahl eins iibertragen lassen, da wo sie als
der ,unbestimmte Artikel“: ,ein“ mit einem Substantiv verkniipft wird.

Um Fehlschliisse. der erliuterten Art, wie sie aus dem Doppelsinn
des DMittelgliedes entspringen, zu vermeiden, lege man sich jeweils die Frage
vor, ob unbeschadet der Giiltigkeit der Priimissen das fragliche Mittelglied
im Obersatze auch wirklich genau in demselben Sinne (als dasselbe) ver-
standen werden diirfe und miisse, wie im Untersatze.

Im Anschluss an die letzten Betrachtungen des Nebentextes kon-
statiren wir iibrigens eine wichtige Verhaltungsmassregel, deren Be-
folgung sich die Wortsprache keineswegs stets zur Richtschnur nimmt,
wogegen die exakte Logik sich vor der verbalen durch ihre Befolgung
hervorthun muss. Es ist der Grundsatz, die Maxime: Verschiedenes
niemals mit demselben Zeichen darzustellen im Laufe einer Untersuchung
— ein Grundsatz, der als die Forderung der Einsinnigkeit aller etwa
verwendeten Zeichen schon in B der Einleitung seine Rechtfertigung fand.

Die Unerlisslichkeit dieser Vorschrift kann eben durch das Prinzip II
dargethan werden. :

Sind @, b, ¢ Gebiete oder Klassen derart, dass etwa a=€b ist, so
gibt es auch immer ein solches z, dass #=<c¢ ist (man braucht z. B.
unter z sich nur ¢ selber vorzustellen kraft I). Erlaubten wir uns nun
etwa, das z (welches im allgemeinen von b verschieden _ist) ebenfalls mit
dem Namen b zu belehnen, so erhielten wir zu Primissen a=<b und
b=< ¢ und kimen folgerichtig gemiss 1T zu dem Sclflusse: a=.éc- — als
einer Folgerung aus der einzigen Annahme a =< b, bei ganz beliebigem c!
Und die fallacia falsi medii wire fertig und legitimirt.

Dass die Verwendung einunddesselben Zeichens als Name fiir ver-
schiedene Denkobjekte (im Zusammenhange einer Uberlegung) wie. im
vorstehenden Beispiel sich immer richen muss, lisst sich allerdings
nicht beweisen. Um aber die konsequente Durchfiihrung unsrer Prin-
zipien unbehelligt von allen Nebenriicksichten zu ermdglichen, diirfen
wir uns auch einer solchen Gefahr nicht aussetzen. Es muss demnach
fiir den Kalkul wie fiir die exakte Logik maassgebend sein, dass man
immer nur Identisches mit demselben Buchstaben benenne, oder die
Bedeutung eines Zeichens, so wie sie einmal festgesetzt WOl‘de{l, un-
verbriichlich festhalte, bis die Untersuchung iiber das damit Be-
zeichnete zum Abschluss gekommen. HEs ist darauf zu halten ver-
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pflichtet, wer immer dem dictum des ,quidquid valet ete. allgemeine
Geltung zuerkennen will.
Als eine Nutzanwendung hievon bemerkten wir i
‘ : : e schon in § 2 8. 150
d:zss wenn ein Augdruck wie ,einige b in verschiedenen Sﬁtzen§vorkommt’
dlfzse Klasse nicht immer mit demselben Zeichen %', sondern allemal wiede12
imt einem neuen b, b , ete. im allgemeinen darzustellen sein wird. Und
a%nhches gilt, wo ,ein b als Subjekt eines ,junbestimmten® Urteils auf-
:2)1::.1 ]ier 1dben21-sche Ka%:ul wird ja tibrigens zur Darstellung partikularer
s0wol als unbestimmter Urteile, tiber bessere als di isori
kunftsmittel spiterhin verfﬁgen., PR i
Eine dritte Art von scheinbaren Ausnahmen Prinzi o
deutlicht werden an dem Beispiele von Jevons: R o e
2 Alle Werke (Schriften, Stiicke) Shakespeare’s kénnen (von einer
erson) nicht in einem Tage durchgelesen werden. Hamlet ist ein Werk
Zvoezlx‘dghakli.s‘pez?.re.d Etrgo kann Hamlet nicht in einem Tage durchgelesen
n. iir eine deutsch i igeni
i P sche Schule mag man Goethe’s Iphigenie als Para-

Der Untersatz und Schluss kann nicht bems
. A eméngelt

mit dem Obersatze seine Richtigkeit hat. o Ry

- Da,'s Sub-Jekt du?ses. —_oben vorangestellten — Satzes: ,,Alle Werke . .%
3 Ie t hier nicht ,,(_hstml.)utlv“ als eine Klasse, sondern ,kollektiv® als ein.e

enge; es stfht fiir ,-,d1e _Gesa,mtheit der Werke", fiir ,alle Werke zusam-
mengenommen (cuncti, nicht omnes) und wire besser durch ,Simtliche

Werke* auszudriicken gewesen. :

2 dDz.zsh 1Urtell ist gar kein generelles (abgesehen von der Unbestimmtheit

er m? 1es:end.en Pe?son); es ist kein im engeren Sinne ,umiversales. Ein
ziumv.eraa es (im weiteren Sinne, schlechtweg) kann es nur genannt wer-

en, msofgrn es em ,singulares” Urteil ist und die sincularen Urteile mit
zu den universalen gerechnet werden. il

i Y\T_ofem de.r .Untersatz qicht gerade Identitit zwischen seinem Subjekt

n kls'emem Pridikate aufweist, wird er — wie dies oben der Fall — eine
lx)nz ] {lfche Untc.';"ordmmg c?ieses Subjekts unter die Klasse seines Pradikat-
Ge(cfll'l es bausglruckgn. ng Pridikat muss dann also ein allgemeiner oder
\[‘l{;f"{égs egriff sein. DIE,:SGS Pridikat des Untersatzes muss aber. als der
';i ;nse; ; }ﬁimf’ Zuile;{(:h Sgbjekt des Obersatzes sein (wenn anders ein,Subsum-

. s mach dem Schema II sich soll anbrin I =
nicht zutrifft; und deshalb war der Schluss hinfii,lgi?ol‘1 - X i

- 2
} I‘*]s smq also blos Unvollkommenheiten unsrer modernen Sprachen
De;:resen, die za d.en Fehlschliissen verleitet haben und damit Aus-
na mren zam Prinzip II zu begriinden schienen.

1 lf t.l.sa.tz zu II.  Die Ausdehnung des Satzes IT auf mehr als zwei
als Pramissen angenommene Subsum
l.zls{stena dass }:TIS zur 'letzten hin das Priidikat einer jeden mit d>m Sub-
31 o ebl /auf sie folgenden bereinstimmt, ist naheliegend. Wenn

= 1; :1‘\) c I%Ild ¢ =< d, so folgt auch @ =€ d und so weiter
Jer Beweis ist auf G ali

rund von II selbst — durch mehrmalige An-

tionen, welche sich so anordnen
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wendung ebendieses Prinzips — zu leisten. So folgt hier aus den
beiden ersten Primissen nach II schon, dass @ =€ ¢ sein muss, und
hieraus in Verbindung mit der dritten Primisse ¢ =€ d folgt abermals
nach II, dass @ =€ d sein muss, wie behauptet worden.

Wir haben damit das Verstiindniss der einfachsten Form des von
der alten Logik sogenannten Kettenschlusses (sorites) gewonnen.

Anmerkung 1 zu Prinzip IL

Auf dem Anwendungsfelde 0) des § 3, d. i. im ,,Aussagenkalkul”“ —
vergleiche die Anmerkung auf S. 161 sq. — wird dem Prinzip II die Bedeu-
tung zukommen: Wenn ¢ aus b folgt und b aus a folgi, so folgt auch c aus
a — unter a, b, ¢ irgend welche Annahmen oder Behauptungen, irgend
welche ,Aussagen* (Urteile) verstanden.

Wir werden von diesem ,Prinzip* bei den Beweisen unsrer Theoreme
fortgesetzt — und, als von etwas Selbstverstindlichem, stillschweigend Ge-
brauch machen. Damit aber der Leser alsdann auch dessen inne werde,
sei hier im voraus schon darauf aufmerksam gemacht.

Unter den Prinzipien des Gebietekalkuls aber darf solches ,,Prinzip*
offenbar nicht aufgezithlt werden, da es ersichtlich oder wenigstens an-
scheinend gar nicht von Gebieten handelt. Jedenfalls in der That betrifft
es nicht die Gebiete unsrer hier ,bevorzugten” Mannigfaltigkeit.

Anmerkung 2 zu Prinzip IL

Ahnlich wie mit dem letzten verhilt es sich mit noch einem Grund-
satze, den wir fortgesetzt bei unsern Schlussfolgerungen im Gebietekalkul
bethiitigen werden.

In die fundamentalen Sitze und Formeln des Kalkuls gehen Buch-
staben ein als allgemeine Symbole, in solcher Weise, dass denselben aus
der Mannigfaltigkeit unsrer Gebiete je ein beliebiges als ,Wert* oder Be-
deutung soll untergelegt werden diirfen.

Der Grundsatz, den wir meinen, ist nun dieser: Jedes allgemeine Sym-
bol (dessen Bedeutung unsrer Mannigfaltigkeit angehort) darf durch jedes
beliebige (andre) Symbol (dessen Bedeutung derselben Mannigfaltigkeit an-
gehort) durchweg ersetzt werden — einerlei ob das letztere wiederum'als
ein (natiirlich ebenso) ,allgemeines” aufgefasst wird, oder ob es beliebt
wird, dessen Bedeutung irgendwelche Beschriinkungen aufzuerlegen, oder
ob endlich dasselbe ein ganz spezielles Gebiet bezeichnet.

Auch von dieser Erlaubniss machen wir demniichst fortgesetzt Ge-
brauch; wir substituiren bei den Beweisfilhrungen — geradeso, wie. es auch
in der Mathematik geschieht — alle Augenblick fiir ein allgemeines (_Ge-
biete-, Klassen-, oder Aussagen-)Symbol irgend ein anderes. Ab(?r nicht
nur bei den fundamentalen, sondern auch bei den mittelst Beweises auf
diese zuriickgefihrten, den aus ihnen gefolgerten oder abgeleiteten Sitzen,
in den ,,Theoremen®. 5 ?

Bei den Definitionen und Postulaten sowie den Axiomen oder ,,Prin-
zipien — bei allem was willkiirlich ausgemacht, allgemein angenommen,
konventionell festgesetzt wird — konstatirt obiger Grundsatz lediglich Das-
jenige, was im Begriffe des ,,allgemeinen Symbols liegt. Eine in Betreff sol-
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cher Symbole getroffene Ubereinkunft soll ja immer den Sinn haben, dass
sie zu gelten habe, was immer fiir besondre (sogenannte »Werte) oder
wiederum allgemeine Symbole fiir die Buchstaben in ihr substituirt wer-
den, und dasselbe gilt auch in Betreff solcher Sitze oder Behauptungen,

die man iibereinkommt, ohne jeden Beweis als allgemeingiiltige schlechtweg
zu adoptiren.

Dagegen fiir die aus solchen Grundlagen als Folgerungen abgeleiteten
Thecreme die gleiche Erlaubniss in Anspruch zu nehmer ist nicht mehr
blos durch den Sinn der Worte verbiirgt, sondern erscheint als ein wirk-

liches Prinzip, wenn auch zuniichst nicht als ein dem Gebietekalkul eigen-
tiimliches.

Auch die Berechtigung zu diesem Verfahren wird aber sich nicht als
Ausfluss, Wirkung eines ganz neuen Prinzipes, sondern lediglich als eine
Bethiitigung unsres Prinzips II selber, und zwar auf dem Anwendungsfelde
¢) des § 3 spiiterhin erkennen lassen.

Nunmehr verleiben wir auch das Gleichheitszeichen dem Lehr-
gebiiude der Algebra der Logik ein, indem wir auf den als allein be-
kannt vorausgesetzten Begriff ‘der Subsumtion eine Begriffserklirung
der durch jenes Zeichen auszudriickenden Beziehung griinden.

Definition (1) der identischen Gleichheit (Identitdt).

1y {Ime a=<b und zugleich b =€ a ist, so werde gesagt, es sei:

a=1"0 (gelesen a gleich b).

Dass ein Ausspruch von dieser Form g — b eine Gleichung, a die
linke, b die rechte Seite derselben genannt wird, haben wir schon
S. 128 angefiihrt.

Da Vorstehendes eine Definition ist, so muss (wie schon auf
S. 134 hervorgehoben wurde) die Festsetzung auch umgekehrt gelten:
Es kann die Gleichung @ = b nichts anderes aussagen, als dass die
vorerwithnten Subsumtionen gleichzeitig bestehen, m. a. W.:

(1. { Wenn a =10 gilt, so muss a <0 und b=<a sein.
Wollten wir die beiden Teile (1) und (1)” der Definition (1) aus-
driicklich auf einmal aussprechen, so wiire in (1) die Partikel 250

durch immer dann und nur dann zu ersetzen gewesen,

Zusatz zu Def. (1). Weil alsdann (nach I, fiir Aussagen in An-
spruch genommen — vergl. die Anmerkung zu Prinzip I)
b=¢a und zugleich ¢ <b
sein wird, so folgt nach Def. (1), dass auch:
b=a
zu gelten habe. Dies heisst:
Jede Gleichung darf auch riickwarts wieder

_ um als solche gelesen wer-
den, m. a. W.: Die beiden Seiten ciner

Gleichung diirfen (in derselben)
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miteinander vertauscht werden, oder: Die identische Gleichheit ist eine
symmetrische“ Beziehung — ein Satz, der sich, wie wir soeben sahen,
2

ganz streng beweisen ldsst.

Stellen @ und b Gebiete vor, so miissen sie, wenn das erstfa im
zweiten und zugleich das zweite im ersten enthalten sein soll, ema]?-
in ei incidi isch gleiche

der decken, in eines zusammenfallen, koincidiren. Identisch g

Gebiete bezeichnen wir demnach als ,einerlei.

Man ersieht hieraus, dass — wie schon in der Einleitung betont —+
der Begriff der Gleichheit im identischen Kalkul .Wext enger gefasst ‘1shu,
als in der Grossenlehre. Dort, wo von Maa,ssbestlm.mungen a,bsoh{t n;c t
die Rede sein soll, diirfen wir zwei Kreise oder }?‘lachen, j;venn suz etwa
nur ,gleich gross* (inhaltsgleich, sogar, _W?‘nn sie auch kongruent) sein
sollten, durchaus nicht als (identisch) ,gleich“ gelten la.ssen.. o

Ungeachtet dieser verschiedenen Interpretatim’l des .Glelchhelt.s.zei(i:hlelms
in den beiden Disziplinen ist es doch unbed'enkhch, sich des nim cAen
Zeichens = fiir beiderlei Beziehungen zu bedlenen_selbst da.n.n, We{z;l u(i
wendungen des identischen Kalkuls a.uf' das .Geblet der mltd Zah unS
Maass operirenden Mathematik beabsichtigt sein sollten. Und zwar au
LwelE(i;:;l:r‘lisenciesha,lb, weil auch in der Ma,thema.ttik ni_cht mit dfzn Grf)sse.r;
selbst, sondern nur mit deren Maasszahlen, weil darin allgemein nux1 1;)11
abstrakten Zahlen gerechnet zu werden pflegt. Jede abstrakte Zahl be-
trachtet man_aber daselbst als ein nur einmal ex1st1rendes. I.nd1v1duu;1,hxlrer-
sinnlicht etwa durch einen bestimmten Punkt de}' Za,h_lenhm.e 1‘resp.1 a er;l-
ebene, und bei dieser Auffassung kommt die Glelc.hhext zweier Aa.h_en 3,11110
auf ein Zusammenfallen derselben, auf deren Identitit hinaus — wie schon
> ltivggfgg ev‘i'fierzen gedachte Anwendungen des identiscbex} Kalku}lls_auf
das Gebiet der rechnenden Analysis doch vor allem angezeigt erscheinen
— und konnten in der That von grossem Nutzen vzerd.en = da, leo.nlllan
mit vicldeutigen Ausdriicken zu thun bekqmm‘cz wo nimlich md1t .Za ze;gu:ﬁ
zu operiren ist, die nicht notwendig je eine einzige Zahl, sondern f!veOIChen
eine ganze Klasse oder Gattung von Zahlen vorstellen. Von. zv;\‘rel.s ichen
Zahlgattungen wiirde nun eine, 4, ,,untergem:dnet OEier gleich em%)} atn
dern B zuonenneu, es wiirde 4 =< B zu schreiben sein, wenn aéle le‘f; hfk
die A umfasst, unter den Werten von B zu finden §1nd, und g elem]
wiirden die beiden vieldeutigen Ausdriicke 4 wnd B h't.alss_en mu‘s;eziewum-
dies gegenseitig ist, d. h. wenn sie beide ganz die n:imhcheAn ;B o
fassel?. Sobald aber diese identisch glfelchen Ausdriicke un 2
deutige Zahlzeichen wiirden, nimlich dle.uqte.:r A und B versma;e =
ZahI:nga.ttungen etwa nur je aus einem Zahlindividuum bestehen ?oh !1;, 2
Klasse 4 in den einen Wert @, die B zu der Zahl b zusa.mnl:;ngc rluz 132561;
dann wiirde die vorhin statuirte identische Gilelchh'elt A= [ hhel:tg o
doch in der That zusammenfallen mit dfr arithmetischen Gleichhei =

i i ihren einzigen Zahlwerten. -
ZWIch?)nvj;zis;nsi:; auch, wie S. 136, 139 dargelegt, das Zeichen < zur
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Verwendung in der Logik empfahl, wiirde es nach dem soeben Auseinan-
(.ierge.setzten doch nur eine unniitze Weitliufigkeit sein, wenn wir fir die
identische Gleichheit ein anderes als das arithmetische Gleichheitszeichen

einfiih . < - S 3
wo}ﬁelrfn, em apartes, komplizirteres Zeichen fiir dieselbe hier benutzen

Bedeuten @ und % Klassen, und ist @ = b, so werden @ und b nur
(ve.rschiedene) Namen fiir einunddieselbe Klasse vorstellen.
weise werde angefiihrt:

Pferd = Ross, Neger = Mohr,
Erdtrabant — Mond (im engeren Sinne), = der Mond.

1) Theorem. Stefs ist @ — a.

Jedes Gebict ist sich selbst identisch gleich.

. Beweis. Die Voraussetzungen a =€ b, b=€a, der Def. (1) fir
die Gleichheit @ — b treffen nach Prinzip T zu, wenn a selber unter b
v.erstanden, fir b gesetzt wird; folglich ist in diesem Falle die Defini-
tion auch anwendbar. Aus =€ a und « =< a folgt nach (1): a = a.

2) Theorem. Wenn a=<b und b =c, so ist a < c.

Beweis. Dann ist auch b=¢c¢ nach der zweiten Primisse auf
Grund des Teils (1)” der Def. (1). Und hieraus, in Verbindung mit
der ersten Priimisse folgt nach II, dass a < ¢.

3) Theorem. Wenn a — b und b=€¢, so ist auch a £ c.

Beispiels-

Beweis. Nach der ersten Priimisse und Def. (1) Teil (1)”, ist
auch @ =€ b und hieraus in Verbindung mit der zweiten Primisse folgt
nach II: a <€ ¢, wie zu beweisen war.

Die beiden letzten Theoreme zusammenfassend k6nnen wir also
sagen:
f=] 3

.Z usatz. Als Pradikat sowol, wie als Subjekt, darf Gleiches fiir
Gleiches gesetzt werden.

In der That geht die Konklusion be

e 1 Th. 2) hervor aus der ersten
Priimisse

g indem man deren Pridikat b durch das ihm gleiche ¢ er-
setzt, bei Th. 3) aus dessen zweiter Priimisse

. indem man deren Sub-
jekt b durch das ihm gleiche @ ersetzt. ,

4) Theorem. Wenn a — b und b — ¢ so st auch a = c.

. O.der: Wenn zwei Gebiete mit einem dritien identisch gleich sind, so
sind sie auch unter sich wdentisch. ’

Es.sind dann alle drei Gebiete »einander gleich¥
nachherige Zusatzdefinition.

t Beweis. Nach Def. (1), Teil (1)”, ist mit den beiden Voraus-

setzungen des Satzes einerseits gegeben, dass a=€D und b=£ ¢ sei

. 2 4

und  hieraus folgt a=<c nach 1I. Ebenso ist andrerseits gegeben:

— vergl. die
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¢=<b und b=<a, also nach II auch ¢=€a. Die gefolgerten beiden
Ergebnisse @ =< ¢ und ¢ =< a lassen sich aber nach Def. (1) Teil (1)
zusammenfassen zu der Gleichung a = ¢, womit der Satz bewiesen ist.

Die Theoreme 2), 3), 4) finden bereits unter Prinzip II sich durch
Figuren erldutert, vergl. Fig. 3...6.

Zusatz zu Th. 4). Die Ausdehnung des Satzes von zweien auf
eine beliebige Menge als erfiillt vorauszusetzender Gleichungen, welche
sich so anordnen lassen, dass sie eine stetige Kette bilden, d. h. dass
die einander zugewendeten Seiten benachbarter Gleichungen jeweils
iibereinstimmen, ist naheliegend, und kann durch wiederholte Anwen-
dung des Th. 4) unschwer bewiesen werden.

Wenn a =05, b=c¢ und ¢ =d ist, so folgt aus den zwei ersten
Gleichungen nach 4) zuniichst @ = ¢ und hieraus, in Verbindung mit
der dritten Gleichung folgt ebenso: @ = d. Daneben folgt auch aus
den beiden letzten Gleichungen b = d, sodass hier jede zwei vorkom-
mende Symbole als gleich nachweisbar sind.

Zusatzdefinition zu (1). Nunmehr kann auch der Begriff der
identischen Gleichheit von zweien auf eine beliebige Menge von Ge-
bieten ausgedehnt werden. Die Gebiete der Menge sind einander
gleich* zu nennen, wenn (d. h. immer dann und nur dann, wenn) je
zwei derselben einander gleich sind.

Dass solches stattfinde, wird ausgedriickt, indem man die Namen
der Gebiete in irgend einer Folge auf der Zeile durch Gleichheits-
zeichen verbindet, z. B. schreibt:

a=b=c=---

Tritt zu einer Menge von unter sich gleichen Symbolen ein wei-
teres Symbol hinzu, welches einem von jenen gleich ist, so bilden die
bisherigen Symbole zusammen eine neue Menge von unter sich gleichen
Symbolen.

Demn ist @, = @y =+--=a, ="---=a, die erstgedachte Menge
und trits @,4; = @, hinzu, so ist fir A=1,2,...7n auch leicht zu be-
weisen, dass das neuhinzugekommene @,y; = a@; sein muss, in Anbetracht
dass @, = a3 schon laut Voraussetzung gilt. Ein beliebig aus der neuen
Menge herausgehobenes Paar von Symbolen enthilt entweder das neu hin-
zugekommene Symbol a@,4; oder nicht. Im ersten Falle enthiilt es neben
jenem Symbole noch ein solches a; der alten Menge, und ist die Gleich-
heit beider Symbole des Paars soeben bewiesen. Im zweiten Falle muss
das Paar aus zwei Symbolen a; und a, der alten Menge bestehen und ist
deren Gleichheit bereits in der Voraussetzung gefordert, dass stmitliche

Symbole dieser letztern einander gleich seien.
Tn beiden Fillen sind also die zwei Symbole des aus der neuen Menge
herausgehobenen Paares in der That einander gleich.
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Was in logischer Beziehung davon zu halten sei, dass bei vorstehen-
der Beweisfihrung im Grunde der Schiuss der ,vollstindigen Induktion®,
wochluss von n auf # -4 1“ angewendet werden musste, dariiber sei auf
Anhang 3 und auf § 51 verwiesen.

Ist nun irgend ein System von Gleichungen als zwischen Gebieten
bestehend gegeben, so werden diese Gebiete unter sich gleich sein
miissen, wenn es gelingt, die gegebenen Gleichungen so in einer Reihe
anzuordnen, dass beim Durchgehen derselben in einem bestimmten
Sinne — etwa von links nach rechts fortschreitend — man in jeder
neu ins Auge gefassten Gleichung auf ein Gebiet stosst, welches be-
reits in wenigstens einer der vorhergehenden Gleichungen als linke
oder rechte Seite vorgekommen war. Um dies zu entscheiden, kann
man eine beliebige von den Gleichungen als erste herausschreiben,
darauf als zweite eine solche folgen lassen, welche eines der in der
ersten stehenden Gebiete enthilt, als dritte dann aus dem Reste eine
solche Gleichung herauslesen, welche abermals die Forderung erfiillt
mindestens eines der bisher schon vorgekommenen Gebiete zu ent-
halten, und so weiter bis zu Ende. Ist es auf eine Art moglich, in
dieser Weise mit den Gleichungen zu Ende zu kommen, so wiirde sich
nachweisen lassen, dass dies auf jede Art eintreffen muss, mit welcher
Gleichung des Systems man auch beginnen und wie man auch mit

der Auslese der immer mindestens ein friiheres Symbol enthaltenden
Gleichungen fortfahren mag. —

Es sollen jetzt noch zwei spezielle Gebiete in die Algebra der Logik
eingefiihrt werden, fiir welche als Namen, wie unter Th. 22) dargelegt
wird, die Zahlzeichen O und 1 sich empfehlen. Auch diese wollen wir
vermittelst des Beziehungszeichens der Einordnung erkliren, und zwar
erfolge die
Definition (2) der identischen - Definition (2,) der jidentischen

Null« 3 Eins“
dadurch, dass wir die Subsumtion :

0<€a | @]
als eine allgemeingiiltige, nimlich fiir Jedes Gebiet @ unsrer Mannigfal-
tigkeit anzuerkennende hinstellen. Dies will sagen:
O nennen wir ein Gebiet, welches | 1 nennen wir ein Gebiet, zu wel-
20 jedem Gebiete ¢ in der Be- | chem jedes Gebiet @ in der Be-
ziehung der Einordnung steht, ziehung der Einordnung steht, in
welches in jedem Gebiete der Man- } welchem jedes Gebiet der Mannig-
niy}‘hltiykcﬂ enthalten ist, | faltigheit enthalten ist.

Die Symbole 0 und 1, denen wir diese Eigenschaft zuschreiben,
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zihlen wir jedenfalls hinfort mit zu den ,Gebieten“ unsrer Mannig-
faltigkeit. Eventuell, moglicherweise, werden es ,uneigentliche“ Ge-
biete sein, d. h. sie bleiben leere Namen, wenn unter den bisher als
solche angesehenen wirklichen oder ,eigentlichen” Gebieten, die mi't
der Mannigfaltigkeit zugleich uns virtuell, fakultativ gegeben ersche.l-
nen, sie sich nicht nachweisen lassen sollten — eine Frage, auf die
wir im System uns erst an einer spiteren Stelle einlassen wollex}.

Auch die Beweggriinde, welche uns zur Einfihrung ebt.an-cheser
Symbole bestimmen, das Willkiirliche, welches in ihrer Definition zu
liegen scheint, erklirend rechtfertigen, konnen wir erst unter Def. (3)
in § 5 auseinandersetzen. .

Lediglich aus didaktischen Griinden — damit der Leser, falls er mcht'
will, niemals den Leitfaden der Anschauung zu verlassen braucht — sei
indess die Bedeutung welche den Symbolen O und 1 zgkommen Wll:d, vor-
greifend schon hier kurz angegeben: Die O VV‘il‘d juns ein leeres Gebiet vor-
stellen, welches keinen Punkt der Mannigfaltigkeit en'thalt, u}ld wenn von
Klassen die Rede ist, dem Begriffe des ,,Nichts* eptspncht. Die 1 dagegen
wird die ganze Mannigfaltigkeit vorstellen, hier, im bevorzugten Falle, also
die ganze Fliche der Schultafel. Und falls a, b, ¢,... uns Kl?.ssen v?r-
stellen, wird 1 die umfassendste Klasse bedeuten, _welche a}lle .dle .Klas=en
und Individuen, von denen in der Untersuchung die Rede ist, in sich ver-
einigt. Vergleiche § 7. )

Es wird sich zeigen, dass die hier vollzogen.e Aufflahme, Einver-
leibung, Adjungirung der identischen Null unter die Gebiete .(der lee.ren
Klasse unter die Klassen, des Begriffs des ,Nichts“ unter die Begrlﬂ'(?)
unsrer ganzen Disziplin ihren eigenartigen Charak?er aufprﬁgt.' Die
Tragweite dieser unscheinbaren Ubereinkunft (2,) ist k.au?n mit Ge-
ringerem zu vergleichen, als mit den Wirkungel.l de'r Einfiihrung der
arithmetischen Null, der Aufnahme dieser unter ('he Ziffern und Zahlen.
Letztere war eine That, in Bezug auf die mich Herrn Hermann
Schubert’s interessante Studie ,Zihlen und Zahl“ (Hamburg 188:7,
86 Seiten) belehrt (pag. 34), dass sie ungeachtet 1hr.es heute ?.l.lgemem
anerkannten Wertes seinerzeit hartnickige und heftige Opposition her-
vorgerufen. . .

Zusatz 1 zu Def (2). Es kann nicht mehr als ein Gebiet von
der in Def. (2,) resp. (2,) geforderten Eigenschaf.t gebel.l. i

Denn gibe es ausser O resp. 1 auch noch i .zweltes Gebie
resp. 1’ von jener gedachten Eigenschaft, dass nimlich

O,%a I a%l’

allgemein sein miisste, so hitten wir auch

0=£0 nebst 0°=€0 | 1"£1 nebst 11
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[indem wir uns Aéer unter dem @ auch 0 resp. 1, dort, in Def. (2),

auch 0" resp. 1" vorstellen diirfen], und damit folgte nach Def. (1):
0'=0 [ ¥=1,

d. h. die gedachten beiden Gebiete wiren beziiglich einerlei, wiren

eines.

Zusatz 2 zu Def. (2). Insbesondre gilt auch

0£1.

In dieser Subsumtion fallen die beiden Subsumtionen (2,) und (2,)
in eine einzige zusammen, welche als ein unter beiden zugleich be-
griffenes Beispiel erscheint. In der That kann man sich unter a

in (2,) auch 1 | in (2,) auch 0
denken. Zum Uberfluss aber folgt obige Subsumtion aus (2,) und 2,

zusammen auch noch nach Prinzip II, wofern man sich in beiden
unter a den ndmlichen Wert vorstellt.

5) Theorem.

5:) Wenn a =<0 so ist a = 0. | 5,) Wenn 1€ a so ist 1 = a.
m. a. W.

Einordnung eines Gebietes unter Die fakultative Uberordnung eines

0 ist Gleichheit (mit 0), bedingt | Gebietes diber 1 ist Gleichheit (des-
»Verschwinden® des betreffenden selben mit 1).
Gebietes.

Beweis. Da nach Def (2 Beweis. Da nach Def. 2,

ohnehin 0 =€ a ist, so folgt -hie-
mit aus der Voraussetzung a =< 0
unsres  Theorems kraft Def. (1)
die Gleichheit: 0 = q.

ohnehin @ =€ 1 ist, so gibt dies in
Verbindung mit der vorausgesetz-
ten Subsumtion 1= g nach Def.
(1) die Konklusion: a = 1.

Unerledigt ist noch die Frage, auf welche Weise nun solche Sub-
sumtionen, wie die mit Def. (2) eingefiihrten, in denen als Subjekt
oder Priidikat die Symbole 0 oder 1 auftreten, mit Hilfe der Kopula
»ist“ in der Wortsprache darzustellen sein werden? Um die uns zu-
niichst obliegenden Betrachtungen nicht zu tiberladen, wollen wir der-
gleichen Fragen vorerst noch zuriickstellen, unser Augenmerk eine
Zeitlang blos dem Gebietekalkul als solchem zuwenden — und dessen

Anwendungen auf die Wortsprache
der vierten Vorlesung) durchgehen.

hernach im Zusammenhange (in

Was da die Def. (2) im Gefolge

hat, ist unter o), 6), 7), v) des § 9 entwickelt, —

Dritte Vorlesung.

§ 5. Die identische Multiplikation und Addition.
Peirce’s analytische Definition von Produkt und Summe.

Wir miissen uns nunmehr mit Operationen bekannt machen, durch
welche aus (zunichst) zwei Gebieten @, b jeweils ein drittes Gebiet
abgeleitet werden kann, aus zwei Klassen eine dritte (spiiter dann auch
aus mehreren solchen eine neue). Zwei wichtigste von solchen Qpe-
rationen bezeichnen wir als identische Multiplikation und als identische
Addition, und entlehnen — der Einfachheit wegen — Namen und Be-
zeichnungsweise fiir die Operationsergebnisse und die dazu verkn}lpften
Operationsglieder aus der Arithmetik von den gleichnamigen arithme-
tischen Operationen. _

Erfahrungsmissig hat dies Verfahren einen gewis§en Wldeltst:and zu
gewiirtigen; dasselbe wird nicht von jedermann ohnt? weiteres gebflhgt und
acceptirt. Es werden deshalb einige Worte zu seiner Ref:htfertlgung‘ am
Platze sein, sowie Fingerzeige, wie dasselbe da wo es ungeeignet erscheinen
sollte, zu modifiziren sei. L

Mit dem Malzeichen, z. B., und dem Namen ,,Produkt dlfa Vorstellung
einer arithmetischen Multiplikation zu verkniipfen, ist durch jahrhunderte-
langen Gebrauch sanktionirt, und von dieser langgewohnten -und berech-
tigten Gedankenverbindung zwischen Namen und dem durch sie Benannten
sich hier stets frei zu halten wird in der That dem Leser zugem.utet er-
scheinen, wenn wir wirklich jene Namen und Ze'ichen aus der Arithmetik
in unsre Disziplin heriibernehmen. Bedeuteten die zu einem Produkt a-b
oder ab zu vereinigenden Symbole & und b hier Zahlen od‘er auch
Klassen, Gattungen von Zahlen, so wiire die Zumutung allenfalls eine harte
Zu mnennen. :

Solches ist nun aber mickt der Fall. Freilich, da uns a und b Klassen
von irgendwelchen Dingen oder Objekten des Denkens vorzustgllen haben
werden, so ist ihre Interpretation als Klassen wvon Z"ahlen nicht gera.de
prinzipiell ausgeschlossen. Doch bildet letztere gegeniiber den sonst hier
im allgemeinen beabsichtigten Deutungsweisen ein Anwendungsfeld.vm? sel_lr
speziellem Charakter und verhiltnissmissig untergeordneter Wichtigkeit.
Fir dieses, wenn es liberhaupt in Betracht gezogen werden s?llte, kann
man sich leicht gewisse Kautelen, eine besondere Be]'mtsa'mkelt in der Ver-
wendung der Namen und Zeichen, als logischer (identischer) oder aber
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arithmetischer, zur Pflicht machen, auf das wir nachher noch niher zu
sprechen kommen.

Lassen wir die etwa moglichen Anwendungen des identischen Kalkuls
auf arithmetische Untersuchungen vorerst beiseite, so wird aber der obice
Vorwurf einer ungebiihrlichen Zumutung von selbst hinfillig , indem t(;,s
ganz unmdiglich wird, dem Malzeichen die gewohnheitmissige Bedeutung
unterzulegen. Man versuche doch einmal, wenn @ die Klasse derjeniae;
Dinge vorstellt, welchen das Epitheton nSchwarz” zukommt, und b C:iie
Klasse der ,,Pferde, das Produkt @ - b im arithmetischen Sinn zu verstehen!
Abzustehen aber von einem ohnehin unmoglichen Vorhaben — dies lisst
sich doch nicht als eine ungebiihrliche Zumutung hinstellen! '

Bei dem Versuch, ihn im herkdmmlichen, arithmetischen Sinn zu deuten
gibt sich in unserm Beispiel der Name ¢ - b als ein ganz und gar sinni
loser sofort zu erkennen. Daher ist dieser Name als ein solcher, der iiber-
1-1aupt eine verniinftige Erklirung noch nicht gefunden hat, zeniichst zu
J_eder beliebigen Verwendung disponibel. Welche Bedeutung wir ihm hin-
io.rt auch beilegen mogen — was wie gesagt in unserm Belieben, Arbi-
trium steht — so kann dies zu Missverstiindnissen tiberhaupt nicht fiihren
ist unbedenklich und unverfinglich. ,
: Das gleiche gilt, wenn @ und b Punktgebiete, Flichen, — und zwar
diese selbst, nicht aber deren Maasszahlen oder Inhalte, vorstellen (vergl.
S.158). Es ist noch unausgemacht und kann deshalb beliebig ausgemacht
werden, was in diesem Falle - b bedeuten solle,
~ Dass eine herkémmliche Verwendung von Namen und Zeichen auf
einem bestimmten Anwendungsfelde -durchaus nicht deren selbstéindige Ver-
Wenflung auf andern, neuen Anwendungsgebieten prikludirt oder von vorn-
herein ausschliesst, dafiir gibt es Priicedenzfille genug in den Wissen-
schaften.

Es ist dem Chemiker auch nicht verboten worden, mit CO das Kohlen-
oix’ydgas zu bezeichnen, weil etwa durch den schon zwei Jahrtausende ilteren
Usu.s des Geometers es sanktionirt war, unter CO die Verbindungsstrecke
zweier Punkte C' und O zu verstehen. Um beide Deutungen zu verwech-
seln, miisste man im Unklaren dariiber sein, ob es sich um Punkte han-
delt, oder um chemische Elemente, und fiiglich ist dem Leser eines Buches
doch wenigstens zuzutrauen, dass er wisse und sich im Bewusstsein lebendic
erhalte, wovon in- dem Buch die Rede ist! £

) Was nun dem Einen Recht ist, das ist dem Andern billig. Um arith-
metisches und identisches Produkt zu verwechseln, miisste m:,n auch nicht
wissen, ob die Rede ist von Zahlen, oder ob von Klassen, Gebieten.

.Jed'enfalls kann es nicht untersagt werden, wunter eine; besondern Uber-
sdn-zﬂ. eme aparte — sei es Bezeichnung bekannter Dinge, sei es Inter-
prret-atlon bekannter Zeichen — zu verwenden, und zwar immer demjenigen
Verfahren den Vorzug zu geben, welches sich dem zu betrachtenden Gegen-
stande‘am besten anbequemt. X
- Emfac%ler aber, iibersichtlicher, kiirzer und zweckmiissiger, als mit ab,
I({Lrlat das Ergebniss der Operation, die wir identische Multiplikation der
H'afﬁnka und. b zu nennen haben, sich iberhaupt nicht darstellen — im

inblick auf die Anforderung, dass der Name dieses identischen Produktes,
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um hinreichend ausdrucksvoll und durch sich selbst verstindlich zu sein, die
Symbole @ und b, denen es entstammt, doch selber enthalten, sie irgendwie
miteinander verkniipfen muss. Die simpelste Verkniipfung von Zeichen ist
eben das Nebeneinanderstellen derselben auf der Zeile, und der Vorteile,
die aus solcher Einfachheit erwachsen, sind wir nicht gesonnen, uns un-
notigerweise hier zu entschlagen. Zudem stellt auch die Wortsprache selbst
(wie in § 8 zu sehen) die Namen der als identische Faktoren zu einem
Produkt zu verkniipfenden Klassen in der Regel ohne weiteres Verkniipfungs-
zeichen oder Bindewort nebeneinander.

Ahnliches aber, wie oben in Bezug auf das Produkt ausgefiihrt ist,
liesse sich grosstenteils auch hinsichtlich der Summe sagen.

Nur dann, wenn Anwendungen des identischen Kalkuls auf die Arith-
metik selbst beabsichtigt sein sollten — dergleichen uns hier meistens
ganz ferne liegen — wird es ratsam die ,arithmetischen und die ,,iden-
tischen™ Operationen, Operationsglieder und Operationsergebnisse jeweils im
Texte durch die kursiv gedruckten Beiworter sorgfiltigst zu unterscheiden,
eventuell auch -mittelst wverschiedener Kniipfungszeichen die einen und die
andern zu kennzeichnen. Ganz unerlisslich wiirde letzteres erscheinen, wenn
etwa im selben Ausdruck oder in der nimlichen Formel die beiderlei Ope-
rationen gleichzeitig vorkommen sollten.

Hier aber ist es leicht, gedachte Unterscheidung der arithmetischen
und der gleichnamigen identischen Kniipfungszeichen irgendwie, in einer ad
hoc konventionell festzustellenden Weise, zu bewirken. Man klammere
etwa die Zeichen der seltemer vorkommenden Sorte von Operationen ein:
(+); (+), oder drucke sie hohl, fett, kursiv und dergleichen.

Bei der Multiplikation ist man in der giinstigen Lage, ohnehin iiber
zwei Kniipfungszeichen zu verfiigen. Man reservire z. B. den Punkt, -, fiir
die identische, das liegende Kreuz, ><, fiir die arithmetische Multiplikation
und beobachte die Riicksicht, dass alsdann nur das eine von diesen beiden
Zeichen auch ungeschrieben bleiben, bequemlichkeitshalber unterdriickt wer-
den darf, nicht aber auch das andere — indessen, je nachdem es zweck- -
missig erscheinen mag, durchweg das erste oder durchweg das zweite.

Fiir identische Addition wird man praktisch auch ein stehendes Kreuz
T gegeniiber dem arithmetischen -} in solchen Fillen verwenden, wie uns
denn hier — dank der Liberalitit des Verlegers — kleinere --Zeichen
+ und + zu gebote stehn.

Uberdies ist zu beachten, dass wo immer Anwendungen der gesc}?il-
derten Art beabsichtigt sein sollten, auch die ,identische Null und Eins
— etwa durch kursiven Druck als 0, 1 oder aber mittelst Apostrophirung
etc. — von den Zahlindividuen O, 1 unterschieden werden miissen —
vergl. § 9, m). —

In ecinem seiner Aufsitze !® verwendet Herr Peirce durchweg ein-
mal als Malzeichen das Komma, fir identische Gleichheit ein Gleichheits-
zeichen mit darunter gesetztem Komma, und fiir identische Addition ein -
mit in den Winkelraum rechts unten eingefigtem Komma ;. Das ganze
Bezeichnungssystem erscheint schon ein bischen schwerfillig, das erstere
aber auch hochst bedenklich, weil man in Text wie in Formeln [z. B. bei

ScHRODER, Algebra der Logik. 13
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f(a, b, ¢,..)] dann nie unterscheiden kann, ob a,b,¢,.. eine Gruppe, ein
System von mehreren Symbolen, oder aber ein einziges Symbol — das Pro-
dukt der letztern — vorstelle. Von diesem System der Schreibung kommt
Peirce auch selbst wieder in seinen spiteren Aufséitzen — und wie es
scheint, definitiv — zuriick. Im schriftlichen Arbeiten mag aber das Zei-
chen - sich zuweilen empfehlen.

Neue Zeichen und Namen zu erfinden ist ja in der That nicht schwer,
und was die Namen betrifft, so hat gerade die Philosophie hierin die Welt
schon mit grossartigen Leistungen begliickt.

Wollten wir vor der bei der Arithmetik zu machenden Namenanleihe
zuriickschrecken, so wiirden auch wir gendtigt sein, ein ganzes Heer von
neuen Namen zu erfinden. Es wiirde bei weitem nicht gentigen, neben
eigenen Zeichen zur Vertretung unsrer (von Boole schon eingefiihrten) 0
und 1, etwa blos fiir ,Multiplikation, Faktor, Produkt‘ und ,Addition,
Summand, Summe® neue Namen zu schaffen. Als solche wurden — neben-
bei gesagt — bereits ,,Composition, Componenten, Compositum (,,compound*)“
und ,Aggregation, Aggreganten, Aggregat‘¥) von Augustus de Mor-
gan®® verwendet. — Es wiirde iiberdies die Folge sein, dass wir das
Summenzeichen X, das Produktenzeichen II durch andere Zeichen ersetzen
miissten, dass wir zeitweilig neue Namen einzufiihren hitten auch eventuell fiir
»Potenz®, fiir , Division, Quotient, Dividend und Divisor®, fiir ,,Subtraktion,
Differenz, Minuend und Subtrahend®, fiir ,,Abziehen” und ,,Vermindern‘,
fir ,mal, plus, durch und minus*, und ausserdem mnoch fiir eine Menge
anderer Kunstausdriicke. Ich erinnere an: ,Monom, Binom, Trinom, Poly-
nom", an ,Koeffizient“, an , Ausmultipliziren* (nach der Multiplikationsregel
fiir Polynome) und ,Ausscheiden (eines gemeinsamen Faktors), an die
Benennungen ,Funktion“ und ,Argument®, an ,linear* und ,homogen® (in
ihrer Anwendung auf den Funktionsbegriff), u. s. w.

Ein Blick auf den weiterhin dichter werdenden Formelinhalt dieses
Buches wird schon erkennen lassen, wie viel umstindlicher und schwer-
filliger derselbe sich darstellen miisste, wollten wir nur iiberall da, wo ein
Malzeichen steht oder gesetzt zu denken, zu unterstellen 4st, ein ausdriick-
liches Kniipfungszeichen anbringen!

Erstrebenswerter als solche Neuerungen scheint es doch zu sein, mit
einer schon vorhandenen Nomenklatur, die sich auch unsern eigenartigen
Zwecken vorziiglich anpasst, haushilterisch auszukommen. Weigerten wir
uns dessen, so wiirde aber die schlimmste Wirkung die sein, dass wir ge-
notigt wiiren, eine Menge aus der Arithmetik der vier Spezies allbekanuter
Sitze in dem fremdartigen Gewand, das sie alsdann notwendig zeigen
miissten, vollstindig neu zu lernen. Bei dem Plan, den wir hier lieber
befolgen, haben wir dagegen den Vorteil, nicht nur, dass die zahlreichen
Analogieen und die minder zahlreichen Gegensitze zwischen dem identischen
und dem arithmetischen Kalkul auf das klarste zutage treten, sondern dass
wir auch einen ansehnlichen Teil unsrer Ubung aus der allgemeinen Arith-
metik (freilich nur von der Tertia eines Gymnasiums her) hier ohne weiteres

*) Indess der letztere Name ist ja auch in der Arithmetik bereits vergeben!

§ 5. Identische Multiplikation und Addition.

zu verwerten in der Lage sind und diesen Vorteil blos erkaufen miissen
durch rege Aufmerksamkeit auf die Punkte, wo jene Analogieen aufhéren.

Eine gewisse Leichtigkeit, nicht blos Bezeichnungsweisen zu wechseln,
sondern mehr noch, solche wmeudeuten, sie vom Einen auf’s Andere zu
iibertragen, ist auch anderwirts forderlich oder unentbehrlich gewesen, und
nirgends in der Mathematik darf man an der Bezeichnung kleben. Es ge-
niigt zu erinnern, an die Streckenrechnung, z. B., iiberhaupt an die zahl-
reichen ,,symbolischen” Rechnungsmethoden, welche Analysis und Geometrie
bereits aufweisen. —

Die identische Addition hat mit der arithmetischen, ihrem Wesen
nach, noch einige Verwandischaft, die identische Multiplikation aber
mit der arithmetischen gar keine [vergl. § 9, o)].

Gleichwol rechtfertigt sich die iibereinstimmende Bezeichnung von
beiderlei Operationen durch die durchgingige Ubereinstimmung ihrer for-
malen Eigenschaften: alle Gesetze, welche von der Addition und Mul-
tiplikation in der allgemeinen Arithmetik als allgemeine Formeln
gelten (also ohne Riicksicht auf die Natur der zu verkniipfenden Zahlen,
im ganzen Zahlengebiete) — sei es in Bezug auf jene Operationen fiir
sich, sei es auch fiir ihre Verbindungen miteinander — alle diese
Gesetze werden sich auch fiir die identischen Operationen als allgemein
giiltig erweisen, und — dasu noch einige mehr!

Nur wo die ,umgekehrten® oder inversen Operationen von jenen
beiden, also die Subtraktion und Division mit in Betracht kommen,
hort die formale Ubereinstimmung zwischen den arithmetischen und
den identischen ,vier Spezies zumeist auf.

Wir werden uns mit der identischen Subtraktion und Division
erst spit — in der 12. Vorlesung — beschiiftigen, und zwar, um sie
dort fir immer abzuthun, nimlich zu erkennen, dass diese Operationen
im identischen Kalkul definitiv entbehrt werden konnen, indem sie
ausreichend und am zweckmissigsten zu vertreten sind durch eine ein-
fachere dritte Operation, die Negation, welche als ein gemeinsamer
Spezialfall jener beiden erscheint.®

Auch im identischen Kalkul mogen wir Addition und Multipli-
kation zu zwei verschiedenen (Operations-)Stufen rechnen. Wihrend
aber in der Arithmetik die Addition als die urspriinglichere oder erste
Stufe vorangeschickt werden muss, um das Verstindniss der Multipli-
kation als der zweiten Stufe vorzubereiten und zu erschliessen, steht
im identischen Kalkul die Reihenfolge der beiden Operationen in unserm
Belieben. Beide sind hier unabhingig von einander einzufiihren; sie
sind gewissermassen ebenbiirtig oder von gleichem Range. Schon um

dies zum Bewusstsein zu bringen, werde ich der Multiplikation hier
13*
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den Vortritt geben. Ausserdem aber bestimmt mich hiezn die Riick-
sicht, dass auf einem der Hauptanwendungsgebiete des identischen
Kalkuls — auf dem Anwendungsfelde 0) des § 3, im sog. ,Aus-
sagenkalkul — die Multiplikation in der That als die bej weitem
wichtigere und hiufigere, wo nicht urspriinglichere Operation er-
scheinen wird. Demungeachtet mogen aber nach wie vor die Addition
und Subtraktion ihre Bezeichnung als Operationen der ersten Stufe
beibehalten.

Wir werden das identische Produkt a-b oder ab, desgleichen die
udentische Summe & +b zweier Gebiete @ und b hier je gesondert defi-
niren in ihrer Anwendung als Subjekt (terminus minor) und in ihrer
Anwendung als Pridikat (terminus major) von Subsumtionen.

Man wird jedoch sehen, dass diese beiden Definitionen eines und
desselben Symbols ab resp. @ + b keineswegs von einander unabhingig
sind, sondern derart in einander tibergreifen, dass durch die eine not-
wendig auch schon die andre gegeben erscheint. Eine bestimmte von
ihnen muss als die des einfacheren Ausdrucks fahige an die Spitze
gestellt werden. Und zwar die

Definition (3,). [ Definition (3,).
Wenn es fiir gegebene Gebiete a, b und c zutrifft, dass zugleich
¢c=<Ca und c¢£b | a<c und b=<e

ust, so soll — Fkiirzer — gesagt werden, es sei:

¢ < ab. | a+b=<e.
Mit dieser Festsetzung haben wir definirt: s
das identische Prodult als Pridikat | die identische Summe als Subjekt.

Hiedurch werden niimlich — zunichst lediglich als Bestandteile
oder Elemente einer gewissen Redensart*), als Pridikat resp. Subjekt
— die Symbole -

: ab l a+b
eingefiihrt, welche wir auch »Gebiete nennen werden. Auf unserm
gegenwiirtigen Standpunkt miissen wir noch darauf gefasst sein, dass
diese — je nach den Bedeutungen von @ und b — sich als eigentliche
Gebiete vielleicht nicht nachweisen lassen, sondern eben als »uneigent-
liche® unsrer Mannigfaltigkeit zuzuschlagen, zu adjungiren sind.

o *) id est: der Redensart: »ein Gebiet ¢ ist in ab enthalten*, resp. ,a + b
ist in einem Gebiet ¢ enthalten.
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Da obiges Definitionen sein sollen, so gelten die Festsetzungen
auch umgekehrt, und sagen die Subsumtionen

c=<ab | a+b=£ec
hinfort wichts anderes aus, als dass
c€a wnd sugleich c=€b |

sel.

a=c sowie b=£c

Um uns unzweideutig darauf zuriickbeziehen zu konnen, wollen
wir die beiden in jeder dieser Begriffserklirungen liegenden funda-
mentalen Festsetzungen nochmals (mit Zusserster Sparsamkeit an
Textesworten) iibersichtlich rekapituliren, indem wir sie mit unter-
scheidenden Chiffren versehen, welche sich im bisherigen Texte nicht
wol anbringen liessen. TUnsre Konventionen sind:

3y Wenn ¢ €a, ¢c=<b, | 3 ,{Wenn a=<e¢, b=<e,

(3 {so gilt c=< ab. | ' lso gilt a+b=£ec.

» | Wenn c=€ ab, ,,{Wemz a+b=e,
(3) {so gilt ¢ =& a,:éc < b { (3) sogilt a<e, b£ec.

Die einzeln stehende Subsumtion soll jeweils das nimliche aus-
driicken, besagen, wie die zwei nebeneinander stehenden Subsumtionen
zusammengenommen. Dies ist es, was ausgemacht wurde.

Zusatz 1) zur Definition (3).

Es gibt mindestens ein Gebiet ¢, welches den Voraussetzungen
der Def. (3) gentigt, indem nach Def. (2,) resp. (2,) jedenfalls

0 | 1
ein solches ¢ ist. Wie immer die Gebiete @ und b auch gegeben sein
mogen, so ist es also jedenfalls zuldssig, von

einem Produkte ab ] einer Summe a + b

zu reden, nimlich von ihnen zu sagen, es sei 0 =< ab, und
a+b=<1. ;

Izlir tritt zum ersten mal ein Beweggrund zutag(?, der fiir die
Einfﬁhrung der Symbole O und 1 spricht, wie sie mittelst Def. (2)
vollzogen worden. Die Zuziehung dieser Symbole zu der Manmg(;
faltigkeit der Gebiete hat nimlich, wie soeben erkannt, den Erfogg ;mt
rechtfertigt sich eben hiedurch, dass nun von a-b und a+ : s d;a s
gesprochen werden kann. In Bezug auf das .Produkt ab wird dies
durch die Einfiihrung der O in der That m:st h.mgebx"acht, wie Yu' in
§ 7 noch genauer sehen werden: hitten wir mch.t die O, slgmv;arg es
nicht der Fall; es ist die Mission und das Vertjlenst d(?r 1, hass
sie dies bewirkt. Nur durch ihre Zuhiilfenahme lisst es sich erreichen,
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dass hinfort identische Multiplikation und Addition fiir ganz beliebige
Faktoren resp. Summanden @, b auch ausfiihrbar werden.

Ohne diesen Umstand wiirde aber eine allgemeine Buchstaben-
rechnung nach einheitlichen Regeln nicht moglich " sein.

Hitte z. B. das identische Produkt a -b sehr hiufig keinen Sinn,
so konnte man keinen irgend Produkte enthaltenden Buchstaben-
ausdruck, unbekiimmert um die Bedeutung oder die Werte der in ihm
vorkommenden Operationsglieder nach den Regeln des Kalkuls um-
formen. Man miisste vielmehr jedesmal erst zusehen, ob die etwaigen
Teilausdriicke (Ausdruckteile), sowie ob der ganze Ausdruck iiberhaupt
einen Sinn hat, und wire gendtigt, die Bedingungen dafiir jederzeit
im Auge zu behalten, sie immerfort als »Giiltigkeitsbedingungen®
weiterzuschleppen.

Ein eklatantes, und — wie ich denke — hinreichend abschreckendes
Beispiel einer derartigen unerquicklichen Sachlage wird uns weiter
unten der Kalkul der inversen Operationen, werden uns die Gesetze
der identischen Subtraktion und Division in § 23 liefern, deren Be-
folgung aber, wie schon erwihnt, zum Gliick entbehrlich bleibt.

Wenn nun also durch eine so einfache Ubereinkunft, als welche
die Def. (2) erscheint, wenn namentlich durch die Einfithrung der
identischen Null mittelst Def. (2,), ein derartiger Erfolg sich erzielen
lasst, dass durch sie erst ein einheitliches Schliessen und Rechnen
nach unumschriinkt allgemein giltigen Regeln ermoglicht wird — so
ist dieser Umstand ein hinreichendes Motiy dafiir, diese Einfiihrung
zu vollziehen, so rechtfertigt dieser Erfolg wenigstens nachtriglich die
seiner Zeit bei Aufstellung der Def. (2) anscheinend bethiitigte Willkiir.

Damit der Leser auch bei den im niichsten Paragraphen folgenden
teilweise subtileren Betrachtungen die Veranschaulichung durch die bei-
gegebenen Figuren alsbald verstehen konne, sei wiederum vorgreifend gleich
bier bemerkt, dass ab das den Gebieten ¢ und b gemeinsame Gebiet vor-
stellen wird, dass aber, wenn ein solches nicht vorhanden, dem Produkt
ab der Wert O zuzuschreiben ist; desgl. wird @+ b dasjenige Gebiet be-

deuten, in welches ¢ und b zusammenfliessen — so wie es, weiter unten

§ 7, fiir Kreisflichen « und b die Figuren 9, und 9, schraffirt aufweisen.
Es braucht hiemach der Leitfaden der Anschaunung nirgends verlassen zu
werden.

Wir bringen aber im Systeme die Veranschaulichungen absichtlich erst

spiiter, um eben die Anschauung nicht sofort zur Fiithrerin bei den grund-

legenden Betrachtungen werden zu lassen, vielmehr derselben die Herr-

schaft vorzuenthalten und den rein analytischen Charakter, die formelle
Strenge der auszufiihrenden

; Schlisse in den Vordergrund der Aufmerksam-
k'e1lt des Lesers zu riicken, um diesen die ihnen gebiihrende Beachtung zu
sichern. :
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Die ganz wenigen und unbedeutenden .Wiede.rholqngen, g den_:n (;:1;:
die befolgte Taktik notigt, migen entschuldlgt‘ sein mit dglm 1mw:111 ,muss
man eben beim Gehen zuweilen auch den Blick vorauseilen a.lssngt
nach Punkten hin, zu welchen selbst man erst etwas spiiter gelangt.

6) Theorem. Die beiden Subsumtionen
6,) ab=<a, ab=£b | 6,)a<a+b, b<a+b :
gelten fiir alle denkbaren Werte von a und b, sie gelten als allgemeine

Formeln. .
Beweis. Nach Prinzip I miissen wir zugeben, dass

@) L. ab=<ab. | 8 a+b%a+b..
Dies ist zunichst zweifellos, wenn @ u].:ld b wirkliche Gelbleée v:;:
stellen, weil wir ja fiir alle denkbaren Gebiete den Satz I als Gru
)
mmen haben. 2 .
e ;]iliﬁienx(: wir zuvorderst unter dieser Annahme unsern Beweis

zu Ende. :
Wenn man nun in vorstehender Subsumtion «)

das ab linkerhand | das a+ b rechterhand

mit dem ¢ in (8,)” resp. (3,)" identifizirt, d. h. sich eb;ndisess
Gebiet unter dem dortigen ¢ vorstellt, so erkennt man, dasls. lie u
sumtion «) nach (3)” nichts anderes aussagt, als dass zugleic

ab=<a, ab=<b | a£a+b, b=£<a+b

ist, wie zu beweisen war. :
= véloellte es nun aber kein eigentliches Gebiet geben, welches unter

dem Symbol s | -
T = . "
zu verstehen wire — eine Frage, deren voll‘lge Erorterung .w;rf:;elv;;:s
auf eine spitere Stelle im System der Theorie verlegten, so 1st 10lg
k 3 - & - oo .

" bgvlé'lf: ;:hmen den Satz der Identitit ,,a.lst a mch.t bll(;is li{"\;irt df
Gebiete — etwa unsrer ,bevorzugten® s.pez1e}len Man;:}l)gfaén %1 =
sondern wir nehmen ihn auch fiir diejenlge:n Je(.l.er den ta}' fme
faltigkeit, ja sogar fiir alles zu denken Mogliche uberII:;x%pidlsen e
Auch fiir, irgendwelche Klassen von irge.ndwelchen = iv o 5
anerkannt werden. Jedes Ding oder Objekt des Denkens
ist das, was es ist.

Wir diirfen demnach verlang
Namen anerkannt werde, und zwar ohne
einen Sinn haben, oder nicht. Das

en, dass unser Prinzip I a.l-lch lfﬁr
Riicksicht darauf, ob du?sel en
selbe gilt uns auch fir sinnlose
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Namen. Auch ,nichts ist nichts“, 0=€ 0, ein rundes Quadrat ist ein
rundes Quadrat — diirfen wir sagen, ;

Auch wer solche Behauptung nicht als selbstverstindlich hinnehmen
mgchte, wird wenigstens zugeben miissen, dass dieselbe unbedenklich ist: es
kann durch sie kein Irrtum erzeugt werden, gerade weil es phichts® ist,
worauf sich die Aussage bezieht; iiber ,nichts“ will sie eine Information
erteilen und charakterisirt sich somit als eine inhaltsleere.

Nun haben wir mittelst der in den Definitionen (2) und (3) ge-
troffenen Ubereinkunft ausgemacht, die Symbole 0,1,a-b und a+p
unter allen Umstinden zu den »Gebieten® unsrer Mannigfaltigkeit zu
rechnen, sie notigenfalls, wenn es keine eigentlichen Gebiete geben
sollte, welche die ihnen beigelegten Eigenschaften besitzen, als
eigentliche“ Gebiete — meinetwegen sinnlose Namen — dieser Man
faltigkeit zuzuschlagen,

Nach dem Vorausgeschickten kénnen wir also auch fiir diese
»Gebiete“ den Satz der Identitit in Anspruch nehmen und darauf die

I"Iber]egung grinden, durch welche sich oben der Beweis der Theo-
reme 6) ergab.

5 un-

nig-

In § 7 wird sich tibrigens herausstellen, dass der Fall, wo jenen
Symbolen der Wert 0 zukommt, in der That der einzige Fall ist und
bleibt, in welchem sie uneigentliche Gebiete vorstellen, Dies ist zudem
auch a priori klar. Denn entweder gibt es ein wirkliches Gebiet, welches
die Bedeutung des Symbols ab ausmacht, oder nicht. Im letztern Falle ist
das als Gebiet hingestellte Zeichen ab sinnlos, bedeutet nichts und kann O
genannt werden. Analog a -+ b, falls es ausarten sollte,

Dass nun auf die identi
ist, also 0 =€ 0 sein muss, i
der identischen O enthalten, i
giiltige auch fiir ein die 0 bedeutendes @ in Anspru
darf. Auch unter diesem Gesichtspunkt also erscheine

n die Subsumtionen «),
auf die unser Beweis der Th

e, selbst dann zulissig,
n, d.i. eben O bedeuten.

Endlich wiirden fiir qp = die Subsumtionen 6,) sich auf Grund
der Def. (2,) auch unmittelbar verifiziren lassen — vergl. § 9, ¢) — wo-
gegen fiir den Fall a+b — 0 zur Bewahrheitung der Subsumtionen 6,)
das Theorem 24 +) konnte herangezogen werden.

Nach Th. 6) muss im identischen Kalkul mit Gebieten nun —
umgekehrt wie in der Arithmetik und Zahlentheorie — gesagt werden:
das Produkt sei stets in seinem Faktor (dem ersten oder auch dem
zweiten) enthalten; und es muss auch gesagt werden: der Summand,
das Glied, sei in der Summe enthalten, —

Mit dem Bisheri

gen haben wir bereits die formale Grundlage fiir
einen bedeutenden (er

sten) Teil des Gebiudes unsrer Disziplin gewonnen.
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Mit den gegebenen Prinzipien I, II, den Deﬁnitiox;efx ((11) bf]s d(3}2ﬁ1¢1:g
i t man bereits bei den dedu
den Theoremen 1) bis 6) komm. be
Schlussfolgerungen, welche uns obliegen, bis incl. der Thfao.reme 25) aus.
Gleichwol wollen wir an das bisherige noch einige — g;was
subtilere — Betrachtungen unter der Uberschrift des .nachsten ara-
graphen anreihen, welche die Bestimmung habefx, eine bfrechtlgte
UAnfirdevung zu erfiillen, einem Erkenntnissbediirfniss zu geniigen, daz
meines Erachtens beim Anblick der Definition (23 von all: (111‘nd i:lz -E—S)
i E delt sich um die Frage, ob die
sich aufdringen muss. Es han : Shietm
i tir die einseitige Verwendung dieser Symbo
anscheinend  nur fiir die einseitige . : pe
i i j bene Vorschrift auch deren umg
Pridikat, respektive Subjekt, gege ' t a e
inwi Iso wirklich verdiente, a
kehrte Verwendung regelt, inwiefern sie a . ;
dei!e :Jollst&ndige Defli’nition von Produkt und Sumfm-a hmgeste-:lllt: zu v;:rd:z-
Es werden diese Betrachtungen noch einige an sic ].nf].c b
interessante Theoreme und neue Formen von De.ﬁmthn.en iefer e,r .
aber, wie angedeutet, spiterhin nicht wesentlich citirt 121;1 WS o
brau,chen, die im Lehrgebiude nicht gerade als pnentbehr iche
heinen. :
o X;lf?énger mogen also ohne Schaden den § 6 .ubers?hlagtgl 1;1::
werden dennoch i: der Lage bleiben, die letzten Ziele dieses Buc
ichen zu kénnen. . o i
err‘ﬂ;ch denke hiebei speziell an den immerhin mdglichen :nfd‘ehf;ga :;:
fernere Zukunft zu erhoffenden Fall einer Verwertung'un;ézr.t e
fir den Logikunterricht in Gymnasialprima. Daselbst einge

i i ck er-
ist das Buch nicht bestimmt, vielmehr wird da_slielbeesse‘{x:dig::
reichen, wenn Lehrer, Philosophen und Mathematiker,

§ 6. Kritische Untersuchungen iiber die gegebene Definition.
< (Uberschlagbar.) o
Zusatz 2 zur Def. (3). Unter den Voraussetzungen der
nition (3) hat jedes Gebiet z, derart, dass
z£e | s ¢ =éh z
ist, die gleiche Eigenschaft wie ¢, dass ndmlich auc

bz
z=€<a mnebst z=<0b | a=£z mnebst b=E

e z =< ab [ a+b=<£zx

f imali dun
ist. Dies ergibt sich einerseits nach (3) “untef zwrelmahgerd::;;en aucﬁ
des Prinzips II, und andrerseits, in Uberemsflmllimlllng e g,enauer
nach (3)” durch einmalige Anwendung von 11; némlich, =ué sl
— 2.B. links vom Mittelstriche — darzulegen: Aus &
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Z(?lgt x=é‘a, desgleichen aus # =€ ¢ und ¢=€b folgt << b, und aus
lesen beiden Ergebnissen muss nach (3,) selbst (fiir ’statt i
Anspruch genommen) folgen: z =< ab. P
Andrerseits folgt aus z <€ ¢ und i
1 ¢ =< ab sogleich direkt: z -
und g;mlt nach (3,)” auch 2=€a und 2=€b : Fe
it diesem Zusatze konnen wir nun di it »

o : e Definition (3) zu folgend
?ur ausser.hch etw.as komplizirter erscheinenden Formuli(ru)ng zusag:;ltll:l:;j
assen, bef der wir ebenfalls von vornherein sicher sind, dass das defi
nirte Gebilde als ,Gebiet* existirt: : il

7) Theorem, als neue Fas d 175
e ey I;nd o sung der Def. (3), auch 2u citiren als
7,) Th. = Def. (4,) l 7,) Th. = Def. (4,).

Wenn fiir gegeb X X1
i gegebene a, b ein ¢ existirt derart, dass fiir jedes z, fir

z<€e¢ [ e =]

ist, auch

. -x=éa nebst z=€b } a<x nebst b€z
em wird, dann und nur dann ist man berechtigt zu sagen, es sei:
¢ =< ab. [y a+b=£e.

Wert des 2 und muss jedenfalls auch

so]c;té a hnebst’ e=£ b, ' a=<c¢ nebst b=<ec,
o 1t nach (3,)" ¢=€ab | somit nach (3,)" a+b=<c
m. Die Umkehrung ist der Inhalt des vorigen Zusatzes.

Der Sachverhalt sei ei i
Pt alt ser emnstweilen schon durch die Figur veran-

Zusat
atz zu Th{7). Unter den Bedingungen des Satzes hat wieder

y=<c ‘ | c£y
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ist, durchaus die gleiche Eigenschaft, wie ¢, wie leicht mittelst I zwie-
filtig zu beweisen ist.

Anmerkung zu Th. 7). Daneben mag es noch solche  geben, fiir
welche zwar

z£a mebst z=£D l a<z nebst b=<w

ist, ohne dass doch zugleich
=C¢ | c£x

wire. Im allgemeinen lassen sich in der That Gebiete # derart angeben,
welche zu ¢ in einer andern als der durch vorstehende Subsumtion aus-
gedriickten Beziehung stehen, und wird es der Phantasie des Lesers mnicht
schwer fallen, sich in obige Figuren solche Gebiete eingetragen zu
denken, z. B.

links einen tiber das Zweieck ¢ hinaus- | rechts einen die Kreise ¢ und b zwar
ragenden oder auch ganz ausserhalt | ganz in sich schliessenden, jedoch von
desselben liegenden, jedoch noch in | der Zweieckfliche ¢ noch teilweise
den Kreis a sowol als den b ganz | fiberragten, vielleicht sogar selbst in
hineinfallenden kleinen Kreis das Zweieck ¢ hineinfallenden Kreis 2.

Wir mussten die Def. (4) als ein Theorem — Th. 7) — hinstellen,
weil dieselbe keine willkiirliche Festsetzung mehr den Grundlagen
unsrer Disziplin hinzufiigte, sondern auf Grund namentlich der bereits
getroffenen Festsetzung (3), sich als eine notwendig mitgeltende, gleich-
berechtigte Form ebendieser Def. (3) nachweisen liess.

Diese Form ist freilich weniger einfach als die frithere, und es
hitte keinen Wert, die einfachere Fassung der Definition in eine ver-
wickeltere, komplizirtere aumzuwandeln, wenn diese nicht durch ihre
Analogie mit den noch fehlenden, den ausstehenden beiden Definitionen
uns das Material zu interessanten Vergleichen lieferte.

Inzwischen verlohnt es noch, zu sehen, dass und wie man von
Def. (4) zur Def. (3) auch zuriickgelangen kann.

Ich will dies pur fir die Sitze links vom Mittelstriche zeigen.
Wir mogen die Def. (4,) auch so in Worte fassen: Die Redensart
,¢ sei in ab enthalten®, m. a. W. die Subsumtion ,c =& ab“ heisst:
jedes in ¢ enthaltene x st auch in @ und in b enthalten.

Da nach I ¢ selbst ein solches z ist, muss nun die Annahme
¢ =€ ab auch die beiden Subsumtionen ¢=£a und ¢=<b nach sich
ziehen, womit (3,)” gewonnen ist.

Bleibt nur noch das Umgekehrte zu zeigen, d. h. (3,)’ abzuleiten.

Sind die Voraussetzungen ¢ =< a und ¢ £ b gleichzeitig erfilllt, so
muss nach der erstern jedes in ¢ enthaltene & (fir welches also z=<¢
ist) nach II auch in @ enthalten sein (fiir dasselbe auch z=<a sein).
Ebenso muss nach der zweiten Voraussetzung jedes in ¢ enthaltene z
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auch in b enthalten, fir z << ¢ auch =< b sein. Nach beiden Voraus-
setzungen zusammen wird also jedes in ¢ enthaltene z zugleich auch
in @ und in b enthalten sein, wonach die Def. (4,) ersichtlich an-
wendbar ist, und nach dieser ¢ =< ab zu sagen sein wird. Damit ist
dann auch (3,)" und sohin die ganze Def. (3) gewonnen.

Mit Def. (3) sowol als Def. (4) erscheint auf den ersten Blick
immer noch

das Produkt nur als Pridikat |  die Summe nur als Subjekt

allgemein definirt. Gleichwol zeigt sich leicht, dass damit doch auch
fir die Verwendung

des Prodults als Subjekt ] der Summe als Préiidikat
schon in gewissem Grade prajudizirt ist.

In der That ist dies wenigstens in den Beispielen der Subsumtionen )
des vorigen Paragraphen, sowie des Theorems 6), also bei:

ab%[a al%d-l-b
b b

augenscheinlich der Fall. TUnd diese Beispiele bleiben auch nicht die
einzigen; vielmehr k¢nnten wir sogleich den Zusatz beifigen: So oft

etwa noch
y=<a oder y=£b

ab a+b

a=<y oder b=Ly |
sein sollte, muss nach II auch
ab €y | y-€a+d

gelten, und diese Subsumtionen wiirden ebenfalls die umgekehrte Verwendung
exemplifiziren. :

Dass aber auch ganz allgemein die Definition
des Produkts als Subjekt { der Summe als Pridikat
zuriickgefithrt werden kann auf die fiir die frithere (hiezu umgekehrte)

Verwendung bereits gegebene Def. (3), dass sie durch diese villig mit-

gegeben ist, ergibt sich aus folgender Betrachtung, die wir in die
Form zweier Lehrsiitze kleiden.

(8y)" Theorem. Soill (8,)" Theorem. Soll
ab=<c c<a+b
gelten, so muss fiir Jedes z, fiir welches

z =< ab | a+b£zx

wst, auch sein:

z=£e. | cEz. |

Beweis direkt aus II durch nur einmalige Anwendung dieses
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Prinzips, das in der That aus den beiden Voraussetzungen — linkel.'hand
z.B aus, 2=< ab und ab=<c¢ — unmittelbar uns die Behauptung liefert.
8,)” Theorem. Wenn fiir jedesz, 8,)" Theorem, Werm fiir jedes z,
fiir xwelches x=€ab ist, auch x=<c | fiir welches a+b.=éx ist, auch c=&x
sein muss, so wird sein muss, so wird
ab=<c c<a+b
2u gelten haben. .
Beweis. Nach I, nimlich wegen
ab =< ab, | at+b=<a+b,
ist j i lassiger Wert des . —
t ja dann ab resp. a + b selber ein zu :
% Jailienach ist klar, dass wir definitionsweise zu sagen haben werden,
sei - il -
Z?héc wenn fiir jedes z, welches | c=<a+b, wenn fiir jedes #, wo
<ab i’st auch 2= ¢ sein wird. fir a+b=<x ist, auch c£€z
: sein muss. :
Ersetzen wir hierin die Forderung z =< ab resp. a + b€z dug:h das-
jenige, was sie nach Def. (3) bedeutet, so erhalten wir folgende aisu(;l_g
3ier gn:)ch ausstehenden Definition, die, wenn man sie auch selbsta.nllg
als eine solche von vornherein hitte hinstellen konnen, doch dermalen
i ichnen ist.
wesentlich wieder als Theorem zu bezeic 4
9,) Theorem, auch zu citiren 9,) 'ljht'ao.rem, auch zu citiren
als >I<)efinii;ion (5 als Definition (5,). ; :
Wenn fiir gegebene a, b ein solches ¢ existirt, dass fir jedes die
Bedingungen ‘
o r€a, 2€Db | alz, b€z
beziiglich gleichzeitig erfiillende x auch stets
z=£ec ] ez i
ist, so (d. h. immer dann und nur dann) st zu sagen, €s Sei:

ab=<ec. 7 | st
‘ x

At
@ 4!’
&

Fig. 8.

A ST S S .
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Der Sinn auch -dieser Erklirung mag durch eine Figur erliutert
werden, in welcher sich die vorausgesetzten Bedingungen hinsichtlich
der Gebiete a, b, ¢ und wenigstens eines bestimmten 2 verwirklicht
zeigen (Fig. 8, u. Fig. 8,). Es bedeuten a,b, z Kreisflichen und ¢
das ,Bilineum, die von den zwei Kreisbogen begrenste Fliche.

Zusatz 1 zu Th.9). Unter diesen Bedingungen hat jedes y derart, dass

c=<y | y=<e

ist, durchaus die gleiche Eigenschaft wie ¢, wie leicht nach II auf zwei
Arten zu beweisen.

. Zusatz 2 zu Th.9). Nach Def. (2) existirt in Gestalt von 1 resp. 0
sml;er mindestens ein ¢, welches den Voraussetzungen der Def. (5) geniigt
gleichwie auch in Gestalt von O resp. 1 mindestens ein z der da.selbsi;
verlangten Art angebbar ist.

Anmerkung 1 zu Th. 9). Daneben mag es noch solche z geben,
fiir welche zwar

r=Ce ,’ c€zx
ist, ohne dass jedoch zugleich
r=€a, 2£€0b ] ez, b£x

wiire, ‘und. in der That wird in die Figur di¢ Phantasie des Lesers mit
Leichtigkeit solche Flichen z einzeichnen.

Anmerkung 2 zu Th. 9). Sehr wichtig ist die Bemerkung:

szs Theorem 6) des vorigen Paragraphen folgt ebensogut aus der Def. (5),
wie aus der (3).

Denn fiir jedes z, fiir welches

' z=<a nebst z=£1D | a2z nebst b=€x

1st, gilt selbstverstindlich doch
. r€a | az

— im Grunde nach I, fiir Aussagen in Anspruch genommen, vergl.
Anmerkung zu I. Indem man also unter dem ¢ der Def. (5) sich a
vorstellt, erkennt man, dass nach dieser

. ab=<a | a$a+b
semn muss — und #hnlich fir . —

) .Vergl(.eichen. wir die Formen (4) der Def. (3) und die Def. ()
nal.nlxch die beiden Theoreme 7) und 9) miteinander, so tritt eine
weitgehende Ubereinstimmung derselben zutage. :

.Der Unterschied beider Theoreme besteht nimlich ganz allein
darin, dass die Zeile mit der Subsumtion ;
. z&e | c<zx
und die Zeile mit den Subsumtionen

eCa, £ ] akz, b£z
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im einen Theorem dem andern gegeniiber vertauscht erscheint; d. h.
in der zusammengesetzten Voraussetzung eines jeden der beiden Theoreme,
welche selbst die Erfiillung einer Bedingung an das Erfiilltsein einer
zweiten Bedingung kniipft, muss man jenes Bedingte mit dieser Be-
dingung vertauschen, um das andre Theorem daraus zu erhalten —
man muss nicht das Theorem, wohl aber dessen Voraussetzung
yumkehren“.

Wir hitten nun allerdings anstatt der Definitionen (3) oder (4)
auch die Definition (5) als solche an die Spitze der ganzen Theorie
stellen konnen, woraus sich sofort auch das Th. 6) — wie in Anm. 2
zu Th. 9) gezeigt — mitergeben haben wiirde.

Es wire dann ab und a+b auch wieder nur fiir die einseitige
Verwendung definirt erschienen, aber diesmal fiir die umgekehrte wie
friher, zuniichst nimlich wire ab nur als Subjekt und a+b als
Pridikat erklért.

Fiir die andersseitige Verwendung dieser beiden Symbole (némlich
fiir die von ab als Pradikat und a +b als Subjekt) kionnte dann die
Begriffserklirung wieder leicht auf die vorhergehende zuriickgefiihrt
werden kraft zweier Theoreme — nabeliegender Analoga zu Th. 8)°
und 8)” — die wir zuniichst aussprechen und beweisen wollen.

10,)" Theorem. Soll 10,)" Theorem. Soll
c=< ab at+b=£c
gelten, so muss fiir jedes z, fiir welches
ab=<x | z=£<a+b
st, auch sein:
e | z=£ec.
Beweis direkt aus Prinzip IL
Und umgekehrt:
10,)” Theorem. |
Wenn fiir jedes z, fiir welches

Gz | z£<a+b

10,)” Theorem.

ist, auch

c€x o z=£c¢
sein muss, so wird aw sagen sein, es Sei
¢ =< ab. | a+b=£ec.
Beweis nach I, da alsdann auch ab resp. a+Db selbst ein solches
« ist, welches die Bedingung und folglich auch die Behauptung der

Voraussetzung erfiillt.
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Hienach wiirden wir also definitionsweise zu sagen haben, es sei
¢=< ab allein dann, wenn jedes ab a+b=¢c dann allein weI;n jedes
enthaltende # auch ¢ enthalten | in @+ b enthaltene :;: auch in ¢
muss. enthalten sein muss.

Ersetzten wir nunmehr in diesen Festsetzungen die Bedingung
ab=<z resp. z=< a+b durch dasjenige, was sie nach Def. (5) L-,oder
Th. 9) bedeutet, wobei indess in letzterem an Stelle des dortigen
zur Unterscheidung ein andrer Buchstabe, wie y, verwendet werden
miisste (weil 2 bereits mit einer andern Bedeutung vorgekommen, nicht
mehr verwendbar erscheint), so erhielten wir endlich die noc,h aus-
stehenden beiden Definitionen. :

Diese aber — obwol im Grunde notwendig #quivalent der Def. 3)
und dasselbe leistend, nimlich mit Hiilfe des Subsumtionsbegriffs die
Bedeutung von ab als Pridikat und von @+ b als Subjekt erklirend
— wiirde sich doch dem Wortlaut nach mit Def (3) durchaus nicht
decken. Bei weitem nicht so einfach wie letztere wiirde sie sogar
Poch erh.eblich verwickelter sich darstellen als die Def. (4) in Th.7)
n.ldem sie noch weitere bedingte Bedingungen in ihre Bedingunden,
eingefiigt zeigte. Wir wollen sie hier gar nicht in Worte fas:en
sondern sie hochstens in der konziseren Formelsprache des Aussa en-,
kalkuls — als ein Kuriosum — darstellen [§ 32, = .. 0)]. ;

Threrseits miisste sie, als die urspriingliche Definition zugrunde
gelegt, kraft Th. 10) uns noch eine abermals erheblich verwickeltere
Fa§sung der Def. (5) liefern; diese wieder kdnnte in demselben Sinne
welteév .verw.t.andet .Werden und so ohne Ende fort immer verwickelter.

Ir miissen ja nun im Gegentei ogli J
der grundlegenden Begriﬁ'serklﬁingeﬂ Z;Z};el:ll.oghcmter W i

.Da haben wir denn als eine bemerkenswerte Thatsache zu kon-
§tat1ren 5 dass. die Def. (5) [von ab als Subjekt, etc.] — ungeachtet
1h.rer {&nalogle zur Def. (4) [von ab als Pridikat ete.] — durchaus
nicht einer .analogen Vereinfachung fihig zu sein scheint, wie die letztere (4)
[welche wir ja in die einfachere Fassung, Def. (3), zusa.mmenziehen’
konpten] — wewigstens nicht, ohme ihren Olmrakter,[dass sie ab als
Subjekt definire, ete.] dabei zu verlieren.

Wollte man gleichwol das Th. 9) als Def. (5) an die Spitze stellen
;)fWL:;rde sich zwar sehr leicht der eine Teil (3)” unsrer friihereI;
deed ;lz(irzen—-TJ}Jl:nmehr als Leh?satz — auf Grund des bereits aus jener

- undorzlzxiéfizz ‘t;av(;e;sen lassen.b In der That aus:
g a+ ¢ u
¢=<a und #hnlich auch ¢c€<b | a£ czéund ;lilnli(gxzéauac_ll;b bf(:légtz
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Dagegen wiirde die Ableitung von (3)" aus Def. (5) eine etwas hohere
Anforderung an das abstrakte Denken stellen.

Ich will diese Ableitung nur fiir die S#tze zur Linken des Mittel-
striches darlegen.

Wir konnen die Def. (5,) auch so in Worte fassen: Die Redens-
art: ,c enthilt ab“ — in Formel: ,ab =& c¢* heisst: jedes in a und b
zugleich enthaltene x ist auch in c enthalten.

Auf diese Def ist nun die Erklirung der andern Redensart: ,c
ist in @b enthalten” oder ,c=€ab“ zuriickzufiihren mittelst des Th. 10,)
— wonach ebendieses heissen wird:

jedes ab enthaltende z (jedes z, welches ab enthilt) muss auch ¢
enthalten.

Fiigt man in diese Erklirung ein, was die (in der Klammer wieder-
holte) Voraussetzung ,,z=< ab“ nach der vorhergehenden Erklirung (5,)
bedeutet, indem man das dortige ¢ mit  identifizirt, und fiir den hier
bereits anderweitig vergebenen Buchstaben  einen andern, y, gebraucht,
so ergibt sich als die auf Def. (5,) zu grindende Erklirung von ab
als Pridikat die folgende:

»¢ =& ab“ heisst: jedes x, welchem jedes in a und b enthaltene y ein-
geordnet ist, muss auch ¢ enthalten.

Auf Grund dieser Definition ist nun zu zeigen, dass wemn ¢c=<a
und ¢=€ b ist, auch ¢ =< ab sein muss.

Gesetzt nun, es sei wirklich ¢ =€ a und zugleich ¢ =€ b.

Dann ist ¢ selber ein solches in a und b enthaltenes y.

Es ist nun zu zeigen, dass jedes z, welchem jedes in a und b
enthaltene y eingeordnet ist, auch ¢ enthilt.

Sei z irgend ein Gebiet, welchem jedes in a und b enthaltene y
eingeordnet ist. So ist diesem z auch das vorhin erwihnte y, welches
einerlei mit ¢ war, eingeordnet, oder es muss dasselbe # auch ¢ ent-
halten. Unter den genannten Voraussetzungen (¢ a und c=£0b) trifft
demnach die letzte Definition zu und sind wir berechtigt zu sagen, es
sei ¢=£ab — womit nun auch (3,)” gewonnen und die ganze Def. (3,)
aus der (5,) abgeleitet ist.

Aus alledem geht hervor, dass es zwar praktikabel, doch jeden-
falls nicht vorteilhaft ist, den von uns zuriickgelegten Weg im ent-
gegengesetzten Sinne zu durchlaufen. :

Allerdings, sobald fir ab resp. a + b die Art und Weise der.Ver-
wendung — sei es als Subjekt, sei es als Pridikat — vorgeschrieben
ist, erscheint damit von selbst auch die Verwendung in dem umge-
kehrten Sinne geregelt. Welche von den beiden Verwendungsweisen

SCHRODER, Algebra der Logik. 14
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wir ab(?r als d.ie urspriingliche Definition zuerst festlegen, ist deshalb
doch nicht gleichgiiltig, sondern das in § 5 eingeschlagene Verfahren
vorzuziehen. C /
11,) Theorem. t 11,) Theorem.
Es gibt nun ein ,Gebiel“ ¢, welches die Forderung der Definitionen
(3,) oder (4,) und (5,), d. i. | (3,) oder (4,) und (5,), d. i.
o 7y) und 9.) | 7,) und 9,)
gleichzeitig erfiillt fiir dieselben (irgendwie) gegebnen Gebiete a, b
Da fiir dieses o
c<ab und ab=<£c | a+b<€c und c€a+b
zugleich sein wird, so ist dasselbe

c=ab | c=a+b
selbst zu nennen.

Zusatz. Es kann jedenfalls nur ein solches ¢ geben.
Denn wiire auch noch ¢’ ein solches, so folgt ebenso:

¢ =ab |
und damit nach Th. 4) "==g,
. Beweis des Theorems. Dieser besteht in der Verbindung zweier
Uberlegungen, von denen die eine — allerdings modifizirt = unter
Th. 6) schon einmal angestellt worden ist. EID‘ moge demungeachtet

¢ =a+d

hier ganz v i i
ier g zum Bewusstsein gebracht werden. — Wie schon erwihnt
sind nach I die Formeln ’

«) ab =< ab | a+b=<a+b

als giiltige anzuerkennen. Nach

Th.9,) wenn das ab rechts in &) | Th. 9,) wenn das @ + b links

lzlt ¢ in Gedanken identifizirt wird, erkennt man aber dass die obige
Aussag S j 3 ’ N
sage ) den Inhalt hat, dass jedes z, fiir welches

. z =é.a nebst z =€ [ a=<x nebst b <€z
ist, auch die Forderung erfiillen muss:
x =€ ab l

a+b=£z.
Dagegen nach <

Th. 7,) wenn das ab linkerhand | Th.7,) wenn das a+b rechterhand

in ¢) mit dem ¢ daselbst identifizirt wird i
. ; sagt ebendieser Sat -
dass umgekehrt jedes , fiir welches s il Lo

x =< ab | a+b=£z

ist, auch die Bedingung erfiillen wird

r=<a nebst z-£b | =< nebst b=€ .
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Dies alles ist auch direkt nach Def. (3) ersichtlich. — Das
Symbol ab resp. a+b ist demnmach in der That selbst dasjenige
,Gebiet ¢, welches die Voraussetzungen der als Theoreme 7) und 9)
ausgesprochenen Definitionen gleichzeitig erfiillt.

Auf Grund der vorstehenden Uberlegungen konnen wir nun sagen:

Die Operationen der identischen Multiplikation und Addition sind
wiemals undeutig und niemals mehrdeutig, vielmehr unbedingt ausfiihr-
bar und eindeuti — oder, wie ich zusammenfassend es ausdriicken
will: sie sind ,vollkommen eindeutige innerhalb der durch Zuzug
der Symbole 0,1, ab, a+b vielleicht erweiterten Mannigfaltigkeit
von ,,Gebieten”.

Dass ab in der That eines Wertes nie ermangeln kann, wenn man
schon den Namen wb selber als ,,Wert® gelten lisst, erscheint selbst-
verstindlich: eine solche Definition verbiirgt zugleich die Existenz des Defi-
nirten. Dass ab nicht mehrere Werte haben kann, zeigte der Zusatz zu
Th. 11). Analog beziiglich des a + D.

Worauf es hier besonders ankam, war: zu sehen, dass die Aufnahme
der neuen Symbole unter die ,,Gebiete im Grunde schon dadurch vollzogen
wurde, dass man das Identititsprinzip I auf sie anwendete, beziehungsweise
ausdehnte.

Indem man nunmehr fir ¢ sogleich den Namen ab resp. @+
gebrauchte, wiirden die beiden Theoreme 7) und 9) augenscheinlich
zu einem Satze zusammenfliessen, der sich vollig deckt mit der alten
Definition (3) — nur dass es jetzt ,jedes z“ anstatt des dortigen
,gewissen“ ¢ hiesse.

Dergestalt im Ringe herum gegangen kimen wir somit wieder zu
unserm Ausgangspunkte zuriick.

Diesen Satz, Def. (3), stellt Herr Peirce einfach als ,Definition®
von ab resp. @+ b hin.

Dass er aber solche Definition nicht blos fiir die einseitige Ver-
wendung (als major 7esp. minor) sondern in der That vollstindig ent-
hilt — dies durch die hier gegebene Zergliederung nachgewiesen zu

haben, diirfte wol nicht iiberflissig gewesen sein. —

§ 7. Deutung von 0,1, ab, @ +b als Gebiete nebst zugehdrigen
Postulaten. Xonsistente Mannigfaltigkeit.

Wir schreiten jetzt dazu, das im Bisherigen abstrakt Definirte zu
veranschaulichen, zu deuten. . :

Solange es ununtersucht gelassen wird, ob es ,eigentliche® Gebiete
gebe, welche die von den Symbolen 0, 1, ab, a+b geforderten Eigen-

schaften besitzen, konnten wir sagen, dass unsre Definitionen die
14%
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Existenz des Definirten insofern verbiirgen, als sie es gewissermassen
selber erzeugen oder schopferisch einfiihren.

Sobald wir aber jenen unter die ,Gebiete“ aufgenommenen Sym-
bolen eine Bedeutung unterlegen, behaupten, dass es der Anschauung
zugingliche, wirkliche Gebiete gebe von den beziiglichen Eigenschaften
fiigen wir unsern Definitionen gewisse Postulate hinzu, wir stellen,
Forderungen iiber Gebietnachweise als allgemein erfiillbare hin, beziio-
lich deren wir uns lediglich auf die Anschauung zu berufen ve’rm'(')gé;.

Ganz allein beziiglich der Null werden wir solchen Nachweis als
nicht ausfithrbar erkennen, und darf ich die Konstatirung des Gegen-
teils wol fiir den Augenblick als ein ,negatives“ Postulat bezeich;en.

(1) Negatives Postulat. (1)) (Positives) Postulat.

Es gibt kein eigentliches Gebiet Die Elemente (und Gebiete) der
von den Eigenschaften, welche Def. | Mannigfaltigkeit [seien resp.] sind
(2,) dem Symbole O auferlegt. Es | miteinander alle vertriglich, sodass
lassen sich niimlich Gebiete angeben, | wir vermogen, die Mannigf;ltigkcit
die einander ausschlicssen®), soge- | als ein Ganzes zu denken. In dieser
nannte ,disjunkte” Gebiete, die kein | ist dana jedes Gebiet derselben ent-
Element gemein haben. Da die O | halten — einschliesslich des ad-
in jedem Gebiet enthalten, allen ge- | jungirten Nullgebietes — gemiiss
meinsam sein soll, so kann sie nur | den Anforderungen (2,); u;d hin-
ein ,leeres“ Gebiet sein, welches dert nichts, sie selbst a,l.; (,las grosste
kein Element der Mannigfaltigkeit | der in ihr enthaltenen Gebiete, als
enthilt. Trotzdem als ein ,Gebiet“ | ein wirklichesGebiet zu bezeich’nen.
derselben charakterisirt, kann die | Dieses bildet nun die dem Symbole 1
Null auch nichts, was etwa ausser- zukommende Bedeutung, welches so-
halb der Mannigfaltigkeit lige, ent- | nach dem Begriffe ,des G;nzen“ oder
halten, sie kann nur dem Begriffe | ,,Alles® innerhalb ’:ier vorausgesetz
t.les »Nichts“ entsprechen. Nach Ad- | ten Mannigfaltigkeit entspricht.
Jungirung des letzteren ist in der )
That dem Sprachgebrauch ent-
sprechend zu sagen: Jedes Gebiet
enthilt seine eigenen Teile sowie
Elemente und sonst ,nichts. Das
Nullgebiet wird so von den einge-
fihrten das einzige uneigentliche
oder fingirte, eingebildete, angeb- |
liche Gebiet bleiben. |

Pt l) D—u, .]Jl(‘l kursiy gtadruckten Worte bilden den positiven Inhalt auch dieses
ostulates, sie sprechen die Forderung aus, der man cben faktisch geniigen kann.
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Als Postulat ist ((1,)) eigentlich nur dann zu bezeichnen, wenn
der Satz fiir eine bestimmie Mannigfaltigkeit in Anspruch genommen
wird — wie z. B. fiir diejenige der Punkte der Tafelfliche. Es gibt
nimlich auck Mannigfaltigheiten, bei denen das Postulat ((1,)) micht
erfiillbar ist, und solche finden wir ausschliesslich auf geistigem Gebiete,
im Bereich der Lehren, Meinungen und Behauptungen. Es gibt
Meinungen und Behauptungen, auch Anforderungen oder Bedingungen,
die miteinander unvereinbar sind.

Beispielsweise der Satz: ,die Funktion f(z,y) ist symmetrisch“
lisst sich mit dem Satze: ,die(selbe) Funktion f(z,y) ist nicht sym-
metrisch unmbglich zu einer Mannigfaltigkeit der friiher gedachten
Art vereinigen, oder mit vielleicht noch anderen Sitzen in einer als
Ganzes denkbaren Mannigfaltigkeit zusammenfassen, gemeinsam unter-
bringen. Da diese beiden Sitze — jeder einzelne als giiltig oder erfiillt
angenommen, als glaubhaft Thingestellf — einen Widerspruch involviren,
da sie m.a. W. miteinander ,unvertriglich“ erscheinen, vermag der
menschliche Geist nicht, sie zu vereinigen; wir konnen immer nur den
einen oder aber den andern dieser beiden Sitze gelten lassen.

A priori, von vornherein, ist ((1,)) daher nicht sowol als ein
,Postulat® sondern vielmehr als eine Voraussetzung oder Annahme zu
qualifiziren, durch welche die zu betrachtende Mannigfaltigkeit cha-
rakterisirt wird als eine ,Jonsistente Mannigfaltigheit”, deren Elemente
simtlich miteinander vertriglich sind — im Gegensatz zu den ,inkonsi-
stenten Mannigfaltigkeiten, deren Elemente nicht alle wvertrdglich sind
miteinander. Auf diesen Sachverhalt sollte oben schon das in eckige
Klammer gesetzte [seien resp.] vorsichtig hinweisen. (Vergl. biezu
§ 31, Fussnote.)

Um das Gebiet 1 zu veranschaulichen, miissten wir die ganze
Bild- oder Tafelfiiche schraffiren; die Veranschaulichung des Null-
Gebietes ergibe sich, wenn wir sie ganz leer liessen, nichts, auch nicht
cinen Punkt in sie einzeichneten und sagten, das Eingezeichnete eben
sei das Nullgebiet.

Die Symbole O und 1 erscheinen als die beiden Extreme, als die
iussersten Werte unter den denkbaren Gebieten der Mannigfaltigkeit,
und zwar ist das Nullgebiet als das minimale, das Gebiet 1 als das
Maximalgebiet zu bezeichnen. Ebenso stellen O und 1 die entgegen-
gesetzten Extreme (Grenzfille, limits) unter den Klassensymbolen vor,
indem keine Klasse weniger als keines und keine mehr als alle Indi-
viduen einer vorausgesetzten Mannigfaltigkeit (wo nicht von Objekten

des Denkens iiberhaupt) enthalten kann.
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Wie es ferner die Figur veranschaulicht, in welcher wir @ und o
als Kreisflichen angenommen und die zugehorigen Gebiete a -b resp.
a+b durch Schraffiren hervorgehoben haben:

ist_zu konstatiren, dass

a-b das Gebiet vorstellt, welches den
Gebieten a und b gemeinsam ist, in

welchem sie sich gegenseitig durch- | [und zwar, falls dann innerhalb der

dringen (schneiden), und — falls
sie keinen Punkt gemein haben
(Fig. 10,) — das Nullgebiet.

a+b das Gebiet vorstellt, zu welchem
aund b einander gegenseitig ergdnzen,

Mannigfaltigkeit nichts mehr iibrig
bleibt, diese selbst, das Gebiet 1 —
vergl. Fig. 10, , worin b die Aussen-

| fliiche des innern Kreises bedeutet].

\

Hier ist -5 =0

iter st - i Hier ist a+b=1.
~ Solche ebu.ete, deljen P.rt‘)duktO % Analog mbgen solche Gebiete,
1st, nannten wir bereits disjunlt.

| deren identische Summe 1 ist, sup-
plementiir genannt werden.

T3 P 1
Wir mogen die vorstehenden Sitze etwa selbst bezeichnen als
Postulat ((2)) l Postulat ((2)),
\-611 sie ‘.veSLntth aut der Erfiillbarkeit der Forderung beruhen und
diese in sich schliessen:
wenn zwei Gebiete gegeben sind,
dasjeni ] ; eis X ]
- Jen;g;z[ Gebm;ﬁ nachzwweisen, resp. | ein Gebiet zu bilden, welches nur die-
zustellen und im Geis isoliren, | jeni lt, di '
i .Getbte 2u fsolu en, | jenigen Punkte enthilt, die dem einen
s die den bczé’en gememsamen | oder auch dem andern der beiden ge-
unkte ausschliesslich enthilt. gebenen Gebiete angehiren

\ N\

1
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Vermogen wir nun dieses, so stimmt fiir die Anschauung die
Probe des Teils (3)" sowol als die Probe des Teils (3)” der Defi-
nition (3):

Zu Fig. 9,. Wemn irgend ein | Zu Fig. 9, Wemn a und zu-
Gebiet ¢ zugleich in @ und b ent- | gleich b ganz in einem Gebiete ¢
halten ist, so ist es auch in dem | enthalten sind, so ist auch das an-
angeblichen Gebiet ab enthalten. | gebliche Gebiet a+b in diesem ¢
Desgl. umgekehrt: Wenn ein ¢ in | enthalten. Und umgekehrt, wenn
dem fraglichen ab enthalten ist, so | das problematische a+b in einem
ist es auch zugleich in @ und in b | Gebiete ¢ enthalten ist, so ist
enthalten. | auch sowol a als b in diesem ¢ ent-

| halten.

Vergl. auch Prinzip Il und das hier unmittelbar evidente Theo-
rem 6).

Zu Fig. 10,, wo a und b keinen Punkt gemein haben, ist noch
su bemerken: Ausser dem Nullgebiete ist kein Gebiet ¢ denkbar,
welches zugleich in @ und in b enthalten wiire; dies Gebiet O ist aber
auch in ab (welches = O behauptet ist) enthalten — ct. I sowie
Def. (2,), nach welchen beiden ja 0 =<0 gilt. Wenn umgekehrt ein ¢
in dem ab, welches O ist, enthalten sein soll, so muss es nach Th. 5,)
selbst O sein, und ist dasselbe nach Def. (2,) dann auch in a sowie
in b enthalten.

Man sieht: der Satz der Arithmetik, wonach ein Produkt nicht anders
gleich O sein, verschwinden kann, als indem einer seiner Faktoren selbst O
ist — ein Satz, der dort ibrigens auch fiir Produkte von unbegrenzter
Faktorenzahl schon nicht mehr gilt — dieser Satz trifft im identischen
Kalkul iiberhaupt nicht zu. Hier kann vielmehr leicht @ - b verschwinden,
ohne dass @ oder b selbst gleich O wire, verschwinde. Es ist dies aber
auch ein Satz, der wesentlich nicht auf die Multiplikation, sondern auf die
Division sich bezieht, indem bei ihm der Produktwert (= 0) als gegeben
erscheint. Der Satz kommt in der That auf die Gleichung g= 0 (fir @
ungleich 0) hinaus, und dass die auf Division beziiglichen Sitze der Arith-
metik sich zumeist nicht auf den identischen Kalkul iibertragen, wurde
bereits hervorgehoben.

In gleicher Weise stimmt die Probe fiir jede andere der in §6 .
abgeleiteten Formen der Def. (3).

Die angegebenen Gebiete geniigen also der Def. (3) wirklich und
nach Vorangegangenem [cf. Th. 11) Zusatz] auch enzig. Zum Uber-
fluss vermochte man bei jedem andern als ab resp. a + b vermuteten
Gebiete leicht solche z nachzuweisen, fiir welche die Forderungen der
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beziiglichen Definitionen des vorigen Paragraphen nicht mehr alle
treffen. o
) Hiermit aber haben wir den Boden der Realititen betreten. Wir
konnen aus dem anschaulichen Substrat die Gewissheit schopfen, dass
das System unsrer grundlegenden Definitionen und Prinzipien ein u,z sich
ko?aszstentes ust, dass dasselbe Widerspriiche nicht in sich bergen kann
seine Teile miteinander vertriiglich sein miissen. ,

Vierte Vorlesung.

§ 8. Interpretation fiir Klassen.

Bei dem Kalkul mit Klassen enthalten die letzten Postulate die

Forderungen:
von einer gegebenen Klasse von | zwei gedachteKlassen in eine ein-

Individuen diejenigen abzusondern, —zige zu verschmelzen, welche die
welche zugleich einer andern Klasse Individuen der beiden simtlich
angehdren | enthilt
— Forderungen, denen der menschliche Geist gewachsen erscheint.

Man sieht: die identische

Multiplikation ﬁ Addition

liauft auf eine

Absonderung, Selektion Zusammenfassung, Kollektion

hinaus; bei
ersterer werden aus der einen i letzterer werden die Individuen
Klasse die Individuen der andern | der beiden Klassen zu einer ein-
»(her)ausgelesen”. | zigenKlasse gesammelt,, zusammen-
- gelesen”.*)

Allemal entsteht hiebei aus den gegebenen Klassen eine neue,
welche zu jenen in einer bestimmten Beziechung steht, und zwar in
einer ganz fundamentalen Beziehung, welche erscheint als eine der
denkbar einfachsten und am nichsten liegenden oder urspriinglichsten
Beziehungen, die sich naturgemass zu allererst der Beachtung dar-
bieten. Indem nun die Wortsprache gedachte Klassen von Dingen in
der Regel mit Gemeinnamen benennt, wie sie ja von Urbeginn haupt-
sichlich mit Gemeinnamen operirt, die auf ganze Klassen von Dingen
oder Verhiltnissen passen, wird sie durch die Darstellung mittelst
Worten, verbale Einkleidung der obigen Prozesse ein paar der wich-

*) Letzteres unbeschadet des etwaigen Zweckes einer distribuiiven Verwen-
dung des Zusammenfassungsergebnisses behufs Bildung oder Abgabe auch von
generellen Urteilen.
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1l:)reezf;’xe,_;-;rll'1chen Definitionen des vorigen Paragraphen nicht mehr alle zu-
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Bei dem Kalkul mit Klassen enthalten die letzten Postulate die
Forderungen:
von einer gegebenen Klasse von = zwei gedachte Klassen in eine ein-
Individuen diejenigen abzusondern, zige zu verschmelzen, welche die
welche zugleich einer andern Klasse  Individuen der beiden siimtlich
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Man sieht: die identische

Multiplikation Addition

lauft auf eine

Absonderung, Selektion Zusammenfassung, Kollektion
hinaus; bei

ersterer werden aus der einen letzterer werden die Individuen
Klasse die Individuen der andern [ der beiden Klassen zu einer ein-
»(her)ausgelesen®. - zigen Klasse gesammelt,  cusammen-
gelesen®.¥)

Allemal entsteht hiebei aus den gegebenen Klassen eine neue,
welche zu jenen in einer bestimmten Beziehung steht, und zwar in
einer ganz fundamentalen Beziehung, welche erscheint als eine der
denkbar einfachsten und am niichsten liegenden oder urspriinglichsten
Beziehungen, die sich naturgemiiss zu allererst der Beachtung dar-
bieten. Indem nun die Wortsprache gedachte Klassen von Dingen in
der Regel mit Gemeinnamen benennt, wie sie ja von Urbeginn haupt-
sichlich mit Gemeinnamen operirt, die auf ganze Klassen von Dingen
oder Verhiiltnissen passen, wird sie durch die Darstellung mittelst
Worten, verbale Einkleidung der obigen Prozesse ein paar der wich-

*) Letzteres unbeschadet des etwaigen Zweckes einer distributiven Verwen-
dung des Zusammenfassungsergebnisses behufs Bildung oder Abgabe auch von
generellen Urteilen.
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tigsten Mittel an die Hand bekommen resp. in Gestalt derselben be-
reits l.)esitzen, um aus vorhandenen Gemeinnamen in’s Unbegrenzte neue
Gemeinnamen zusammenzusetzen oder abzuleiten — wodurch ‘sie in
den Stand gelangt, mit einem noch verhiltnissmiissig geringen Namen-
vorrat haushilterisch auszureichen zur Bezeichnung von I;z'elem.

.Es verdient deshalb sorgfiiltig untersucht zu werden, auf welche
Weise die Wortsprache unser Mal- und Plus-Zeichen wiedergibt; es
muss in’s Auge gefasst und konstatirt werden, wie, wenn a, b, ¢, . ., in
Worten charakterisirte Klassen vorstellen, deren identisclies’ I,)rod.ukt
und Summe ihren verbalen Ausdruck finden. |

F ﬁ'r das Niimliche bieten oft sich mehrere Ausdrucksméglichkeiten
dax:, mitunter aber — werden wir sehen — auch gleiche Ausdrucks-
weisen fir Verschiedenes! — Ein bedenklicher Umstand, der gelegent-
lich die Gefahr von Missverstéindnissen hervorruft und der VVortsplzxche
den Vorwurf mangelhafter Priizision zuziehen muss, von welchem unsre
Formel- oder Zeichensprache frei bleibt.

Um alles auf Interpretation unsrer identischen Operationen, deren
Vor-. und Riickiibersetzung aus der Wort- in die Zeichensprac:he Be-
ziigliche sogleich vollstiindig erledigen zu kOnnen, setzen wir, ein wenig
v?rgreifend, hier schon als bekannt voraus einige Grundeiaenschafte;
d{eser Operationen, die ohnehin unmittelbar einleuchten l:x,ber aller-
dings erst im niichsten Paragraphen formell bewiesen v:'erden — 80
narPentlich die in den Theoremen 12) und 13) ausgesprochenen, des-
gleichen die Ausdehnung der Def. (3) auf beliebig viele Klasse;lsym-
bole, wie sie in Zusatz 2 zu Th. 13) geleistet wird.

«) W.as die Wiedergabe des identischen Produktes a-b oder ab
(wlovon wir also beiliufig wissen, dass es auch einerlei mit ba ist)
n_nt Worten betrifft, so kann, wenn die Klassen ¢ und b mit Substan-
tiven benannt sind, ab unter Umstinden durch ein 2usammengesetztes
Hauptwort ausgedriickt werden. Z. B. @ — Neger, b = Sklave, ab =
Negersl.da,ve, d. i ein Neger, welcher ein Sklave, ;der ein Skla,ve der
Neger ist. So auch ,Gold-Miinze¥, »Marmor-Platte, etc. ,

. ") Umgekehrt jedoch lisst sich durchaus nicht, ja bei weitem nicht
J.edes zusammengesetzte Hauptwort in dieser Weise deuten, als iden-,
tlsc.hes Produkt hinstellen. Schon bei ,Tischler-Meister“ kl,innte man
darlib'er streiten, ob darunter blos ein Tischler zu verstehen sei, der
zyglexc}{ Meister ist, ein ,Meister unter den Tischlern® oder ’aber
ein Meister von Tischlern, ,Meister der Tischler?, der @iber andre
Tischler als Befehlender und Meister gesetzt ist. ,Eiue Rede aber,
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bei Tische gehalten, eine ,Tischrede®, soll jedenfalls nicht dasjenige
bedeuten, ,was zugleich ein Tisch und eine Rede ist” — und Ahn-
liches mehr.

B) Wohl am hiufigsten wird der eine Faktor eines identischen
Produktes durch ein Substantiv, der andre, oder die iibrigen, in Form
von Adjektiven ausgedriickt.

Schon S.152 wurde ausgefiihrt, dass wir die Beiworter ganz ebenso
wie die Hauptworter als Klassen auffassen, z. B. mit

40 = schwarz® (= schwarzes Ding = etwas Schwarzes)
kurz ausdriicken, dass a die Klasse derjenigen Dinge bezeichnen solle,
denen das Epitheton ,schwarz“ zukommt, die wir etwa ,schwarze®
nennen wiirden. Bedeutet nun in diesem Sinne a = ,schwarz, b =
,Pferd, so wird ab = ,schwarzes Pferd” die Klasse der Rappen be-
zeichnen.

Bedeutet d = ,jung® und ¢ = ,normannisch®, so ist dcab — ,jun-
ges normannisches schwarzes Pferd” ein gewisser Teil jener Klasse. Ete.

') Umgekehrt auch liefern ein Hauptwort mit seinen Beiwortern,
wenn samtlich als Klassen mit Buchstaben bezeichnet, allemal die Faltoren
zu einem identischen Produlite.

Allerdings kann man nicht sagen, dass jedes Adjektiv einen Fakior
vorstelle, sondern es steht dieser Verwendung der Adjektiva im Sinne
solcher Faktoren bereits gegeniiber deren (schon S. 152 von uns ab-
gehandelte) Verwendung als Pridikat (vergl. ,Dieses Pferd ist schwarz").
Und auch wenn ein Beiwort attributivisch mit einem Hauptwort ver-
bunden ist, zeigt sich, dass manchmal noch eine ,pridikative” Deu-
tung desselben nebenher liuft, die wir unter &) zu besprechen haben
werden. Von dieser Nebenbedeutung abgesehen hat aber in ihrer
attributiven Verwendung die ,Adjektiv® genannte Wortart die aus-
schliessliche Mission den Zwecken der identischen Multiplikation zu
dienen.

Da vor, dort hinter das von ihm regirte Substantiv gestellt gibt
das Adjektiv in manchen Sprachen durch seine nach Numerus und
Kasus mit ihm iibereinstimmende Beugung, Flexion seine Zusammen-
gehorigkeit mit dem Substantive zu erkennen, in allen Sprachen aber
wenigstens durch seine (mit eventuell noch seinesgleichen) demselben

benachbarte Stellung.

Tmmer steht zur Ubersetzung des identischen Produktes in die
eingeleitet, konstruirt mit
welches*

?)
Wortsprache ein Relativsatz zur Verfiigung,

dem beziehenden Fiirwort, Relativpronomen ywelcher, welche,




220 Vierte Vorlesung.

ete. a-b heisst: ,die a welche b sind“, oder — mit Riicksicht auf das
Th. 12,) des nichsten Paragraphen — auch »die b, welche @ sind“.
So bezeichnet auch der Ausdruck: »die Pferde, welche schwarz

sind, desgleichen ,Btwas schwarzes, das ein Pferd ist“ die Klasse der
Rappen.

?") Auch diese Regel gilt wiederum umgekehrt. Es handle sich
d'arum die weitldufigeren Ausdriicke der Wortsprache in die iibersicht-
licheren des Kalkuls zu iibersetzen. Indem wir dann suchen miissen
alle in Betracht kommenden Klassen mit Buchstaben zu bezeichnen,
werden wir einen Relativsatz mit einem Pridikate zu identiﬁzireli
haben; ihn niimlich auffassen als die Klasse derjenigen Dinge, welchen
('ias Pridikat desselben zukommt. In diesem Sinne kann & ’gleichwie
jedes Adjektiv — so auch jeder Relativsatz als der eine Faktor mit dem
Substantiv auf das er sich bezieht als dem andern Faltor zu einem iden-
tischen Produkte vereinigt werden.

Und die besprochenen Ubertragungsweisen gelten ebensowol, wenn
a-b als Subjekt, wie wenn es als Pridikat steht. :

Exe.m pel: ab=€¢, wo ¢ = ,selten“ bedeutet, heisst: ,Schwarze
Plerde sind selten”, oder auch: »Pferde, welche schwarz sind, sind
selten“. ¢=€ ab, wo ¢ ein spezielles Pferd ,Favorite“ bedeutet, l,leisst:

Favorite ist ei 4 e
” ein schwarzes Pferd“ oder: ,Favorite ist ein Pferd, wel-
ches schwarz ist“

d) Dagegen nur, wenn a-b als Pridikat steht, ist das Malzeichen
auch durch die Partikel ,und“ tibertragbar.

¢ =< ab, iibersetzt mit »Favorite ist ein Pferd und schwarz® wird
uns, genau wie die vorhergehenden Sitze dariiber informiren, dass (das
Rennpferd) Favorite ein Rappe sei. : :

. Das fliesem vorhergehende Beispiel jedoch, fiir ab =< ¢, wirde
su'ah — Wie man sogleich iibersieht — durchaus nicht mit , Schwarze
Dinge und Pferde sind selten® iibersetzen lassen. :

. Sagten wir aber: ,Was schwarz und ein Pferd ist, ist selten® so
stiinde ,schwarz und ein Pferd® wieder nicht als Subjekt da sonciern
als l?riidikat des Relativsatzes (zu dem Relativpronomen {Vas“ =
»Dasjenige, welches*) der das Subjekt des ganzen Satzes ve,litritt. ,

' Auf diese Eigenschaft der Partikel (Konjunktion) ,und“, im Sub-
Jekt gebraucht eine andere logische Bedeutung zu erl,angel’l als wie

im Pridikate, werden wir weiterhin noch niher einzugehen haben
(vergl. x).

&) Als eine besondre Anwendungsweise der identischen Multipli-
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kation erscheint die von der alten Logik so genannte Operation der
Determination”. Durch Determination wird der Umfang eines Be-
griffes allemal vermindert, sein Inhalt vermehrt, und ist der Grund fiir
diese Benennung darin zu erblicken, dass, wenn wir z. B. unter den
,Pferden” die ,schwarzen® hervorheben, wir zu dem Begriff des Pfer-
des, welcher zwar das Merkmal ,eine Farbe zu besitzen® in sich
schliesst, in welchem aber die Beschaffenheit dieser Farbe unbestimmd,
offen gelassen ist, nunmehr noch das Merkmal der schwarzen Farbe
hinzufiigen und jenen Begriff dadurch noch ndher bestimmen.

Das Wesen des Determinirens ist zu erblicken in der Einschrin-
kung der freien Wahl, in der Verengerung, Verminderung des Spiel-
raumes, der fir unsre Willkiir, Phantasie, oder den Zweifel gelassen
ist, unter Vermehrung vielleicht der Information.

Verlangen wir im Kaufladen etwa Perlen a, so ist die Klasse der
Objekte, die wir verlangen, durch ihren mit dem Namen ,Perlen® ver-
flochtenen Begriff charakterisirt. Begriff und Klasse erfahren eine
nihere Bestimmung, wenn wir Glasperlen verlangen. Was von Glas
ist, ,,glisern’, moge b genannt werden. Dann ist durch die Forderung
von ba (oder ab) schon weniger Spielraum gelassen in Bezug auf
dasjenige, was der Kaufmann uns vorlegen mag, und dieser Spiel-
raum wird immer weiter eingeschriinkt, das Verlangte immer genauer
bestimmt (determinirt), wenn wir weisse Glasperlen, runde weisse Glas-
perlen u. s. w. verlangen. Jeder neue, durch ein Adjektiv (eventuell
durch einen Relativsatz) ausgedriickte Faktor, wie ,rund“ ¢, ,weiss“ d,
fiigt hier wirklich eine weitere Bestimmung fiir die Klasse, die wir
meinen, hinzu.

Solches ist aber durchaus nicht iiberall der Fall, wo Faktoren
in Gestalt von Adjektiven oder Relativsitzen auftreten. Sagen wir z. B.

,Das michtige (a) deutsche (b) Reich c... so ist Subjekt des
hiermit begomnenen Satzes das identische Produkt abe.

Hier aber bewirkt nur der Faktor b eine Determination des c.
Sagen wir be, so wird gefordert und hinzugebracht, dass der Horer
sich aus der Klasse der ,Reiche” das ,deutsche isolire, es absondere,
hervorhebe und vorstelle. Es wird durch das Adjektiv ,deutsch” an-
gegeben, bestimmt, von welchem Reich die Rede sein soll.

Ganz anders der Faktor a. Derselbe sagt nicht etwa aus, dass
man unter ,,den deutschen Reichen® gerade das ,michtige” mfaine; das
,michtige deutsche Reich“ ist (sofern wir die Gegenwart im Auge
haben) ganz dasselbe als wie ,das deutsche Reich“. Schon als bc ist
das Subjekt vollkommen bestimmt, es ist hier geradezu a-bc = be.
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Mit dem Faktor a legen wir dem bereits determinirten Subjekte
be ein Pradikat bei, dem ,deutschen Reiche“ das Pridikat »michtig
zu sein, indessen nur beildufig, anmerkungsweise, in der Voraussetzung,
dass ihm dieses Priidikat anerkanntermassen zukomme oder wenigstens
in der Erwartung, dass diese Pridikation nicht bestritten werde (an-
sonst wir vor dem beabsichtigten Satze ein eigenes Urteil: ,das deutsche
Reich ist michtig” formulirt haben wiirden, um zunichst diese Posi-
tion gegen etwaige Einwinde zu verteidigen). Wir bezwecken durch
die Hinzufiigung des Attributs ,michtig?, die Aufmerksamkeit des
Horers besonders auf dieses Merkmal (der Macht) zu lenken, das Vor-
handensein dieses Merkmals in dem Begriffe des deutschen Reichs in
Erinnerung zu rufen, es als ein besonders wichtiges im Bewusstsein
aufzufrischen. Wir vermehren durch solchen Gebrauch eines Adjek-
tivs wol mitunter den Vorstellungsinhalt der Horer oder Leser, wir
steigern die Intensitit der Vorstellung in einer bestimmten Richtung,
ohne jedoch die Klasse, welche vorgestellt wird, zu beeinflussen, ohne
den Umfang des vorgestellten Begriffs zu verengern.

Die Philologie bezeichnet solche Verwendung eines Attributs (eines
Beiwortes oder auch Relativsatzes) passend als die pradikative, im Gegen-
satz zu der frilher besprochenen, die wir eine determinative nennen
werden.

Sagen wir (mit J. St. Mill): ,der Vater des Jjungen Manpnes, der
thm jenes verboten hatte ... so ist der Relativsatz nder . .. verboten
hatte“ ein anderes Beispiel pridikativer Verwendung. Uber das Sub-
Jekt @ = Vater des jungen Mannes — eine Klasse, die hier naturnot-
wendig aus nur einem Individuum besteht — und (vorausgesetzt, dass
man wisse, von welchem jungen Mann die Rede) bereits vollkommen
bestimmt erscheint, iiber dieses Subjekt erteilt der Relativsatz eine
beiliufige Information, sagt aus, dass es =< (vielleicht identisch =)
sei der (wol auch nur aus eimem Individuum bestehenden) Klasse der-
jenigen Personen, welche dem jungen Manne jenes verboten hatten.
Jedenfalls aber bezweckt und vermag dieser Relativsatz nichf, das
Subjekt des Satzes niher zu bestimmen, auszudriicken, dass ,derjenige
unter den Vitern des jungen Mannes, welcher ihm jenes verboten
hatte gemeint gewesen.

Man sieht hier auch das Mittel, die beiden Verwendungsweisen
attributiv gebrauchter Adjektive als solche zu erkennen, zu discerniren.
Ist in ab oder in dem Ausdruck ,die @, welche b sind“, der Relativ-
satz ,,welche b sind“, resp. der Faktor b, von determinativem Charakter,
so muss der Ausdruck: ,diejenigen unter den a’s, welche b sind“ den-
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selben Sinn geben; im gegenteiligen Falle aber wird der letztere un-
zuléissig, nicht selten licherlich erscheinen.

Ist b in ab ein ,pridikativer Faktor?, so kann der Sinn des Pro-
duktes ab auch mit ,die a (welche, nebenbei gesagt, =< b sind)“ oder
mit ,a (welches ja =€ b)“ vollkommen ausgedriickt werden. Dann ist
in der That a =< b, sowie ab = a; und diese beiden Aussagen sind
solche, die wir in der Theorie des Gebietekalkuls auch wirklich als
iquivalente, einander gegenseitig bedingende nachweisen, die wir durch
Rechnung aus einander ableiten kénnen, vergl. Th. 20).

Dass aber ab = a hier ist, lisst erkennen, dass man einen Fak-
tor b, sofern er pridikativ ist, auch ganz unterdriicken, die mit ab
bezeichnete Klasse kiirzer durch a allein darstellen kann.

Pridikative Faktoren sind also in der rechnenden Logik ohne Be-
lang, im Gegensatz zu den determinativen.

So wenigstens, wenn sie wirklich nur eine beiliufige Information
geben. Es kommt jedoch auch vor, dass eine Behauptung a =< b eine
folgenschwere Primisse fiir weitere Untersuchungen bildet und sich
keineswegs von selbst verstand. Mit dieser selbstindig hinzustellenden
Aussage @ << b ist dann ein etwa pridikativ mit @ verkniipfter Fak-
tor b als gleichwertig zu erachten, welcher letztere nun aber eine
neue und wesentliche Information enthilt. In diesem Falle konnen wir
ihm erst im , Aussagenkalkul“ volle Gerechtigkeit widerfahren lassen.

Mit priidikativ erteilten Attributen wird unbewusst oder bewusst im
gemeinen Leben, in Journalistik, Kritik, rhetorischen und polemisirenden
Schriften ein weit verbreiteter Missbrauch getrieben, darauf gerichtet, im
minder wachsamen Leser Voreingenommenheit zu erzeugen, irrige Ansichten
einzuschmuggeln, die Zustimmung zu denselben, deren Annahme gewisser-
massen zu erschleichen, um unversehens unberechtigte Denkgewohnheiten
zu begriinden, die sich der wahren Erkenntniss hinderlich erweisen. Wird
z. B. gesagt: ,der feige Gegner wich dem Kampfe aus“ und dann gleich
mit der Erzihlung fortgefahren, so bleibt dem Horer meist nicht die Zeit
zu iiberlegen, ob auch das Epitheton ,feig“ berechtigt gewesen, ob nicht
vielleicht gerade das Gefiihl der Uberlegenheit, eventuell Klugheit, Scho-
nung oder Friedensliebe Motiv jenes Ausweichens war. Und dadurch dass
mit verschiedenen Variationen des Ausdrucks dergleichen Imputationen mog-
lichst oft in jemer rasch dariiber hingleitenden Form wiederholt zu werden
pflegen, gelingt es, in der unkritischen Menge verh:’ingnissvolle. Ideen_a.sso-
ziationen zu festigen. Auch dem Logikkalkul widerfuhr bereits bema..he
ein derartiges Schicksal, indem der Verfasser eines wol besser ungeschrie-
ben gebliebenen Buches kaum anders, als mit dem Epitheton ,der unfrucht-
bare von demselben spricht. —

Herr Wundt will die ,Determination anders aufgefasst wissen, als
— 50 viel ich sehen kann — alle iibrigen Schriftsteller iiber diesen Gegen-




224 Vierte Vorlesung.

stand, insbesondere alle Diejenigen, welche ausser ihm die — neuerdings
von Prantl so genannte — ,mathematisirende Logik* kultiviren —
(Sitzungsberichte d. Kgl. Bairischen Akademie ‘der Wissenschaften von 1886).

Durch Determination des Begriffes ,,Schaf* mittelst des Begriffs , weiss*
ergibt sich ihm ' pag. 224 sq., gleichwie auch uns, der Begriff ,weisses
Schaf®, dessen Umfang die Klasse der weissen Schafe, d. i. der weissen
(Dinge) unter den Schafen.

Dagegen gelangt Herr Wundt, indem er den Begriff ,,Weiss“ deter-
minirt, vermittelst des Begriffs ,Schaf“ zu dem. Begriffe: ,die Weisse des
Schafes — anstatt, wie wir, zu dem Begriffe ,,weisses Schaf“ wie oben,
indem wir einfach unter den weissen Dingen die Schafe hervorheben. Fiir
Herrn Wundt ist also, wie er selbst betont, die Determination im allge-
meinen eine nicht kommutative” Operation.

Meiner Meinung nach findet bei den Uberlegungen, die Herrn Wundt
zu der angegebenen Ansicht fiihren, eine Vermengung statt zwischen Pro-
zessen, die sich auf den Umfang und solchen, die sich auf den Inhalt der
fraglichen Begriffe beziehen.

Hielten wir uns streng in dem Rahmen einer ,Logik des Umfanges®,
so konnten wir jedenfalls der Wundt’schen Auffassung nicht beipflichten.

Wir konnen es aber auch nicht, wenn wir uns streng in dem Rahmen
einer ,Logik des Inhaltes* halten.

Bei den Umfiingen oder Klassen lief die Determination hinaus auf
eine Sonderung, ein Hervorheben von der, den determinirenden Faktoren*)
gemeinsamen Unterklasse.

Nicht zu iibersehen ist, dass aber bei den Inhalten oder Begriffen die
Determination wesentlich eine Kniipfung ist, auf eine Verbindung der ge-
gebnen Begriffe hinausliuft:

Wir erhalten den Begriff ,weisses Schaf, indem wir mit den simt-
lichen im Begriff Schaf bereits enthaltenen Merkmalen verbinden den Be-
griff ,weiss®, d. i. das Merkmal der weissen Farbe. Und dasselbe Ergeb-
niss erhalten wir notwendig auch, wenn wir mit dem Merkmal der weissen
Farbe verbinden die simtlichen Merkmale des Begriffes Schaf.

Unter den letzteren ist — wohlbemerkt — das Merkmal der ,,Weisse®
oder weissen Farbe gar nicht enthalten: es gibt ja auch schwarze Schafe!
Und der Begriff Schaf soll doch nur die allen Schafen gemeinsamen Merk-
male enthalten, auch hiitten wir nicht nétig, erst zu verbinden, was schon
verbunden gewesen wire. Man kann also eventuell wohl reden von der
Weisse eines bestimmten Schafes, oder auch einer Gruppe von solchen,
nimlich von der ,Weisse“ der weissen Schafe. Dagegen ist — bei der
allgemeinen Auffassung des Begriffes ,,Schaf* — die ,,Weisse des Schafes”
iiberhaupt ein Unding, sie postulirt nimlich die , Weisse“ auch fir die
schwarzen Schafe.

*) Wundt bezeichnet diese als ,Determinator” und ,Determinand®, durch
welchen letzteren Namen jedoch unliebsame Gleichklinge mit dem langst ander-
weitig eingebiirgerten Namen der ,Determinanten herbeigefiihrt wiirden. Eine
unterscheidende Benennung beider Faktoren erscheint auf unserm Standpunkt
unnitig.
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Zu diesem Begriff der ,,Weisse des Schafes“ kann nun aber Wundt
nur gelangen, indem er — anstatt zu verkniipfen — das Merkmal der
weissen Farbe absondert, hervorhebt — faktisch aus dem Begriffe ,,weisses
Schaf®, vermeintlich indess wol aus dem zur Determination herbeigezogenen
Begriff ,,Schaf®, der jenes Merkmal aber, wie gezeigt, iiberhaupt nicht enthilt.

§) Um demnichst auch den verbalen Ausdruck fiir die identische
Summe a + b zu gewinnen, miissen wir uns vor allem iiber die logische
Bedeutung der Partikel ,oder orientiren.

Es ist in logischer Hinsicht entschieden als ein Misstand zu be-
klagen, dass die modernen Kultursprachen je nur ein Wort fiir ,oder”
besitzen, wihrend doch zur unterscheidenden Darstellung der wesent-
lich verschiedenen Verhiltnisse, welche wir mit dieser einen Konjunk-
tion unterschiedslos anzudeuten pflegen, mindestens dre: Partikeln er-
forderlich sein wiirden. Die lateinische Sprache hat in diesem Betreff
feiner empfunden, schirfer unterschieden.

Ein erstes ist das ,erklirende* (auch gleichsetzende, identifizirende,
wiederholende, iterative) ,oder“ — ,oder mit andern Worten“ (lateinisch:
sive, seu), welches Namen, Redeteile verkniipft, deren zweiter noch
einmal das nimliche besagt wie der erste, indess zum Zweck der Ver-
deutlichung, eventuell schirferen Prizisirung des ersten: in neuer Aus-
drucksweise.

Sagen wir z. B.: ,Der Bauer oder Landmann®..., so ist das an-
gewendete das obige ,oder”, wofern wir nur die Klassen ,Bauer“ und
yLandmann® als identisch ansehen. Die Wiederholung mit dem an-
dern Worte mag hier den Zweck haben, dem vorzubeugen, dass etwa
der Horer entgegen unsrer Absicht an einen Bauer im Schachspiel,
einen Vogelbauer oder anderes denke.

Wie man an dem Beispiel sieht, ist dieses ,oder” schon deshalb
Bediirfniss, weil die Sprache manche Homonyme enthilt, gleichlautende
Namen fiir ganz Verschiedenes, welche hiufig eine unabhingige Ent-
stehungsgeschichte und etymologische Zusammensetzung besitzen, nur
zufillig gleich lauten. Je vollkommner eine Sprache, desto weniger
freilich diirfte solches in ihr vorkommen.

Aber auch wenn Homonyme gar nicht vorkimen, wiirde das ge-
nannte ,,oder — beziehungsweise ein Aquivalent dafiir — doch bleiben
miissen, um Bediirfnissen der Wissenschaft zu geniigen. Dieses ,oder”
dient dazu, eine als Einschaltung, in Parenthese, anzumerkende Defini-
tion mit dem begrifflich zu erklirenden nomen zu verbinden und als
solche zu kennzeichnen, z. B. ,die Kugelfliche oder der Ort der Punkte
gleichen Abstands von einem festen Punkte®, ... Am hiufigsten kommt

ScHRODER, Algebra der Logik. 15
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es bei wissenschaftlichen Untersuchungen vor, dass einunddasselbe
Objekt als ein, zwei verschiedenen Objektreihen a,, a,, a;,... und
a, a’,... zugleich angehoriges auch zwei verschiedene Namen er-
halten hat: @, und o/, sodass @, = a' bedeutet, wihrend etwa die
iibrigen accentuirten und mit Suffixen behafteten a lauter verschiedene
Objekte bedeuten modgen, und dieser oft folgenschwere Umstand wird,
indem man Von jenem erstern Objekte als von ,a oder a,“ spricht, in
dem Bewusstsein aufgefrischt erhalten. Es erscheint sonach dieses
noder“ als nahe synonym mit d. i. (das ist), d. h. (das heisst), i e.
(id est) — englisch ,,viz. (gesprochen: namely)“ — und kommt dem-
selben logisch die Bedeutung =, nimlich die Kraft einer in Paren-
these ausgesprochenen Identitit, identischen Gleichheit zu.

Es wire vielleicht, weil denn doch ,oder m. a. W.“ als zu lang
erscheint, ganz angemessen und empfehlenswert, fiir dieses erste ,oder*
das lateinische ,sive“ zu verwenden und in die modernen Sprachen
einzufiihren.

1) Ein zweites ist das ,gegensitzliche, ,ausschliessende®, ,exkiu-
swe (auch ,disjunktive”) ,oder“ = ,oder aber (lateinisch: aut, eng-
lisch: or else). .

»@ oder aber b“ will sagen: entweder a und dann wicht b, oder b

und dann nicht a.
Wie dieses ,oder“ im identischen Kalkul auszudriicken ist, werden
wir in § 18, &) sehen.

@) Das dritte ist das ,einschliessende” ,inklusive* (auch ,konjunk-
tive“) ,oder = ,oder auch* (lateinisch: vel).

»@ oder auch b“ will sagen: entweder a, oder b, oder beides zugleich.

Mit diesem letzteren ,oder werden wir es bei der Ubersetzung
des Zeichens + der identischen Addition zunichst allein zu thun
haben. j

Es wiirden bei den zwei letzten Gattungen von ,oder* sich noch
weitere Niiancen unterscheiden lassen, je nachdem es nur unbekannt, jedoch
(an sich) bestimmt ist, welcher von den zwei oder drei Fillen eintritt,
stattfindet, zwischen denen die Alternative zu stellen ist, d.1i. ,oder wiel-
leicht™, — oder aber vollig unbestimmt gelassen, ganz (oder auch nur teil-
weise, bedingt, innerhalb gewisser Grenzen) in unser Belieben gestellt,
willkiirlicher Wahl anheimgegeben ist, fiir welchen Fall man sich ent-
scheide, d. i. ,,oder wenn man will“ — eine Auffassung, auf die gerade
»vel“ etymologisch besonders hinweist. Indessen will ich mich begniigen,
diese Unterscheidungen nur angedeutet zu haben.

In Bezug auf ,oder auch“ scheint freilich der Sprachgebrauch sich
nicht genau an die obige Erklirung zu halten, vielmehr dessen Bedeutung
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noch iiber die oben stipulirte hinauszugehen, niimlich oft auch fiir ,oder
aber, wenn man will“ herhalten zu miissen.

Der Ausdruck ,a oder auch b“ wird gleichbedeutend mit dem @
oder aber b“ das inklusive ,oder* deckt sich mit dem exklusiven, und
begreift auch dieses mit, in dem Falle wo die dritte Alternative »@
und b zugleich ohnehin undenkbar ist, oder aus sachlichen Griinden
fortfallen muss. So ist

moilber oder auch Gold“ = ,Silber oder aber Gold“
und wird besser dargestellt durch das kiirzere ,Silber oder Gold“, weil
es nichts gibt, was Silber und Gold zugleich sein kinnte, weil die
Begriffe ,,Silber und ,,Gold“ ohnehin ,,kontrire* Gegensiitze vorstellen,
einander von selbst ausschliessen, disjunkt sind.

¢) Nach diesen Vorbemerkungen wird es verstindlich sein, wenn
wir nunmehr konstatiren, dass die identische Summe a+b sich in der
Wortsprache stets durch ,,was a oder auch b ist“ ausdriicken lisst. Durch
»@ oder auch b“ selber kann die Summe auch in jedem Zusammen-
hange iibersetzt werden mit Ausnahme des Falles, wo sie als Subjekt
steht; in diesem wire solches nicht unbedenklich, weil dadurch (vergl.
§ 15, Schlussanmerkung) eine Verwechselung des Urteils mit einem
»disjunktiven nahe gelegt wiirde; ganz unbedingt wird dann auch
die Partikel ,oder“ viel besser durch die Partikel , und“ ersetzt. Also:
Steht a +b als Subjekt, so lese man das Pluszeichen als ,,und®; andern-
falles als ,,oder*, genauer: ,oder auch.

Wo a+b als Pradikat steht indessen — und dies bildet eine
bemerkenswerte Eigentiimlichkeit der Wortsprache — 4st die Ersetzung
des Bindewirtchens ,oder durch ,und“ wicht zulissig, wie sich dem-
nichst und unter %) unzweifelhaft herausstellen wird.

Die Proposition ¢ =€ a + b lisst sich iibersetzen mit ,e¢ ist @ oder
auch b% resp. mit ,alle ¢ sind a oder (auch) b

Und ferner ist @ +b=< ¢ in Worten darzustellen mit ,,@ und b
ist ¢, ,alle @ und b sind ¢“

[Nicht angiingig wire, dafiir zu sagen: ,(entweder) a oder b
ist ¢“ und mindestens gewagt: ,alle @ oder b sind c“ ,jedes a oder
auch b ist ¢“]

Beispiele zu a+b=<c¢: ,Canadier und Indianer sind Ameri-
kaner“, auch: ,Canadier sowie Indianer etec Die Klassen @ und b
in dem gewihlten Beispiel sind nicht disjunkt, schliessen einander
nicht aus, es ist ab hier nicht gleich Null, weil es auch canadische
Indianer gibt. Ahnlich noch in diesem Beispiel:

»Adelige und Besitzende werden zur Aristokratie gerechnet®

15*
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Anders dagegen im folgenden, wo ab = 0 gelten miisste, die
Begriffe ¢ und b disjunkt zu nennen wiren: ,

»Gold und Silber sind Edelmetalle¥.

Es wire zur Not wol angiingig, zu sagen:

»oilber, oder auch Gold, ist Metall®, 3

z,Adelige, oder auch Begiiterte, gehoren zur Aristokratie®, und canz
gut jedenfalls: ,,Wer adelig oder auch begiitert ist gehort d;zu“ l%Vas
lebgr_ oder Gold ist, ist Metall“. Desgleichen allenfalls, weil von d’en,l, ad-
_]e:ktlwschen Zahlwort, numeralen Adjektiv ,alle“ regirt: ,Alles Gold oder
Sllb.er ist Edelmetall®. Besser aber: ,Alles Gold wnd Sil’i)er ete.“  Unzu-
lissig dagegen wire es oder wenigstens von geringerem logischen Gehalte
zu sagen: Entweder Gold oder Silber ist Edelmetall, und darum: Gold,
oder Silber, das Gold oder das Silber, ist Edelmetall®, eine entsc}:’l,iedeu
schlechte Ausdrucksweise, weil das ,und“ soviel deutlich’er.

Beispiele zu ¢c=<a +b.

. »Jene Familien sind adelige oder auch wohlhabende Hier kénnen
emz:slne von den genannten Familien auch zu den unbemittelten Adelicen
gehoren, andere wohlhabend aber biirgerlich sein. =

Einen wesentlich hievon verschiedenen Sinn wiirde aber die Be-
hz?uptung darbieten: ,Jene Familien sind adelig(e) und wohlhabend(e)“
Dl.es wiirde bedeuten, dass sie siamtlich beides zugleich sind, und wire
mittelst ¢ << ab auszudriicken, vergl. ¢). :

Anderes Exempel: ,Diese Behauptungen sind richtige oder auch
falsche*. Als Ubersetzung von ¢ < a + b hingestellt, wird dieser Satz
besser mit ,richtige oder falsche“ darzustellen sein. mit Unterdriickung
des ,auch“ weil hier @ und b einander ausschliess,en ab=0 ist. So
aufgefasst ist das Urteil ein rein panalytisches¥, welch’es denknotwendig
gelten muss von jeder beliebigen Gruppe von Behauptungen: All:
Behauptungen sind entweder richtige oder falsche. :

Dagegen wiirde es mindestens eine N issigkei
o 4 achlissigkeit des Ausdrucks sein
hiefiir zu sagen: ,diese Behauptungen sind richtigge und falsche®. .

- De.rglelcheu »Nachlissigkeiten kommen allerdings nicht nur ungemein
a.uﬁ_g in der Sprache des gemeinen Lebens, sondern auch bei den besten
Schriftstellern vor, und sie entschuldigen sich zu einem Teile durch die
Sitte, nach welcher im Verkehr zwischen Personen vorausgesetzt zu werden
pflegt, dass der Andere keinen Unsinn rede und man selbst auch dies
xfx)lcht. zu th-un b.ea.psichtige. Wenn also eine Ausserung von einer der
Darttelen, die miteinander in geistigem Verkehr stehen, bei korrekter
. :1;11- ;1‘;15] . nagh d;n Regeln d_er Sf:hule sowie des iiberwiegenden Sprach-
:7’ielleicht e11111 o enba.re.r Unsm'n ist, Widerspriiche in sich schliesst —
b m:ic , wenn sie dabei nur als allzu selbstverstindlich, ,nichts-

g und darum zwecklos erscheint — so pflegt der andern Partei
zugemutet zu werden, dass sie die nichstliegende unter den moglichen ver-
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niinftigen Deutungen herausfithle und als den beabsichtigten Sinn jener

. Ausserung unterlege.

So wiirde ein Ausspruch: ,Diese Behauptungen sind richtige wnd
falsche”, wenn wirklich gebraucht, zu verstehen sein in dem Sinne: ,einige
(die einen) von diesen Behauptungen sind richtige, einige (die andern) sind
falsche* — ein Urteil, welches wir an dieser Stelle noch nicht in der Lage
sind, in der Zeichensprache des Kalkuls darzustellen.

Man konnte sogar sagen: ,diese Behauptungen sind richtig wnd falsch
(zugleich)*, wenn der Sinn derselben nicht unzweifelhaft feststeht: richtig
in dem einen Sinne und zugleich falsch in dem andern Sinne, der ihnen
etwa untergelegt werden kann. Im Grunde ist dann aber das Subjekt ¢
des Satzes beidemal nicht dasselbe und der Ausspruch nur eine abkiirzende
Zusammenfassung der beiden Aussagen: ,diese Behauptungen (auf die eine
Art gedeutet) sind richtig“; ,ebendiese Behauptungen (auf die andre Art
gedeutet) sind falsch®.

Kraft des oben Bemerkten wiirde das eingangs gewihlte Exempel,
i. e. die Aussage: ,diese Behauptungen sind richtige oder auch falsche®, im
Verkehr gebraucht, auch nicht die oben ihr gegebene Bedeutung c=£<a+b
als ein ,nichtssagender Ausspruch haben, sondern — mit einem Stich
in’s Ironische — die Aufforderung an den Gegenpart enthalten, zu priifen,
ob nicht unter seinen Behauptungen doch wol einige falsche sein mdchten!
Auf diese Interpretation aber wiirde dabei das yauch® in ,oder auch“ jetzt
wesentlich mit hinwirken.

Von solcher Gepflogenheit, von solchen Freiheiten, Lizenzen der Ver-
kehrssprache aber miissen wir hier, um nicht in iibergrosse Weitliufigkeiten
verwickelt zu werden, nach Moglichkeit absehen. Es wiire iiberhaupt besser,
wenn man sich korrekter Ausdrucksweisen befleissigte. Zudem wiirden wir
sonst gendtigt sein, auf die Eigentiimlichkeiten und Feinheiten der speziellen
Sprache, in welcher wir unsre logischen Untersuchungen fiihren, in einem
Umfange einzugehen, welcher sich mit den allgemeineren Zwecken dieses
Buches nicht vertriige, vielmehr einer spezifisch ,deutschen Sprachlehre
anheim fiele. In Bezug auf die Ubertragung irgendwelchen sprachlichen
Textes in die Zeichensprache der Logik wird darum noch Manches dem
Takt und Sprachgefiihl des Studirenden zu iiberlassen sein.

%) Wir haben im Bisherigen — unter 0) und ¢) — bereits ge-
sehen, dass der Partikel ,,und“ im Subjekt und im Pridikat eine logisch
durchaus verschiedene Bedeutung zukommd.

Der Gegensatz mbge noch an einem prignanten Beispiel sichtbar
gemacht werden, welches uns zugleich die vier Schemata der Defini-

tionen (3) illustriren wird. Sagen wir:
,Betriiger (a) und*) Betrogene (0) sind auf dem Holzwege, ver-

des Ausspruchs zu verindern, kann man dieses ,,und“
wenn man sich zu der Umschreibung bequemt: Wer
Dagegen wiirde: ,Betriiger oder

*) Ohne die Tragweite
auch durch ,oder* ersetzen,
ein Betriiger oder ein Betrogener ist, ist ete.
Betrogene sind etc.“ undeutlich sein.




230 Vierte Vorlesung

dienen Tadel®, oder dergleichen, so will dies freilich sagen einerseits:
»Betriger sind auf unrechtem Wege, sind tadelnswert® und andrer-
seits: ,Betrogene sind auf unrichtigem Wege, verdienen einigen Tadel
— entsprechend dem Schema (3,)” oder dem zweiten Teil der Defi-
nition (3,) fiir a+b=<¢; entsprechend — konnen wir auch sagen
— der ganzen Definition (3,) von @ +b als Subjekt, soferne die z:vei
letzten Sitze auch umgekehrt wieder in den ersten zusammengezogen
werden diirfen, als mit ihm gleichbedeutend hingestellt werden.

Sagen wir desgleichen:

»Jene Herren sind Betriiger und Betrogene“ so heisst dies ganz
analog: ,Jene Herren sind Betriiger und zugleich: »Jene Herren sind
Betrogene — in Illustration des Schema’s (3,)” fir c=£ a - b, sowie
auch der ganzen Definition (3,) von a-b als Priidikat, indem wieder
fir die zwei letzten Siitze auch umgekehrt der erste eintreten kann
dieser mit jenen gleichbedeutend ist. ’

Das beidemal vollig gleichlautende ,, Betriiger und Betrogene“ ist

nun aber als Klasse im erstern Fall mit @ + b, im letztern doch mit
a-b zu iibersetzen gewesen!

Im Subjekt hat die Konjunktion ,und“ die Kraft des Plus-, im
Priidikat die des Malzeichens. ’

Es erscheint uns so, wenn wir dieses nun einheitlich zusammen-
fa.fssen, als die Hauptaufgabe des Bindewortes ,und“: die Operations-
glieder innerhalb der Definitionen (3) miteinander zu verkniipfen, Glieder,
welche eben bei (3,), wo sie im Subjekt stehn, additive oder

Summanden, bei (3,) wo sie im Pridikat stehn, multiplikative, oder
Faktoren sind. :

%) Ahnliches gilt auch in Bezug auf die nahe liegende Ausdehnung
der Schemata unsrer Def. (3) auf mehr als zwei Operationsglieder
(cf. Zusatz 2 zu Th. 13): D

‘ a=<bed } a+b+c£d
sagt nicht mehr und nicht weniger, wie:

a=§b, ac, a£d [ a£d, b=<d, c£d.
Ete. Wir konnen auch diese Theoreme fiir die Wortsprache in An-
spruch nehmen. Darnach lassen sich beliebig viele Sitze
vom selben Subjekt aber mit ver- | mit demselben Pridikat aber ver-
schiedenen Priidikaten | schiedenen Subjekten
Jeweils Zusammenziehen in einen einzigen Satz mit ebendiesem Subjekt
resp. Priidikate und mit einem neuen, zusammengesetsten

Pridikate l Subjekte.
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Desgleichen konnen umgekehrt Sitze der letztern Art, d. i Sitze mit
einem auf gewisse Art zusammengesetzten

Pridikat I Subjekte
immer aufgeldst werden in eine Anzahl von als gleichzeitig giiltig an-
zuerkennenden Sitzen vom nimlichen Subjekt resp. Pridikate und den
Elementen jenes zusammengesetzten
Pradikats als einzelnen Pridikaten | Subjekts als einzelnen Subjekten
— eine Zerfillung durch welche der Sinn jener Sitze seine Erklirung
findet, dieselben ,jauseinandergesetzt“ werden.

Die ,Zusammensetzung® erfolgt beidemal (sowol bei dem linker-
hand als bei dem rechterhand Gesagten) vermittelst der Konjunktion
»und®, wozu nur zu bemerken ist, dass letztere nicht immer ausdriick-
lich gesprochen wird. Vielmehr pflegt bekanntlich statt ,a und b
und ¢ und d“ in der Regel blos gesagt zu werden:

»@, b, ¢ und d% indem man alle Bindewdrter, mit Ausnahme des
letzten, durch Kommata (Pausen) ersetzt — und zwar sowol wenn a,
b, ¢, d Adjektive (oder auch Relativsitze) als wenn sie Substantive
bedeuten. Ahnlich spiter bei Adverbien. Ezempel:

,Die Lowen sind Raubtiere, vom ,Sduren, Basen und Salze sind
Katzengeschlecht und im Oriente | chemische Verbindungen® heisst:
heimisch heisst: ,Die Lowen sind | ,,Séuren sind chemische Verbin-
Raubtiere®, ,Die Lowen sind vom | dungen,,Basen sind chemischeVer-
Katzengeschlecht®, ,,DieLowen sind | bindungen® und »Salze sind che-
Orientbewohner — ein sog. (be- | mischeVerbindungen“— sogenann-
jahendes) ,, konjunktives Urteil. tes ,kopulatives“ Urteil.

Der Sinn des erstern Satzes wird durch die drei letzten ,aus-
einandergesetzt®; die drei letztern Sitze ziehen sich in den ersten
zusammen.

Es beherrscht, regulirt unser Schema im Grossen und Ganzen den
Gebrauch von ,zusammengesetzten nimlich aus andern abgeleiteten
Klassen in Subjekt und Pridikate, fithrt ihn zuriick auf den schon be-
kannten Gebrauch der sie zusammensetzenden einfachen Klassen.

Indessen sind sowol in Bezug auf das Schema linker- als in Bezug
auf dasjenige rechterhand auch Ausnahmen zu konstatiren.

p) Links tritt eine Ausnahme zutage da, wo das Subjekt kon-
struirt erscheint mit einem der sog. ,unbestimmten Zahlworter”: ,einige,
etliche, manche, gewisse, wenige, viele — auch ,Jkein oder keine®, des-
gleichen schon, wo es versehen ist mit dem unbestimmten Artikel ,ein“,

oder mit einer Zahlbestimmung iiberhaupt — vergl. S. 180.
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Z.B. die drei Sitze: ,Einige Substanzen sind (in Wasser) 1sslich*:
»Binige Substanzen sind (an der Luft) verbrennlich“ und ,Einige Sub—7
stanzen sind (in der Hitze) verfliichtigend“ sagen zusammen doch
weniger aus, als der eine Satz: ,Einige Substanzen sind lsslich, ver-
brennlich und flichtig, mit welchem sie ja nach dem allgemeinen
Schema ganz gleichbedeutend sein miissten. In jenen drei Sitzen wird
nimlich nur gesagt, dass es Substanzen gibt, welche eine beliebige
der drei erwihnten Eigenschaften fiir sich (vielleicht nur getrennt
von den iibrigen) besitzen. In diesem einen Satze dagegen wird kon-
statirt, dass es auch Substanzen gibt, die alle drei Eigenschaften auf

sich vereinigen (wie dies in der That manchmal, sogar bei Salzen, z. B.
beim salzsauren Anilin der Fall ist).

Ahnlif;hes liesse sich bei den folgenden Aussagen durchsprechen:

. nGewisse Pflanzen sind Fleischfresser, Dicotylen und Bewohner tro-
pischer Moo.re“. »Manche Menschen sind unklug und leichtsinnig®. , Wenige
Menschen S}nd arm und zufrieden. , Viele sind unwissend und leichtglﬁubio'“.
Ete. ,,Zszl Mann wurden verwundet und gerieten in feindliche Gefang:n—
schaft* heisst nicht: Zwei Mann wurden verwundet, und zwei Mann gerieten
in Gefangenschaft; vielmehr bezieht sich letzteres auf dieselben zwei Mann
wie erstres, und weil eben der Name ,zwei Mann“ das Subjekt nur unzuz
linglich bezeichnet, reicht die Wiederholung des Namens nicht aus, es als
dasselbe zu k.erfnzeichneu, und muss formell die Ausnahme Platz g,reifei

Statt ,Einige a sind b und ¢ zu sagen: ,,Einige a sind b oder (auch) ¢
yﬁrde dem TInhalt der beiden Sitze: »Einige ¢ sind b und: ,Einige a
sind 13“ zwar etwas niher kommen, sich aber auch nicht mit ihm decken.
Es wird n}cht mehr notig sein, hierauf zuriickzukommen, nachdem diese
sog. ,,par-tzkularen“ Urteile im Zusammenhange beha.nde,lt sein werden.
La.ssen.wn' a.uch. dieselben bis dahin noch moglichst zuriicktreten, so durfte
doch hier der Hinweis auf die Thatsache nicht unterbleiben da;s sie eine
Ausnahme .fiir das linksseitige Schema begriinden. ’

Und ein analoges Verhalten nehmen wir uns hier auch zur Richtschnur in
Bezug auf die spiiter ebenfalls allgemein zu behandelnden verneinenden Utrteile.

. Ein ,negatives” Urteil, wie: »Kein Mensch ist fehlerfrei und all-
wissend” behauptet wiederum weniger, als wie die beiden Sitze: ,Kein
Mensch ist fehlerfrei“ und ,Kein Mensch ist allwissend® zusamm:n =
welche nur in den Satz: ,Kein Mensch ist fehlerfrei oder allwissend®

ohne Anderung (Erweiterung oder Einschriinkung) des Sinnes zusammen-
gezogen werden konnten.

v) Eine Ausnahme von unserm Schema rechterhand unter 4) ist
f(frmell zu statuiren in folgendem Falle: Wenn das Pridikat eine Be-
ziehung zwischen den Individuen der Subjektklasse, oder auch zwischen
_Unterklassen derselben, konstatirt, so darf a+b=Ec nicht ohne weiteres
In a=<c und b€l zerfillt werden (und analog bei mehr als zwei
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Termen). Z. B. ,Buschminner (Hottentoten, Namaqua) und Neger
(Damra, Herer6’s) befehden einander“ will nicht sagen: ,Buschminner
befehden einander und ,Neger befehden einander, sondern: ,Die
Buschminner befehden die Neger“ und ,Die Neger befehden die Busch-
ménner®. ,

,a und b sind emander gleich“ heisst natiirlich nicht: ,a ist ein-
ander gleich® und b ist einander gleich®, sondern: ,a ist gleich b“ und
b ist gleich a“ Analog: ,Der Kliger und der Beklagte verglichen
sich“. Ete.

,Die Herren A und B schliessen einen Kauf ab“ heisst: ,Herr A
schliesst einen Kauf ab“ und ,Herr B schliesst einen Kauf ab“, und
lisst es offen, ob sie dies mifeinander thun, wobei der eine Herr als
Ksufer der andere als Verkiufer erscheinen wiirde, oder aber mit
dritten Personen. Im érsten Falle wiirde das Pridikat zwar eine Be-
zichung zwischen den beiden Individuen der Subjektklasse involviren,
und doch die erwihnte Ausnahme nicht Platz greifen, weil die gedachte
Beziehung im Priidikat niché ausdriicklich erwdhnt ist.

In allen Beispielen iibertrigt sich doch wesentlich das Pradikat
(,,befehden®, ,gleich sein®, ,Kauf abschliessen® ete.) auch auf die Unter-
klassen und Individuen der Subjektklasse, und in gewissem Sinne bleibt
es immer wahr, dass, was von der Gattung ausgesagt wird, auch von
deren Arten und Individuen gelten, ausgesagt sein soll; nur die Bezichung,
welche dem Pridikat beigefiigt ist, das ,einander” oder ,mit, gegen,
durch, ete. einander“ muss bei den Einzeliibertragungen des Pridikats
auf jene Unterklassen jeweils modifizirt, verschieden ausgedriickt, oder
— um einen bei Nicht-Mathematikern in diesem Sinne beliebten Aus-
druck zu gebrauchen — muss dabei ,differenziirt” werden.

Regeln aufzustellen, nach welchen in dergleichen Fillen die Zer-
spaltung des zusammengesetzten Urteils in einzelne einfachere, oder
umgekehrt die Zusammenfassung solcher zu einem einzigen korrekt zu
erfolgen hitte, liegt uns hier noch ferne. KEs wiren diese Regeln in
die Logik der Bezichungen diberhaupt zu verweisen. Diese aber, als
eine allgemeine Disziplin, stellt einen hoheren Teil der Logik vor, dem-
gegeniiber wir es hier nur mit den allerelementarsten Beziehungen
zwisehen Klassen oder Begriffsumfingen zu thun haben, nimlich mit
jener besonderen Gruppe von Beziehungen, deren Erklirung ganz aunf
den Begriff der Einordnung gegriindet werden kann, und bei welchen,
wenn von Individuen einer Klasse etwas ausgesagt wird, die iibrigen
Individuen dieser Klasse dem Geist nicht gegenwartig zu sein

brauchen.
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£) Die nimliche Bedeutung, wie im Pridikat — niimlich die Kraft
des Mal-Zeichens — kommt der Partikel ,und“ auch in Appositionen
zu, d.h. zwischen Adjektiven (ev. auch Relativsitzen) die vom nim-
lichen Substantiv regirt sind, sowie zwischen Umstandswortern (Ad-
verbien) die sich auf das niimliche Verbum beziehen. Z. B. , Umsich-
tige und wohlmeinende Freunde rieten ihm .. % — »Freunde I;,I:nsichtig
unfi wohlmeinend, rieten ...“ Der Satz hat zum Subjek’t (@-d)-¢
d.i. ,Freunde ¢, die umsichtig (¢) und wohlmeinend (b) zugleich sind,
(resl.). waren)“, nicht aber (a+b)-c=rc- (a+b), das ist ,Freunde, die
umsichtig oder aber wohlmeinend, oder vielleicht beides zugleich sind“.
Der Deutlichkeit zuliebe wiirde allerdings das mund“ besserounterdriickt
und gesagt: ,Umsichtige, wohlmeinende Freunde® . . . Indess wird des
Wohlklangs wegen, bei einer Aufzihlung von mehreren Eigenschafts-
oder aber Umstandswortern, die Sprache ungern auf das deren letzte
verkniipfende Bindewort verzichten. Z. B. »Opferwillige, reiche und
verschwiegene Freunde halfen ihm aus seiner Geldverlegenheit’. Es
muss gemeint sein: Freunde, die alle jene Eigenschaften zugleich be-
sassen; hitte z. B auch nur einer derselben geplaudert, so wiirde die
Diskretion der Ubrigen nichts geniitzt haben!

. »(Gewohnheitmissiger) Haschisch(genuss) tstet schnell, elegant und
sicher“ besagt wieder, dass die T6tung in jeder der genannten Weisen
zugleich erfolge. Etec.

J.Xls fernere Beispiele mogen noch angefiihrt sein: ,Ein markt-
schreierisches und schwindelhaftes Unternehmen florirte daselbst. ,Die
arglosen und unbewaffneten Eingeborenen erschraken sehr®. Gewis”seu—
hafte und pflichttreue Beamte werden geschitzt®. ,,Gezogen: und weit-
tra.gend.e Geschiitze ...“ ,Seltene und teure Mineralien ...“ Etc.

' Wie schwankend tibrigens der Gebrauch bei derartigen Sitzen ist

zeigen Urteile wie: ,

] »Taugliche und untaugliche Militérdienstpflichtige haben sich ein-
zufinden®.  Unsre aktiven und passiven Mitglieder sind eingeladen®
e'tc. — wo die in die Apposition eingehenden beiden Klassen @ und b
su.:h nicht zu a-b sondern zu @ + b zusammensetzen. Es wire hiezu
\Vlt?der auf das unter v) Ausgefiihrte zu verweisen. Ob eine aus den
Tellen @ und b zusammengesetzte Apposition mit ab oder mit @ + b zu
u.bersetzen, ihrem Sinne nach logisch darzustellen ist, wiirde ohme sach-
liche Nel?e)zbetrac}atztngen in der That oft dunkel bleiben; iiber den Sinn
von einigen Appositionen wird man wirklich streiten kénnen.

Mau. lege sic't} bei dergleichen Ubertragungen stets die Frage vor,
ob beabsichtigt sei, dass die durch die Appositionsglieder ausgedriickten
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Bigenschaften gleichzeitig oder nur einzeln dem regirenden Substantiv
(oder Verbum) zugeschrieben werden: im erstern Fall wird ab, im
letztern @ + b die richtige Ubersetzung sein.

Wir haben es in der Wortsprache, wie man sieht, fast immer nur
mit Regeln zu thun, welche aunch Ausnahmen zulassen. Erst im Kalkual
werden wir Gesetze haben, bei denen Ausnahmen nicht vorkommen.

Im logischen Interesse haben wir vorstehend den Begriff der ,Appo-
sition® etwas weiter gefasst, als es in der Grammatik iiblich ist, wo der-
selben zugemutet zu werden pflegt, dass sie — wie bei ,,Dionysius, der
Tyrann von Syrakus“, ,Polykrates, Herrscher von Samos*, etc. — in der
Form von Substantiven auftrete.

0) Wir lernten fiir identische Produkte und Summen verschiedene
Weisen der Ubertragung in die Wortsprache kennen.

Die Operationszeichen - und + dirfen aber als mal und plus nur
gelesen werden, wenn die Klassen, welche sie verkniipfen, durch Buch-
staben dargestellt sind: Es soll hier nicht dafiir plidirt werden, dass
man sage: ,schwarz mal Pferd gleich Rappe® oder ,Pferd mal weiss
gleich Schimmel*!

Wird das Malzeichen gar micht gesprochen, so werden die Sitze wieder
legitim, und machen — #m Deutschen — wegen mangelnder Flexion des Eigen-
schaftswortes und eventuell dessen hier nicht tiblicher Hintansgtzung hinter das
Hauptwort, nur den Eindrack, von einem Kinde oder etwa einem B‘dhma.l.:en,
cinem auf tiefer Kulturstufe stehenden, oder der deutschen Spr'z.a.che' nicht
recht miichtigen Auslinder, halbwilden Eingebornen, etc. herzurithren:

,Schwarz(es) Pferd (black horse) ist (=) Rappe“
,Pferd weiss(es) (cheval blanc) = Schimmel® —
— im iibrigen vollkommen entsprechend der Schreibuug: ab = c.

Desgleichen soll nicht ,Herren plus Damen“ fiir ,Herren und

Damen“ gesagt werden. Ete.

m) Als Exempel zu Th. 6) fiihren wir an:
ab € {8 ,Gebildete Adelige sind gebildet
,Besitzende Adelige sind adelig (Adelige).“ . —
Schwarze Pferde sind schwarz® [oder ,Rappen sind schwarz’; ,sie

sind auch Pferde”, etc.].
Hier gibt es nun sowol schwarze als auch hws
Man beachte in dieser Hinsicht den Gegensatz des Beispiels zu den

beiden folgenden:

,Der weisse Schnee st weiss®,

,Alle runden Quadrate sind rund“ —
welche indess ebenso berechtigt sind, das Th.

nicht schwarze Pferde.

6,) zu exemplifiziren,
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Das zweite Beispiel fordert die Bemerkung heraus, dass aller
Schnee weiss sei®), die versuchte Determination des Subjekts ,Schnee
durch das Adjektiv ,weisse“ mithin iiberfliissig. Es gibt hie’r ab —
d.h. b welche a sind — aber keine b, welche nicht ¢ wiren.

Das dritte Beispiel provozirt den Einwurf, dass es runde Quadrate
iiberhaupt nicht gebe. [Da es zu einer Kontroverse Anlass geben kann
werden wir auf dasselbe unter ) des § 9 implicite nochmals zurﬁck-’
kommen.] b

Die drei kursiv gedruckten Exempel kénnen als typische bezeichnet
werden, indem — wie leicht zu sehen — jede denkbare Anwendung

de.s Satzes 6,) von der Art eines dieser drei Exempel in beregter
Hinsicht sein muss.

Z} < a+10. ,Die Adeligen sind Adelige oder auch Besitzende [ge-

horen zur Aristokratie]“. ,Die Besitzenden ebenfalls®.

»Gleich ist untergeordnet oder gleich vergl. den § 1.

Der Satz: ,Norddeutsche sind Deutsche“ kann angesehen werden
als eine Exemplifikation von 6.) sowol als von 6,). Ersteres, indem
man , Norddeutsche“ versteht als die Klasse derjenigen Deutschen
welche aus dem Norden stammen, resp. nordlich der Mainlinie wohnenf
L'etzteres, insofern man die Klasse der Deutschen ansehen kann als
dlfa identische Summe aus den Klassen der Nord- und der Siiddeutschen
(einschliesslich der durch die Kolonialerwerbungen hinzugekommenen
Reichsangehorigen).

‘ Alle diese Sitze diirften einfach als Selbstverstiindliche zu be-
zeichnen sein. — Wir miissen hier eben auch die verschiedenen Arten
des Selbstverstiindlichen registriren. Und dieses hat verschiedene Grade!
Wo ist die Grenze des unmittelbar Selbstverstindlichen fiir den einen
wo fiir den andern Denker oder Studirenden? Im Grunde wird — so’
h.oﬁ'en wir — Alles in diesem Buch hehauptete als selbstverstindlich
richtig zu bezeichnen sein — nicht minder wie diese elementarsten
Bet.refchtungen so auch die komplizirtesten Theoreme und Losungen
v‘erWIcke]ter Aufgaben, in welche vielleicht schon der begabteste mensch-
llche Intellekt ohne die Technik unsres oder eines ihm gleichwertigen
Kalkuls nicht mehr Einsicht zu gewinnen vermdchte.

. Zur Entschuldigung dafiir, dass wir jeweils auch bei dem einfacheren,
lem unfmttelbar Selbstverstindlichen verweilen, sei der Ausspruch aus
Goethe’s Wahlverwandtschaften citirt:

) ¥) Der sog. ,rote Schnee* ist es bekanntlich nur zum Scheine zufolge der
eingestreuten Protococcus nivalis — Algen.
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,Bs klingt freilich wunderlich, wenn man etwas ausspricht, das sich
ohnehin versteht; doch nur indem man sich iiber das Bekannte vollig ver-
sténdigt, kann man miteinander zum Unbekannten fortschreiten®.

Andernfalls nimlich trennen sich alsbald die Wege und wird offenbar,
dass es doch von einer nicht zu unterschiizenden erziehlichen Wirkung
gewesen wire, dass es geradezu unerlisslich ist, sich erst um die Sicherung
von gemeinsamen Ausgangspunkten und Richtungen des Fortschreitens zu
bemiihen, selbst auf die Gefahr hin, dem Vorwurf der Trivialitit zu begegnen.

§ 9. Fortsetzung. Konsequenzen der Adjungirung einer Nullklasse.
Reine Mannigfaltigkeit.

o) Die Betrachtungen unter =) wiirden nicht vollstindig sein,
wenn wir nicht bei Th. 6,) den Fall noch eingehender erdrterten, wo
ab =0 ist.

Ich wihle dazu ein gewisses typisches Beispiel, ein Beispiel, welches
sich zu einem Vorbild fiir alle Fille dieser Art besonders gut eignet.
Sagen wir: -

JAlle gleichseitigen rechtwinkligen Dreiecke sind gleichseitig”
so gibt dies, wenn als Klasse ,gleichseitig” mit a bezeichnet und
,rechtwinkliges Dreieck” oder ,Rektangel — b genannt wird, eine
Tllustration zu dem Satze 6,) ab =< a.

Sind nun die Dreiecke, von welchen wir sprechen, solche auf der
Kugelfliiche, sind es ,sphirische Dreiecke, so gibt es*) Individuen der
Klasse a - b, welche ja die ,gleichseitigen rechtwinkligen (Kugel-)Drei-
ecke®, oder kiirzer gesagt, die ,gleichseitigen (sphirischen) Rektangel”
bedeuten soll. Aus der Sphirik nimlich gleichwie aus der Anschauung
ist es bekannt, dass jedes dreirechtwinklige Dreieck als der achte Teil
der ganzen Kugelfliche zugleich auch ein gleichseitiges (namlich drei-
rechtseitiges) ist. Hier ist dann a-b nicht gleich 0, und haben wir
ein Beispiel, welches sich den friiher unter ) angefiihrten als gleich-
artig an die Seite stellt.

Sprachen wir dagegen von geradlinigen oder ebenen Dreiecken, so
wird @ -b jetzst ein Name sein, welcher ,nichts“ bedeutet; es ist ein
sinnloser oder leerer Name geworden, eine Klasse vorstellend, welche
kein Individuum in sich schliesst, sintemal es gleichseitige rechtwinklige
ebene Dreiecke bekanntlich nicht geben kann.

Ob man nun auch fiir ebene Dreiecke den obigen Ausspruch

*) Es ist hier nebensichlich, ob wir diesen Ausspruch auf die Mannigfaltig-
keit 1 des Wirklichen, Realen, oder auf die noch umfassendere des iberbaupt zu

denken Moglichen beziehen.
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gelten lassen wird?? Man konnte dariiber streiten, und es wire das
buchstiblich ein Streit ,um nichts und wieder nichts“, denn auch dje
fragliche Aussage ist nichtssagend, sie bezieht sich au’f nichts.

‘Wie man solches im gemeinen Leben halten mag, ist uns gleich-
gﬁ]tlg; ich meine, man sollte (auch da) sie gelten lassen manosollte
ihr wenigstens eine sozusagen ,formale Giiltigkeit® zuerke;men in An-
betracht, dass in ibr dem Subjekt, den gleichseitigen ebenen Rek’tancreln
nu‘r'eine bei demselben schon vorausgesetzte Eigenschaft (der Gl:ich-’
seitigkeit) zugesprochen, beigelegt wird.

‘ Hier aber, in dem Rahmen unsrer Disziplin der Algebra der Logik
sind wir jedenfalls verpflichtet, die gedachte Aussage als richtig a;a :
erkennen. :

‘ Difse — Jja eine noch viel weitergehende — Verpflichtung ist
eine Wirkung, notwendige Folge der seiner Zeit von uns vollzo:eneu
L.md durch die Vorteile, die sie gewihrt, ja bereits motivirte; Ad-
Jungirung der Null zu unsrer Mannigfaltigkeit, Folge der Aufnahme
des Nullgebietes unter die Gebiete, der Zulassung einer Nullklasse zu
den Klassen, der Hinzuziehung des Begriffs des ,Nichts“ zu den
sonstigen Begriffen des Menschengeistes. )

Nach Def. (2,) ist 0 %< a, was auch a fiir ein Gebiet, fiir eine
Klasse bedeuten moge. Wenn also ab die O bedeutet, so ’ist in der
That ab = a. ’

Das ,,Nichts“ ist sogar Subjekt zu jedem Priidikate: das Nichts ist
schwarz; das Nichts ist zugleich auch nicht schwarz; denn die Null-
klasse 'ist in jeder Klasse mit enthalten. Wenn sie ’,,nichts“ betrifft
kann eine Aussage niemals falsch sein, und wenn sich Aussagen au;'
gar nichts beziehen, so ist auch kein Widerspruch zwischenodiesen
Aussagen moglich.

i Den in diesem Absatze ausgesprochenen allgemeinen Sitzen wird
..spu.ter doch eine gewisse Einschriinkung nachtriiglich zu geben sein;
indem es notig fillt, die Mannigfaltigkeit 1, aus welcher jene Gebiete,
'Klassex? oder Pridikate nach Belieben herausgehoben werden dl’irfen’
in gewissem Sinne nach oben zu beschrinken, indem sich herausstellt,
dass diese Mannigfaltigkeit eine ,reine“ bleiben, d. i. eine gewisse:
Beschaffenheit bewahren muss, woriiber ¥, 7) zu,vergleichen.

[n Bezug auf unser typisches Exempel kann man sich nunmehr auch
vorstellen., dass etwa die Natur zu untersuchender Dreiecke — ob sie eben
:)'llﬁphiir'xsche — von vornherein unbekannt sei. Die in dem Exempel ales:
letttlf hmg[_e}stellte Aussage_ mag dann vielleicht ein Glied bilden in einer
\'-‘( -\:19]1 _ ber.legungenz die de'n Zweck haben, zu ermitteln, von welcher
~atur die fraglichen Dreiecke wirklich sein miissen. Wird dabei nach hier
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entwickelten logischen Prinzipien konsequent verfahren, so kann die er-
wihnte Aussage als Primisse zu weiteren Schlussfolgerungen nun ganz un-
bedenklich mitverwendet werden, und ist kein Grund ersichtlich, weshalb
gedachte Untersuchungen nicht ihren Zweck erreichen diirften.

So kann man z. B. auf die Behauptung, dass gedachte Dreiecke gleich-
seitig sind, nach bekanntem Satze den Schluss griinden, dass sie auch
gleichwinklig sein, ihre Winkelsumme mithin drei Rechte betragen miisse,
womit dann die Frage entschieden ist und die ebemen Dreiecke aus-

geschlossen erscheinen.

6) Es wurde in § 1 ausgefiihrt, dass das Subsumtionszeichen =<
der Kopula entspricht, und, wenn @ und b Klassen vorstellen, die Sub-
sumtion @ =€ b mit ,a ist b“ resp. yalle a sind b“ wiederzugeben sei.

Die seitdem mit Def. (2,) von uns vollzogene Zuziehung, Ad-
jungirung der ,Null“ zu den Gebieten und Klassen hat nun im Gefolge,
dass auch diese Bemerkung eine Modifikation nachtriglich erfahren
muss, wenigstens fiir die Sprache des gemeinen Lebens.

Hat @ den Wert 0, so gilt die Subsumtion @ =< b ohnehin, was
auch fiir eine Klasse b immer bedeuten moge. Diese Subsumtion 0=
lehrt uns dann nichts besonderes, sie wird (hinsichtlich des b) zu einer
geradezu ,nichtssagenden®.

Der Fall @ — O ist nun der, wo die Klasse a tiberhaupt keine
Individuen enthdlt, eine leere ist, was die Sprache mit: ,, Es gibt keine a“
ausdriicken wird.

Diesen Fall muss man nunmehr, wenn ausgesagt wird, dass a=€b
sei, stets mit als moglich zugelassen denken; daher ist die Subsumtion:
a<b

fortan zu lesen:
,Alle a, sofern es welche gibt, sind b“
sie ist m. a. W. zu interpretiren als:
Entweder: es gibt keine a,
Oder, wenn es welche gibt, so sind sie alle b.

Im Rahmen der gegenwirtigen Disziplin wird es zwar [mit einem
kleinen unter v) zu erwihnenden Vorbehalt] ganz unbedenklich sein,
auch bei der einfacheren Fassung zu bleiben und nur zu sagen: ,a
ist b“ resp. yalle a sind b, wie frither.

Fiir die Verkehrssprache aber wire hiezu nicht zu raten! Indem
hier stillschweigend die Unterstellung hinzutritt, dass Derjenige, der

auch wirklich (iiber) etwas aussagen wolle, so wird eine

etwas sagt,
ligemein so aufgefasst, dass sie das

auf ,alle a“ beziigliche Aussage a
Subjekt als existirend annehme oder hinstelle.
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Wird etwa gemeldet: ,,Alle Versuche seien fehlgeschlagen®, so wire
in der Auffassung des Publikums damit implicite auch gesagt, dass
wirklich Versuche gemacht worden. Und wenn jemand, der nieman-
den beraubte, etwa von sich sagen wollte: ,alle von ihm Beraubten

. « P = = :
seien wohlhabend gewesen®, der wiirde sich einer argen Selbstverleum-

dung schuldig machen. Etc. Vergl. hiezu noch weiter unten ®).

Immerhin beruht auf diesem Umstand eine Art von Witz, eventuell
bewusster Tduschung oder Liige, welche vor dem logischen Gewissen noch
am ehesten zu entschuldigen (auch vor dem mathematischen, sofern eben
in der Mathematik eine Anzahl, die der @, auch gleich O gedacht wer-
den darf).

Wer sich im Alltags-Leben die Subsumtion 0=€ a zur Verhal-
tungsregel wihlen wollte, wiirde sicherlich bald der Wortklauberei,
Sophistik, Spitzfindigkeit geziehen werden, und dieser wollen wir hier
nicht das Wort reden.

Aber ,Eines schickt sich nicht fiir Alle“. In der Wissenschaft

ziemt es sich, schirfer zu unterscheiden, stillschweigende Voraus-
setzungen jeweils zu ausdriicklichen zu erheben, dann aber, was gar
nicht gesagt worden, auch nicht als behauptet hinzustellen.

Auch die gewthnliche Verkehrssprache kaun den Begriff des ,hichts®
oft nicl.lt entbehren; sie zieht ihn zeitweilig allerdings heran, ohne jedoch
auf sein Mitunterlaufen immer und iiberall gefasst zu sein. Sie verhilt
31.ch in dieser Beziehung der identischen Null gegeniiber ungefihr so, wie
d_le “anthmetisch.e Analysis sich verhilt gegeniiber der ,absoluten Unend-
11.Ch , :ve]che hier ebenfalls zeitweilig herangezogen wird, um den Mangel
eines Zahlenwertes #usserlich zu verdecken, den Ausfall einer Zahl zu
maskiren, welche m. a. W. hier wesentlich die Rolle eines Liickenbiissers
(,»stopgap®) spielt, und dennoch nie als eine wirkliche Zahl angesehen und
behandelt werden darf, dem Zahlengebiete schon darum nicht einverleibt

werden kann, weil sie die Regeln der Arithmetik iiber den Haufen wer-
fen wiirde.

_ Im identischen Kalkul dagegen wird die identische Null in &hnlicher
Weise iiberall zugelassen erscheinen, wie in der Mathematik bei allgemeinen
Ux.ltersuchungen im Zahlengebiete die arithmetische Null von vornherein
mitbegriffen zu werden pflegt.

Die‘ser Umstand begriindet einen Hauptunterschied zwischen der Sprache
der Logik und der des gemeinen Lebens.

) Es hat die Zuziehung der Null auch noch die weitere Folge,
dass wir die sog. ,Ewistenzialurteile, Sitze wie ,Es gibt a’s® nicht
mehr (wie in § 2 noch provisorisch geschah) vermittelst einer Sub-
sumtion darzustellen in der Lage sein werden. Man kann freilich eine
Klasse bilden: r, die Klasse des Realen, die alles umfassen soll, was
in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft (oder, wenn man will, auch
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in der Gegenwart allein) dem Bereich der Wirklichkeit angehort, was
existirt. Wenn es a’s gibt, so ist dann a =< r. Das letztere aber ist,
kraft Def. (2,), auch richtig, wenn es keine a’s gibt; es schliesst die
Subsumtion den Fall @ = O nicht aus.

Wie Existenzialurteile selbst in unsrer Zeichensprache angemessen
darzustellen sind, werden wir spiter sehen (§ 33).

Einstweilen sind wir nur im stande die Verneinung eines Existen-
zialurteils darzustellen, indem, wie gezeigt, die Gleichung @ = O [oder,
nach Th. 5,) auch die Subsumtion @ =< 0] ausdriicken wird: ,Es gibt
keine a's*. Dies wire z. B. richtig, wenn a die Klasse der ,Zauberer,
Hexen und Gespenster”, oder auch wenn es die der ,runden Quadrate®
bedeutete.

v) Zur Stelle ist iiber die verbale Einkleidung der mit Def. (2)
als allgemeine Formel eingefiihrten Subsumtionen:

(2,) 0<£a und a1 2,
iiberhaupt noch einiges zu bemerken.

Wir sahen: O bedeutet ,nichts; das Zeichen =< entspricht der
Kopula, und muss mit ,ist® in die Wortsprache iibertragen werden;
endlich @ mag jedes beliebige*) Pridikat sein — sagen wir beispiels-
weise ,schwarz®.

Die Subsumtion 0 =< a ist unzweifelhaft richtig, weil die Klasse
aller der Dinge, welche wir ,schwarz“ nennen wiirden, ausser diesen
nichts enthilt, also wie ich sagen darf, noch obendrein auch ,nichts*
enthilt.

Wenn wir diese Subsumtion aber, dem vorausgehenden gemiiss,
mit ,Nichts ist schwarz iibersetzen wollten, so wiirden wir gleichwol
eine falsche Aussage erhalten. Denn letztere wiirde ja den Sinn haben:
,Es gibt nichts Schwarzes®; sie wiirde die Verneinung eines der oben
erwihnten Existenzialurteile sein, welche in Formeln nicht die Sub-
sumtion, sondern nur die Gleichung O = a oder a = 0 ausdriickt.

Die Subsumtion hatten wir demnach falsch iibersetzt, und dieses
weist darauf hin, dass fiir unsre ,extremen® Fille die Ubersetzungs-
regeln eine Ausnahme haben, und haben miissen, indem iiber den Sinn
des regelrechten Ubersetzungsergebnisses die Wortsprache bereits ander-
weitig verfiigt hat.

Dies aber lisst sich nicht nur erkliren sondern auch rechtfertigen.
Bei der Aufstellung ihrer Regel, nimlich indem sie es zur Gewohnheit

*) Wie schon angedeutet, mit einer Einschriinkung, welche unter 1) ausein-

andergesetzt werden wird.
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werden liess, mittelst der Kopula die Einordnung des Subjekts unter

das Pridikat auszudriicken, hat die Wortsprache auf jene #ussersten
Fille (des Subjekts O oder Pridikates 1) iiberhaupt nicht ihr Augen-
merk gerichtet. Indem sie die Kopula die logische Bedeutung ,-£¢
gewinnen liess, durfte sie jene Fille beiseite lassen.

Sie musste ja in der That darauf bedacht sein, die Mittel aus-
zubilden, vermdge deren sich von irgend etwas (micht aber von nichts)
etwas aussagen lasse, und zwar etwas Bedeutsames, nicht aber etwas
Selbstverstdndliches und vollkommen Belangloses.

Als ebenso zweck- und nutzlos, wie selbstverstiindlich, erscheint
aber fiir das gemeine Leben sowol, wie fiir die verschiedensten Spezial-
wissenschaften jegliche Ausserung von dem Sinne oder der Form einer
der beiden Subsumtionen der Def. (2). Dass in irgend einer Klasse
unter Anderem auch ,nichts“ mitenthalten sei, oder dass irgend eine
Klasse von Dingen in Allem mitenthalten sei, dieses hervorzuheben
diirfte nicht leicht irgendwo von Wert sein. Und zwar kann dies zu-
gegeben werden ganz unbeschadet dessen, dass fiir die Technik. des
Kalkuls jenen Subsumtionen (2) doch eine ganz wesentliche Mission
zufillt, dass ihre Unentbehrlichkeit hiefiir bereits erkannt wurde, und
wir allmilig vollends sehen werden, wie sie ihre Mission daselbst gliin-
zend erfiillen (die: Ausnahmslosigkeit zu ermdglichen).

Fiir die gedachten beiden Grenzfille nun, wo die Einordnung also
selbstverstéindlich und darum nichtssagend sein wiirde, hat die Wort-
sprache sich vorbehalten, der Kopula die Kraft des Gleichheitszeichens
zu verleihen.

In Bezug auf (2,) — dass eine Aussage ,Nichts (0) ist schwarz
(@) sagen will: O = a und nicht 0 =< a — haben wir dies bereits
auseinandergesetzt.

Dasselbe trifft auch beziiglich (2,) zu. Geben wir etwa am Ende
einer Aufzihlung eines Berichtes die Versicherung ab: ,Dies (das Bis-
herige, Aufgeziihlte, Referirte a) ist Alles, so wollen wir damit
sicherlich nicht blos aussprechen, dass das Bisherige () in allem
Denkbaren (1) mitenthalten sei neben — Gott weiss noch was — An-
derem, also dass @ =< 1 sei, sondern wir wollen versichern, dass die
fragliche oder erwartete Klasse resp. Mannigfaltigkeit von Objekten
oder Ereignissen, umfassend z. B. alles Dasjenige, dessen Kenntniss
fir die richtige Beurteilung der Sachlage wesentlich ist, durch das
Aufgeziihlte, Referirte gerade erschopft sei — in unsrer Zeichensprache

also, dass @ = 1 sei, wenn wir in der That jene ganze Mannigfaltig-
keit mit 1 bezeichnen.
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: : : %
Bedeutet nun also a irgend eine Klasse, wie ,,schwarz“ oder ,,Gold"
etc., so diirfen wir Subsumtionen wie

0<a, a1
jedenfalls nicht mit:
,Nichts ist Gold“ resp. ,Gold ist Alles®
iibersetzen, obgleich O nichts und 1 alles Denkbare bedeutet, resp. auf
unserm gegenwirtigen Standpunkte noch bedeuten kann.

Die Ubersetzung dieser Subsumtionen in die Wortsprache ist iber-
haupt umnotig.

Will man sie aber dennoch ausfithren, so ist etwa, wie oben
(unter @), die erstere mit ,Das Nichts ist Gold, ist schwarz., ete.”
wiederzugeben — vergleiche ,das goldene Nichischen und das silberne
Warteeinweilchen® des Volkswitzes im deutschen Sprichworterschatze.

Bei geeigneter Betonung wiirde sich sogar die _oben. Zurﬁckgewiesene,
refutirte Aussage aufrecht erhalten lassen. Falsch ist sie nur in der ge-
wohnlichen Betonung: ,,Nichts ist schwarz”, welche an den Tonfa.l} des Dz:k-
tylus: _ v wenigstens erinnert. Richtig dagegen (_m unserm fmne).wax:e
sie mit der ungewdhnlichen Betonung: ,Nichts. . .1§t schwarz” (es ist ja
ebensogut auch weiss) mit dem Tonfall des Amphimacer oder Kretikus:
_u_, und einer Pause hinter der ersten Linge.

Wird O anstatt durch ,nichts“, durch ein Produkt dgrgestfallt, das O
zum Werte hat, so kann die gewdhnliche Ausdruckswel.se w1eder. Platz
greifen. Da z. B. die Klasse ,rundes Quadrat® = O ist, 80 wire e‘s‘
wenigstens unverfinglich zu sagen: »alle runden Quadrate sind schwarz

d d l. . - - -
= .Zfl besten sage man etwa: das Nichts ist in Allem, so auch in

der Klasse @ noch mitenthalten.

Die zweite Subsumtion: @ =& 1 liesse sich iibersetzen mit: ,Gold
ist etwas¢, ,Schwarze Dinge sind etwas®, ete. indem das unbestimn-lte
Pronomen ,etwas® die Klasse vorstellt, die alles [.)enkbare unter sich
begreift, alles, wovon man iiberhaupt z2u reden vermichte.

Es wiirde diese allumfassende Klasse entsprechen dem von Bool.e
in die Logik eingefiihrten ,Universum des Diskussiozn.sf‘éhigen“ (un‘1‘-
verse of discourse),Jevons’ und R.Grassmann’s , Totalitat” oder , All“.

Ob es aber angingig ist, eine s6 umfassende Kla.s&.ze iiberha,u?t zu
bilden, die unter anderm auch die Ableugnung ihrer eigenen Z}llas:c;lg-
keit, die Verneinung ihrer Existenz mitenthalten miisste,_ob wir "dlese
hier als Bedeutung unsrer identischen 1 (Peirce’s o) beilegen diirfen,
soll gleich nachher noch eingehender untersucht werden.. :

@) Nach dem Bisherigen diirfte es beinahe ﬁberﬂ.ﬁsmg sein, noch
besonders darauf hinzuweisen, dass auch die Subsumtion

0<£1

.

16*
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nicht mit ,Nichts ist Alles“ in die Wortsprache iibertragen werden
darf, und zwar aus doppeltem Grunde. Desgleichen darf sie nicht
mit ,Nichts ist etwas wiedergegeben werden (aus einfachem Grunde)
weil hier wenigstens noch das Subjekt ,nichts“ — wie vorhin nocli
obendrein das Pridikat ,alles“ — bewirkt, dass der Kopula ,ist* die
assertorische Kraft des Gleichheitszeichens nach dem Sprachgebrauch
zukommt, statt derjenigen der Einordnung.

Will man jene Subsumtion durchaus in Worte fassen, so sage
man etwa: ,Das Nichts ist auch in der Gesamtheit mitenthalten®, c

Wir glaubten mit den Betrachtungen unter ¢), v) und @) so ein-
gehend bei einer verhiltnissmassigen Kleinigkeit, anscheinenden Baga-
telle verweilen zu sollen, weil in Bezug auf sie und ihre Auffassubnv
ein schroffer Gegensatz der Meinungen unter den Anhiingern verschi:-
dener philosophischer Systeme zutage getreten ist und noch immerfort
gestritten wird. :

V_on Herbart, dem auch Sigwart beitritt, ist in Abrede gestellt,
dass die Wortsprache die Existenz des Subjektes unterstelle, und wird vori
letzterfam als Beleg das Urteil angefiihrt: ,Der Pegasus ist gefliigelt®.
Allerdings wi!l mit diesem und in vielen #hnlichen Urteilen nicht aus-
gespr.ochen sein, dass es in der Mannigfaltigheit des Wirklichen iiberhaupt
Infhv:lduen -der Subjektklasse gebe, hier also: dass wirklich ein Pegasus
existire. Dennoch aber wird mit dem Urteile ein Subjekt als wirklich
vorhanden gesetzt.

Das logische Subjekt fillt nur hier wicht zusammen mit dem grammati-
kalischen Subjekte. Wir haben den logischen Gehalt des als Beiipiel he:--
vorgehobenep Urteils schon in § 2 dahin erliutert, dass dasselbe lediglich
behaupte: die Vorstellung des Pegasus ist enthalten in der Klasse der Vor-
;teglu.ygenh.zon. gﬁﬁﬁ%eltin Wesen, und jene Vorstellung ist eine wirkliche,
at eine historische Existenzberechtig in ei i i
e Sodo e echtigung in einer gegebenen Mannigfaltig-
. Wer diese Wirklichkeit leugnen, die Subjektklasse hier als eine leere
hmstelleg wollte, der miisste als einen vollberechtigten Ausspruch auch
das Urteil zugeben: ,Der Pegasus ist ungefliigelt* — oder, sagen wir z. B.
auch ,griin“ — kurzum mit jedem beliebig gewihlten Priidikate!

Auch der Umstand bildet nur eine Bestiitigung unsrer Thatsache:
dass der Glgube an die Existenz so mancher Subjekte oder auch Objekte
— sagen wir z. B. des leibhaftigen Teufels, eines tierisch-magnetischen
Flulduxfls ete. — eben dadurch erzeugt und gefestigt zu werden pflegt, dass
von frqh auf in der Umgebung des heranwachsenden Menschen vielfach
ubt?r d1ese}ben ausgesagt, pridizirt wird — ein Verfahren, das als ein
weitverbreiteter Missbrauch dem Aufmerksamen nicht entgeh;n kann.

Sehr Treffendes iiber die hier beriihrte noch nicht abgeschlossene Kon-
troverse sagt auch Venn' p. 126 sqq., welcher, die Frage wol am griind-
h.chst.en behandelnd, derselben ein eignes Kapitel widmet. — Aussagen, Pri-
dikationen iiber gar nicht existirende Subjekte spielen gerade in den W}issen-
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schaften eine hochst hervorragende Rolle — wie z. B. in der Mechanik
die Sitze iiber die ,wollkommen starren Korper. Solche Sitze haben
wesentlich die Bedeutung von Schliissen, welche an die Voraussetzung der
absoluten Starrheit eines Korpers die betreffenden Behauptungen als Fol-
gerungen kniipfen; ihr logisches Subjekt ist eben diese Hypothese (der
vollkommnen Starrheit eines Korpers) und erscheinen damit auch sie als
Urteile iiber Urteile, und somit iiber Existirendes.

Wenn es demnach mit der Wortsprache sich doch so, wie wir oben
sagten, verhilt, so sind wir aber an deren Brauch in unsrer Disziplin

nicht gebunden.

2)*) Am letzten Beispiel, der Subsumtion 0 =<1, ldsst sich iibri-
gens schon darthun, dass es in der That unzuldssig ist, unter 1 eine
so umfassende, sozusagen ganz offene Klasse, wie das oben geschilderte
,Universum des Diskussionsfihigen“ (von Boole) zu verstehen.

Wie ausgemacht ist, sollte néimlich O in jeder Klasse, welche aus
der Mannigfaltigkeit 1 herausgehoben werden kann, mitenthalten sein,
sodass 0=£ a gilt, O sollte Subjekt zu jedem Pridikate sein.

Verstiinden wir nun unter a die Klasse derjenigen Klassen der
Mannigfaltigkeit, welche gleich 1 sind, [und dies wire ja, wenn wir alles
Denkmogliche in die Mannigfaltigkeit 1 hereinziehen diirfen, gewiss
erlaubt], so umfasste diese Klasse wesentlich nur ein Objekt, nimlich
das Symbol 1 selbst, bezichungsweise das Ganze der Mannigfaltigkeit,
die seine Bedeutung ausmacht — ausserdem aber auch michts® mat-
hin 0. Da nun also 1 und O die Klasse derjenigen Objekte aus-
machten, welche gleich 1 zu gelten haben, so miisste nicht nur: 1 =1,
sondern auch: 0 — 1 anerkannt werden. Denn ein Pridikat, welches
ciner Klasse zukommt (hier das Pridikat, identisch gleich 1 zu sein),
muss auch jedem Individuum dieser Klasse zukommen, gemiiss Prinzip IL

In einer solchen Mannigfaltigkeit, wo 0 =1 gilte, wiirde jede
Moglichkeit der Unterscheidung zweier Klassen oder auch Individuen
von vornherein ausgeschlossen sein; hier ware dann alles ,wurst®.

Indem man die Gleichung O = 1 nach spiter bewiesenen Regeln beider-
seits mit a, daneben auch mit b multiplizirte [gemiss Th. 16,), 21,) und
22.)] sodann die Ergebnmisse 0 =a und O = b [gemiss Th. 4)] mitein-
ander vergliche, wiirde sich die Gleichung a =1 als allgemeine Formel ergeben,
giiltig, was auch a und b fiir Klassen oder Individuen vorstellen moch(:,en!
Als allgemeine Formel hingestellt ist solche Gleichung jederzeit ein Unsinn.

Wir werden die Gleichung:

0=1

den ersten Unterricht
in der Schule z. B. —

*) Was unter z) hier folgt ist wol als zu subtil fir
weniger geeignet; es wire mib jugendlichen Anfingern —
zu iberspringen.
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nur anzuerkennen vermdgen fiir eine villig leere Mannigfaltigkeit 1
eine Mannigfaltigkeit, welche selbst gar kein Element oder Individuum,
enthilt — und eine solche schliessen wir von unsern Betrachtungen
grundsitzlich aus. ¢

Die vorstehfande Uberlegung wiirde — mutatis mutandis — auch statt-
haft gewesen sein, wenn man in ihr das Symbol 1 von Anfang an durch
den Namen irgend einer speziellen Klasse b der erstbetrachteten Mannigfaltig-
k:axt ersetzt hitte; sie wiirde ebenso auf die absurde Gleichung 0 — b %—
fihrt haben. Und zwar wie folgt: Es gelte 0 =€ a fiir jede Klassega
Versteht man unter g die Klasse derjenigen Gebiete, welche gleich b sind‘
so muss dlese‘ ne'ben b (welches ja von allen Gebieten ganz allein leic}::
b ist) auch die identische O enthalten, was eben die Subsumtion Og% a
bel.la,uptet. Dann muss also auch O ein solches Gebiet sein, welches gleich
b ist; - folg.t (im Widerspruch mit Obigem) so: 0 = b e fiir jealef:T b!

Diese Uberlegungen zeigen, dass Boole’s universelle Interpretation
der 1 in der That eine zu weitgehende gewesen.*)

' ?m eigentlichen Gebietekalkul, fiir die Gebiete @ einer Mannigfal-
tigkeit 1 von Punkten z. B., lisst sich die Subsumtion 0 =€ g, wie wir
schon sahen, ganz unumschriinkt aufrecht erhalten. ,

Doch ist nun die Frage zu beantworten, inwiefern sich die Ge-
setze des Kalkuls auch auf die Mannigfaltigkeit, gebildet aus allen
maoglichen Klassen, aus irgendwelchen Objekten des Denljens werden iiber-
tragen lassen.

Es ist gezeigt, dass es unzulissig ist, diese Mannigfaltigkeit 1
vollkommel% bestimmungslos, sie ginzlich uneingeschrinkt oder offen
zu lassen, indem sich gewisse denkmogliche Formulirungen der Pridi-
katklasse a schon in (2,) als unzulissig erwiesen. Wie muss sie nun
aber l.)eschaﬁ'en sein, damit auf sie angewendet, die Regeln des Kal-
kuls, insbesondre die Def. (2,), zu Widerspriichen in sich nicht mehr
filhren konnen?

Ic}} will die Antwort auf diese schwierige Frage zu geben versuchen-
. Wir haben es zunichst zu thun mit einer Mannigfaltigkeit von
irgend welchen ,Dingen“ — Objekten des Denkens ﬁb:rhaupt — als
,,E.lemem‘m“ oder , Indwiduen®. Diese mogen (simtlich oder auch zum
'I:ell) von vornherein gegeben, oder aber (zum andern Teil oder simt-
lich) nur begrifflich irgendwie bestimmt sein. Denn vollig bestimmungs-
los diirfen sie, wie schon gezeigt, nicht bleiben. i .

. Damit die Symbole 0 und 1 etc. nach den Regeln des Kalkuls in
fheser Mannigfaltigkeit verwendbar seien, wird dieselbe hinsichtlich

*) Bei Abfassung meines ,,0 i i . i i
I sty g s ,,Operationskreis etc. hatte ich diesen Umstand

§ 9. Konsequenzen der Adjungirung einer Nullklasse. 247

der Art, wie ihre Elemente gegeben oder auch begrifflich bestimmt
sein diirfen, gewisse Anforderungen zu erfiillen haben.

Als eine erste Anforderung haben wir schon in § 7 unter Postulat
((1p) die namhaft gemacht: dass die Elemente der Mannigfaltigkeit
samtlich vereinbar, miteinander wertriglich sein miissen. Nur in die-
sem Falle bezeichnen wir die Manwigfaltigkeit mit 1. Im andern da-
gegen ziehen wir fiir dieselbe den Namen oo vor als des einzigen
(Zah1?)-Zeichens aus dem Bereich der Arithmetik, welches daselbst
eine definitiv unerfiillbare Forderung (die: mit 0 multiplizirt 1 zu geben)
ausdriickt (wogegen die anfingliche Unmbglichkeit andrer Symbole,
wie — 1, i = V=1, ete., sich bekanntlich durch Erweiterung des
Zahlengebiets beheben liess), als des spezifischen Symboles, also, der
Unmiglichkeit. [Ein Exempel fiir letztere wird in Gestalt einer Man-
nigfaltigkeit von miteinander unvertriglichen Funktionalgleichungen in
Anhang 5 gegeben.] KEine Mannigfaltigkeit, welche demnach co zu
nennen wire, lassen wir im ,identischen” Kalkul ausser Betracht.

Sind die Elemente der Mannigfaltigkeit vereinbar, so lassen sich
in derselben kollektiv nach Belichen Systeme, ,Gebiete“ aus ihren Ele-
menten zusammensetzen, in ihr abgrenzen, es lassen sich m. a. W.
auch zwecks distributiver Verwendung irgendwie Klassen von Indi-
viduen aus ihr hervorheben.

Und insbesondre gehoren auch ihre Individuen selbst mit zu den
Klassen, welche wir dann, wenn sie eben zu nur einem Individuum zu-
sammenschrumpfen, als ,,monadische® oder ,singulire“ Klassen bezeich-
nen mogen.

Durch jenen Prozess der beliebigen Hervorhebung von Klassen von
Individuen der urspriinglich gedachten Mannigfaltigkeit wird nun (im
Allgemeinen) eine neue, noch viel umfassendere Mannigfaltigkeit ent-
stehen, geschaffen, nimlich die der Gebiete oder Klassen der vorigen.

So ist die Mannigfaltigheit der Punktgebiete der Tafelfliche eine
viel umfassendere als die Mannigfaltigkeit ihrer Punkte; denn wihrend
die letztere als Gebiete, Punktklassen, nur irgend welche Flichen ent-
hilt, umfasst die erstere ausser diesen selben Flichen (als ihren ,sin-
guliren” Klassen) auch noch alle denkbaren Gattungen von Flichen,
z. B. die Gattung der kreisformigen Flichen, als Klassen in sich. Jedes
Individuum der letztern Mannigfaltigkeit ist ein Punktgebiet, eine Fliche,
die auch in Linie, Punktgruppe oder Punkt zusammenschrumpfen kann.
Jedes Individuum der erstern ist eine Gattung von Punlitgebieten, die
ebenso auch in ein einzelnes Punkigebiet schrumpfen kann und not-
wendig auch alles vorige mit in sich schliesst.
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Die neue Mannigfaltigkeit konnte man als die paweite Potenz® der
vorigen — besser wohl als deren ,erste abgeleitete oder derivirte Mannig-
faltigkeit“ bezeichnen. :

Von ihr liesse sich abermals eine (eventuell) neue, noch umfassen-
der.e .Manmgfaltigkeit »ableiten, welche als die derivirte der ersten
d.envu'ten oder als die zweite abgeleitete Mannigfaltigkeit der urspriing-
lichen zu bezeichnen wire. Und so fort.

Wie aus den vorausgeschickten ijerlegungen zu ersehen ist, darf
nun die Bedeutung der identischen 1 sich von der ersten Jjedenfalls
nicht iiber die zweite, deren ,abgeleitete® Mannigfaltigkeit, mit er-

strecken, noch weniger also iiber noch hohere von den abgeleiteten
Mannigfaltigkeiten.

Und damit auch in der urspriinglichen Mannigfaltigkeit die Sub-
sumtion (2,) aufrecht erhalten werden kénne , ist von vornherein er-
forderlich (und hinreichend), dass unter ihwen als wIndividuen® gegebenen
Elementen sich Feine Klassen befinden, welche ihrerseits Elemente der-
selben Mannigfaltigkeit als Individuen unter sich begreifen.

Bildete man auch nur eine singuldre ,Klasse* in ebendieser und
liesse solche als ein neues Individuum derselben zu, so dringte augen-
blicklich wieder die identische Null sich zu ihr hinzu, schliipfte sozu-
sagen durch die Thiir der Def. (2,) in sie ein.

Ich werde eine Mannigfaltigkeit der genannten Art eine ,reine”
nennen — im Gegensatz zu einer ngemischien”, bei welcher obige An-
forderung nicht durchaus erfiillt ist, also wenigstens einzelne ihrer
Elemente Klassen sind, die schon andere Elemente derselben als In-
dividuen enthalten.

. Damit'der identische Kalkul auf eine Mannigfaltigkeit anwendbar
set, muss sie eme reine Mannigfaltigheit sein von vereinbaren Elementen.

. ¥) Auch auf die derivirte einer solchen Mannigfaltigkeit ist der
identische Kalkul wiederum anwendbar, nur muss die Null in dieser
unterschieden werden von der Null in Jener, der wrspriinglichen Mannig-
faltigkeit.  Ebenso auch selbstverstindlich die Fins, indem ja die eine
Mannigfaltigkeit als Ganzes nicht identisch war, sich nicht deckte mit
der andern; dberhaupt werden in ihr samiliche Ausdriicke, Operations-
und B?ziehungszez'chen eine meue, eigenartige Bedeutung beaéspruchen.
Em Gebiet 0, welches die fundamentale Eigenschaft: 0 <€ @ nicht
nur in der urspriinglichen, sondern zugleich auch in der abgeleiteten
zvivelten Mannigfaltigkeit besiisse, kann es, wie wir gesehen, jedenfalls
nicht geben; ein solches zu fingiren wire nicht zulissig, man konnte,
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ohne sich in Widerspriiche zu verwickeln, es nicht einfilhren. M. a. W.
Man darf die Betrachtungen innerhalb der ersten mit denjenigen innerhalb
der zweiten Mannigfaltigkeit nicht vermengen.

Schon das Subsumtionszeichen gibt zwischen Gebiete gesetzt einen
ganz anderen Sinn, als wenn es Klassen von Gebieten verkniipft.

Zur Unterscheidung wollen wir die Klassen der urspriinglichen
Mannigfaltigkeit — also etwa Punkigebiete unsrer Tafel — wie frither
mit kleinen, dagegen die Klassen ihrer derivirten Mannigfaltigkeit, d. i.

_ also Gattungen von Punkigebicten, oder Klassen jenmer Klassen, mit

grossen lateinischen Buchstaben darstellen.

Was dann eine Subsumtion @ =< b ausdriickt, haben wir lingst
erortert. Auch fahren wir fort, die identische Null dieser urspriing-
lichen Mannigfaltigkeit mit O, die ganze mit 1 zu bezeichnen. Es
mogen uns @, a’, a”,... noch spezielle Punktgebiete oder Klassen
der urspriinglichen Mannigfaltigkeit vorstellen.

Wenn nun in der zweiten oder derivirten Mannigfaltigkeit eine
Subsumtion

A=£B
gelten soll, so miissen alle in 4 zu einer Gattung zusammengefassten
Punktgebiete auch vorkommen unter den in B zusammengefassten.
Das Gebiet O kann dabei zu jenen gehéren oder auch nicht.
Wenn etwa:

’

e

L 1

gerade die rechts angemerkten Gebiete umfasst, so ist die Subsumtion
A =€ B beispielsweise erfillt. Und zwar ist hier 4 C B. Hielten
wir aber die Bedeutung von A fest, so wire 4 =B nur dann 7
nennen, wenn auch B nur die drei angefiihrten Gebiete 0, a, @
enthielte.

Tch verbinde die zu einer Klasse A oder B zusa.mmengefass_ten Ge-
biete rechts hier nicht durch Pluszeichen, weil solche als Gebiete-ver-

kntipfende bereits einen abweichenden Sinn erhaltc?n haben, und 1hn? An-

wendung bei B, z. B., bewirken wiirde, dass wir von den angefiihrten

Gebieten nach Th. 22,) nur mehr das eine 1 behielten. e
Auch in unsrer zweiten Mannigfaltigkeit ist der Fall zulissig,

dass die Klassen (Gebietgattungen) 4, B als singulire zu verstehen
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sind, ndmlich je in ein individuelles Gebiet ausarten. Es mag einmal
A = a, und vielleicht ebenso B =0 je nur ein Gebiet vorstellen.

Im Allgemeinen wird dann nicht mehr 4 <€ B sein. Dass aber
trotzdem vielleicht noch @=<b sein kann, verméchten wir in dieser
zweiten Mannigfaltigkeit nun iiberhaupt nicht auszudriicken — jeden-
falls nicht mittelst des bisherigen Subsumtionszeichens.

] Hieran wird auch die Moglichkeit ersichtlich, dass AB von ab ver-
schieden; es muss z. B. das erstere Produkt unter den angegebnmen Vor-
aussetzungen, sobald nur b mit @ nicht gerade zusammenfillt, verschwinden
ohne dass doch ab, welches = q, gleich 0 zu sein brauchte. ,

. Das angefiihrte Beispiel, wo etwa 4 =a, B = b, a << b und doch
nicht A =< B augenscheinlich ist, lisst erkennen, dass es beim Uber-
gang von Betrachtungen innerhalb der ersten zu solchen innerhalb
de? zweiten Mannigfaltigkeit nicht einmal erlaubt sein wird, zu beiden
Seiten einer Subsumtion Gleiches fiir Gleiches zu setzen, und zwar aus
dem Grunde, weil bei Ausfilhrung der Substitution auch das Subsum-
tionszeichen seine Bedeutung notwendig #ndert!

Sollte A =< B sein wihrend 4 = @ und B — b singulire Klassen
von Gebieten, also Einzelgebiete selber vorstellen, so wire der Fall
A'< B undenkbar, indem ja B dann ausser dem A (welches einerlei
mlf‘, @ ist) noch mindestens ein zweites Gebiet enthalten miisste, im
Widerspruch zu der Annahme, dass es auch nur emn .Gebiet, b, um-
fasse. Es bliebe nur die Moglichkeit A — B iibrig, und wire es so-
n?.ch dasselbe Gebiet @, =10, das beide Klassen ausschliesslich ent-
hielten. —

Wir hitten nun in der zweiten Mannigfaltigkeit A gleich O (,,gross
N.ull“) zu nennen, wenn A eine leere Klasse ist, welche gar kein Ge-
biet der ersten Mannigfaltigkeit enthilt, also jedenfalls- auch deren
Nullge?iet (klein) O nicht — auch nicht einmal dieses.

. Hieraus erhellt, dass in der That die Nullklasse der zweiten Man-
nigfaltigkeit, O, eine ganz andere Bedeutung hat, als diejenige O der
ersten, dass sogar erstere die letstere auch nicht unter sich begreift.
Da.s.Nu].lgebiet der ersten Mannigfaltigkeit ist, als ein ,Gebiet¥, doch
gewiss ein ordentliches, legitimes Individuum der zweiten; das , Nichts“
wn jener ist ,,Etwas“ in dieser.

' Zu dem absurden Ergebniss 0 = 1 waren wir aber oben, bei %),
im Grunde nur gelangt, indem wir beide Nullen verwechselten, auch
die andre, O, mit 0 bezeichneten. —

. Lag hienach eine Mannigfaltigkeit urspriinglich vor, auf welche
die Postulate unsres Kalkuls anwendbar waren, so durfte die Bedeu-
tung der 1 schon nicht iiber die Ableitung oder Derivirte dieser Mannig-
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faltigkeit mit erstreckt, und jedenfalls also auch nicht iber alles Denk-
mbgliche iiberhaupt ausgedehnt werden!

Es ist indess auch gar nicht wiinschenswert, die Bedeutung der 1
in solch’ abstrakter Allgemeinheit, wie Boole sie anstrebt, zu fassen.

Jede Untersuchung dreht sich doch nur um gewisse Dinge. Diese
werden als eine ,reine Mannigfaltigkeit sich ansehen lassen, insofern
es eben moglich und geboten sein wird, von den Untersuchungen iiber
irgendwelche Klassen dieser Dinge getrennt zu halten alle etwaigen
Untersuchungen iiber die Klassen der Klassen von ebendiesen Dingen!

Man strebt, bei den Untersuchungen folgerichtig denkend zuwerke
zu gehen. Will man die Schliisse, die auszufithren sind, sich in der
knappsten Form, wie sie allein die algebraische Zeichensprache ge-
wihren kann, zum Bewusstsein bringen, sie nach den Methoden der,
logischen Theorie kontrolliren, oder auch sogleich von der Technik
des Kalkuls fiir die Probleme der Untersuchung Nutzen ziehen, so
empfiehlt es sich, und geniigt es, nur eben jene Dinge, um welche die
Untersuchung sich dreht, zu einer umfassendsten Klasse zusammen-
zufassen, und sie als ,die ganze Mannigfaltigkeit“ oder ,identische

Eins®, als den ,Denkbereich®, mit der Ziffer 1 zu bezeichnen.

@) Zum Schlusse wollen wir noch, obwol es nicht mehr ganz
unter die Uberschrift dieses Paragraphen gehort, die identischen Ope-
rationen und Symbole in Vergleichung ziehen mit den gleichnamigen
arithmetischen, mit den sonstigen mathematischen.

Die durchgingige Ubereinstimmung ihrer formalen Eigenschaften,
welche aufseiten der identischen Operationen nur noch ein kleines Mehr
aufweist, rechtfertigte bereits ihre iibereinstimmende Benennung und
Bezeichnung mit den arithmetischen Operationen, wenigstens fiir ein
selbstindiges (mit arithmetischen Untersuchungen nicht vermengtes)
Studium des identischen Kalkuls, wie es hier dargestellt ist.

Im tibrigen aber zeigt ihrer Bedeutung nach die identische Mul-
tiplikation gar keine, die Addition nur eine bedingte Verwandischaft mit
der arithmetischen Operation gleichen Namens. Letzteres insofern:

Ist die identische Summe a +b zweier Gébiete eine ,reduzirte”,
sodass @b — O ist, mithin kein Teil des einen Summanden als ein auch
im andern versteckter, implicite in diesem tautologisch wiederholt er-
scheint, so wird die Maasszahl jener Summe a+b auch die arith-
metische Summe @ + & der Maasszahlen o und v ihrer Glieder a und
b sein. In diesem Falle lisst sich dann also das Pluszeichen ohne
weiteres beibehalten, wenn man unter @, b und a + b, statt diese Ge-
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biete selber, nur ihre Maasszahlen verstehen will, und die identische
Addition geht bei solchem Wechsel der Deutung in die arithmetische
iiber, fillt vollig mit ihr zusammen.

Anders, wenn das identische Produkt ab nicht O ist, wenn a und
b einen Teil ab gemeinhaben. Hier wiirde, wie leicht zu sehen, das
arithmetische Aggregat:

' a+ b — (ab)
als die Maasszahl der identischen Summe @ + b anzusetzen sein, wenn
darin (ad) diejenige des identischen Produktes ab bedeutet. Dem Um-
stande, dass in &’ - 0" der beiden Gliedern gemeinsame Teil (ab)
doppelt in Anrechnung gebracht ist, miisste dann eben durch ein-
maliges Subtrahiren des letztern nur einfach abgeholfen werden.

Es begreift dieser Ansatz auch den vorhin besprochenen Fall mit
unter sich, und ist derselbe also als allgemeingiiltig anzusehen, indem
fir ab =0 auch (ab) = 0 sein muss (was aber nicht umgekehrt zu
gelten braucht*), néimlich die Maasszahl eines Gebietes welches als
identische Null verschwindet, sicher die arithmetische Null sein wird.

Bei gemischten Untersuchungen ist aber, was beachtenswert und
vielleicht fiir den Anfinger iiberraschend, auch die identische Null,
das logische , Nichts“ von dem Zahlindividuum 0 sorgfiltiz zu unter-
scheiden. Ein einfaches Beispiel schon vermag dies darzuthun. Das
identische Produkt 2 - 3, z. B., (im Gegensatz zum arithmetischen 2 ><3
verstanden) ist ,nichts“, nimlich der identischen Null gleichzusetzen,
weil es Nichts geben kann, was zugleich 2 und 3 wire. Wiirde man
es aber der arithmetischen Null gleichsetzen, so hiesse das: behaupten,
dass das Zahlindividuum O einerlei sei mit den Zahlindividuen 2 und
3, was absurd.

Bei der Rechnung mit vieldeutigen arithmetischen Ausdriicken
muss demnach nicht nur das identische vom arithmetischen Produkt
mittelst konsequenter Anwendung verschiedener Malzeichen, sondern
es muss auch die identische Null von der arithmetischen etwa durch
kursiven Druck der erstern oder einen iiber sie gesetzten Punkt, Accent
oder dergleichen unterscheidbar gemacht werden. Ebenso wiirde die
identische Eins hier das ganze Zahlengebiet, auf welchem die Unter-
suchungen sich bewegen, vorzustellen haben und erscheint es iiber-

*) Das gemeinsame Gebiet, identische Produkt zweier Flachengebiete z. B.
kann t_'a.l_ls diese etwa aneinander grenzen, sich beriihren, aus getrennten Punkten
und Linien bestehen, welche zum Flichenmaasse null haben werden, ohne doch ein
leeres Gebiet zu sein, ohne auch im logischen Sinne zu verschwinden.
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flissig zu betonen, dass sie von der arithmetischen 1 unterscheidend
bezeichnet werden miisse.

Sind @, b lineare oder Flichen- oder Raumgebiete und als solche durch
ihre Begrenzung gegeben, so wiirde es nach den in Herrn Otto Bodicker’s
,Erweiterung der Gauss’schen Theorie der Verschlingungen“ ete. (Stutt-
gart, Spemann 1876, 68 Seiten) entwickelten Methoden nicht schwer fallen,
die Maasszahlen (a¢+b) und (abd) ihrer identischen Summe und desgl.
Produktes durch Integrale darzustellen, erstreckt iiber die Gebiete @, b
selbst oder ihre Umgrenzungen. ’

Wenn sonach die Analogie der identischen beiden Grundoperationen
mit ihren arithmetischen Namensverwandten keine tiefgehende ist, so
tritt dafiir eine sehr weitgehende Analogie jener beiden mit gewissen
komplizirteren arithmetischen Operationen zutage, die wir nur kurz
anfiihren wollen: die identische Multiplikation verhilt sich ihrem ganzen
Wesen nach durchaus #hnlich, wie die Operation der Aufsuchung des
grissten gemeinschaftlichen Divisors oder Teilers gegebener Zahlen und
die identische Addition entspricht ebenso der Aufsuchung ihres kleinsten

gemeinschaftlichen. Multiplums oder Vielfachen.

In der That konnte man hinstellen: das identische Produkt von
Gebieten als das grisste denselben gemeinsame Gebiet, als das umfas-
sendste von all’ den Gebieten, welche ihnen gemein sind; desgleichen
die identische Summe von Gebieten als das %leinste von all’ den Ge-
bieten, die ein jedes von den gegebnen in sich enthalten, als das min-
dest umfassende also von denen, die diese alle gemein haben.

Die Wahrnehmung dieser auch Herrn Georg Cantor ni.cht entgangenen
Analogie hat in der That Herrn Dedekind veranlasst, in seiner schon
erwihnten Abhandlung® unser identisches Produkt ab, welches er die ,,Ge-
meinkeit“ von @ und b nennt, mit ®(a, b), unsre von ihm die ,,Zusammen-
setzumg” genannte identische Summe a+b 1':nit M (a, b) da.r_zustfallen. ‘Da.
diese Bezeichnung unstreitig etwas schwerfilliger erscheint, wie die unsrige,
so mochte ich, sogar bei logisch-arithmetischen Untersuchungen gemischter
Art, unterscheidenden Kniipfungszeichen, z. B. fiir die identische Addition
einem erheblich kleineren Pluszeichen im allgemeinen den Yorzx}g geben.
Eventuell, namentlich fir schriftlichen Gebrauch, diirfte es sich in solchen
Fillen auch empfehlen gemiiss Herrn Peirce’s zeitweiliger Ubung eines
Pluszeichens mit in die Ecke rechts unten gesetztem Komma +; als iden-
tischen Kniipfungszeichens sich zu bedienen zur Unterschmdung vom ein-
fachen als dem arithmetischen —Zeichen — wobei d?.nn a.uc;h d1e'Summen
und Produktzeichen =, II, wenn als identische (nicht ant:,hmetlsclfe) zu
deuten, mit einem Komma als Apostroph nur zu versehen wiren, gleichwie
erforderlichenfalls die O und 1 — vergl 8. 193 8q.




Finfte Vorlesung.

§ 10. Die nicht von Negation handelnden Sitze. Reine Gesetze,
von Multiplikation und Addition je fiir sich.

12) Theorem. Fiir die identischen Operationen gilt das ,,Kommuta-
tionsgesetz“:
12)) ab = ba. | 12,) a+b=">+a.
Nach diesem diirfen die beiden v
Faktoren eines identischen Pro- | Glieder einer identischen Summe
duktes
miteinander ausgetauscht werden — ohne dass dies von Einfluss auf die
Bedeutung, den Wert des Ausdrucks wire. Die identische Multipli-
kation resp. Addition — kounen wir auch sagen — ist eine ,Jkommu-
tatwe* Operation; ihr Ergebniss ist ,symmetrisch® in Bezug auf die
(beiden) Operationsglieder.

Beweis des Satzes. Nach den Formeln des Th.
6.) ab=<b, ab=<a | 6,) b<a+b, a€a+b
von welchen ja nach Anmerkung zu Pr. T, 8. 170, eine beliebige zu-
erst statuirt werden durfte, folgt gemiiss Def. (3,)" resp. (3,)":

ab=<ba | b+a<a+d
und in dieser hiemit allgemein bewiesenen Formel darf man auch a
und b vertauschen und erhiilt:
ba < ab | a+b=<b+a
was mit dem vorigen Ergebniss nach Def. (1) zusammenfliesst zu
ab = ba, | a+b="+a,
welches zu beweisen war.
[Das zweite Ergebniss hitte auch, analog wie das erste, direkt
aus den vom Th. 6) gelieferten Subsumtionen:
ba<a, ba£bd | a€<b+ta, b€b+a
nach Def. (3)" abgeleitet werden kénnen; doch wire diese Variante
des Beweises augenscheinlich etwas weniger einfach gewesen.]
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Exempel. a = Adelige, b = Besitzende.

Die Besitzenden unter den Adeligen sind einerlei mit den Adeligen
unter den Besitzenden.

Anderes Beispiel: o = weiss, b = Pferd. Etwas weisses, was ein
Pferd ist, muss ein Pferd sein, welches weiss ist, und vice versa.

Sei @ = Europder, b = Russe, so gilt: Europier und Russen sind
Russen oder Europiier. Die Europiier nebst den Russen sind die Russen
oder Europier.

Es bedeute a das, was einem andern (einer bestimmten Klasse) unter-
geordnet ist; b das, was ebendiesem gleich ist, so gilt: gleich sowie unter-
geordnet ist untergeordnet oder gleich.

13) Theorem. Fiir die identischen Operationen gilt auch das
nAssoziationsgesetz*:

13,) a(be) = (ab)c. | 13)) (@+d)+c=a+ (b+c).
Wenn man in bestimmter Folge, sei es

ein Symbol mit dem Produkt zweier | ein Symbol zu einer Summe zweier

andern Symbole, andern Symbole,

sei es

ein Produkt zweier Symbole mit | eine Summe zweier Symbole zu

einem dritten (Symbol) multiplizirt | einem dritten Symbol addirt

so ist es nach dem angegebenen Satze fiir den Wert des Ergebnisses

gleichgiiltig, ob sich der in seinem Ausdruck in die Mitte tretende
Faktor | Term oder Summand

(hier b) mit dem ersten (a) oder ob er sich mit dem letzten (c) der

drei genannten Symbole ,wergesellschaftet” oder assoziirt“, nimlich ob

er mit diesem oder mit jenem vermittelst einer Klammer zusammen-

geschlossen und dadurch zu

einem Teilprodukte | einer Teilsumme

des ganzen Ergebnisses vereinigt wird — unter
Teilprodukt ein solches Produkt | Teilsumme eine solche Summe

verstanden,
welches selbst wieder Faktor eines | welche ihrerseits als Term einer

andern Produktes ist. andern Summe erscheint.

Es erscheint hienach der Name des ,,Assoziationsgesetzes“ gerecht-
fertigt.
Man sieht, wie viel einfacher in Formeln, als in Worten, sich

ein solches Gesetz darstellt.
In dem formalen Ausdruck des letzteren treten Klammern auf,

und ist dies in unserm Lehrgebdude hier =wesentlich zum ersten mal
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der Fall. Uber Zweck, Sinn und Verwendungsweise dieses Elementes
der Zeichensprache, welches fiir die Erzielung knapper Ausdrucks-
formen so hoch wichtig ist, im Grunde jedoch — zur Not — ent-
behrt werden konnte, moge auf den Exkurs iiber Klammern in An-
hang 2 verwiesen sein.
Beweis des Theorems. Nach 6,) resp. 6,) ist:
be<c¢ und a(bc) =€ be, c=€b+c und b+c=<a+(b+c)
folglich nach II: somit nach II:
a(be) £e. c<a+(b+e).
Ebenso ergibt aus Ebenso ist:
be<b und a(be) < be b<b+te, b+c€a+ (b+c),
sich auch: somit:
a(bc)=<b. b=<a+(+eo).
Endlich ist nach 6,) unmittelbar: | Endlich ist nach 6,) unmittelbar:
a(be) < a. a=<a+ (b+c).
Aus dieser letzten und der vorher- | Aus dieser und der vorhergehenden
gehenden Subsumtion folgt nach | Subsumtion, folgt nach (3,)":
Def. (3,)": a(be) =< ab a+b=<a+ (b+c)

und hieraus, in Verbindung mit | und hieraus, in Verbindung mit

der vorher erwiesenen Subsumtion | der zuerst konstatirten Subsumtion
[a(be) < ¢] folgt ebenso: ¢ =< a + (b+c) folgt ebenso:
a(be) £ (ab) c. (@+b)+c€a+(b+c).
Analog zeigt man, dass umgekehrt:
(ab) ¢ € a (be) | at(b+c)<€(a+b)+e

ist, womit sich dann die Gleichheit der beiderseitigen Ausdriicke nach
Def. (1) bewiesen findet,

In der That ist nach 6,):

Man hat niimlich nach 6 )3
(ab) =< ab, desgl. ab<£aq a=<a+b, a+b=<(a+b)+c,
folglich a fortiori: folglich |
(ab) ¢ =< a. a=<(a+1b)+e.
Aus Ebenso
(ab)c€ab und ab=£1 b=ca+b, a+b=<€(a+b)+c,
folgt ebenso: woraus:
' .(ab)c%b. b=<(a+b)+e.
Endlich ist nach 6,) direkt: Endlich nach 6,) direkt:
(@b)e<e. c€<(a+b)+e.

§ 10. Reine Gesetze der Multiplikation resp. Addition. 257

Aus den zwei letzten Subsumtio- Hienach haben wir, kraft (3,)":
nen folgt nach (3,)": (ab)c=€be, b+c£(a+b)+c,
und hilt man mit dem vorher- | und da oben bereits
gehendén Ergebniss (ab)c=<a a<(a+b)+e¢

dies letztere zusammen, so ergibt | gefunden ist, folgt endlich nach(3,)’
sich wiederum nach (3,)’ weiter:

(ab)c=£a (be). a+B+c)<(a+b)+e.
q. e. d.

Die vorstehenden Beweise der Assoziationsgesetze bilden meines Er-
achtens eine der schonsten Leistungen des Herrn Peirce. ,

Exempel zu dem Satze. Die Gebildeten (z) unter den adeligen
Grundbesitzern (bc) sind die gebildeten Adligen (ab) unter den Grund-
besitzern (c).

Gebildete oder auch Adelige (a+b) nebst den Besitzenden (c) sind
dieselbe Klasse von Personen, wie Gebildete (a) nebst den Adeligen oder
auch Besitzenden (b +c).

Exemplifikationen zu 13,) sind in der Wortsprache nicht leicht aus-
drucksvoll darzustellen, weil in dieser ja Klammern nicht verwendet werden
und, wo sie doch der Deutlichkeit wegen erforderlich wiren, deren mentale
Ergéinzung hochstens durch die Betonung nebst.geeigneten Pausen, durch
den Rythmus der Rede angedeutet zu werden vermag. Im vorliegenden
Falle jedoch pflegt die Wortsprache — ohnehin gerechtfertigt durch die
Theoreme 13) selbst, vergl. die nachfolgenden Zusitze und Zusatzdefinitionen
— bei der additiven Vereinigung oder kollektiven Zusammenfassung von
drei oder mehr Klassen dieselben stets unterschiedslos, eventuell durch
Konjunktionen wie ,und“ ,sowie“, ,oder* verkniipft hintereinander auf-
zuziihlen; sie pflegt die Theoreme 13) allgemein dahin zu verwerten, dass
sie es sich erspart, sich schenkt, Ausdrucksformen fiir Unterschiede auf-
zustellen, die ohnehin belanglos sind.

Zusatz 1) und Zusatzdefinition.

Die konsequente Ausdehnung der vorstehenden speziellen Kommu-
tations- und Assoziationsgesetze zu den gleichnamigen allgemeinen
Satzen, welche sich auf beliebig viele Operationsglieder beziehen, ist
nun geradeso, wie in der Arithmetik, zu leisten.

Es wiirde in diesen Prozess der Verallgemeinerung, hier wie dort,
nur das Th. 16) noch mit hereinzuziehen sein. e

Die verallgemeinerten Sitze lassen sich zu dem Ausspruche zu-
sammenfassen, dass bei der Verkniipfung beliebig vieler Symbole durch
lauter Multiplikationen resp. lauter Additionen die Reihenfolge oder
»Ordnung” und die ,Gruppirung® oder Zusammenfassung dieser Opera-
tionsglieder gleichgiiltig ist, insbesondre also auch Klammern nach

Belieben gesetzt oder unterdriickt werden diirfen.
* SCHRODER, Algebra der Logik. 17
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Auf diese Sitze ist endlich auch die Begriffserklirung
eines Produltes | einer Summe’
von beliebig vielen :
Falktoren | Gliedern \
genau wie in der allgemeinen Arithmetik zu griinden.

Die Ausfiihrung dieses Programmes kann nur eine Wiederholung
desjenigen sein, was manchen Lesern aus den Werken von wissen-
schaftlicher Tendenz iiber letatere Disziplin  bereits bekannt ist.
Zudem wird durch dieselbe in logischer Hinsicht nichts Wesentliches
hinzugefiigt, und sei sie darum ebenfalls in den Anhang verwiesen
(Anhang 3).

Es lasst sich nun auch ein Produkt, eine Summe von drei oder
mehr Gebieten wieder als ein solches zur Anschauung bringen, wie
es fiir drei Operationsglieder die Figuren zeigen:

Man nehme sich die Miihe, an diesen Figuren die Giiltigkeit des Asso-
ziationsgesetzes 13) wirklich nachzusehen, indem man

einmal die Zweieckfliiche, das Bili- |
neum ab mit der Kreisfliche ¢, das
andere mal die Kreisfliche ¢ mit [
der Zweieckfliiche b¢ vor dem gei-
stigen Auge zum Schnitt bringt.

einmal die (ebenfalls von zwei
Kreisbogen begrenzte) hier in Ge-
stalt eines liegenden Achters sich
darstellende Fliche a +b mit dem
Kreis ¢, das andre mal den Kreis g
- mit der Achterfliiche b+ ¢ zu einem
| Gebiet vereinigt.

Beidemal erhiilt man in der That dieselbe schraffirte Figur als die
Bedeutung von

abe | a+b+ec.

ngatz 2), auch gehorig zur Def, 3).
Die beiden Teile (3)" und (3)” der Def. (3) lassen sich nun-

mehr leicht von zwelen au

nehr f beliebig viele Subsumtionen ausdehnen,
nimlich:
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Wenn zugleich Wenn zugleich

z=€a, v=€b, z=E¢, - a=€zx, b=<z, cLz,---
(8,)""qist, so muss auch (3,)”{ist, so muss auch
z=£abe--- a+b+et---£x
sein. sein.
Und umgekehrt:

Wenn Wenn
z=<abe--- at+btet:--£x

3 rrr o (3 )I/,, = : :
CY) ist, so muss auch sein: + ist, so muss auch sein:

z£a, £=£b, x-Le¢, - alz, b=z, c£x,---

Der Beweis ist naheliegend, nimlich z. B. linkerhand so zu leisten.

Ad (3,)". Aus x =€ a nebst 2=£D folgt nach (3,)’, dass z=Cab;
hieraus aber in Verbindung mit « =< ¢ folgt abermals nach (3,)’, dass
z =< (ab) ¢, oder, weil die Klammer weggelassen werden darf, .dass
& =< abe. Hieraus dann und aus der Voraussetzung z << d f:olgt wieder
nach (3,)’, dass =< (abc) d sein muss, wo nun abermals die Klammer
wegzulassen ist, u. s. w. :

Ad (3,)"” kann man in der Voraussetzung auch unter Anbringung
einer Klammer die rechte Seite als ein Produkt von nur zwei Faktoren
schreiben, sodass sie sich darstellt als: # =< a (bed---). Hieraus folgt
aber nach (3,)"”, dass z =€ a, sowie z =< bed - - sein muss. -Letzterei
kann wieder geschrieben werden: z =< b (cd---) und zerfa'llt nach (3,)
abermals in =< b nebst =< c¢d--- Indem man so weiterfihrt, ge-
winnt man fortschreitend die verschiedenen Subsumtionen, welche die
Behauptung ausmachen. — ;

Exempel zum Vorstehenden haben wir schon in § 8 unter 1)
gebracht. i

Es konnten vorstehende Sitze auch als selbstéindige Definition von
Produkt und Summe aus beliebig vielen Operationsgliedern .(Faktoren
resp. Summanden) hingestellt werden, wihrend im gegenwéirtlg:ex_l L.ehr-
gang wir vorgezogen haben, diese Begriffe r.ekur.nrend auf {Je_]emgen
der ,bindren” (d. h. immer nur zwei Symbole auf einmal verkniipfenden)
Multiplikation und Addition zuriickzufiihren.

’

14) Theoreme. (,Zautologiegesetze’.) Allgemein ist:
149 aa=a. | 14,) a+a=a.

Beweis. Nach Th. 6,) resp. 6,), wenn darin a fiir b genommen
wird, ist einerseits:

aa£a. it aCa+ta.

17%
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Andrerseits treffen die Voraussetzungen der Def. (3) nach I zn,
wenn unter ¢ und b dort ebenfalls @ verstanden wird, und ist dar-
nach auch:

a£aa, | , at+aa,
sodass nach Def. (1) nun unser Lehrsatz bewiesen erscheint.

Wiihrend die vorhergehenden Theoreme Eigenschaften ausdriickten,
welche den arithmetischen Operationen ganz ebenso wie den identischen
zukommen, ist dies mit den Theoremen 14) nicht der Fall. Wir mogen
letztere deshalb als die spesifischen Gesetze des identischen (sowie auch
des logischen) Kalkuls hinstellen.

In der Arithmetik wiirde Gleichung 14,) nur fiir den Wert 0,
Gleichung 14,) nur fir die Werte 0 und 1 von a erfiillt sein; ausserdem
konnte man beide Gleichungen noch fir ¢ =— oo in Anspruch unehmen
welch’ letzteres Symbol aber nicht zu den Zahlen gehort.

In Worten lassen sich die beiden Sitze wie folgt fassen:

Identische

Multiplikation | Addition
eines Gebietes
mit sich selbst 1 2u sich selbst

lisst dasselbe unverindert — doch ist der Formelausdruck als der iiber-
sichtlichere dem verbalen vorzuziehen.

Die Anschaunung lisst beide Sitze als ganz selbstverstindlich er-
scheinen. Das Gebiet ;

Yvelchesamit sich selbst gemein hat | zu welchem « sich selbst ergéinzt
ist eben @ selber. Entsprechend fiir Klassen:

Ein Mensch, welcher ein Mensch ist, ist ein Mensch, und umgekehrt
dgrf man auch sagen: ein Mensch ist ein Mensch und en Mensch, ist
ein Mensch, welcher ein Mensch ist. Was Gold oder auch Gold ist, ist
eben Gold — sowie umgekehrt. :

. Freilich ist die Bemerkung am Platze, dass man durch solche Urteile
Sich emer unngtigen Wiederholung, einer »Tautologie“, eines ,,Pleonasmus®
b-Chuldlg: mache. Es wird auch in der That kaum jemals einem Verniinf-
tigen emfallen‘ solchergestalt in unverhiillter Form, sozusagen nackt zu
sagen: ,,dlfa Pte'rde, welche Pferde sind“, , die Neger-Mohren-Neger* und
ebepsowemg »die Menschen und die Menschen und die Menschen* oder der-
gleichen.
" Iuluverh.ullter Fo;m dagegen — implicite — wird solches, wie sich
feuxbgn a,stsktl, in den Wissenschaften sowol wie im gemeinen Leben, ungemein
infig gethan. i e ) ; :
g gethan. Ein paar Beispiele werden geniigen, dies zum Bewusstsein
zu bringen.
Zum Zwecke einer reti 0 i
i ey Bt it .tzacllllentheqlfetxschen Untersuchung mégen wir etwa
glaligkewt der positiven ganzen Zahlen diejenigen hervor-

7
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heben, ,welche nur durch 1 und durch sich selber teilbar sind“. Die so
charakterisirte Klasse wird dann bestehen aus den Primzahlen (d. i. den
Zahlen die zwei Teiler haben) und aus der bekanntlich nické zu diesen
gehorigen FEins (die ja nur einen Teiler hat). Fir letztere aber ist es
oben doppelt gesagt, dass sie durch 1 teilbar, denn bei ihr heisst eben
pdurch sich selber” ebenfalls ,durch eins“ teilbar. Von ihr sagten wir
also in versteckter Form aus, dass sie ,durch 1 und durch 1% teilbar sei
— eine ausserhglb des Zusammenhanges jedenfalls iiberflissige Wiederholung,
die aber innerhalb des Zusammenhanges ganz unerlisslich ist, um die ver-
bale Charakterisirung der Klasse so kurz wie oben zu gestalten.

Verfiigt man bereits tiber den Namen ,,Primzahlen®, sind diese schon
eingefiihrt, ist ihr Begriff bereits erklirt, so kann man freilich die hervor-
zuhebende Klasse von Zahlen ungefihr ebenso kurz bezeichnen als die der
yPrimzahlen nebst der Eins“; jedoch tritt hier erstlich der Gesichtspunkt,
unter dem man die Zahlen hervorheben will, nicht so deutlich zutage, und
zweitens mochte ja auch die ganze Untersuchung der Einfiihrung des Prim-
zahlbegriffs vorangegangen sein. .

Sprechen wir einmal von ,den Besitzenden und den Adeligen®, so
sind die besitzenden Adeligen augenscheinlich doppelt aufgefiihrt, nimlich
einerseits unter den Besitzenden, dann nochmals unter den Adeligen. Die
Beschreibung der Klasse fillt aber jedenfalls so einfacher aus, als wenn
man diesen Umstand vermeiden wollte.

In Bezug auf weitere Beispiele moge noch. auf die Betrachtungen
unter § 18, « .. d) verwiesen sein. ,

Was nun aber (beim Beschreiben, Charakterisiren von Klassen) in
verhiillter Gestalt implicite, ganz allgemeine Praxis ist, muss im System der
Wissenschaft auch wnverhiillf, ausdriicklich, explicite eine Stelle finden.

Zusatz 1 zu Th. 14). Die Ausdehnung dieser spezifischen
Gesetze des identischen Kalkuls auf beliebig viele unter sich gleiche
Operationsglieder ist naheliegend. Wir haben hier auch als all-

gemeingiiltige Formeln:
aaaqa---=4a. ! at+a+at---=a.

Behufs Beweises hitte man — unter Vorausbeziehung auf
Th. 16) — z. B.:
aaa = (aa) a = aa = a,
sodann
aaao = (aaa) a = aa = a,
u s. w.

Die erste lisst erkenmen, dass eine Operation des ,,Polenzirens” im
identischen Kalkul micht vorkommt. Die ,Potenzexponenten® der Arithmetik
bleiben hier als obere Indices fiir uns verfigbar, und werden wir spez-iell
unter a! hier im allgemeinen nicht a selber, sondern irgend ein zweites
von @ vielleicht verschiedenes Gebiet verstehen; ebenso wird ums

3
a, a’, a', a* a’ -« -
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weiter nichts als eine Reihe von emander vielleicht durchweg wverschiedener
Gebicte oder Klassen vorstellen.

Die zweite Formel zeigt, dass der Zusammenhang, wie er zwischen
Addition und Multiplikation in der Arithmetik besteht — allerdings nur
fiir den Fall eines positiven ganzzahligen Multiplikators, ein Zusammen-
hang, der aber gerade die Multiplikation zur Operation der zweiten Stufe
dort der Addition gegeniiber stempelt — hier im identischen Kalkul kein
Analogon hat. Das Fehlen solchen Analogons zu der gedachten Gleichung
der Arithmetik:

a+a+---+a=a><mn
T 7z 0

thut unsrer Bemerkung keinen Eintrag, dass die identischen Operationen
simtliche formalen Eigenschaften der gleichnamigen arithmetischen besissen.
Denn eben weil diese Gleichung nicht allgemein, nicht im komplexen Zahlen-
gebiete fiir ein ganz beliebiges % Sinn hat oder giiltig ist, gehort sie nicht
zu den ,,formalen” Eigenschaften — im vollen Sinne dieses Wortes.

Wiihrend so von den wirklich formalen Eigenschaften der beiden
direkten Operationen der arithmetischen vier Spezies im identischen
Kalkul in der That keine fehlt, sehen wir hier noch die spezifischen
Gesetze 14) als weitere Eigenschaften hinzutreten, und zu diesen
werden ferner noch — im Grunde als eine Folge derselben — die
beiden Theoreme 23) kommen. Wir miissen demnach die identischen
Operationen der Multiplikation und Addition den arithmetischen gegen-
iiber als die an formalen Eigenschaften reicheren hinstellen.

Zusatz 2 zu Th. 14). Wenn nun iiberhaupt in einem Produkte,
einer Summe, Faktoren resp. Glieder wiederholt auftreten, sei es auch
nicht durchweg als successive oder einander benachbarte, sondern viel-
leicht getrennt durch noch andre Operationsglieder, so wird man prak-
tisch von den Theoremen 14) Gebrauch machen im Sinne einer Ver-
einfachung dieser Ausdriicke, indem man von jeder Sorte Faktoren
resp. Summanden immer nur einen beibehilt (etwa den ersten), die
iibrigen ihm identisch gleichen aber fallen lisst. So wird man
z. B. fiir

abeaabdacde | atb+ct+a+a+bt+d+atcetrd+e
in Hinkunft kiirzer sagen

abed. | a+b+c+d.
Man kann nimlich wegen der Kommutativitit der Operationen die
Operationsglieder zuniichst so umordnen, dass die {ibereinstimmenden

zusammenkommen, alsdann kann man die Gru

ppen der letztern wegen
der Assoziativit

‘ it jener Operationen jeweils zu einem einzigen Opera-
tionsgliede zusammenschliessen, und endlich sie nach Th. 16) — auf
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das wir vorverweisen miissen — ersetzen durch den einfacheren Aus-
druck, dem sie nach Th. 14) #quivalent sind. So wire vorstehend:

(aaaa) (bb) (ccc) (dd) | (a+a+a+a)+(b+b)+(c+c+e)+(d+d)
als eine Zwischenstufe der Rechnung zu denken gewesen.

Den hier gegebenen Wink darf der Rechner nie aus den Augen
verlieren.

Analog wird man fiir: ,die leichtgliubigen, guten, leichtgliubigen
Kinder® kiirzer blos sagen: ,die leichtgliubigen guten Kinder®, und fiir:
,Mohammedaner und Briten sowie Russen und Mohammedaner® blos sagen
,Mohammedaner, Briten und Russen®. —

Fir das Th. 14,) gebrauchte Boole* den mit Recht allerwﬁrtls als
ungeeignet qualifizirten Namen des ,law of duality®, W(?f}'il‘ J evons den
aw of simplicity" vorschligt. Indem Boole e'ine Addition nur fiir ein-
ander gegenseitig ausschliessende Summanden zuliess, kon}lte er .auch 1}101_11:
das Th. 14,) aufstellen oder zugeben. Von Neueren.pﬁ‘lchtet ihm hierin
nur Herr Venn!) noch bei, auf dessen Einwiinde wir in § 18, «) .. d)
ausfithrlichst eingehen werden.

Das Th. 14,) ist zuerst von J evons') a.usgesprocheg, .welchem auch
beziiglich Gebranchs der hier adoptirten Addition d-ie Pnontfa‘.t zukommen
diirfte, soweit sie nicht etwa von De Morgan anticipirt er'schel-nt. Th. 14 _,:)
nennt Jevons das ,law of unity®, indem er darauf hinweist, daﬁs die
Nichtbeachtung des Satzes beim Zihlen zu falschen Ergebn1§sen des Zihlens
fihre. Eine schon einmal geziihlte Einheit darf nicht wiederholt gezihlt
werden. Sind M, M”, M, ... individuell verschiedene Minzen, z. B.
Markstiicke, so gibe eine Zshlung, wie M + M + M —E-M "+ ein
falsches Resultat; es muss beachtet werden, dass M + M’ weiter nichts
ist, als M ete. ' . :

Am geeignetsten wiirde mir die Beze10!3n11ng der T_h?,oreme 14)‘ als
»Tautologiegesetze (der identischen Multiplikation resp..Adstlon) erscheinen,
indem sie ausdriicken, dass es belanglos ist, das nimliche, was man bereits
genanmt hat, nochmals zu nennen, mag es mit simultanen oder unter alter-
nativen Termen aufgefiihrt sein.

15,) Theorem. 15,) Theo:em.'

Wenn a=£b so ist ac=<be. - Wenn a=<b so ist q+c=éb+c.

Beweis. Nach 6,) ist ac<<a, | Beweis. Nach6,) ist b=<b+e,
wegen a=£b also, nach II: ac=<b.  nach II also um so mehr: a=£b+c,
Ebenso ist nach 6,): ac=<<c. Aus | und da ohnehin ?%b+c nach.6+2
den beiden letzten Subsumtionen = ist, so haben. wir nach Def. (3,)
¢ " - auch:
folgt aber na‘cllégz)c: ensselie

In einer Subsumtion darf man also beiderseits
mit demselben Symbol multipliziren | dasselbe Symbol addiren
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und muss man wiederum eine giiltige Subsumtion hierdurch erhalten.
An der Figur

6

Fig. 12.

lassen beide Sitze sich durch Anschauung kontrolliren. Dass aber diese
Sitze nicht umgekehrt werden diirfen, nimlich, dass aus ac=<be resp.
a+c¢=<b +c nicht a=€b folgen kann, offenbaren die Figuren:

7>
()3

Fig. 13 L

bei denen fiir die Kreise a,b, ¢ die angegebene Voraussetzung sich je

als erfillt, die fragliche Folgerung aber sich als nicht erfiillt zeigt.
Exempel:

. Rappen sind .Pferde, ergo: eng- | Schweden sind Europiier, ergo:
lische .Rappen sind englische Pferde. | Schweden und Russen sind E,uroné‘.er
B.Iau ist farbig, ergo: blaue Salze | oder Russen. ’ )
sind farbige Salze. i

Dagegen :

_ Die europiiischen Vulkane*®) sind
italienische Vulkane. Gleichwol ist
neuropiisch® nicht notwendig ita-
lienisch“, -

| Russen und Asiaten sind Europsier
| oder Asiaten, ohne dass doch Russen
| auch Europder sein miissten.

' dAnmerkl'mg. In }iel- Wortsprache kann man durch unbedachte An-
wendung des Th.15,) in Fehler kommen; es ist daselbst auf scheinbare

Ausnahmen des Satzes Riicksicht zu i
. zu nehmen. Ein ispi
dies am schnellsten deutlich machen. by e

*) Sofern Island und der vulkanische Teil des Kaukasus nicht zu Europa

gerechnet und von erl i i i iechi
e rloschenen Vulkanen in der Eifel, im gnechlschgn Archipel

§ 10. Die nicht von Negation handelnden Sitze. 265

Bin Pistolenschiitze ist ein Mensch. Darum muss aber ein vortreff-
licher Schiitze noch nicht ein vortrefflicher Mensch, der beste Schiitze nicht
der beste Mensch sein! Ebenso braucht eine grosse Fliege kein grosses
Tier, ein kleiner Elephant kein kleines Tier zu sein, eine grosse Hiitte
kein grosses Gebiude — vergl. Jevons®. Pfennige sind Geld, aber viele
Pfennige konnen doch wenig Geld sein. Ete.

Die Ausnahme ist darin begriindet, dass hier das Adjektiv ¢, welches
determinirend zum Subjekt und Pridikat tritt, in beiden einen wverschiedencn
Sinn erhilt zufolge des Umstandes, dass es als ein relatives verstanden,
relativ genommen wird, niémlich eine Beziehung, ein Verhiltniss des Sub-
stantivs zu andern seinesgleichen auszudriicken bestimmt ist. Der Begriff
,vortrefflich unter den Schiitzen hat einen andern Inhalt, als der ,vor-
trefflich unter den Menschen, vortrefflich als Mensch* und dementsprechend
ist auch der Umfang beider Klassen nicht derselbe.

Das Th. 15,) gilt stricte nur dann, wenn die Klasse ¢ im Subjekt
und Pridikat in absolut demselben Sinme verstanden wird.

Dementsprechend wiirde auch der Schluss: Alles Metall ist Substanz,
folglich muss gelten: Das schwerste Metall (Iridium) ist die schwerste
Substanz — dieser Schluss wiirde formell falsch, ein Fehlschluss sein, ob-
wol hier die Primisse sowol als die Konklusion materiell richtig ist.

Eine #hnliche Bemerkung: dass der Kontrast von Individuen einer
Subjektklasse zu ihresgleichen unwillkiirlich mit in’s Gewicht fallt, trifft
nicht selten schon beim Erteilen solcher Pridikate zu, die sich als absolut
bestimmte Attribute darzustellen scheinen. So werden wir vielleicht die
gleiche Farbe, die falls von Schafen die Rede ist, noch ,,weiss® genannt
wird, bei einer chemischen Substanz als grau oder gelblich bezeichnen.
Als den Umfang des Begriffes ,weiss“ in absolutem Sinne konnen wir
immerhin bezeichnen: die Gesamtheit derjenigen Dinge, welche wir (als
solche ihrer Kategorie) eben ,weiss“ nennen wiirden, und bleibt dies un-
bedenklich, es erscheint der Umfang nimlich als vollig bestimmt, solange
nicht Objekte bekannt sind als unter verschiedene Kategorieen zugleich
fallende, unter deren einer sie als weiss, unter deren andrer sie als nicht-
weiss zu bezeichnen wiren. — Dass wir nur mit wohldefinirten Klassen zu
thun hitten, wurde bereits als eine nicht iiberall wirklich erfiillte, ideale
Voraussetzung der Logik hingestellt.

16,) Theorem. | 16,) Theorem.

Wenn a =", so ist ac="bec. . Wenn a=1b, so ist a+c=>b+c.
Man darf also auch beide Seiten einer Gleichung mit demselben Symbol
mudtipliziren, sowie um Dasselbe vermehren.

Beweis. Die Annahme a="5 zerfillt nach Def. (1) in die beiden
Subsumtionen @ =< b und b=< a. Aus der ersten folgt nach Th.
15,) ac=£be | 15,) a+c<b+c
und ebenso aus der zweiten:

be=£ac | b+c£a+c
womit nach Def. (1) die Behauptung erwiesen ist.
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Anmerkung 1. Durch Anwendung des Kommutationsgesetzes 12)
auf die Behauptung in den beiden Theoremen 15) und 16) kann man
diesen noch verschiedene Formen geben. Z. B. dem Th. 12 noch die
Formen: Wenn a =€ b, so ist auch ac =€ cb, desgleichen ca € be, desgl.
endlich ca =€ ¢b. Doch werden wir Sitze, die sich so unwesentlich von
den aufgestellten unterscheiden, kiinftig nicht mehr mit anfiihren, vielmehr
ohne weiteres als zugleich mit jenen gegeben betrachten.

Anmerkung 2. In der Arithmetik diirfen die beiden Sitze bekanni-
lich auch umgekehrt werden. Man darf daselbst einen iibereinstimmenden
Faktor der beiden Seiten einer Gleichung, desgleichen einen iibereinstim-
menden Summanden derselben ohne weiteres sstreichen®, den Faktor aller-
dings nur, wenn er von O verschieden ist. Es kommt dies hinaus auf die
Division der Gleichung durch den gedachten Faktor resp. auf die beider-
seitige Subtraktion des gedachten Summanden, und beruht die Zulissigkeit
des Verfahrens auf der Eindeutigkeit der beiden inversen Operationen, nim-
lich der arithmetischen Division (mit Ausnahme derer durch 0) und der
arithmetischen Subtraktion. Da wie schon erwihnt die inversen Operationen
des identischen Kalkuls mit den gleichnamigen arithmetischen ausser ihrem
Gegensatz zu den direkten Operationen nur wenig gemein haben, so lasst
sich schon erwarten, dass hier der Riickschluss von

ac=be oder atc="b+¢
auf @ = b nicht zulissig sein wird.

Fiir Gebiete thun dies in der That die Figuren kund, in denen g und b
die Kreisflichen, dagegen ¢ das schraffirte Gebiet vorstellt:

i
/ s 2\
/((, [ \ \

\

Fig. 14 . Fig. 14+.

Ebenso offenbaren fiir Klassen es Beispiele wie folgende:

.Die.gleichseitigen Dreiecke sind |  Die Primzahlen nebst den unge-
flw glfelchw1nk11‘gen Dreiecke, aber es raden Zahlen ist dasselbe wie die
1st nicht: gleichseitiz einerlei mit Zahl 2 nebst den ungeraden Zahlen.

gleichwinkli¢ — der Rhombus z, B,
ersteres ohne das letztere.  Die
schwerste Substanz ist das schwerste*)
Metall, doch ist nicht: Substanz =
Metall.

Gleichwol ist die Klasse der Primn-
zahlen nicht identisch mit der Zahl
2, sondern greift noch weit iiber
dieses allerdings in ihr enthaltene
Zahlindividuum hinaus. U. a. m,

) Auch wenn man hier im Pridikat ,,schwerstes genau so wie im Subjekte
v(jrste.ht als. »Schwerer wie die tibrigen Substanzen und nicht blos als ,,schwerer
wie die tibrigen Metalle® bleibt dies noch richtig. Vergl. die Anm. zu Th. 15).
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Wegen der von der Arithmetik her geliufigen Ubung ist es hier am
Platze vor dem erwihnten Riickschluss ausdriicklich zu warnen:

In Gleichungen (sowie Subsumtionen) des identischen Kalkuls ist es
nicht gestattet, iibereinstimmende Faktoren oder auch Terme der beiden
Seiten zu ,,streichen”.

17,) Theorem. | 17,) Theorem.
Wenn a =€ b und o =€V, so ‘ist auch:
aa’ =€ bb'.
Beweis. Nach 15,)%) und 12,))
folgt aus unsern Annahmen:
ad < ba, ba' £ bb, | a+d=€b+da, b+a=£€b+V,
woraus die Behauptung a fortiori (d. i. nach II) zu schliessen ist.
18,) Theorem. | 18,) Theorem.
Wenn a=€b und a = U ist, so muss sein:
ad =< bb. | a+a £b+b.
Beweis aus Th. 17,) resp. 17,), da die Annahme a'= 4" auch
o' b nach Def. (1) in sich schliesst. .
19,) Theorem. | 19,) Theorem.
Wenn a =b und a = b, so ist auch:
aa = bb'. |
Beweis. Nach Def. (1) schliessen die Voraussetzungen in sich,

dass sowol a << b, & =€ U, als auch b=<a, b'=< a ist. Aus ersterm
folgt nach 17.) resp. 17,):
ad = bY
aus letzterem ebenso: ]
b < ad, ] b+b €a+d,
womit die Behauptung nach Def. (1) erwiesen ist. In Worten kann
man sagen: ‘ i

Gleiches mit Gleichem multiplizirt | Gleiches zu Gleic.hem addirt gibt
gibt Gleiches. Gleiches. 1

Zusatz 1. Die Ausdehnung der Sitze 17) bis 19) auf beliebig

A ] g ; e
viele Subsumtionen oder Gleichungen ist naheliegen -
Um die allgemeinsten Sitze, welche sich auf diesem Wege ge-

at+d=£b+0.
Beweis. Nach 15,) und 12,)

a+a =b+0b.

a+a € b+V,

*) Niimlich: indem man in der ersten Subsumtion a =€ b be-idl(.ar's;its mit a
nachmultiplizirt, in der zweiten & =& b’ beiderseits mit b vormultiplizirt.
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winnen lassen, in Worte zu fassen, miissen wir aber ein paar Bemer-
kungen vorausschicken. :

»Gleichstimmig“ nennen wir solche Subsumtionen, in deren Sub-
sumtionszeichen der Bogen sich nach derselben Seite hin offnet; dies
sind z. B. alle bisherigen Subsumtionen, in welchen er es nach rechts
that. Dagegen nennen wir ,ungleichstimmig“ zwei Subsumtionen, in
denen der Bogen nach verschiedenen Seiten schaut, deren eine also
eine eventuelle Unferordnung, deren andre eine eventuelle /berord-
nung ausdriickt, wenn beide von links nach rechts gelesen werden.

In der Arithmetik herrscht der Gebrauch, die Anwendung der dort
ebenfalls geltenden Theoreme 19) sowie schon 16) als eine Multipli-
kation resp. Addition der die Voraussetzung bildenden (beiden) Glei-
chungen schlechtweg zu bezeichnen. Dieses Verfahren ist schon in
der Arithmetik nicht ganz korrekt, weil man ja in dieser Disziplin
faktisch immer nur Zahlen, also niemals Gleichungen durch Rechnung
verkniipft, und aus diesem Grunde haben auch schon einzelne Lehrer
dagegen geeifert.

Die gedachte Ausdrucksweise ist jedoch in der Arithmetik ent-
schuldbar und unverfinglich ja zweckmissig, indem sie in dieser Dis-
ziplin durchaus nicht missverstanden werden kann und einen in der
Mathematik unbeschreiblich oft aunszufihrenden Prozess kurz und
charakteristisch andeutet. Sie ist daselbst auch, wie gesagt, ganz all-
gemein iiblich, und kein Mathematiker wird, wenn etwa die Gleichungen
a=b, d =1V, a’=1b" vorausgeschickt sind, Bedenken tragen, zu
sagen: Multipliziren wir diese Gleichungen miteinander, so entsteht
ad'd’ = bY'Y’, summiren wir sie, so kommt g+ a + o’ — b +b+b";
desgl. zu sagen: Multipliziren wir die erste Gleichung mit ¢, so er-
halten wir ac = be, ete.

Diesen Gebrauch diirfen wir nun aber in den identischen Kalkul
nicht unmodifizirt heriibernehmen. Insoweit es sich nur um den Ge-
bietekalkul handelt, wire dies allenfalls noch angingig. Dazu werden
wir aber im Aussagenkalkul zu lernen haben, wie Aussagen, Urteile,
Behauptungen iiberhaupt, insbesondere also auch Subsumtionen und
Gleichungen durch Multiplikation sowie Addition zu verkniipfen sind,
und zwar in einem von dem oben besprochenen wesentlich verschie-
denen, niimlich in dem richtigen, korrekten Sinne.

S_olche Verkniipfung von Aussagen wird zu den hiufigsten in unsrer
The.orle vorzunehmenden Prozessen gehéren. Da wird denn z. B. eine
Gleichung « = b wirklich zu multipliziren sein mit einer Aussage ¢, und
das Produkt (@ =1)-¢ wird etwas anderes, nimlich mehr besa.gexi als
wie die Gleichung ac = be. Ebenso wird uns das Produkt zweier ,Glei-
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chungen (@ ="b) - (¢’ = b") bedeutend mehr ausdriicken als dass blos die
Gleichung gelte aa’ = bb’, u. s. w. — woriiber des Niheren der Aussagen-
kalkul selbst zu vergleichen, insbesondre § 33, £).

Es ist deshalb unerliisslich, die mehrerlei Prozesse auch unterscheidend
zu benennen. Und dieses geschieht unsres Erachtens am einfachsten und
besten, wenn man behufs Beschreibung der friiheren in unsern Theo_remen
als zuliissig hingestellten Schliisse dem Multipliziren resp. Addiren ein ge-
eignetes Umstandswort, Adverb zugesellt. Das Adverb muss, wie sich
zeigt, ein anderes sein, bei den Schliissen der Theoreme 15) und 16) als
bei demen von 17) bis 19). Fiir jene ist schon ,beiderseils gebriuchlich,
fiir diese schlagen wir ,iiberschicbend” vor (micht unpassend erschiene auch
,,superponirend*).

Es soll gesagt werden: Subsumtionen, Gleichungen (spiter iiber-
haupt ,Propositionen — zuniichst von einerlei Art) werden durch

_eine Operation ,jiberschicbend” verkniipft, wenn man aus ihnen eine

neue Subsumtion resp. Gleichung (Proposition derselben Art) da.du.rch
ableitet, dass man sowol ihre linken Seiten als auch ihre rechten Seiten

durch die gedachte Operation verkniipft. :
" Darnach diirfen wir nun erstlich die Theoreme 15) und 16) auch (nur
‘wenig abweichend von der frtiheren Fassung) wie folgt aussprechen: Sub-
‘sumtionen sowol als Gleichungen diirfen beiderseits mit demselben Symbol
multiplizirt, resp. beiderseits am dasselbe Symbol vermehrt werden; s darf
beiderseits dasselbe Symbol zu ihnen addirt werden; es da.rt: aP?h ein Sym-
bol mit einer Subsumtion oder Gleichung beiderseitig multiplizirt, es darf
zu jenem diese beiderseitig addirt werden. . Und zweitens:

Es liefern uns die Theoreme 17) bis incl. 19) darnach den all-
gemeinsten Satz: P i '

In beliebiger Menge vorhandene sei es gleichstimmige Subsumtwnen
oder auch Gleichungen diirfen wberschiebend mit einander multz_phzn:t, ub.er-
schiebend zu einander addirt werden, und zwar ist das Ergebr.nss eine
Gleichung nur, wenn unter den verkniipften .Propositionen sich keme
Subsumtion befindet, dagegen wieder eine mit den.gegebenen‘glemh-
stimmige Subsumtion im andern Falle, d.i. wenn mindestens eine Sub-
sumtion sich unter den verkniipften Propositionen vorfindet. o

Wiirde man aber eine Gleichung @ = b mit einer andern a =1
beiderseits multipliziren, so erhielte man eine Aussage

a-(d="0)="0-(d =17) . hh

ie si ine im Aussagenkalkul giiltige nachweisen lassen

3:;&?1(:;&8}:1:?1%:1; agisneimseinn hat, def weder- sich dgckt mit dem, des Er,-

gebnisses der iiberschiebenden Multiplikation b_elde‘r Gleichungen: a-a = b-b,
noch mit dem des Ergebnisses ihrer Multiplikation (schlechtweg):

sl beiderseits“ und ,iiber

i i s auch die Umstandsworter ,beiderseits™ und ,tiber-

i\g;lilel?:;:ie‘?tn}i]:;?:z}i:zhselt werden diirfen, nicht durch ein einziges Um-
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standswort ersetzt werden kinnen, und dass in der That in unserer Theorie
es geboten erscheint, in beregter Hinsicht mehr als in der Mathematik auf
korrekten Ausdruck zu halten! .

Notabene: Multiplizirt man die Gleichung a' = b’ beiderseits mit ¢ — b,
so entsteht auch etwas anderes, wie wenn man die Gleichung a = b beider-
seits mit @' = b’ multiplizirte. Vergl. § 33, £) und o).

Zusatz 2. Kombinirte Anwendung der Theoreme 19,) und 19,)
liefert den Satz, dass-es in jedem Ausdruck, welcher nur durch die
Operationen der identischen Multiplikation und Addition aufgebaut
erscheint, gestattet ist, Gleiches durch Gleiches zu ersetzen. Sicherlich
wird solche Ersetzung ohne Einfluss auf den Wert des Ausdrucks
bleiben, wenngleich die Form desselben dadurch verindert werden mag.

Exempel. Ist b+ ¢ = a, so ist auch

a+e)+d+(b+c)c=aa+d+ac=a+ac+d—a+d

Wie Venn' p. 146 und anderwirts bemerkt ist das der linkseitigen
Kolumne von Sitzen 15) .. 19) zugrundeliegende Th. 15,) bereits von
Leibniz gegeben (Specimen demonstrandi, Erdmann, p. 99), der auch
schon die Determination durch Nebeneinanderstellen der Symbole nach Art
der Faktoren eines Produktes ausdriickt.

Die Theoreme des gegenwirtigen Paragraphen sind von so ausser-
ordentlich hiufiger Anwendung, dass es zu umstindlich wire, sie jedes-
mal zu citiren. Dieselben miissen in succum et sanguinem, in Fleisch
und Blut des Rechners ibergegangen sein.

§ 11. Gemischte Gesetze, den Zusammenhang zwischen beiden
Operationen zeigend.

20) Theorem. Eine jede von den beiden Gleichunyen:
=ab , a+b=1b
st nur eine Umschreibung der Subsumtion
a=<b,
dergestalt, dass diese drei Aussagen #quivalent sind, einander gegen-

seitig bedingen: wenn irgend eine von ihnen gilt, so gelten auch die
beiden andern.

Der Beweis besteht aus vier Teilen, indem zu zeigen ist, dass
aus jeder der Gleichungen die Subsumtion und umgekehrt aus der
Subsumtion eine jede von den Gleichungen folgt.

Ist a=ab, so folgt nach Def. (1) Ist a+ b=, so haben wir auch
auch a =< ab, und weil nach Th. 6,) | a+b=€b, und weil nach 6,) ohne-
auch ab=<b ist, so folgt a fortiori: | hin a=<a+b ist, so folgt nach II:

|
a=<b. f a=£b.
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Ist a<€b, so kommt pach 15,): | Ist a=€b, so kommt nach 15,):
aa=€ab, oder wegen 14.): a=Cab. | a +b <b+Db, oder wegen 14,):
Da nun nach 6,) ohnehin -ab=€a | a+5=€b. Da nun nach 6.) ohne-

gilt, so ist nach Def. (1) bewiesen, | hin b=€a+b gilt, so ist a+b—=10

dass a = ab ist. | nach (1) bewiesen.

Fir Gebiete wird der vorstehende Satz durch die Figuren 1 und 2
versinnlicht. :

Exempel fiir Klassen. Rappen sind Pferde. Also sind Pferde, welche
Rappen sind, nichts anderes als Rappen. Desgl. Rappen oder Pferde sind
schlechtweg Pferde. Es versteht sich, dass mnnsre Exemplifikationen noch
in der mannigfaltigsten Weise vermehrt werden kinnten.

Zusatz. Im Th. 20) ist mitenthalten das Theorem von Robert
Grassmann, dass auch die beiden Gleichungen einander gegenseitig
bedingen. Das nimliche gilt von den beiden Subsumtionen:

) a<ab und a+b=£p,
die ja mit solchen des Th. 6) in jene Gleichungen zusammenfliessen:
Auch diese beiden sind mit den drei obigen dquivalente Aussagen. —

Schreiben wir nun die Subsumtionen der Def. (2): 0€aunda=£1

nach Vorbild des Th. 20) in Gleichungen um, so erhalten wir augen-
blicklich die folgenden Theoreme (die als ,reine* Gesetze erscheinen):

| 21,) Theorem. a+0=a.
| 22,) Theorem. a+1=1.

21,) Theorem. a-1=a.
22,) Theorem. a-0=0.
In Worten beziiglich:
Mit 1 multipliziren dindert wichts, |  Null addiren indert nichs, oder:
oder: Der Faktor 1 kann nach Be- | als Summand kann O nach Belieben
lichen gesetzt oder unterdriickt —zugefiigt oder weggelassen werden.
werden. (Darum heisst 1 der Mo- | (Deshalb mag O auch der Modul
dul der Multiplikation.) der Addition genannt werden.)

Ein Produkt verschwindet, sobald Eine Summe nimmi den Wert 1
ein Faktor desselben O wird. an, sobald ein Term derselben gleich 1
wird.

Die beiden letzten Sitze sind nimlich auch leicht auf beliebig viele
Operationsglieder auszudehnen.

Durch die Voranstellung des Th. 20) haben wir hier die aller-
dings hiibschen vier direkten Beweise, welche Peirce von diesen
Sitzen gibt, erspart. Zum Uberfluss seien auch diese hier reproduzirt.

Beweis von 21,). Nach 6,) ist Beweis von 21,). ltIach I ist:
@-1=qa. Aus der Subsumtion von | a=€a, und nach (2,) ist: O=é¢f.
I: a=€anebst derjenigen(2,): a<<1 | Hieraus folgt nachdem Schema (3, ):
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folgt ferner nach (3,)": a=Ca-1;
womit der Satz kraft (1) bewiesen
ist.

Beweis von 22,). Nach (2,) ist:
0=<a-0; nach 6,) aber auch a-0-£0),
also nach (1) der Satz erwiesen.

Fiir den Gebietekalkul ist die

a+0=Ca. Dazuistnach6,):a=Ca+0,
somit nach Def. (1) der Satz er-
wiesen.

Beweis von22,). Nach (2,) ist,
gleichwie jedes Gebiet, so auch das
a+1=€ 1. Dazu nach 6,) 1-€a+1,
somit besteht die Gleichheit.

Giltigkeit der Sitze im Hinblick

auf die Bedeutung von Produkt, Summe, O und 1 auch unmittelbar

evident:

Was ein Gebiet der Mannigfaltig-
keit mit der ganzen Mannigfaltig-
keit gemein hat, ist ebendieses Ge-
biet selbst.

Was ein Gebiet mit nichts gemein
hat, ist nichts.

Dasjenige, wozu ein Gebiet von
weiter nichts ergéinzt wird, ist dies
Gebiet selber. -

Dasjenige, wozu ein Gebiet der
Mannigfaltigkeit durch die ganze
Mannigfaltigkeit erginzt wird, ist
offenbar ebendiese.

Anmerkung 1 zu den Theoremen 21) und 22).

Nach 21,) kann man Jeden Ausdruck darstellen als eine Summe,
deren eines Glied er selber, und dessen anderes Glied 0 ist. Auch
einen Ausdruck, der gar nicht in Form einer Summe erscheint, ein
beliebiges Symbol, kann man hienach jederzeit als eine Summe gelten

lassen, dafiir ausgeben, als eine solche behandeln, ansehen, betrachten.

Insoferr man aber den Summand 0 nicht ausdriicklich zu schreiben
pflegt, nennt man in solchem Falle den Ausdruck, das Symbol, auch
schlechtweg eine eingliedrige Summe, ein »Monom“. Dies gewihrt den
erheblichen Vorteil, dass man nun Regeln, die sich auf die Verkniipfung
von Summen ebenso beziehen, wie auf diejenige von andern Symbolen
(die keine Summen sind) einheitlich zusammenzufassen, fiir beide Fille
auf einmal darzustellen vermag, worauf wir gelegentlich bereits hin-

wiesen.

Nach 21,) kann man ebenso jedes Symbol als ein Produkt hin-
stellen, dessen andrer Faktor 1 wire, und da man letztern nicht zu
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nach den Schemata 21) und 22) méglich und angezeigt erscheinen,
und zwar ist leicht einzusehen, dass sich der vorausgesetzte Umstand
des Vorkommens von O oder 1 — durch das fortgesetzte und notigen-
falls wechselnde Spiel der Beriicksichtigung des Jeweils einschligigen
von diesen Schemata — immer ginzlich beseitigen lisst, mit einziger
Ausnahme des Falles, wo der ganze Ausdruck nach seiner Reduktion
schliesslich selbst den Wert O oder 1 annimmt (d. h. sich herausstellt,
dass er eben diesen Wert besitzen muss).

Es wird nimlich jede als Summand auftretende Null, sowie jede
als Faktor auftretende 1 ohne weiteres zu unterdriicken sein. Wo
dagegen die O als Faktor erscheint, tilge man das ganze Produkt, in
welchem sie Faktor ist. Wofern nimlich dieses Produkt nicht etwa
selbst der ganze Ausdruck ist (welcher dann vielmehr in O zu ver-
wandeln wire), muss es nimlich Summand sein; denn wenn es Faktor
wire, hiitte man nicht das ganze Produkt genommen gehabt. Ebenso
wo 1 als Summand auftritt, tilge man alle iibrigen mit ihm verbundenen
Summanden. Darnach muss diese 1 Faktor geworden sein, wofern sie
nicht der resultirende Wert des Ausdrucks selbst ist, denn wenn sie
abermals Summand wire, hiitte man ja die tibrigen Summanden noch
nicht vollstindig getilgt gehabt.

In solcher Weise reduzirt kann ein aus Gebietsymbolen mittelst Addi-
tion und Multiplikation aufgebauter Ausdruck, sofern er nicht selbst in
den Endwert O oder aber 1 sich zusammenzieht, die Symbole 0 und 1
nicht (weiter) enthalten.

Exempel. (a+b+c)(a+b+d) (a+c+d)-0-(1+b+c+d) =0,

{a(b+e)+d(a+c)}(ab+ed)(bf+gh)+(1+ac)(1+gh)+(a+b)-O0- (c+d)+ad+bed=1,
a+0+(a+1)(1+1)c(0+1)(1+d)+1-{ a(betd+1)-1-d-0+e-1} (1+f+g+0)=a+c+e.

So wichtig die vier Sitze 21) und 22) fiir den Kalkul mit Klassen
sich erweisen werden, so wenig Wert scheint es zu haben, dieselben in
der Wortsprache fiir solche in Anspruch zu nehmen.

Mit Widerstreben fast bequeme ich mich zu dem Versuche, der mehr
nur als eine Ubung fiir den Leser in der verbalen Einkleidung von Formeln
sich rechtfertigen diirfte.

schreiben pflegt, dasselbe als ein emfaktoriges Produkt bezeichnen.

Zusatz zu ebendiesen Theoremen 21, 22).

Kommen in einem Ausdruck die Symbole 0 und 1 irgendwieoft
fﬂs multiplikative oder additive Operationsgljeder vor, verkniipft mit
irgendwelchen andern durch Buchstaben dargéstellten Gebiets. oder
Klassensymbolen, so wird allemal eine Vereinfachung des Ausdruckes

21,) Was schwarz und zugleich
irgend etwas ist, das ist schwarz,
und vice versa.

22,) Was schwarz und zugleich
nichts ist, muss nichts sein — dies
wird allgemein zugegeben werden.
Aber auch umgekehrt: Nichts istnichts
und zugleich schwarz. — so wenig-

ScHRODER, Algebra der Logik.

21,) Was schwarz oder nichts ist,
ist schwarz (und umgekehrt). Es wird
sich freilich entgegnen lassen: es kénne
auch nichts sein. Dieses hebt aber
unser Urteil keineswegs auf, da wir
iibereingekommen sind, unter den
schwarzen Dingen auch das Nichts
mitzubegreifen.

18
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stens in gegenwirtiger Disziplin, in | _ 22,) Was schwarz oder irgend et-
welcher wir iibereingekommen sind, | was ist, muss eben nur. irgendetwas
das Nichts in jeder Klasse, so auch | sein,und umgekehrt: Alles ist schwarz
in derjenigen der schwarzen Dinge | oder (sonst) irgend etwas.
mitenthalten zu denken.

Das Wort ,nichts* konnte in vorstehenden Sitzen auch teilweise oder
durchweg durch ,ein rundes Quadrat® z. B. ersetzt werden.

Wir sehen, dass fiir die Sprache des gemeinen Lebens héchstens wol
die Theoreme 22,) und 21,) beanstandet werden kénnen, aber nur diese
— durchaus nicht 22.). Jene sind dort in der That cum grano salis zu
nehmen. ;

Dem Mathematiker dagegen, der seine bei den Zahlen erworbenen
Gewohnheiten in den identischen Kalkul unbesonnen hertibern#hme, miisste
das Theorem 22,) allein anstossig erscheinen. Die drei andern von den in
Rede stehenden Theoremen konstatiren ja Formeln, die auch in der Arith-
metik allgemeine Geltung haben.

Und der Umstand, dass die identische O die (beiden) Grundeigenschaften
@-0=0 und a+0=¢ mit der arithmetischen gemein hat, rechtfertigt
es zweifellos, dass wir der Arithmetik das Zahlzeichen O behufs Darstellung
unsres Nullgebietes, des absoluten »Nichts, entlehnten.

Dagegen vereinigt die ,identische 1% in sich die Grundeigenschaft der
arithmetischen 1, dass @ -1 = g ist, mit einer solchen »der absoluten Un-
endlich®, gemiiss welcher in der Mathematik @ -+ 0o — oo gilt.

In rein formaler Hinsicht wirde darnach ein aus 1 und 0o zusammen-
gesetztes Zeichen, wie etwa:

e

wol als das geeignetste erscheinen, um Dasjenige vorzustellen, was ich hier
»die identische Eins“ nenne.

Will man aber statt eines besondern Zeichens (wie Jevons’ ,»Uni-
verse“U, R.Grassmann’s wlotalitit T) der Binfachheit wegen eines der
beiden Zeichen 1 und oo selbst hiezu verwenden, so gibt die formale Hin-
sicht keinen Ausschlag, welches von den beiden etwa vorzuziehen wire.

Nun haben Boole und Andere stets, auch Herr Peirce frither, nur
das Zeichen 1 benutst. Neuerdings jedoch hat sich letzterer® samt seiner
Schule — sekundirt durch Wundt' — fiir das Zeichen oo entschieden,
sodass den Genannten also ¢-oo = a gilt!

In sachlicher Hinsicht mag hiebei wol die fjberlegung ausschlaggebend
gewesen sein, dass das fragliche Zeichen die ganze Mannigfaltigkeit, auf
de_ren Gebiete die Untersuchungen spielen, vorzustellen hat, und diese héufig
neine unendliche® ist, nimlich, wenn sie auch nicht immer ein unbegrenztes
oder unendlich grosses Gebiet vorstellt, doch wenigstens unbegrenzt viele
Elemente enthilt. So enthilt Ja in der That die durchaus endliche und
vollkommen begrenzte Fliche der Schultafel (z. B.) gleichwol unendlich
viele Punkte,

Demungeachtet muss ich jenen Ubertritt*) fir einen Riickschritt halten

*) Als eine Wirkung dieser Schwenkung citire ich einen Herrn Peirce zu-
geschriebenen passus aus der verdienstlichen Abhandlung von Miss Ladd (Frau
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und scheint mir fiir den identischen Kalkul mit Gebieten und Klassen sowol
als mit Aussagen “die 1 unbedingt den Vorzug vor der co zu verdienen
aus folgenden Griinden: < E

o) Wihrend die Gleichung @ -1 = @ fiir die Arithmetik eine funda-
mentale ist, spielt die Gleichung @ + 0o — oo daselbst gar keine Rolle,
Grund: die ,absolute 0o* ist gar keine Zahl, sondern wird nur zeitweilig
zum Zahlengebiet herangezogen um in der That den Mangel, das Nicht-
vorhandensein eines Zahlenwertes zu verdecken. Manche Leser diirften
deshalb schon Anstoss daran genommen haben, dass ich tiberhaupt von
yeiner Unendlich gesprochen. Die oo spielt in der Mathematik nur die
Rolle eines ,, Liickenbiissers* (S. 240).

B) In den Anwendungen auf Wahrsch einlichkeitsrechnung (cf. DeMorgan
Boole, Peirce, Mac-Farlane, Mec Coll) entspricht die identische Eins
immer dem bekannten Symbol, 1, der Gewissheit.

7) In der Anwendung auf jede endliche Mannigfaltigkeit, d.i. auf eine
solche, welche nur eine begrenzte Menge von Individuen, Elementen um-
fasst (Exempel: Feldergebiet eines Bogens karrirten Papiers) muss Denen,
die sich aus dem angefiihrten Grunde fiir das Symbol oo entschieden haben,
dieses ganz ebenso unpassend erscheinen, wie ihnen fiir eine unendliche
Mannigfaltigkeit das Symbol 1 erschien.

d) Zudem diirfte es sich aber auch empfehlen, das Symbol oo reser-
virt zu behalten fiir andere Zwecke: niimlich als Symbol des Widerspruchs,
der Unvertraglichkeit. Schon im identischen Kalkul — doch ist dies hier
von geringem Belange — miisste man damit eigentlich die Ausdriicke

(1)-= 0 — 1 [vergl. § 28, 6)] darstellen. In gewissen andern Disziplinen

indess, die mit dem identischen Kalkul nur verwandt sind, nicht zusammen-
fallen, ist es von hohem Werte, das Symbol co zu dem angedeuteten
Zwecke verfiighar zu haben. Speziell z. B. um die Unvertriglichkeit ge-
wisser Funktionalgleichungen, Algorithmen miteinander in Formeln zu setzen
bediirfen wir dieses Zeichens, als des am angemessensten erscheinenden
(vergl. Anhang 5, Beleg 7). Im Grunde wiirde so der Gebrauch von oo,
statt 1, legitim eingeschrinkt auf den Fall, wo die Elemente (und also auch
die Gebiete) der ganzen Mannigfaltigheit nicht alle vertriglich sind miteinander.

Dieser Fall aber ordnet sich nicht dem identischen Kalkul unter,
sondern gibt mit Veranlassung zur Begriindung eines neuen Kalkuls, des eigent-
lich ,logischen® oder Kalkuls mit ,,Gruppen®, in Bezug auf _den‘wn‘ seh.en
werden, dass er von einer gewissen Stelle an sich vom identischen abzweigt
— vergl. § 12 und Anhang 4, 5 und 6.

Sl sl

Franklin) — vergl. Studies in logic, p. 19 —: ,In any p.toposition. of f?rmal
logic, oo represents what is logically possible; in a material proposition it re-
bresents what exists.** Damit scheint mir doch — lucus a non lucendo — der

Charakter des Symbols % auf den Kopf gestellt zu werden!
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Der Anfinger kann hier noch nicht in der Lage sein, die unter ¢)
rubrizirten Bemerkungen ganz zu verstehen, mithin die angefiihrten Griinde
voll zu wiirdigen. Anders Derjenige, der schon das Buch durchgearbeitet
haben wird. Fiir diesen miissen wir der Vollstindigkeit wegen noch eines
bemerken:

Im Aussagenkalkul werden ja auch Aussagen in Rechnung gezogen,
die gemeinhin zu reden miteinander ,junvertriglich* sind, die mit hrem
Sinne einander ,widersprechen*. Es scheint demnach kraft des von mir
unter d) Gesagten das Verfahren des Herrn Peirce, die ganze Mannig-
faltigkeit der Aussagen mit oo zu bezeichnen, auf den ersten Blick gerade
gerechtfertigt zu sein. Und doch bestreite ich eben letzteres! Und dies
mein Grund: Der Aussagenkalkul wird — wesentlich ganz in Uberein-
stimmung mit Peirce — von uns so angelegt werden, dass man die Aus-
sagen (teilweise absehend von deren Sinne) jeweils in Gebiefe umschreibt:
in Gebiete von Zeitpunkten. Von einer Unvertriglichkeit der letzteren
miteinander (und in diesem Sinne also auch der zugehérigen Aussagen)
kann dann so wenig die Rede sein, wie von einer Unvertriglichkeit, einem
»Widerspruch zwischen den Punkten einer geraden Linie®

In der That wird dieser Aussagenkalkul auch nur ein Unterfall sein
des identischen Kalkuls mit Gebieten einer Mannigfaltigkeit won wnter sich
vertriglichen Elementen.

Ein Beispiel dagegen des ,logischen® Kalkuls, der einen wesentlich
andern Anblick darbieten wird, liefert erstmals der logische Kalkul mit
Funktionalgleichungen, Algorithmen und Kalkuln, auf den wir in Anhang 4
und 5 eingehen.

Aus diesen Griinden sei die Beibchaltung der (Boole’schen) 1 empfolien
und hier bethiitigt.

23,) Theorem. Stets ist: 23,) Theorem. Stets ist:
a(a+b) = a. a+ab=a.
Be.weis 1. Nach I ist a=€aq, Beweis 1. Nach I ist a <€ q,
zugleich nach 6,): a =€ a+b. - zugleich nach 6,): ab=<a,
Aus diesen beiden Subsumtionen | woraus nach Def, (3,) folgt:
folgt nach Def. (3,): a+ab=<a
a << a(a+b). Dazu ist nach 6,) direkt:
Umgekehrt ist aber auch nach 6,): a< a+ab
a(a+b)<a.
Hiemiif ist denn nach Def. (1) die Gleichheit erwiesen.
‘ Beweis 2.. Nach 6) ist: ab€a-€a+b und die erste dieser
beiden Subsumtionen lisst sich nach dem einen Teil des Th. 20) um-

schreiben .iu die Gleichung 23,), die zweite Subsumtion, nach dem
andern Teil von 20), in die Gleichung 23,.). —
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Von den beiden Theoremen 23) ist — aus einem erst unter 28)
darzulegenden Grunde — das zweite 23.) von der grosseren Wichtig-
keit. Es geniigt, von beiden nur dieses fiir den Gebrauch beim
Rechnen sich einzuprigen, weshalb wir dasselbe auch allein in Worte
kleiden wollen: Solche Glieder einer Summe, welche ein anderes Glied
derselben zum Faktor haben, konnen jeweils unterdriickt, gestrichen, weg-
gelassen werden, sie gehen in dem letzteren ein, werden von ihm ge-
wissermassen verschluckt, einverleibt oder absorbirt — weshalb man
das Th. 23,) auch als das ,Absorptionsgesetz des identischen Kalkuls
bezeichnen kann. Umgekehrt kanmn man natiirlich auch ein beliebiges
(Gebiets- oder Klassen-)Symbol wm das Produkt desselben in irgend welche
andere Symbole auf Wunsch additiv vermehren, ohne dass dies von Ein-
fluss auf die Bedeutung des Ausdrucks wire, in welchem jenes Symbol
vorkommt.

Fiir irgend zwei Gebiete a, b ist die Giiltigkeit der Theoreme 23)
auch unmittelbar anschaulich.

Exempel fiir Klassen: Die Adeligen, welche adelig oder auch besitzend
sind, miissen eben die Adeligen sein. Die Adeligen und die besitzenden
Adeligen sind einfach die Adeligen.

Der Ausdruck: ,Pferde oder auch Rappen (schwarze Pferde)* sagt
weiter nichts, als der kiirzere Ausdruck: ,Pferde“.

Freilich, wenn jemand erzihlte, es seien (bei einer gedachten Gelegen-
heit) ,Pferde und Rappen“ zu sehen gewesen, so wiirde er mehr sagen, als
wenn er blos erzihlte, es seien ,Pferde” zu sehen gewesen; es wire niim-
lich im erstern Falle positiv behauptet, dass unter dem Pferden auch
(einige) Rappen bemerkbar gewesen seien, wihrend im zweiten Falle hier-
iber nichts ausgesagt, also das Gegenteil auch als moglich offen gelassen
ist. Wie ein solcher Ausspruch in der logischen Zeichensprache darzu-
stellen wire, wiirde sich erst nach dem Eingehen auf die partikularen und
Existenzial-Urteile angeben lassen, dann aber dem Studirenden auch keine
Schwierigkeit mehr bereiten.

Aufgaben. Den Ausdruck zu vereinfachen:

abe(b+c) + (cd+a+def) a

Resultat: a.
Desgleichen die Ausdriicke:

ab(a+b), a+b+ab, abc(a+b+c), a+b+c+ab+ac+bec+abe
Endergebnisse beziiglich: ab, a+b, abc, a+b+ec.

24,) Theorem. Wenn 24.) Theorem. Wenn
1=ab a+b=20
ist, so muss auch sein:

ist, so muss auch sein:
- 1=a wnd 1=0. | a=0 wund b=0.

$




278 Fiinfte Vorlesung. .

Ein Produlit kann nicht anders
gleich 1 werden, als indem jeder
Faltor desselben gleich 1 wird.

Beweis 1. Laut Voraussetzune |

=]

ist nach Def. (1):
1=€ab,

und da nach Th. 6,)
ab=a

ist, so folgt nach II auch:
1=<a,

somit nach Th. 5,):

1l=aq.

: i
Analog beweist man auch, dass |

= b ist; zudem folgt dies nach
21,) als Riickstand aus der Voraus-

Eine Summe kann nur dann ver-
" schwinden, wenn ihre Glieder simi-
| lich gleich O werden.

Beweis 1. Laut Voraussetzung
ist nach Def. (1):

\

i[

,‘ a+b=<0.

’ Aber nach Th. 6,) ist

| a<€a+l,
folglich nach II:

a =0,

nach Th. 5,) also

ca=0.

Analog beweist man auch, dass

b=0 ist; desgl. folgt dies nach
| 21,) als Riickstand aus der Voraus-

setzung, nachdem schon ¢ = 1 be- | setzung, nachdem bereits g — 0 be-

wiesen ist.

| wiesen ist,

Beweis 2. Nach Def. (34) resp. (3,)

sagt die Subsumtion

1<ab

a+b=£0

ganz das niimliche aus, wie die beiden Subsumtionen:

I<€a nebst 1<y

Zusammen, und nach Th. 5) resp.
drei je fiir sich iiquivalent den entsp

zu beweisenden Satze,

Beweis 3. Beiderseitige Addi- |
tion von @ zu der Voraussetzung |

nach 15,) gibt wegen 22)):
l=ab+a
also nach 23,):
1=a,
ete.

| ete.
Anmerkung. Nach Th, 5) h
in der Voraussetzung unseres Satzes
durch das Subsumtionszeichen ersetz
Mit Beweis 1 konnte das Theo

a0 nebst 5-£0

5,) sind diese Subsumtionen alle
rechenden Gleichungen in unserm

Beweis 3. Multiplikation der
Voraussetzung beiderseits mit «

- gemiiss 15,) gibt wegen 22,):

a(@a+b) =0,

' also nach 23):

a=0,

itten auch die Gleichheitszeichen
(desgleichen iiberall in demselben)
t werden konnen.

rem schon viel friiher aufgefiihrt
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werden, dicht hinter Th. 6), wenn man will; mit Beweis 2 sogar noch
vor dem letztern. ,
~ Zusitze.” Da aus den zwei letzten (den behaupteten) Gleichungen
des Satzes auch umgekehrt die erste (die vorausgesetzte) nach 18)
und 21) folgt, so kann man sagen, dass diese eine Gleichung ﬁqfxi-
valent ist dem System der beiden andern, simultan als giiltig hin-
gestellten. Insbesondre also sagt rechterhand die eine Gleichung
a+b=0 genau dasselbe aus, wie die beiden Gleichungen a'=O
und b = O zusammen genommen; denn aus jener folgen diese beiden,
und aus diesen beiden folgt umgekehrt auch jene. Aus einem bald
niher darzulegenden Grunde besitzt dieser Satz wiederum grissere
Wichtigkeit als sein duales Gegenstiick.
Wir haben auch in der Arithmetik Analoga zu dem erwihnten .Sa.tz?.
So ist, wenn ¢ und b reelle Zahlen bedeuten und ¢ die ima,giniil:e Einheit
vorstellt, bekanntlich die Gleichung a+ib=0 ::iquivalent dem Gr_lelnchlfngey-
paare: @ = 0, b= 0. Desgleichen konnen diese letztel:en bgu%en in die
eine Gleichung a® + b* = O zusammengezogen - werden, indem im recllen
Zahlengebiet auch eine Summe von Quadraten nicht anders- verschwinden
kann, als indem ihre Terme (somit auch die Grundzahlen dl_eser' Quadrate
selbst) simtlich verschwinden. Die Geltung des Th. 24.) weist darauf
hin, dass es im identischen Kalkul nichts ge-ben wird, was deq negatlyen
Zahlen der Arithmetik analog wire. Namentlich kann es hier keine Ge}nete
geben, die als Summanden oder Addenden zu einmal gesetz_t.en (?reble(':en
iinzug,’efﬁgt, diese wieder aufhben. Es wiirden solche Gebiete sich hier
auch nicht fingiren lassen, ohne dass die fundamexftalen Gesetze. des .Ka.l-
kuls umgestossen werden miissten. Gleichwol verfiigh auch der identische
Kalkul iiber die Mittel, eine Ausschliessung, Ausna.hn}e oder Exceptlon. vor-
zunehmen, woriiber die einschligigen Betrachtungen in § 23 zu vergleichen

sein werden. ) .
Die Ausdehnung der Sitze 24) von zweien auf behel.ng viele

Operationsglieder und Gleichungen ist leicht zu bewerkstelligen und

naheliegend. e %

So wird z B. die Gleichung a + b + ¢ = 0 das némliche aussagen,
wie die drei Gleichungen @ = 0, b =0, ¢ = O zusammen. Denn man
kann die dreigliedrige Summe @ + b + ¢ zunichst d?,rstellen a.ls e
zweigliedrige: (a+b) +c¢. Die Anwendung des fiir Bm.ome bechlefintzz
Th. 24,) auf die Gleichung (a+b)+¢ =0 zerfillt diese zunichs
die beiden Gleichungen @ -+b =0 nebst ¢ =0, und die ers!:er,e von
diesen wird durch abermalige Anwendung des Th. 24,) noch in a=0

== ten. Und so weiter. ;
nebStEl:'ne bgliggisgialltl[enge von Gleichungen, deren eine- Seite O (resp. 1)
ist, lisst sich demmach stets in eine eimzige solche Gleichung zusam:mm;

zichen und durch diese ausreichend vertreten.
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Exempel fiir Klassen.

Wenn die Aussage wahr ist: ,Alles der Wirklichkeit 1 Agehbrige ist
ein Riumliches @ (d. i. irgendwo vorhanden sei es gewesen, sei es gegen-
wirtig existirend oder kiinftig in’s Dasein tretend) und ein Zeitliches »
(irgendwann vorhanden), so gelten auch die beiden Aussagen: ,Alles Wirk-
liche ist als ein Riumliches irgendwo vorhanden (sc. gewesen, existirend
oder kinftig)* und: , Alles Wirkliche ist als ein Zeitliches irgendwann vor-
handen”. Und umgekehrt ziehen diese beiden letzteren Sitze den vorher-

gehenden nach sich.

Der Satz: ,Es gibt keine Drachen, Hexen und Gespenster® sagt das-
selbe, wie die drei Sitze: ,Es gibt keine Drachen®. »Bs gibt keine Hexen*.

»Es gibt keine Gespenstert.

25) Die beweisbare Subsumtion des Distributionsgesetzes.

Es ist allgemein:
25.) Theorem.
ab+ac =< a(b+c).

25,) Theorem.
a+bc= (a+b) (a+c).

Ich gebe fiir diese Sitze zwei ganz verschiedene Beweise.

Beweis 1. Nach 6,) ist:
b€b+c und c£b+o

somit nach 15 ):

ab=<ab+c), ac<a(b+ e
Hieraus aber folgt nach Def. (3,)
der zu beweisende Satz.

Beweis 2. Nach 6,) ist:
ab=<a und ac<q,
woraus nach Def. (3,):
ab+ac<a.
Analog ist:
ab<b und ac£.
sonach gemiss 18,):
abt+ac€b+¢
Aus dem vorigen Ergebniss in
Verbindung mit diesem fliesst nach
Def.(3,) die behauptete Subsumtion.

Beweis 1. Nach 6,) ist:
be<b und be=<c

somit nach 15,):
a+bc=Ca+b, at+beLa+e,
und hieraus folgt nach Def. (3
die zu beweisende Subsumtion.
Beweis 2. Nach 6,) ist:
a<a+b und a€a+e,
woraus nach Def. (3.):
a =< (a+b) (a+c).
Analog ist:
b<a+b, c€a+e
somit nach 18):
be << (a+b) (a+c)
Aus den gewonnenen beiden Re-

sultaten fliesst nach Def, (3,) der
zu beweisende Satz.

_Zusiitze. Wieder gestattet uns das Kommutationsgesetz, in den
bewiesenen Formeln sowol Faktoren als Glieder beliebig umzustellen,

und dadurch denselben noch andere Gest

sel hervorgehoben, dass auch:

alten zu geben. Namentlich
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ba+ca=< (b+c)a | be+a =< (b+a) (c+a)
fortan gelten muss.

Die Ausdehnung der Sitze auf die identische Addition beliebig
vieler Terme mit gemeinsamem Faktor, resp. Addition eines Terms
zu einem Produkt von beliebig vielen Faktoren, ist naheliegend, und
leicht zu beweisen. So haben wir auch:

ab+ac+ad<a(b+c+d) | a+bed=<(a+b)(a+c)(a+d),
und so weiter. — )

Die Rechtfertigung der oben den Theoremen 25) gegebenen Uber-
schrift, und die Exemplifikation dieser Sitze durch Klassen, verschiebe.n
wir auf die nichste Vorlesung. Desgleichen verzichten wir darauf, die
Sitze schon in Worten zu formuliren, aus Griinden, die daselbst zu-
tage treten werden.
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§ 12. Nichtbeweisbarkeit der zweiten Subsumtion des Distributions-
gesetzes und Unentbehrlichkeit eines weiteren Prinzipes.

zur Vertretung des unbeweisbaren Satzes.

Setzen wir einen Augenblick den Fall, es wiirden sich auch die
beiden folgenden Formeln beweisen lassen, die ich zwar noch wicht als
Theoreme bezeichnen aber (vorgreifend) mit den Jetzt filligen Chiffren
numeriren will;

26)  a(b+c) <€ abtac | 26,) (a+b) (@a+c) € a+be,

s0 wiirden im Hinblick auf Th. 25) nach Def. (1) auch die Gleichungen
gelten miissen:

Prinzip

27)  a(b+c) — ab+ac | 27)) a+be = (a+b) (@+c),
deren erste mit dem »Distributionsgesetze der Arithmetik zusammen-
fillt. Und umgekehrt: wenn die Formeln 27) als Gleichungen gelten,

so sind nicht nur die Subsumtionen 25) sondern auch die 26) kraft
Def. (1) als allgemeine Formel wahr,

Auch diese Formeln 26) und 27) wiren wieder von zweien leicht
auf mehr als zwe; 0

perationsglieder auszudehnen, und hiitte man bej
27), z. B. linkerhand, fiir dye; Operationsglieder:

a(+c+d) =ab+ac+ad
und so weiter, Dey Beweis wire
drige Summe 3 4 ¢ + d zuniichst als
13,) darstellte und dann zweimal n
mische Summe selber, sod
27,) anwendete,

zu fiihren, indem man dje dreiglie-
eine zweigliedrige (®+¢) +d kraft
acheinander, zuerst auf diese bino-

ann auf ihren ersten Term p 4 ¢, das Schema
Man hat also zy schliessen :
ab+c+d) =g

{0 +¢)+a) =a(b+¢)+ad = (@b + ac) + ad =

=ab+ac+qd.

fiir eine viergliedrige

dtte man auch diese wieder

z. B. in Gestalt von G+ec+d)+e Ete
Auf ihre Giiltigkejt —

wir die Formeln 27) erst na

Unm darnach

umme b+c¢+d+e den Satz zu
bewcisen, h

als eine binomische darzustellen,

die sich bald offenbaren wird — wollen
chher priifen und ung zuniichst damit be-
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schiiftigen, dieselben in Worte zu kleiden, so, Wi'e man beh:lfs ihrer
Anwendung im identischen Kalkul gut thut, sie s1c¥1 einzuprigen.
Jede als eine allgemeine Formel geltende Glewfmng des Kalkuls
lisst sich in zweierlei Weise, nimlich im Sinne von links nach rechts,
sowie im entgegengesetzten Sinne, anwenden, und liefert, zum .szt.ecke
dieser Anwendungen in Worte gefasst, demgemiss auch zuwei K.Satze:
den einen (wie wir sagen konnen) vorwirts gelesen',- d(?n a,n'dern .mdt.em
sie riickwirts gelesen wird. Die Formel driickt nimlich [IIII"HIIlb]le
auf den Zusatz zu Th. 2), 3), auf Zus. 2 zu Th'. 19) und .spa,ter noch
dessen Verallgemeinerung Zus. 2 zu Th. 32)] dn'a Erlaubniss aus ,t ge-
legentlich die eine Seite der Gleichung durch dl? andere zu erse foﬁl’
also entweder die linke Seite derselben durch die rechte, oderl,. 12. S
es beliebt, umgekehrt den Ausdruck zur rechten durch den zur linken
dlichen.
Handvgzﬁlllinks nach rechts gelesen lehrt die Gleichung 27,) oder, was
auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung: (b+c)a.=ba+ca, flass
cine Summe mit einem Symbol multiplizirt werden kcmfz, mde{n man ]e;f:s
Glied der Summe mit ihm multiplizirt und die Ergebmsszf (Emzejlplf-';id:. e,
»Partialprodukte”) addirt (summirt). Kiirzer gesagt: die Multiplikation
einer Summe kann ,gliedweise“ an dieser ausgefiihrt Werd_en. Y
Ein Faktor, mit welchem eine Summe beha}.ftet erscheln!:, d,,ver('} el,’? :
sich darnach auf die Glieder der Summe — so jedoch, d:jtss je esk 5 ie :
den ganzen Faktor bekommt. Und unter dlesem- Gtesn?htspuntz“ e:.
scheint die Bezeichnung des Satzes 27)) als ,Distributionsgesetz g
.U -* - . . -
reChtIlf‘izgﬁzth ?st die Art der ,Verteilung” eine eigentiimhche', w1ee:1;'n 81]§
tibrigens schon bei der distributiven Verwendung der' (:em;Tnzun;,teriellen
der c>Einleitung kennen gelernt haben. _Au.f d_em Gebleﬂe e e
Welt diirfte solche Distribution oder distributive Verte: qlng, dnerd
jeder an ihr Teilnehmende, Partizipirende das zur Verteldungmgdoc]: i
Objekt ganz und ungeteilt fir sich erhilt, ohne .dazs els 0?111; S o
andern Partizipanten vorenthalten Wiirde,. kaum ein Wna}tgf ¢ Dot n
sei denn (annihernd) etwa bei der Aust(;l‘lexf;infsllln ; s;h %er e
o beis}t)ielkswecirs:t(?;:nClgéggil ;):arv:(?llziehen sich ,dist.ributive Verteilungen
;ﬁ? %:rsuecge%:igzren Gei)iete: in Gestalt der — wie die Sprache zu sagen

vorzieht — | Mitteilung® von Gedanken. Charakt.eris-tisc?lh is(il;a’s:fl:(;,ll,se(llzzi
Derjenige, de’; einen klugen Einfall z..B. Andern mitteilt, ihn

schein-
#) Dieselbe soll nach Hankel! uIld(-H ergl 1?bnilc:lcgia galizgfiidM:;Z;catiéal
; T
lich William Rowan Hamilton (im Cam 3 ie Namen
7\11(;03,:;),1) 3,1: erster Quelle herriihren. Von Servois! stammen nur die
nK;mmuta,tions“- und ,,Assoziationsgesetz*.




284 Sechste Vorlesung.

nicht verliert, wihrend doch ein Jeder des oanzen Einfall 3
kens teilhaftig geworden, und auf diesem UmZta.nd beruhenesvv:si‘:tlgﬁdzli:
grossen Vorteile des sog. Gedankenaustausches (eventuell auch die Nach
teile, z. B. bei Verleumdung). Wenn in einer Gesellschaft von hundertj.
Pe‘:rso'nen Jeder auch nur einen klugen Gedanken hat und ihn den Andern
mitteilt, so geht ein Jeder mit hundert klugen Gedanken nach Hause®)!
D.e1: Verteilungsprozess ist hierbei untrennbar verbunden mit einer Verviel:
%’Itlgllgn%h mit einem wiederholten Inexistenztreten des Verteilungsobjektes.
le;ﬁzr n?chiu?:;; ilze.n.B. lisst unter die Anwesenden in dieser Weise sich
. Die Anwendung der Formel 27,) in dem ebenerwihnten Sinne
heisst Ausmultipliziren; man sagt, dass man die Summe b 4 ¢+ - - . mit
@ ausmultiplizire®, wenn man das Produkt (b + ¢ +-9) @ in ba+ca”+--
verwandelt.
doch Nv[v:;,;ld sagt in fder' Arithmetik auch_, das Produkt werde nentwickelt®,
g man au dxfase Ausdrucksw‘else lier besser verzichten, weil wir
leselbe in § 20 in einem andern Sinne einzufiihren haben, ’Der Eng-

linder verfiigt hier iiber ' »
veloppod® ugt hier iber das Wort ,,expanded zum Unterschiede von ,,de-

Soll a(b+c+d-.) ausmaltipliz
. . A . plizirt werden, so ,,geht man mit dem
Faktor a” in Gedanken ,,in die Kilammer hmein“,, und lisst ihn bei dem
S man stosst i :
dadqrch seiner Begleitung ver f hen, srandet m{]:nng;;l{; i}:?n}:n:ve?fer
. - 2 '
um ihn auch bei dem zweiten Gliede haften zu lassen, und so fort e

" Dleb umgekehrte Anwendung der Formel, wobei man also eine
Summe i
el a+ca+dft + 1n das Produkt (b+c+d--)a zusammenzieht
1 sst das , Ausscheiden des gemeinsamen Faktors“ ¢ Riickwirts ge,
e 2 . = . ‘ .
esen glao liefert uns die Formel 21,) den Satz: Wenn die Glieder
ewmner ) ) -
- /;{ summe  emen , gemeinsamen “ (genauer blos: iibereinstimmenden)
alstor R ; .
nebe”; e',,entllé(;ltm ) so kann man denselben ausscheiden”, d. h. ihn
me Klammer setzen, in ] Faktor
: 2 velche die Summe
geschrieben wird. o DS
Damit di i i
o el.1es blioxj.rel«:‘f S€1, muss indess jedes Glied der gedachten
o rm— 1 pOmares®, d. i aus nur ewei Faktoren bestehendes, Pro-
Vowusszt e en.:erd.en, dessen einer Faktor der in allen Gliedern laut
ssetzung iibereinstimm i
7 g end vorhandene oder »gemeinsame* Faktor

Wesenrl)ezoét?lgfjmgeﬁ 13rgument des unvergesslichen D, Faucher, auf die An

{ 5 run o - - . - 3 )

v ung emes Arbeiterbildungsvereines exemplifizirend vor-
##) Qo] . . .

) Soll heissen:  als Operationsglied enthalten*, keineswegs aber im Sinne

einer Uberordn 3 .
dorm gemmn: ruz:lg ou;r Supersumtion, statt welcher im Gegenteil bei den Glie
lmltenb“ Dszwe o Lzl aktor eine Unterordnung, Subsumtion vorlige. Fiir ent-
g an darum unverfinglicher: . habep¢ % o =
¢ »haben®, | besitzen,
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ist. Bestand also ein Glied aus vielen Faktoren, so wird in ihm, nach
Abtrennung des ,gemeinsamen” erst das Produkt der iibrigen Fakto-
ren den ,andern“ Faktor vorstellen, von welchem in obiger Erklirung
die Rede war (durchaus nicht diirfte die Summe von dessen Teilfak-
toren gebildet werden).

Wie an dem Beispiel der Formel 27,) zu sehen ist, konnen die
beiden Sitze, welche eine Formel vor- und riickwirts gelesen liefert,
ginzlich verschieden klingen. Dies wird sich sogar als die Regel er-
weisen. Gleichlauten, m. a. W. in einen Satz zusammenfallen, miissen
die beiden nur dann, wenn die Formel symmetrisch ist, d. h. die eine
Seite der Gleichung durch blosse Buchstabenvertauschung in die an-
dere iibergefiihrt werden kann, was dann nebenbei gesagt (durch die
entgegengesetzte Vertauschung) auch immer umgekehrt der Fall sein
muss. Ks war dies unter den bisherigen Formeln oder Theoremen
nur bei den Kommutationsgesetzen 12) der Fall.

Die Formel 27,) werden wir ,das duale Gegenstiick des Distribu-
tionsgesetzes“ nennen.*) Dass sie dies wirklich ist, ndmlich durch blosse
Vertauschung von ,plus® und ,mal“ aus dem (eigentlichen) Distribu-
tionsgesetze hervorgeht, erkennt man deutlichst, wenn man in beiden
Formeln die unterdriickten Malzeichen nebst den gesparten, mental
zu erginzen gewesenen Klammern ausdriicklich anschreibt:

21) a-(b+e)=(a-b)+(a-¢) |27,) a+(b-c)=(a+d)-(a+c).

Auch die Formel 27,) ist von distributivem Charakter; sie zeigt,
dass ein Summand, welcher zu einem Produkte tritt, sich auf die Fak-
toren des letzteren ,verteilt“. Statt ein Symbol zu einem Produkt zu
addiren, kann man es zu jedem Faktor desselben addiren und die Ergeb-
nisse (Einzelsummen) miteinander multipliziren. Umgekehrt: Wenn die
Faktoren eines Produktes einen tibereinstimmenden Term (Summanden)
enthalten, so lisst sich das Produkt reduziren auf diesen Term vermehrt
wm das Produkt der restirenden Terme in den als nur zweigliedrige oder

»binomische Summen anzusehenden Faktoren.

Von diesen beiden Sitzen ist wol der letztere fiir die Technik
des identischen Kalkuls noch von einigem Werte. Wie sich zeigen
wird, lisst aber die Anwendung des Th. 27,) sich iiberhaupt umgehen,
und kann man schon mit dem Distributionsgesetze 27,) auskommen.

In der Arithmetik gilt die Formel 27,) nicht; hier stehen Multipli-
kation und Addition nur in einseitig distributivem Zusammenhange: die

#) In 2 glaubte ich, dieselbe entdeckt zu haben; jedoch war mir Herr Peirce

in '8 zuyor gekommen.
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Multiplikation verhilt sich distributiv zur Addition, aber nicht umge-
kehrt. Im identischen Kalkul dagegen stehen Addition und Multiplika-
tion in gegenseitig distributivem Zusammenhange.

Da die Formel 27.) die beiden vorhergehenden Subsumtionen 26,)
und 25,) ohnehin umfasst, so verlohnt es natiirlich nicht, diese beiden,
weniger besagenden Sitze einzeln in Worte zu kleiden und sich ge-
sondert einzupriigen, sondern wird es vorzuziehen sein und hinreichen,
dies nur mit dem inhaltreicheren Satze 27,) zu thun. Wir durften
daher auf jenes verzichten, und begniigen wir uns, das letatere gethan
zu haben.

Dass nun die Formeln 27) — und damit auch die vorhergehen-
den 26) — in der That Geltung haben, lehrt fir die bisher als an-
schauliches Substrat benutzten F lichengebiete oder Klassen von Punkten
der Ebene zuniichst dje Anschauung. Man tiberzeugt sich niimlich son-
der Mihe, dass sowol die linke als die rechte Seite einer jeden Glei-

chung 27) beziiglich denselben in der folgenden Figur schraffirten Teil
der Gebiete a, b, ¢ vorstellt:

|

benutzt werden um qlfe bisherigen
ar als richtig zu erkennen. Doch

s i Beweis derselben sein wiirde, unter
\Yelcllem ja ihre (bewusste) Zuriickfﬁhrung auf die bisherigen Defini-
tionen (1) bis (3) durch zwingende nach den Prinzipien (I und II)
ausdriicklich erfolgende Schliisse zu verstehen ist,

Sonach erscheinen auch die Sitze 27) bis Jetzt noch als unbe-
wiesen.

Die Unnziiglz'ckkcz't,
zu leisten, kann vollig

ihren Beweis auf der Grundlage des Bisherigen

2 lesty ausser Zweifel gestellt werden auf eine Weise,
die ich jetzt auseinandersetzen will,

Ein solcher »hegativer«
geleistet werden.

Eine allgemeine Behau
frwiesen sein, sobald man

Beweis kann nur durch Ezemplifikation

ptung wird als in dieser Allgemeinheit ungiiltig
auch nur ein einziges Beispiel nachweist, fiir
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welches sie nicht zutrifft, und dieses fiir sie selbst oder ez'ne.z'lzreir Konse-
quenzen zu thun, erscheint als der einzige Weg, ihre Ungﬁltlgkelt zu be-
weisen. Im letztern Fall hat man dafiir einen sog. ,apagogischens ode:r
indirekten” Beweis, die ,reductio ad absurdum“ — wovon sich jene Exempli-
Eka.tion auch als ein spezieller Fall wiirde hinstellen lassen, in Anbetrac]_nt,
dass die Geltung der Behauptung fiir das Beispiel ja eine Konsequenz ist
i i eltung.

lhrer;;i%iﬁezensig insbg(;sondre um den Nachweis der Ungiiltigkeit e.iner
Folgerung selbst, und zwar einer angeblichen Beweisfﬁ}?rung fiir einen
materiell richtigen Satz, so bleibt nur der Weg des unmittelbaren Exem-
plifizirens offen und kommt folgendes in Betracht. .

Dass ein Satz A aus einer Gruppe von Definitionen, Axiomen _und
Sitzen B wicht mit Notwendigkeit folgt, wird jedenfalls dann u{:zwelfel-
haft erwiesen sein, wenn es gelingt, ein G.‘rebilde al.s wirklich f)der
denkmdglich nachzuweisen, welches die Deﬁmtl-onen, Axiome (und Sitze)
der Gruppe B simtlich bewahrheitet und glelc.hwol den Satz 4 nacl?-
weislich nicht erfiillt — kurz: wenn man zeigt, dass irgendwo die
Sitze B ohne A geltend vorkommen. Dann in der That kann A von

icht bedingt werden.
g mflllltunsermg:orliegenden Falle brauchen wir den Beweis der'Nicht—
beweisbarkeit nur etwa fiir die Formel 26,) zu fiihren. Fiir die 26,)
ergibt sich derselbe alsdann als ein selbstﬁndigef ganz (::‘benso .dual
entsprechend, oder auch als ein vom vorigen a.!ohanglger in unmittel-
barer Zuriickfiilhrung auf diesen auf Grund einer am Anfange des

niichsten Paragraphen folgenden Bemerkung. '

Der Satz A wird so die Formel 26,), die Gruppe B aber den

ganzen Inhalt der Paragraphen 4, 5, 6, 10, 11 vorsteller;. ) s
i iellei ieser Schliisse durch ein ein-
Es empfiehlt sich vielleicht, das Wesen dieser : g
facheres Bei;)piel zu illustriren. Ich wihle folgendes Sophisma (aus Keynes?):

Du bist nicht das, was ich bin.
B {Ich bin ein Mann,
lglich: A) bist du nicht ein Mann (kein Mann). o et
fongLa,o-t )die; ein Mann zu irgend jemand, so .smd é‘he Pmm}ssen 1;’ (i;?s
auscrefiil?rten Schlusses richtig. Sagt er es zu einer Frau, s0 15(11; aléc 1111 1:
Ko;klusion, der Schlusssatz B materiell richtig, und dennoche sls;;hnezu Zinx;sn
igt, formell falsch! Dies wird erkanntz wenn man es ] eine;
?MZT:::C::E%; 1(;‘.21;:, wo dann eben die Konklusion auch materiell unrichtig
(=]

nss E‘.V;r(i;a,nn auch in der Anwendung des Satzes auf eim? L]ii‘ra,u die 131:;
richtigkeit des Schlusses als solchen nachgewiesen 1;181‘(1.811, tm ?'1"1‘1(11211 e
Worta Mann* durchweg durch das Wort ,,Mens'ch ersetzt. - :‘m. -
vom ﬁenkjnhalte unabhiingige Denknotwendlglfelt von den rdmz]ssenF 2
zur Konklusion A hiniiberfiihren, so miisste dlfzs glelcl'lenfnaszen. Serhl :S-

sein, durch welches andre nomen man auch irgend ein in der Schlu




