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Ubersetzungsrecht vorbehalten.

Druck von Metzger & Wittig in Leipzig.

Hiermit wird Hemveice Hertz' letztes Werk der Offent-
lichkeit iibergeben. Es bringt die Friichte der Arbeit seiner
drei letzten Lebensjahre. Nach etwa einjihriger Arbeit war
das Werk in seinen grofsen Ziigen niedergeschrieben; die an-
deren beiden Jahre waren dem Ausbaue im Einzelnen gewidmet.
Am Ende dieser Zeit betrachtete der Verfasser die erste Halfte
des Werkes als vollig abgeschlossen, die zweite Hilfte als der
Hauptsache nach vollendet. Diese zweite Hilfte noch einmal
durchzuarbeiten, war sein Plan. Schon aber waren die Pline
zu Wiinschen geworden, und fir die Wiinsche gab es nur
mehr Entsagung. Die Sonne, welche uns so hell noch einmal
aus diesen Blittern leuchtet, neigte sich zum Untergange. —
Kurz vor seinem Tode iibergab der Verfasser selbst den
grofseren Teil des Manuskriptes der Verlagsbuchhandlung. Zu-
gleich berief er den Unterzeichneten zu sich und wies ihn an,
die Herausgabe zu besorgen, wenn er selbst dies nicht mehr
wiirde thun kénnen.

Indem ich die Drucklegung vom ersten Bogen an iiber-
wachte, achtete ich mit grofster Sorgfalt auf getreue Wieder-
gabe des Originales, und zwar vor Allem des Sinnes desselben.
Nicht minder war ich bestrebt, auch die Form zu wahren;
aber dieselbe in allen Punkten festzuhalten, ohne Riicksicht
auf Inhalt und Zusammenhang, wire nicht im Sinne des Ver-
fassers gewesen. Ich habe solche geringe Anderungen der
Form eintreten lassen, von welchen ich nach sorgfiltigem Stu-
dium des Werkes nicht zweifeln konnte, dafs sie der Verfasser
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vI Vorbemerkung des Herausgebers.

selbst wiirde angebracht haben. Von der Angabe dieser
Anderungen im Einzelnen glaubte ich absehen zu diirfen, eben
weil keine derselben den Sinn beriihrt. Um dies letztere ver-
biirgen zu konnen, habe ich auch samtliche Concepte und
fritheren Ausarbeitungen des Werkes gewissenhaft studiert.
Solcher fritherer Ausarbeitungen sind mehrere in sorgfiltiger
Niederschrift vorhanden, und sie sind zum Teil ausfiihrlicher,
als das letzte, fiir den Druck bestimmte Manuskript.

Die letzten Verbesserungen, welche der Verfasser noch
nach Absendung des Manuskriptes in einem zweiten Exem-
plare desselben vermerkt hatte, sind alle vor dem Drucke
nachgetragen worden. Die Hinweise auf frithere Stellen des
Werkes, welche im zweiten Teile desselben sparlicher wurden
und im letzten Abschnitte nur angedeutet waren, habe ich er-
ganzt, den geplanten Nachweis der Definitionen und Bezeich-
nungen zusammengestellt,

Besondere Aufmerksamkeit widmete ich auch der #uflseren
Gestaltung des Druckes, wie es des Verfassers Wunsch war.
Ich hoffe, man wird, Dank der anerkennenswerten Mitwirkung
der Verlagsbuchhandlung, die Ausstattung als des Werkes
wiirdig befinden.

Bonn, Juni 1894.
Ph. Lenard.

Yorwort von H. v. Helmholtz.

Am 1. Januar 1894 starb Hemeice Herrz. Fir alle, die
den Fortschritt der Menschheit in der moglichst breiten Ent-
wickelung ihrer geistigen Fiahigkeiten und in der Herrschaft
des Geistes iiber die natiirlichen Leidenschaften wie tiber die
widerstrebenden Naturkrifte zu sehen gewohnt sind, war die
Nachricht vom Tode dieses bevorzugten Lieblings des Genius
eine tief erschiitternde. Durch seltenste Gaben des Geistes
und Charakters begiinstigt, hat er in seinem leider so kurzen
Leben eine Fiille fast unverhoffter Friichte geerntet, um deren
Gewinnung sich wihrend des vorausgehenden Jahrhunderts
viele von den begabtesten seiner Fachgenossen vergebens be-
mitht haben. — In alter, klassischer Zeit wiirde man gesagt
haben, er sei dem Neide der Gotter zum Opfer gefallen. Hier
schienen Natur und Schicksal in ganz ungewohnlicher Weise
die Entwickelung eines Menschengeistes begiinstigt zu haben,
der alle zur Losung der schwierigsten Probleme der Wissen-
schaft erforderlichen Anlagen in sich vereinigte. Es war ein
Geist, der ebenso der hochsten Schirfe und Klarheit des
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logischen Denkens fihig war, wie der grofsten Aufmerksamkeit
in der Beobachtung unscheinbarer Phinomene. Der unein-
geweihte Beobachter geht an solchen leicht voriiber, ohne auf
sie zu achten; dem schirferen Blicke aber zeigen sie den Weg
an, durch den er in neue unbekannte Tiefen der Natur ein-
zudringen vermag.

Hemveice Herrz schien pridestiniert zu sein, der Mensch-
heit solche neue Einsicht in viele bisher verborgene Tiefen der
Natur zu erschliefsen, aber alle diese Hoffnungen scheiterten
an der tiickischen Krankheit, die, langsam und unaufhaltsam
vorwarts schleichend, dieses der Menschheit so kostbare Leben
vernichtete und alle darauf gesetzten Hoffnungen grausam
zerstorte.

Ich selbst habe diesen Schmerz tief empfunden, denn unter
allen Schiilern, die ich gehabt habe, durfte ich HerTz immer
als denjenigen betrachten, der sich am tiefsten in meinen
eigenen Kreis von wissenschaftlichen Gedanken eingelebt hatte,
und auf den ich die sichersten Hoffnungen fiir ihre weitere
Entwickelung und Bereicherung glaubte setzen zu diirfen.

Herricr Ruvorr Hertz ward am 22, Februar 1857 in
Hamburg als #ltester Sohn des damaligen Rechtsanwalts,
spateren Senators Dr. Herrz geboren. Nachdem er bis zu
seiner Konfirmation den Unterricht in einer der stadtischen
Biirgerschulen erhalten hatte, trat er nach einem Jahre hius-
licher Vorbereitung fiir hoher reichende Studien in die Ge-
lehrtenschule seiner Vaterstadt, das Johanneum, ein und ver-
liefs dieselbe 1875 mit dem Zeugnis der Reife. Er gewann
schon als Knabe die Anerkennung seiner Eltern und Lehrer
wegen seines ungewdhnlich regen Pflichtgefiihls. Die Art
seiner Begabung zeigte sich schon friih dadurch, dafs er aus
eigenem Antriebe neben seinen Schulfichern mechanische Ar-
beiten an der Hobel- und Drehbank betrieb, daneben Sonntags
die Geewerbeschule besuchte, um sich im geometrischen Zeichnen
zu iiben, und sich mit den einfachsten Hilfsmitteln brauch-

bare Instrumente optischer und mechanischer Art zu erbauen
bestrebte.

Als er nach Beendigung seines Schulkursus sich zu der
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Wahl eines Berufs entschliefsen mufste, wihlte er den des
Ingenieurs. Es scheint, dafs die auch in spateren Jahren
als ein charakteristischer Grundzug seines Wesens hervor-
tretende Bescheidenheit ihn an seiner Begabung fiir theore-
tische Wissenschaft zweifeln Liefs, und dafs er sich bei der
Beschiftigung mit seinen geliebten mechanischen Arbeiten des
Erfolges sicherer fiihlte, weil er deren Tragweite schon damals
ausreichend verstand. Vielleicht hat ihn auch die in seiner
Vaterstadt herrschende, mehr dem Praktischen zugeneigte
Sinnesweise beeinflufst. Ubrigens beobachtet man nicht selten
diese Art zaghafter Bescheidenheit gerade bei jungen Leuten
von hervorragenden Anlagen. Sie haben wohl eine deutliche
Vorstellung von den Schwierigkeiten, die vor der Erreichung
des ihnen vorschwebenden hohen Zieles zu iiberwinden sind,
und miissen ihre Kriifte erst praktisch erprobt haben, ehe
sie das zu ihrem schweren Werke notige Selbstvertrauen ge-
winnen. Aber auch in ihrer spiteren Entwickelung pflegen
reich veranlagte Naturen um so unzufriedener mit ihren
eigenen Werken zu sein je hoher ihre Fihigkeiten und ihre
Ideale reichen. Die Begabtesten erreichen offenbar nur des-
halb das Hochste, weil sie am empfindlichsten gegen jede Un-
vollkommenheit sind, und am unermiidlichsten an deren
Beseitigung arbeiten.

Volle zwei Jahre dauerte bei Hemrice HEerrz dieses
Stadium des Zweifels. Dann entschlofs er sich im Herbst 1877
zur akademischen Laufbahn, da er bei reifenden Kenntnissen
sich innerlich iiberzeugte, dafs er nur in wissenschaftlicher Ar-
beit dauernde Befriedigung finden wiirde. Der Herbst 1878
fihrte ihn nach Berlin, wo ich ihn zuerst als Praktikanten in
dem von mir geleiteten physikalischen Laboratorium der Uni-
versitit kennen lernte. Schon wihrend er die elementaren
Ubungsarbeiten durchfiihrte, sah ich, dafs ich es hier mit einem
Schiiler von ganz ungewthnlicher Begabung zu thun hatte,
und da mir am Ende des Sommersemesters die Aufgabe zu-
fiel, das Thema zu einer physikalischen Preisarbeit fir die
Studierenden vorzuschlagen, wihlte ich eine Frage aus der
Elektrodynamik, in der sicheren, nachher auch bestitigten
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Voraussetzung, dals HErrz sich dafiir interessieren und sie mit
Erfolg angreifen werde.

Die Gesetze der Elektrodynamik wurden damals in Deutsch-
land noch von der Mehrzahl der Physiker aus der Hypothese
von W. WEBER hergeleitet, welche die elektrischen und mag-
netischen Erscheinungen auf eine Modifikation der NewToNn'-
schen Annahme von unmittelbar und geradlinig in die Ferne
wirkenden Krifte zuriickzufiihren suchte. Die Abnahme der
betreffenden Krifte in der Ferne sollte demselben Gesetze
wie die von NEwroN angenommene Gravitationskraft und die
von CovromB zwischen je zwei elektrisierten Massenpunkten
gemessene scheinbare Fernkraft folgen, es sollte nimlich die
Intensitit der Kraft dem Quadrate des Abstandes der auf
einander wirkenden elektrischen Quanta umgekehrt, dem Pro-
dukte der beiden Quanta aber direkt proportional sein, und
zwar mit abstofsender Wirkung zwischen gleichnamigen, an-
ziehender zwischen ungleichnamigen Mengen.  Ubrigens
wurde in WEBEr's Hypothese die Ausbreitung dieser Kraft
durch den unendlichen Raum als augenblicklich und mit un-
endlicher Geschwindigkeit erfolgend vorausgesetzt. Der ein-
zige Unterschied zwischen W. Wesgr's Annahme und der von
CouLoms bestand darin, dafs Weser voraussetzte, auch die
Geschwindigkeit, mit der sich die beiden elektrischen Quanta
einander nzherten oder von einander entfernten, und auch
die Beschleunigungen dieser Geschwindigkeiten konnten einen
Einfluls auf die Grofse der Kraft zwischen den beiden elek-
trischen Mengen haben. Neben dieser WeBER'schen Hypo-
these bestanden noch eine Reihe dhnlicher anderer, die alle
das Gemeinsame hatten, dafls sie die Grofse der Cournons’schen
Kraft noch durch den Einflufs irgend einer Komponente der
Geschwindigkeit der bewegten elektrischen Quanta modifiziert
ansahen. Solche Hypothesen waren von F.E. NEuMANN, von dessen
Sohne C. Neumaxw, von RIEMANN, GrossMANN, spiter von
Cravstus aufgestellt worden. Magnetisierte Molekeln galten
als Achsen elektrischer Kreisstrome, nach einer schon von Am-

PE@ aufgefundenen Analogie ihrer nach aufsen gerichteten
Wirkungen.
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Diese bunte Blumenlese von Annahmen war in ihren Folger-
ungen sehr wenig iibersichtlich und erforderte zu ihrer Ab-
leitung verwickelte Rechnungen, Zerlegungen der Einzelkrifte
in ihre verschieden gerichteten Komponenten u.s. w. So war
das Gebiet der Elektrodynamik um jene Zeit zu einer un-
wegsamen Wiiste geworden. Beobachtete Thatsachen und
Folgerungen aus hochst zweifelhaften Theorien liefen ohne
sichere Grenze durcheinander. In dem Streben, dieses Wirrsal
itbersehen zu lernen, hatte ich es iibernommen, das Gebiet
der Elektrodynamik, so weit ich sah, zu kliren, und die
unterscheidenden Folgerungen der verschiedenen Theorien auf-
zusuchen, um wo moglich durch passend angestellte Versuche
zwischen ihnen zu entscheiden.

Es ergab sich daraus folgendes allgemeine Resultat:
Alle Erscheinungen, die vollkommen geschlossene Strome
bei ihrer Zirkulation durch in sich zuriicklaufende metallische
Leitungskreise hervorrufen und die die gemeinsame Eigentiim-
lichkeit haben, dals es, wihrend sie fliefsen, zu keiner erheb-
lichen Verinderung der in einzelnen Teilen des Leiters
angesammelten elektrischen Ladungen kommt, liefsen sich aus
allen den genannten Hypothesen gleich gut ableiten. Ihre
Folgerungen stimmten sowohl mit Awmpire’s Gesetzen der
elektromagnetischen Wirkungen, wie mit den von Fama-
DAY und Lenz entdeckten und von F. E. NEuMANN verallge-
meinerten Gesetzen der induzierten elektrischen Strome wohl
iberein. In unvollstindig geschlossenen leitenden Kreisen
dagegen fithrten die verschiedenen oben genannten Hypothesen
zu wesentlich verschiedenen Folgerungen. Die erwihnte gute
ﬁbereinstimmung aller der verschiedenen damaligen Theorien
mit den an vollstindig geschlossenen Strémungen beobachteten
Thatsachen erklirt sich leicht daraus, dafs man geschlossene
Stréme beliebig lange Zeit und in beliebiger Stiirke unterhalten
kann, jedenfalls lange genug, dafs die von ihnen ausgeiibten
Krifte volle Zeit haben, ihre Wirkungen sichtbar zu entfalten,
dafs deshalb die thatsichlichen Wirkungen solcher Strome und
ihre Gesetze wohlbekannt und genau ermittelt waren. Daher
wiirde jede Abweichung einer neu aufgestellten Theorie von
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irgend einer der bekannten Thatsachen dieses wohl durch-
gearbeiteten Gebietes schnell aufgefallen und zur Widerlegung
der Theorie benutzt worden sein.

Dagegen sammeln sich an den offenen Enden ungeschlossener
Leiter, wo sich isolierende Massen zwischen diese Enden ein-
schieben, durch jede elektrische Bewegung lings der Linge des
Leiters sogleich elektrische Ladungen an, herrithrend von der
gegen das Ende des Leiters hindringenden Elektricitat, die
ihren Weg durch den Isolator nicht fortsetzen kann. Eine aulser-
ordentlich kurze Dauer der Stromung geniigt in einem solchen
Falle, um die abstofsende Kraft der am Ende angehiuften
Elektricitit gegen die gleichnamige nachdringende so hoch zu
steigern, dafs diese in ihrer Bewegung vollstindig gehemmt
wird, wonach zunichst das weitere Zustréomen aufhort und
nach momentaner Ruhe dann ein schnelles Zuriickdringen der
angesammelten Elektricitit folgt.

Es war fiir jeden Kenner der thatséichlichen Verhsltnisse
zu jener Zeit klar, dafs sich das vollkommene Verstindnis der
Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen nur durch die
genaue Untersuchung der Vorgéinge bei diesen sehr schnell
voriibergehenden ungeschlossenen Strémen werde gewinnen
lassen. W. WEBEr hatte versucht, gewisse Schwierigkeiten
seiner elektrodynamischen Hypothese zu beseitigen oder zu
vermindern dadurch, dafs er sich auf die Moglichkeit berufen,
die Elektricitiit konne einen gewissen Grad von Beharrungs-
vermogen haben, wie es den schweren Korpern zukomme.
Scheinbar zeigen bei Schliefsung und Unterbrechung jedes
Stromes sich Wirkungen, die den Anschein eines Beharrungs-
vermogens der Elektricitit vortiuschen, Diese rithren aber
von der sogenannten elektrodynamischen Induktion d. h. von
einer gegenseitigen Einwirkung nahe gelegener Stromleiter auf
einander her und sind in ihren Gesetzen seit Farapay wohl-
bekannt. Wahres Beharrungsvermﬁgen miifste nur der Masse
der be\.vegten Elektricitit proportional sein, ohne von der Lage
des ‘Lelters abz.uhé,ngen. Wenn etwas derart existierte, miifste
(elz :1;}11181(21;((:;;?;3:(31'1angsamung der 0§cil]%'erenden Beweglmgen

erkennen geben, wie sie nach Jahen Unter-
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brechungen elektrischer Stréme in gut leitenden Drihten sich
zeigen. Auf diesem Wege liefs sich die Bestimmung einer
oberen Grenze fir den Wert dieses Beharrungsvermogens er-
warten, und deshalb stellte ich die Aufgabe, iiber die Grofse
von Extrastromen Versuche auszufiihren. Aus diesen sollte
wenigstens eine obere Grenze fiir die bewegte Masse fest-
gestellt werden. Es waren schon in der Aufgabe, als zu diesen
Versuchen besonders geeignet erscheinend, Extrastréme aus
doppeltdrihtigen Spiralen vorgeschlagen, deren Zweige in ent-
gegengesetzter Richtung durchflossen wiren. In der Losung
dieser Aufgabe bestand die erste grofsere Arbeit von Hemricw
Herrz. Er giebt darin eine priicise Antwort auf die gestellte
Frage und zeigt, dafs hochstens 1/,, bis !/,, des Extrastromes
aus einer doppeltdrihtigen Spirale der Wirkung einer Trigheit
der Elektricitdt zuzuschreiben sei. Diese Arbeit wurde mit
dem Preise gekront.

Aber Hertz beschrinkte sich nicht auf die vorgeschlagenen
Versuche. Er erkannte nimlich, dafs bei geradlinig aus-
gespannten Drihten die Induktionswirkungen, trotz ihrer sehr
viel geringeren Stirke, viel genauer zu berechnen waren, als
bei Spiralen mit vielen Windungen, weil er hier die Lagerungs-
verhiltnisse nicht genau abmessen konnte. Daher beniitzte er
zu weiteren Versuchen eine Leitung aus zwei Rechtecken
von geraden Drihten und fand hier, dafs der von dem Be-
harrungsvermégen herrithrende Extrastrom hochstens Yoso VOD
dem Werte des Induktionsstromes betrage.

Untersuchungen iiber den Einflufs der Centrifugalkraft in
einer schnell rotierenden Platte auf die Bewegung eines sie
durchfliefsenden elektrischen Stromes filhrten ihn zu einer
noch viel tiefer liegenden oberen Grenze des Beharrungs-
vermégens der Elektricitit.

Diese Versuche haben ihm offenbar die ungeheure Be-
weglichkeit der Elektricitit eindringlich zur Anschauung ge-
bracht und ihm geholfen, die Wege zu finden, um seine
wichtigsten Entdeckungen zu machen.

In England waren durch Farapay ganz andere Vor-
stellungen iiber das Wesen der Elektricitit verbreitet. Seine
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in schwerverstindlicher abstrakter Sprache vorgetragenen Ideen
brachen sich nur langsam Bahn, bis sie in Crark MAXWELL
einen berufenen Interpreten fanden. Faranay’s Hauptbestreben
bei der Erklirung der elektrischen Erscheinungen ging dahin,
alle Voraussetzungen, bestehend in Annahmen von nicht direkt
wahrnehmbaren Vorgingen oder Substanzen, auszuschliefsen.
Vor allem wies er, wie es einst zu Anfang seiner Laufbahn
schon NEwron gethan, die Hypothese von der Existenz der
Fernkrifte zuriick. Es schien ihm undenkbar, wie die #lteren
Theorien annahmen, dafs direkte und unmittelbare Wirkungen
zwischen zwei riumlich getrennten Korpern bestehen sollten,
ohne dafs in den zwischenliegenden Medien irgend eine Ver-
dnderung vor sich gehe. Daher suchte er zunéchst nach
Spuren von Veriinderungen in Medien, welche zwischen elektri-
sierten oder zwischen magnetischen Kérpern lagen. Es gelang
ihm der Nachweis von Magnetismus oder Diamagnetismus bei
fast allen bisher fiir unmagnetisch geltenden Korpern. Ebenso
wies er nach, dafs unter der Einwirkung elektrischer Krifte
gut isolierende Korper eine Versinderung erlitten; diese be-
zeichnete er als ,dielektrische Polarisation der Iso-
latoren«,

Es liefs sich nicht verkennen, dafs die Anziehung zwischen
zwei mit Elektricitit beladenen Leitern oder zwischen zwei
e.ntgegengesetzten Magnetpolen in Richtung ihrer Kraftlinien
sich wesentlich verstirken mufste, wenn man dielektrisch oder
magnetisch polarisierte Medien zwischen sie einschaltete. Quer
gegen die Kraftlinien mufste dagegen eine Abstofsung ent-
stehen. Nach diesen Entdeckungen konnte nicht mehr ge-
leugne't werden, dafs ein Teil der magnetischen und elektrischen
Eernwukung durch Vermittelung der zwischenliegenden polari-
sierten .Medien zu stande kime, ein anderer konnte freilich
mmmerhin noch iibrig bleiben, der einer direkten Fernkraft
angehorte,

FarapAY und Maxwerr neigten sich der einfacheren An-
nahme zu, dafs iiberhaupt Fernkriifte nicht existierten, und Max-
WELL entwickelte die mathematische Fassung dieser iE[ypothese
welche allerdings eine vollstindige Umkehr der bisherigen An-,
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schauungen verlangte. Danach mufste der Sitz der Veriinder-
ungen, welche die elektrischen Erscheinungen hervorbringen,
nur noch in den Isolatoren gesucht werden, Entstehen und
Vergehen der Polarisationen in den Isolatoren mufste der
Grund der scheinbar in den Leitern stattfindenden elektrischen
Bewegungen sein. Ungeschlossene Strome gab es nicht mehr,
denn die Anhiufung elektrischer Ladungen an den Enden
der Leitung und die dabei in den sie trennenden Isolatoren
auftretende dielektrische Polarisation stellte eine #quivalente
elektrische Bewegung in den zwischenliegenden Isolatoren dar,
die die Liicke des Stromes zu ergiinzen geeignet schien.

Schon Farapay hatte mit seiner sehr sicheren und tief-
gehenden inneren Anschauung geometrischer und mechanischer
Fragen erkannt, dafs die Verteilung der elektrischen Fern-
wirkungen im Raume nach diesen Annahmen genau mit der
durch die alte Theorie gefundenen stimmen mufste.

MaxweLn bestitigte und erweiterte dies mit den Hilfs-
mitteln der mathematischen Analysis zu einer vollstindigen
Theorie der Elektrodynamik. Ich selbst erkannte sehr wohl
das Zwingende in den von Farapay gefundenen Thatsachen
und untersuchte zunichst die Frage, ob Fernwirkungen iiber-
haupt existierten uud in Betracht gezogen werden miissten.
Der Zweifel schien mir zunichst in einem so verwickelten Ge-
biete der wissenschaftlichen Vorsicht gemifs zu sein und konnte
zu entscheidenden Versuchen hinleiten.

Das war der Stand der Frage, als HemricE HErrz
nach Beendigung seiner vorgenannten Preisarbeit in die Unter-
suchung eintrat.

Nach MaxweLL’s Auffassung war es wesentlich entscheidend
fiir seine Theorie, ob das Entstehen und Vergehen dielektrischer
Polarisation in einem Isolator dieselben elektrodynamischen
Wirkungen in der Umgebung hervorbringt, wie ein galvanischer
Strom in einem Leiter. Diesen Nachweis zu erbringen erschien
mir als eine ausfiihrbare und hinreichend wichtige Arbeit, um
sie zum Gegenstand einer der grofsen Preisaufgaben der Ber-
liner Akademie zu machen.
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Wie sich, an diese von den Zeitgenossen vorbereiteten
Keime ankniipfend, die Entdeckungen von HErrz weiter ent-
wickelten, hat er selbst in der Einleitung seines interessanten
Buches: Untersuchungen iiber die Ausbreitung der
elektrischen Kraft so anschaulich und interessant entwickelt,
dafs kein Anderer dazu etwas wesentliches oder gar besseres
hinzufiigen konnte. Dieser Bericht ist als eine hochst auf-
richtige und eingehende Darstellung einer der wichtigsten
und folgenreichsten Entdeckungen von ‘hervorragendem Werte.
Leider besitzen wir nicht viel #hnliche Akten iiber die innere
psychologische Geschichte der Wissenschaft, und wir sind dem
Verfasser auch dafiir den grofsten Dank schuldig, dafs er uns
so tief in das Innere seiner Gedankenwerkstatt und selbst in
die Geschichte seiner zeitweiligen Irrtiimer hat schauen lassen.

Nur iber die Folgen dieser neuen Entdeckungen wire
noch einiges hinzuzufiigen.

Die Ansichten, deren Richtigkeit Herrz spiter bestatigt
hat, waren allerdings, wie oben bemerkt, vor ihm durch
FaraDAY und Maxwern als moglich oder selbst als héchst
wahrscheinlich schon aufgestellt, aber die thatsichlichen Be-
weise ihrer Richtigkeit fehlten noch. HerTz hat nun in der
That diese Beweise geliefert. Nur einem ungewshnlich auf-
merksamen Beobachter, der die Tragweite jeder unvermuteten
und bis dahin unbeachteten Erscheinung sogleich durchschaut,
konnten die hochst unscheinbaren Phinomene auffallen, die ihn
auf den richtigen Weg geleitet haben. Es wire eine hoffnungs-
lose Aufgabe gewesen, schnell wechselnde Strome mit einer
Dauer von Zehntausendteilen oder gar nur Millionteilen einer
Sekunde am Galvanometer oder mittels irgend einer anderen
damals geiibten experimentellen Methode sichtbar zu machen.
Denn alle endlichen Krifte brauchen eine gewisse Zeit zur
Hel"vorbringung endlicher Geschwindigkeiten und zur Ver-
schleb@g von Kborpern von irgend welchem Gewicht, auch
SO geringem, wie es die Magnetnadeln unserer Galvanometer
zu haben pflegen. Aber elektrische Funken konnen zwischen
dﬂen Endeg einer Leitung sichthar werden, wenn auch nur
fir ein Milliontel Sekunde die elektrische Spannung an den
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Enden einer solchen Leitung hoch genug gesteigert wird,
dafs der Funke eine winzige Luftschicht durchbrechen kann.
HEerrz war durch seine fritheren Untersuchungen schon wohl-
bekannt mit der Regelmifsigkeit und enormen Geschwindigkeit
dieser sehr schnellen Oscillationen der Elektricitiat, und seine
Versuche, auf diesem Wege die flichtigsten elektrischen Be-
wegungen zu entdecken und sichtbar zu machen, gelangen
ihm verhiltnismifsig schnell. Er fand sehr bald die Bedingungen,
unter denen er die Oscillationen ungeschlossener Leitungen
in solcher Regelmifsigkeit erzielen konnte, dafs er ihre Ab-
héngigkeit von den verschiedensten Nebenumstinden ermitteln
und dadurch die Gesetze ihres Auftretens und sogar den Wert
ihrer Wellenlinge in der Luft und ihre Fortpflanzungs-
geschwindigkeit ermitteln konnte. Bei dieser ganzen Unter-
suchung mufs man immer wieder den Scharfsinn seiner Uber-
legungen und sein experimentelles Geschick bewundern, die
sich in der gliicklichsten Weise ergénzten.

Herrz hat durch diese Arbeiten der Physik neue Anschau-
ungen natiirlicher Vorginge von dem grofsten Interesse gegeben.
Es kann nicht mehr zweifelhaft sein, dafs die Lichtschwingungen
elektrische Schwingungen in dem den Weltraum fiillenden
Ather sind, dafs dieser selbst die Eigenschaften eines Isolators
und eines magnetisierbaren Medium hat. Die elektrischen
Oscillationen im Ather bilden eine Zwischenstufe zwischen
den- verhiltnismifsig langsamen Bewegungen, welche etwa
durch elastisch tonende Schwingungen magnetisierter Stimm-
gabeln dargestellt werden, und den ungeheuer schnellen
Schwingungen des Lichts andererseits; aber es lifst sich nach-
weisen, dafs ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit, ihre Natur
als Transversalschwingungen, die damit zusammenhiingende
Miglichkeit der Polarisationserscheinungen, der Brechung und
Reflexion vollstindig denselben Verhzltnissen entsprechen wie
bei dem Lichte und bei den Wirmestrahlen. Nur fehlt den
elektrischen Wellen die Fihigkeit das Auge zu affizieren,
wie diese auch den dunklen Wirmestrahlen fehlt, deren
Schwingungszahl dazu nicht grofs genug ist.

Es ist gewifs eine grofse Errungenschaft, die vollstindigen
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Beweise dafiir geliefert zu haben, dafs das Licht, eine so ein-
flufsreiche und so geheimnifsvolle Naturkraft, einer zweiten
ebenso geheimnisvollen, und vielleicht noch beziehungsreicheren
Kraft, der Elektricitit, auf das engste verwandt ist. Fiir die
theoretische Wissenschaft ist es vielleicht noch wichtiger, ver-
stehen zu konnen, wie anscheinende Fernkrifte durch Uber-
tragung der Wirkung von einer Schicht des zwischenliegenden
Medium zur nichsten fortgeleitet werden. Freilich bleibt noch
das Ritsel der Gravitation stehen, die wir noch nicht folge-
rif:htig anders, denn als eine reine Fernkraft zu erkliren
wissen.

Hemrrcr Herrz hat sich durch seine Entdeckungen einen
bleibenden Ruhm in der Wissenschaft gesichert. Sein Andenken
an'rd aber nicht nur durch seine Arbeiten fortleben, auch seine
liebenswiirdigen Charaktereigenschaften, seine sich immer gleich-
b}eibende Bescheidenheit, die freudige Anerkennung fremden
Verdienstes, die treue Dankbarkeit, die er seinen Lehrern be-
wahrte, wird Allen, die ihn kannten, unvergelslich sein. Thm
selbst war es nur um die Wahrheit zu thun, die er mit suflser-
stem Ernst und mit aller Anstrengung verfolgte; nie machte
sich die geringste Spur von Ruhmsucht oder personlichem
Interesse bei ihm geltend. Auch da, wo er einiges Recht ge-
habt hitte, Entdeckungen fiir sich in Anspruch zu nehmen,
war er eher geneigt stillschweigend zuriickzutreten. Im ganzen
still und schweigsam, konnte er doch heiter an frohlichem
Freundeskreise teilnehmen und die Unterhaltung durch manches
treffende Wort beleben. Ey hat wohl nie einen personlichen
Gegner gehabt, obgleich er gelegentlich iiber nachlissig ge-
nfachte? oder renomistisch auftretende Bestrebungen, die sich
fuxj Wilssenschaft ausgaben, ein scharfes Urteil fallén konnte.
Sein Hulserer Lebensgang verlief folgendermafsen: Im Jahre
;880' trat er a,ls‘Assistent im Physikalischen Laboratorium der
Kzlitllilser‘qmvgrsmat oin; 1883 veranlafste ihn das preufsische
ffjrderun];]:gmzflzgznﬁ‘ t?mh in Kiel mit Aussicht auf baldige Be-
lichor Do itieren. .Zu Ostern 1885 wurde er als ordent-
= rllhro e;)ssor der Pl'lys1k an die technische Hochschule zu

e berufen. Hier machte or seine hauptsichlichsten
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Entdeckungen, und hier verheiratete er sich mit Friulein
Elisabeth Doll, der Tochter eines Kollegen. Schon nach zwei
Jahren erhielt er einen Ruf als Ordinarius der Physik an die
Universitdt Bonn, dem er zu Ostern 1889 folgte.

In den nun folgenden leider so kurzen Jahren seines
Lebens brachten ihm seine Zeitgenossen alle Zufseren Zeichen
der Ehre und Anerkennung entgegen. Im Jahre 1888 wurde
ihm die Matteucci-Medaille von der italienischen Gesellschaft
der Wissenschaften, 1889 von der Academie des Sciences in
Paris der Preis La Caze und von der K. K. Akademie zu Wien
der Baumgartner-Preis, 1890 die Rumford-Medaille von der
Royal Society in London, 1891 der Bressa-Preis von der Konig-
lichen Akademie in Turin verliehen.

Die Akademien von Berlin, Miinchen, Wien, Gottingen,
Rom, Turin und Bologna, sowie viele andere gelehrte Gesell-
schaften wahlten ihn zum korrespondierenden Mitglied, und
die preufsische Regierung verlieh ihm den Kronenorden.

Er sollte sich seines steigenden Ruhmes nicht lange er-
freuen. Eine qualvolle Knochenkrankheit fing an sich zu ent-
wickeln; im November 1892 schon trat das Ubel drohend auf.
Eine damals ausgefiihrte Operation schien das Leiden fiir kurze
Zeit zuriickzudringen. Herrz konnte seine Vorlesungen, wenn
auch mit grofser Anstrengung, bis zum 7. Dezember 1893 fort-
setzen; am 1. Januar 1894 erloste ihn der Tod von seinen
Leiden.

Wie sehr das Nachsinnen von Hertz auf die allgemeinsten
Gesichtspunkte der Wissenschaft gerichtet war, zeigt auch
wieder das letzte Denkmal seiner irdischen Thatigkeit, das
vorliegende Buch iiber die Prinzipien der Mechanik.

Er hat versucht, darin eine konsequent durchgefiihrte Dar-
stellung eines vollstindig in sich zusammenhingenden Systems
der Mechanik zu geben und alle einzelnen besonderen Gesetze
dieser Wissenschaft aus einem einzigen Grundgesetz abzu-
leiten, welches logisch genommen natiirlich nur als eine plau-
sible Annahme betrachtet werden kann. Er ist dabei zu den
idltesten theoretischen Anschauungen zuriickgekehrt, die man
eben deshalb auch wohl als die einfachsten und natiirlichsten
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ansehen darf, und stellt die Frage, ob diese nicht ausreichen
wiirden, alle die neuerdings abgeleiteten allgemeinen Prinzipien
der Mechanik konsequent und in strengen Beweisen herleiten
zu konnen, auch wo sie bisher nur als induktive Verallge-
meinerungen aufgetreten sind. ,

Die erste Entwickelung der wissenschaftlichen Mechanik
kniipfte sich an die- Untersuchungen des Gleichgewichts und
der Bewegung fester Korper, die mit einander in unmittelbarer
Beriihrung stehen, wofiir die einfachen Maschinen, Hebel, Rollen,
schiefe Ebenen, Flaschenziige die erliuternden Beispiele gaben.
Das Gesetz von den virtuellen Geschwindigkeiten ist die ur-
spriinglichste, allgemeine Losung aller dahin gehorigen Auf-
gaben. Spiter entwickelte Garnrrzr die Kenntnis der Trig-
heit und der Bewegungskraft als einer beschleunigenden Kraft,
die freilich von ihm noch dargestellt wird als eine Reihe von
Stofsen. Erst Newroy kam zum Begriff der Fernkraft und
ihrer niheren Bestimmung durch das Prinzip der gleichen
Aktion und Reaktion. Es ist bekannt, wie sehr anfangs ihm
selbst und seinen Zeitgenossen der Begriff unvermittelter Fern-
wirkung widerstrebte.

Von da ab entwickelte sich die Mechanik weiter unter
Benutzung von Newrox’s Begriff und Definition der Kraft, und
man lernte allmihlich auch die Probleme behandeln, in denen
sich konservative Fernkriifte mit dem Einfluls fester Verbin-
dungen kombinieren, deren allgemeinste Liosung in D’ALEMBERT’S
Prinzip gegeben ist. Die allgemeinen prinzipiellen Sitze der
Mechanik (Gesetz von der Bewegung des Schwerpunkts, der
Flachensatz fiir rotierende Systeme, das Prinzip von der Er-
haltung der lebendigen Kriifte, das Prinzip der kleinsten Aktion)
habe;n sich alle entwickelt unter der Voraussetzung von New-
TON’s Attributen der konstanten, also auch konservativen An-
ziehungskrifte zwischen materiellen Punkten und der Existenz
f?,ster Verbindungen zwischen denselben, Sie sind urspriing-
lich nur unter der Annahme solcher gefunden und bewiesen
worden. Man hat dann spéter durch Beobachtung gefunden,
fiafs die so hergeleiteten Sitze eine viel allgemeinere Geltung
m der Natur in Anspruch nehmen durften, als aus jhrem Be-
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weise folgte, und hat demnichst gefolgert, dafs gewisse all-
gemeinere Charaktere der NEewton’schen konservativen An-
ziehungskrifte allen Naturkriften zukommen, vermochte aber
diese Verallgemeinerung aus einer gemeinsamen Grundlage
nicht abzuleiten. HerTz hat sich nun bestrebt, fiir die Me-
chanik eine solche Grundanschauung zu finden, welche fihig
wire, eine vollkommene folgerichtige Ableitung aller bisher als
allgemeingiiltig anerkannten Gesetze der mechanischen Vor-
gange zu geben, und er hat das mit grofsem Scharfsinn und
unter einer sehr bewundernswiirdigen Bildung eigentiimlich
verallgemeinerter kinematischer Begriffe durchgefiihrt. Als
einzigen Ausgangspunkt hat er die Anschauung der iltesten
mechanischen Theorien gewihlt, nimlich die Vorstellung, dafs
alle mechanischen Prozesse so vor sich gehen, als ob alle Ver-
bindungen zwischen den auf einander wirkenden Teilen feste
wiren. Freilich mufs er die Hypothese hinzunehmen, dafs es
eine grofse Anzahl unwahrnehmbarer Massen und unsichtbarer
Bewegungen derselben gebe, um dadurch die Existenz der
Krifte zwischen den nicht in unmittelbarer Beriihrung mit ein-
ander befindlichen Kérpern zu erkliren. Einzelne Beispiele, die
erliutern konnten, wie er sich solche hypothetischen Zwischen-
glieder dachte, hat er aber leider nicht mehr gegeben, und es
wird offenbar noch ein grofses Aufgebot wissenschaftlicher Ein-
bildungskraft dazu gehéren, um auch nur die einfachsten Fille
physikalischer Krifte danach zu erkliren. Er scheint hierbei
hauptsiichlich auf die Zwischenschaltung cyklischer Systeme
mit unsichtbaren Bewegungen Hoffnung gesetzt zu haben.
Englische Physiker, wie Lord KeLviN in seiner Theorie
der Wirbelatome, und MaxweLL in seiner Annahme eines
Systems von Zellen mit rotierendem Inhalt, die er seinem
Versuch einer mechanischen Erklirung der elektromagnetischen
Vorginge zu Grunde gelegt hat, haben sich offenbar durch
dhnliche Erklarungen besser befriedigt gefiihlt, als durch die
blofse allgemeinste Darstellung der Thatsachen und ihrer Ge-
setze, wie sie durch die Systeme der Differentialgleichungen
der Physik gegeben wird. Ich mufs gestehen, dafs ich selbst
bisher an dieser letzteren Art der Darstellung festgehalten,
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und mich dadurch am besten gesichert fithlte; doch méchte
ich gegen den Weg, den so hervorragende Physiker, wie die
drei genannten, eingeschlagen haben, keine prinzipiellen Ein-
wendungen erheben.

Freilich werden noch grofse Schwierigkeiten zu iiberwinden
sein bei dem Bestreben, aus den von HErTz entwickelten
Grundlagen Erklirungen fiir die einzelnen Abschnitte der
Physik zu geben. Im ganzen Zusammenhange aber ist die
Darstellung der Grundgesetze der Mechanik von HerTz ein
Buch, welches im hochsten Grade jeden Leser interessieren
mufs, der an einem folgerichtigen System der Dynamik, dar-
gelegt in hochst vollendeter und geistreicher mathematischer
Fassung, Freude hat. Moglicherweise wird dieses Buch in der
Zukunft nock von hohem heuristischen Wert sein als Leit-

faden zur Entdeckung neuer allgemeiner Charaktere der Natur-
krafte.

Vorwort des Verfassers.

Alle Physiker sind einstimmig darin, dafs es die Auf-
gabe der Physik sei, die Erscheinungen der Natur auf die
einfachen Gesetze der Mechanik zuriickzufiithren. Welches aber
diese einfachen Gesetze sind, dariiber herrscht nicht mehr die
gleiche Einstimmigkeit. Die Meisten verstehen unter jener
Bezeichnung wohl schlechthin die NEwron'schen Gesetze der
Bewegung. In Wahrheit aber erhalten diese letzteren Gesetze
ihren inneren Sinn und ihre physikalische Bedeutung erst
durch den stillen Nebengedanken, dafls die Krifte, von welchen
sie reden, einfacher Natur sind und einfache Eigenschaften
haben. Was nun aber hier noch einfach und noch zulissig
sei, und was schon nicht mehr, das steht nicht fest; eben
hier ist der Punkt, wo die Berufung auf allgemeine Einstim-
migkeit aufhért. Daher sehen wir auch wirklich Meinungs-
verschiedenheiten entstehen, ob diese oder jene Annahme noch
der gewohnlichen Mechanik entspreche, oder ob nicht mehr.
Dafs hier offene Fragen liegen, tritt freilich nur bei neuen
Aufgaben hervor, hier aber als erstes Hindernis der Unter-
suchung. So ist z. B. der Versuch verfriiht, die Bewegungs-




XXIV Vorwort des Verfassers.

gleichungen des Athers auf die Gesetze der Mechanik zuriick-
fihren zu wollen, solange man sich nicht eindeutig dariiber
verstindigt hat, was man mit diesem Namen bezeichnet
haben will.

Die Aufgabe, deren Lésung die folgende Untersuchung
anstrebt, ist diese, die hier vorhandene Liicke auszufiillen und
eine vollkommen bestimmte Zusammenstellung der Gesetze
der Mechanik anzugeben, welche mit dem Stande unserer
heutigen Kenntnis vertriglich ist, welche namlich in Beziehung
auf den Umfang dieser Kenntnis weder zu eng ist, noch zu
weit. Die Zusammenstellung soll nicht zu eng sein, das heifst,
es soll keine natiirliche Bewegung geben, welche ihren Forder-
ungen nicht gehorcht. = Die Zusammenstellung aber soll auch
nicht zu weit sein, das heifst, sie soll auch keine Bewegung
zulassen, deren Vorkommen in der Natur schon nach dem
Stande unserer heutigen Erfahrung ausgeschlossen ist. Ob
die Zusammenstellung, welche ich als Losung dieser Aufgabe
im Folgenden gebe, die einzig mégliche ist, oder ob es andere,
vielleicht bessere mogliche giebt, bleibt dahingestellt. Dafs
aber die gegebene Zusammenstellung in jeder Hinsicht eine
mogliche ist, beweise ich dadurch, dafs ich ihre Folgen ent-
wickele, und zeige, dafs bei voller Entfaltung sie den Inhalt
der gewohnlichen Mechanik aufzunehmen vermag, sofern sich
der letatere auf die wirklichen Krifte und Zusammenhiinge
der Natur _beschréinkt und sich nicht als Spielplatz mathe-
matischer Ubungsarbeit betrachtet.

Durch diese Entwickelung ist freilich aus einer theore-
tischen Abhandlung ein Buch geworden, welches eine voll-
stindige Ubersicht aller wichtigeren allgemeinen Sitze der
Dynamik enthilt und welches sogar als ein systematisches
Lehrbuch dieser Wissenschaft gelten kann. Zu einer ersten
Einfihrung ist dasselbe freilich aus verschiedenen Griinden
nicht wohl geeignet; mit umsomehr ﬁberzeugung aber bietet
es sich Demjenigen als Fiihrer an, welcher den Inhalt der
Mechanik aus der gewshnlichen Darstellung schon einiger-
mafsen kennt. Einem Solchen hofft es einen Standpunkt
zeigen zu kénnen, von welchem aus die physikalische Bedeu-
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tung, die innere Verwandtschaft und die Tragweite der mecha-
nischen Prinzipien in durchsichtiger Klarheit vor Augen liegt;
von welchem aus auch der Begriff der Kraft wie die iibrigen
mechanischen Grundbegriffe des letzten Restes von Dunkelheit
entkleidet erscheinen.

Die Aufgabe, welche sich die vorliegende Untersuchung
stellt, ist in verdeckter Weise bereits behandelt und mit einer
méoglichen Losung beantwortet durch vox HeLmuOLTZ in seiner
Arbeit tiber das Prinzip der kleinsten Wirkung und in der
damit zusammenhingenden Arbeit iiber cyklische Systeme?).
In der ersteren wird die These aufgestellt und vertreten, dafs
die Mechanik auch dann noch die simtlichen Vorginge der
Natur zu umfassen vermag, wenn man nicht nur die New-
ToN’schen Grundlagen als allgemeingiiltig betrachtet, sondern
auch die besonderen Voraussetzungen, welche neben jenen
dem Hawmrrron’schen Prinzip zu Grunde liegen. In der zweit-
genannten Arbeit wird zum ersten Male in allgemeiner Weise
Sinn und Bedeutung der verborgenen Bewegungen behandelt.
Von jenen Arbeiten ist meine eigene Untersuchung im Ganzen
und in ijhren Teilen wesentlich beeinflufst und abhiingig; der
Abschnitt iiber cyklische Systeme ist ihnen fast unmittelbar
entnommen. Von der Form abgesehen, bestehen die Ab-
weichungen meiner eigenen Losung hauptsichlich in zwei
Punkten: Einmal suche ich dasjenige von vornherein von den
Elementen der Mechanik fern zu halten, was vox HeLmEOLTZ
durch nachtrigliche Einschrinkung aus der schon entwickelten
Mechanik wieder entfernt. Zweitens entferne ich aus der
Mechanik in gewissem Sinne weniger, indem ich mich nicht
auf das Hamruron’sche Prinzip, noch auf ein anderes Integral-
prinzip stiitze. Die Griinde hierfir und die Folgen hiervon
werden aus der Arbeit selbst erhellen.

Ahnliche Gedankenreihen, wie in den vox HELMHEOLTZ schen
Arbeiten sind angesponnen in der bedeutenden Abhandlung

) H. von Hermmorrz, Uber die physikalische Bedeutung des Prin-
zips der kleinsten Wirkung, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik, 100, p. 187—166, 213—222, 1887; Prinzipien der Statik mono-
cyklischer Systeme, ebenda, 97, p. 111—140, 317—336, 1884.
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von J. J. THousox iiber die physikalischen Anwendungen der
Dynamik?’). Ebenfalls entwickelt hier der Verfasser die Folgen
einer Dynamik, welche neben den NEwTox’schen Gesetzen der
Bewegung noch weitere, besondere, nicht ausdricklich aus-
gesprochene Voraussetzungen zur Grundlage hat. Auch an
diese Abhandlung also hitte ich mich anlehnen konnen; that-
sachlich war meine eigene Untersuchung schon ziemlich fort-
geschritten, als ich jene genauer kennen lernte. Das gleiche
darf ich von den in mathematischer Hinsicht verwandten, aber
weit ilteren Arbeiten von BeLTRAMIT?) und Lipscrrrz3) sagen;
doch konnte ich noch reiche Anregung aus denselben schopfen,
ebenso aus der neueren Darstellung, welche DarBoux*) von
jenen Arbeiten mit eigenen Zusitzen gegeben hat. Manche
mathematische Abhandlungen, welche ich hatte beriicksichtigen
konnen und sollen, mégen mir entgangen sein. In allgemeiner
Hinsicht verdanke ich sehr viel dem schonen Buche iiber die
Entwickelung der Mechanik von Macr®. Es ist selbstver-
standlich, dafs ich die bekannteren Lehrbiicher der allgemeinen
Mechanik zu Rate zog, nicht am wenigsten die umfassende
Darstellung der Dynamik in dem Lehrbuche von Taomson
und Tarr®). Wertvoll war mir auch das Heft einer Vorlesung
iiber analytische Dynamik von BorcmarDT, wWelches ich im
Winter 1878/79 nachschrieb. Hiermit habe ich die von mir

1) J. J. Tromsox, On some Applications of Dynamical Principles

to Physical Phenomena, Philosophical Transactions 176, II, p. 307—342,
1885.

?) BeLtrayt, Sulla teoria generale dei parametri differenziali; Me-
morie della Reale Accademia di Bologna, 25. Febbrajo 1869.

%) R. Lipscurrz, Untersuchung eines Problems der Variationsrech-
nung, in welchem das Problem der Mechanik enthalten ist. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, 74, p. 116—149, 1872. Bemer-
kungen zu dem Prinzip des kleinsten Zwanges. Ebenda, 82, p. 316—342,
1877.

*) G. Darsousx, Legons sur la théorie générale des surfaces, Livre vV,
Chapitres 6, 7, 8. Paris 1889.

?) E. Macn, Die Mechanik in ihrer Entwickelung historisch-kritisch
dargestellt. Leipzig 1883.

‘) W. TrousoN und P. G. Tarr, Handbuch der theoretischen Phy-
sik, deutsche Ausgabe von HeLmuortz und WERTHEIM, Braunsehweig 1871.
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benutzten Quellen genannt; im Texte werde ich nur soviel
citieren, als die Sache selbst es verlangt. Im einzelnen habe
ich ja auch nichts vorzutragen, das neu wiire und nicht aus
vielen Biichern genommen werden kinnte. Was, wie ich hoffe,
neu ist, und worauf ich einzig Wert lege, ist die Anordnung
und Zﬁsammenstellung des Ganzen, also die logische, oder,
wenn man will, die philosophische Seite des (egenstandes.
Meine Arbeit hat ihr Ziel erreicht oder verfehlt, jenachdem
in dieser Richtung etwas gewonnen ist oder nicht.
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Einleitung.

Es ist die nichste und in gewissem Sinne wichtigste Auf-
gabe unserer bewulsten Naturerkenntnis, dafs sie uns befihige,
zukiinftige Erfahrungen vorauszusehen, um nach dieser Vor-
aussicht unser gegenwirtiges Handeln einrichten zu kénnen.
Als Grundlage fiir die Losung jener Aufgabe der Erkenntnis
benutzen wir unter allen Umstinden vorangegangene Erfah-
rungen, gewonnen durch zufillige Beobachtungen oder durch
absichtlichen Versuch. Das Verfahren aber, dessen wir uns
zur Ableitung des Zukiinftigen aus dem Vergangenen und
damit zur Erlangung der erstrebten Voraussicht stets bedienen,
ist dieses: Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole
der #ufseren Gegenstinde, und zwar machen wir sie von
solcher Art, dafs die denknotwendigen Folgen der Bilder stets
wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der
abgebildeten Gegenstinde. Damit diese Forderung iiberhaupt
erfillbar sei, miissen gewisse ﬁbereinstimmungen vorhanden
sein zwischen der Natur und unserem Geiste. Die Erfahrung
lehrt uns, dafs die Forderung erfiillbar ist und dafs also solche
ﬁbereinstimmungen in der That bestehen. Ist es uns einmal
gegliickt, aus der angesammelten bisherigen Erfahrung Bilder
von der verlangten Beschaffenheit abzuleiten, so konnen wir
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an ihnen, wie an Modellen, in kurzer Zeit die Folgen ent-
wickeln, welche in der #ufseren Welt erst in lingerer Zeit
oder als Folgen unseres eigenen Eingreifens auftreten werden;
wir vermdgen so den Thatsachen vorauszueilen und kénnen
nach der gewonnenen Einsicht unsere gegenwirtigen Entschliisse
richten. — Die Bilder, von welchen wir reden, sind unsere
Vorstellungen von den Dingen; sie haben mit den Dingen die
eine wesentliche ﬁbereinstimmung, welche in der Erfiilllung
der genannten Forderung liegt, aber es ist fiir ihren Zweck
nicht nétig, dals sie irgend eine weitere ﬁbereinstimmung mit
den Dingen haben. In der That wissen wir auch nicht, und
haben auch kein Mittel zu erfahren, ob unsere Vorstellungen
von den Dingen mit jenen in irgend etwas anderem iiberein-
stimmen, als allein in eben jener einen fundamentalen Be-
ziehung.

Eindeutig sind die Bilder, welche wir uns von den Dingen
machen wollen, noch nicht bestimmt durch die Forderung,
dafs die Folgen der Bilder wieder die Bilder der Folgen
seien. Verschiedene Bilder derselben Gegenstéinde sind mog-

lich und diese Bilder konnen sich nach verschiedenen Rich-
tungen unterscheiden. Als unzulissig sollten wir von vorn-
herein solche Bilder bezeichnen, welche schon einen Wider-
spruch gegen die Gesetze unseres Denkens in sich tragen und
wir fordern also zunichst, dafs alle unsere Bilder logisch zu-
lissige oder kurz zulissige seien. Unrichtig nennen wir zu-
lassige Bilder dann, wenn ihre wesentlichen Beziehungen den
Beziehungen der #uflseren Dinge widersprechen, das heifst
wenn sie jener ersten Grundforderung nicht gentigen. Wir
verlangen demmnach zweitens, dafs unsere Bilder richtig seien.
Aber zwei zulissige und richtige Bilder derselben #ufseren
Gegenstinde kénnen sich noch unterscheiden nach der Zweck-
mifsigkeit. Von zwei Bildern desselben Gegenstandes wird
dasjenige das zweckmilsigere sein, welches mehr wesentliche
Beziehungen des Gegenstandes wiederspiegelt als das andere;
welches, wie wir sagen wollen, das deutlichere ist. Bei gleicher
Deutlichkeit wird von zwei Bildern dasjenige zweckmilsiger
sein, welches neben den wesentlichen Zugen die geringere Zahl
iiberfliissiger oder leerer Beziehungen enthilt, welches also

R —————
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das einfachere ist. Ganz werden sich leere Beziehungen nicht
vermeiden lassen, denn sie kommen den Bildern schon deshalb
zu, weil es eben nur Bilder und zwar Bilder unseres beson-
deren Geistes sind und also von den Eigenschaften seiner
Abbildungsweise mitbestimmt sein miissen.

Wir haben bisher die Anforderungen aufgezihlt, welche
wir an die Bilder selbst stellen; etwas ganz anderes sind die
Anforderungen, welche wir an eine wissenschaftliche Darlegung
solcher Bilder stellen. Wir verlangen von der letzteren, dafs
sie uns klar zum Bewulstsein fithre, welche Eigenschaften den
Bildern zugelegt seien um der Zulissigkeit willen, welche um
der Richtigkeit willen, welche um der Zweckmifsigkeit willen.
Nur so gewinnen wir die Moglichkeit an unsern Bildern zu
indern, zu bessern. Was den Bildern beigelegt wurde um
der Zweckmifsigkeit willen, ist enthalten in den Bezeichnungen,
Definitionen, Abkiirzungen, kurzum in dem, was wir nach
Willkiir hinzuthun oder wegnehmen kénnen. Was den Bildern
zukommt um ihrer Richtigkeit willen, ist enthalten in den Er-
fahrungsthatsachen, welche beim Aufbau der Bilder gedient
haben. Was den Bildern zukommt, damit sie zulfissig seien,
ist gegeben durch die Eigenschaften unseres Geistes. Ob ein
Bild zulissig ist oder nicht, konnen wir eindeutig mit ja und
nein entscheiden und zwar mit Giiltigkeit unserer Entscheidung
fir alle Zeiten. Ob ein Bild richtig ist oder nicht, kann eben-
falls eindeutig mit ja und nein entschieden werden, aber
nur nach dem Stande unserer gegenwirtigen Erfahrung und
unter Zulassung der Berufung an spitere reifere Erfahrung.
Ob ein Bild zweckmifsig sei oder nicht, dafiir giebt es
iiberhaupt keine eindeutige Entscheidung, sondern es konnen
Meinungsverschiedenheiten bestehen. Das eine Bild kann
nach der einen, das andere nach der andern Richtung Vor-
teile bieten, und nur durch allmihliches Priifen vieler Bilder
werden im Laufe der Zeit schliefslich die zweckmilsigsten
gewonnen.

Dies sind die Gesichtspunkte, nach welchen man, wie mir
scheint, den Wert physikalischer Theorieen und den Wert der

Darstellung physikalischer Theorieen zu beurteilen hat. - Jeden-
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falls sind es die Gesichtspunkte, von welchen aus wir Jjetzt
die Darstellungen betrachten wollen, welche man von den Prin-
zipien der Mechanik gegeben hat. Dabei ist es freilich zu-
nichst ndtig, bestimmt zu erkliren, was wir mit diesem Namen
bezeichnen.

In strengem Sinne verstand man urspriinglich in der
Mechanik unter einem Prinzip jede Aussage, welche man nicht
wieder auf andere Sitze der Mechanik selbst zuriickfiihrte,
sondern welche man als unmittelbares Ergebnis anderer
Quellen der Erkenntnis angesehen wissen wollte. Es konnte
infolge der geschichtlichen Entwickelung nicht ausbleiben, dafs
Sitze, welche unter besonderen Voraussetzungen einmal mit
Recht als Prinzipien bezeichnet wurden, spiter diesen Namen,
wiewohl mit Unrecht, beibehielten. Seit LacraneE ist die Be.
merkung hiufig wiederholt worden, dafs die Prinzipien des
Schwerpunktes und der Flichen im Grunde nur Lehrsitze
allgemeinen Inhalts seien. Man kann aber mit gleichem Rechte
bemerken, dafs auch die iibrigen sogenannten Prinzipien nicht
unabhiingig von einander diesen Namen fithren kéonnen, sondern
dafs jedes von ihnen auf den Rang einer Folgerung oder eines
Lehrsatzes herabsteigen mufs, so bald die Darstellung der
Mechanik auf eines oder mehrere der iibrigen gegriindet wird.
Der Begriff des mechanischen Prinzipes ist demnach kein
scharf festgehaltener. Wir wollen deshalb zwar jenen Sitzen
in Kinzelaussagen ihre herkommliche Benennung belassen;
wenn wir aber schlechthin und allgemein von den Prinzipien
der Mechanik reden, so wollen wir darunter nicht jene einzelnen
konkreten Sitze verstanden wissen, sondern jede iibrigens be-
liebige Auswahl unter ihnen und unter dhnlichen Sitzen, welche
der Bedingung geniigt, dafs sich aus ihr ohne weitere Be-
rufung auf die Erfahrung die gesamte Mechanik rein deduktiv
entwickeln lifst. Bei dieser Bezeichnungsweise stellen die
Grundbegriffe der Mechanik zusammen mit den sie verkettenden
Prinzipien das einfachste Bild dar, welches die Physik von den
Dingen der sinnlichen Welt und den Vorgiéngen in ihr her-
zustellen vermag. Und da wir von den Prinzipien der Mechanik
durch verschiedene Auswahl der Satze, welche wir zu Grunde
legen, verschiedene Darstellungen geben konnen, so erhalten
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wir verschiedene solche Bilder der Dinge, welche Bilder wir
prifen und mit einander vergleichen kénnen in Bezug auf ihre
Zulassigkeit, ihre Richtigkeit und ihre Zweckmifsigkeit.

1.

Ein erstes Bild liefert uns die gewdhnliche Darstellung
der Mechanik. Wir verstehen hierunter die in den Einzel-
heiten abweichende, in der Hauptsache iibereinstimmende Dar-
stellung fast aller Lehrbiicher, welche das Ganze der Mechanik
behandeln, fast aller Vorlesungen, welche sich iiber den ge-
samten Inhalt dieser Wissenschaft verbreiten. Diese Dar-
stellung bildet den koniglichen Weg und die grofse Heerstrafse,
auf welcher die Schar der Schiiler in das Innere der Mechanik
eingefiihrt wird; sie folgt genau dem Gang der historischen
Entwickelung und der Reihenfolge der Entdeckungen; ihre Haupt-
stationen sind gekennzeichnet durch die Namen eines ARrcHi-
MEDES, GALILEI, NEWTON, LAGRANGE. Als gegebene Vorstellungen
legt diese Darstellung zu Grunde die Begriffe des Raumes,
der Zeit, der Kraft und der Masse. Die Kraft ist dabei ein-
gefiilhrt als die vor der Bewegung und unabhéingig von der
Bewegung bestehende Ursache der Bewegung. Zuerst treten
auf nur Raum und Kraft fiir sich, und ihre Beziehungen werden
in der Statik behandelt. Die reine Bewegungslehre oder
Kinematik begniigt sich, die beiden Begriffe Raum und Zeit in
Verbindung zu setzen. Die GarnmErsche Vorstellung von der
Trigheit liefert einen Zusammenhang zwischen Raum, Zeit und
Masse allein. In den NEwron’schen Gesetzen der Bewegung
treten zuerst alle vier Grundbegriffe neben einander in Ver-
kniipfung auf. Diese Gesetze bilden die eigentliche Wurzel
der weiteren Entwickelung, aber sie geben noch keinen all-
gemeinen Ausdruck fiir den Einflufs starrer riumlicher Ver-
bindungen; hier erweitert das D’ArewmBERT'sche Prinzip das
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allgemeine Ergebnis der Statik auf den Fall der Bewegung
und schliefst als letztes den Reigen der nicht aus einander
ableitbaren, unabhiingigen Grundaussagen. Alles weitere da-
gegen ist deduktive Ableitung. In der That sind die auf-
gezahlten Begriffe und Gesetze nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend, um den gesamten Inhalt der Mechanik aus
ihnen mit Denknotwendigkeit zu entwickeln und alle iibrigen
sogenannten Prinzipien als Lehrsitze und Folgerungen aus
besonderen Voraussetzungen erscheinen zu lassen. Jene auf-
gezihlten Begriffe und Gesetze geben uns also ein erstes
System der Prinzipien der Mechanik in unserer Ausdrucks-
weise; damit zugleich also auch das erste allgemeine Bild von
den natiirlichen Bewegungen der Korperwelt.

Es erscheint nun von vornherein sehr fernliegend, dafs
man an der logischen Zulissigkeit dieses Bildes auch nur
zweifeln konne. Es erscheint fast unméglich, dals man daran
denke, logische Unvollkommenheiten ~ aufzufinden in einem
Systeme, welches von unziihligen und von den besten Kopfen
immer und immer wieder durchdacht worden ist. Aber ehe
man hierauf hin die Untersuchung abbricht, wird man fragen
miissen, ob auch alle und ob die besten Képfe immer von
dem Systeme befriedigt gewesen sind. In jedem Falle mufs es
billig gleich im Anfang Wunder nehmen, wie leicht es ist,
Betrachtungen an die Grundgesetze anzukniipfen, welche sich
ganz in der iiblichen Redeweise der Mechanik bewegen und
welche doch das klare Denken unzweifelhaft in Verlegenheit
setzen. Versuchen wir dies zuniichst an einem Beispiele zu
zeigen. Wir schwingen einen Stein an einer Schnur im Kreise
herum; wir iiben dabei bewuflstermafsen eine Kraft auf den Stein
aus; diese Kraft lenkt den Stein bestéindig von der geraden
Bahn ab, und wenn wir diese Kraft, die Mafse des Steines
und die Linge der Schnur verindern, so finden wir, dafs die
Bewegung des Steines in der That stets in ﬁbereinstimmung
mit dem zweiten NEwrToN’schen Gesetze erfolgt. Nun aber ver-
langt das dritte Gesetz eine Gegenkraft zu der Kraft, welche
von unserer Hand auf den Stein ausgeiibt wird. Auf die
Frage nach dieser Gegenkraft lautet die jedem geldufige Ant-
wort: es wirke der Stein auf die Hand zuriick infolge der
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Schwungkraft, und diese Schwungkraft sei der von uns aus-
geiibten Kraft in der That genau entgegengesetzt gleich. Ist
nun diese Ausdrucksweise zulissig? Ist das was wir jetzt
Schwungkraft oder Centrifugalkraft nennen, etwas anderes als
die Trigheit des Steines? Diirfen wir, ohne die Klarheit
unserer Vorstellungen zu zerstoren, die Wirkung der Trigheit
doppelt in Rechnung stellen, néimlich einmal als Mafse, zweitens
als Kraft? In unseren Bewegungsgesetzen war die Kraft die
vor der Bewegung vorhandene Ursache der Bewegung. Diirfen
wir, ohne unsere Begriffe zu verwirren, jetzt auf einmal von
Kraften reden, welche erst durch die Bewegung entstehen,
welche eine Folge der Bewegung sind? Diirfen wir uns den
Anschein geben, als hitten wir iiber diese neue Art von
Kraften in unseren Gesetzen schon etwas ausgesagt, als konnten
wir ihmen mit dem Namen , Kraft“ auch die Eigenschaften
der Krifte verleihen? Alle diese Fragen sind offenbar zu
verneinen, es bleibt uns nichts iibrig als zu erliutern: die Be-
zeichnung der Schwungkraft als einer Kraft sei eine uneigent-
liche, ihr Name sei wie der Name der lebendigen Kraft als
eine historische Uberlieferung hinzunehmen und die Bei-
behaltung dieses Namens sei aus Niitzlichkeitsgriinden mehr
zu entschuldigen als zu rechtfertigen. Aber wo bleiben als-
dann die Anspriiche des dritten Gesetzes, welches eine Kraft
fordert, die der tote Stein auf die Hand ausiibt und welches
durch eine wirkliche Kraft, nicht durch einen blofsen Namen
befriedigt sein will ?

Ich glaube nicht, dafs diese Schwierigkeiten kiinstlich
oder mutwillig heraufbeschworen sind; sie dringen sich uns
von selbst auf. Sollte sich nicht ihr Ursprung bis in die
Grundgesetze zuriickverfolgen lassen? Die Kraft, von welcher
die Definition und die ersten beiden Gesetze reden, wirkt auf
einen Korper in einseitig bestimmter Richtung. Der Sinn des
dritten Gresetzes ist, dafs die Krifte stets zwei Korper verbinden
und ebenso gut vom ersten zum zweiten, wie vom zweiten zum
ersten gerichtet sind. Die Vorstellung der Kraft, welche dieses
Gesetz und die Vorstellung, welche jene Gesetze voraussetzen
und in uns erwecken, scheinen mir um ein Geringes ver-
schieden, dieser geringe Unterschied aber reicht vielleicht aus,
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um die logische Triibung zu erzeugen, deren Folgen in unserem
Beispiele zum Ausbruch kamen. Doch haben wir nicht notig,
auf die Untersuchung weiterer Beispiele einzugehen. Wir
kénnen allgemeine Wahrnehmungen als Zeugen fiir die Be-
rechtigung unserer Zweifel aufrufen, Eine erste solche Wahr-
nehmung scheint mir die Erfahrung zu bilden, dafs es sehr
schwer ist, gerade die Einleitung in die Mechanik denkenden
Zuhbrern vorzutragen ohne einige Verlegenheit, ohne das Ge-
fihl, sich hier und da entschuldigen zu miissen, ohne den
Waunsch, recht schnell iiber die Anfinge hinwegzugelangen zu
Beispielen, welche fiir sich selbst reden. Ich meine, NEwTon
selbst miisse diese Verlegenheit empfunden haben, wenn er die
Masse etwas gewaltthitig definiert als Produkt aus Volumen
und Dichtigkeit. Ich meine, die Herren Tromsox und Tarr
miissen ihm nachempfunden haben, wenn sie anmerken, dies
sei eigentlich mehr eine Definition der Dichtigkeit als der
Masse, und sich gleichwohl mit derselben als einzigen Defini-
tion der Masse begniigen. Auch LacraneE, denke ich, miisse
Jene Verlegenheit und den Wunsch, um jeden Preis vorwérts-
zukommen, verspiirt haben » als er seine Mechanik kurzer-
hand mit der Erklarung einleitete, eine Kraft sei eine Ur-
sache, welche einem Korper eine Bewegung erteilt »oder zu
erteilen strebt‘; gewils nicht ohne die logische Hirte einer
solchen Uberbestimmung zu empfinden. Ein zweites Zeugnis
nehme ich aus der Thatsache, dass wir schon fiir die elemen-
taren Sitze der Statik, fir den Satz vom Parallelogramm der
Krafte, den Satz der virtuellen Geschwindigkeiten, u. s. w. zahl-
reiche Beweise besitzen » welche von ausgezeichneten Mathe-
mrfmtikern herriihren, welche den Anspruch machen, streng zu

eder nach dem Urteil anderer hervor-

. gsverschiedenheit in solcher Frage
schlechterdings undenkbar. Als ein sehr belastendes Zeugnis

aber erscheinen mir auch die iiber Gebiihr oft gehorten Be-
h?,uptungen: das Wesen der Kraft sej noch ritselhaft, es sei
eine Hauptaufgabe der Physik, das Wesen der Kraft zu er-
forschen, und #hnliche Aussagen mehr. In gleichem Sinne
bestirmt man den Elektriker immer wieder nach dem Wesen
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der Elektricitit. Warum fragt nun niemand in diesem Sinne
nach dem Wesen des Goldes oder nach dem Wesen der Ge-
schwindigkeit? Ist uns das Wesen des Goldes bekannter als
das der Elektricitit, oder das Wesen der Geschwindigkeit be-
kannter als das der Kraft? Konnen wir das Wesen irgend
eines Dinges durch unsere Vorstellungen, durch unsere Worte
erschopfend wiedergeben? Gewils nicht. Ich meine, der Unter-
schied sei dieser: Mit den Zeichen » Gteschwindigkeit und
»Gold“ verbinden wir eine grofse Zahl von Beziehungen zu
anderen Zeichen, und zwischen allen diesen Beziehungen finden
sich keine uns verletzenden Widerspriiche. Das geniigt uns
und wir fragen nicht weiter. Auf die Zeichen » Kraft¢ und
»» Elektricitit* aber hat man mehr Beziehungen gehiuft, als
sich vollig mit einander vertragen; dies fiihlen wir dunkel, ver-
langen nach Aufklirung und #ufsern unsern unklaren Wunsch
in der unklaren Frage nach dem Wesen von Kraft und Elek-
tricitdt. Aber offenbar irrt die Frage in Bezug auf die Ant-
wort, welche sie erwartet. Nicht durch die Erkenntnis von
neuen und mehreren Beziechungen und Verkniipfungen kann
sie befriedigt werden, sondern durch die Entfernung der Wider-
spriiche unter den vorhandenen, vielleicht also durch Ver-
minderung der vorhandenen Beziehungen. Sind diese schmer-
zenden Widerspriiche entfernt, so ist zwar nicht die Frage
nach dem Wesen beantwortet, aber der nicht mehr gequilte
Geist hort auf, die fir ihn unberechtigte Frage zu stellen.

Wir haben in diesen Ausfiihrungen die Zulissigkeit des
betrachteten Bildes so stark verdachtigt, dals es scheinen mulfs,
als sei es unsere Absicht, diese Zulsissigkeit zu bestreiten und
schliefslich zu verneinen. Soweit geht indes unsere Absicht
und unsere ﬁberzeugung nicht. Mégen die logischen Unbe-
stimmtheiten, welche uns um die Sicherheit der Grundlagen
besorgt machten, auch wirklich bestehen, sie haben sicherlich
keinen einzigen der zahllosen Erfolge verhindert, welche die
Mechanik in ihrer Anwendung auf die Thatsachen errungen
hat. Sie konnen also auch nicht bestehen in Widerspriichen
zwischen den wesentlichen Ziigen unseres Bildes, also nicht
in Widerspriichen zwischen denjenigen Beziehungen der
Mechanik, welche Beziehungen der Dinge entsprechen. Sie
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miissen sich vielmehr beschrinken auf die unwesentlichen Zige,
auf alles dasjenige, was wir selbst nach Willkiir dem von der
Natur gegebenen wesentlichen Inhalte hinzugedichtet haben.
Dann aber lassen sich jene Verlegenheiten auch vermeiden.
Vielleicht treffen unsere Einwinde tiberhaupt nicht den Inhalt
des entworfenen Bildes, sondern nur die Form der Darstellung
dieses Inhalts. Wir sind gewiss nicht zu streng, wenn . wir
meinen, diese Darstellung sei noch niemals zur wissenschaft-
lichen Vollendung durchgedrungen, es fehle ihr noch durchaus
die hinreichend scharfe Unterscheidung dessen, was in dem
entworfenen Bilde aus Denknotwendigkeit, was aus der Er-
fahrung, was aus unserer Willkiir stammt, In diesem
Urteile treffen wir zusammen mit hervorragenden Physikern,
welche sich mit diesen Fragen beschiftigt und iiber dieselben
gedulsert haben,?) freilich ohne dafs von einer ﬁberei.nstimmung
aller gesprochen werden konnte.?) Jenes Urteil findet ferner
eine Bestitigung in der wachsenden Sorgfalt, welche in den
neueren Lehrbiichern der Mechanik der logischen Zergliederung
der Elemente gewidmet wird.?) In ﬁbereinstimmung mit den
Verfassern dieser Lehrbiicher und mit jenen Physikern sind
wir selbst der Uberzeugung, dafs die vorhandenen Liicken nur
Licken der Form sind, und durch geeignete Anordnung der
Definitionen, Bezeichnungen und weiter durch vorsichtige Aus-
drucksweise jede Unklarheit und Unsicherheit vermieden werden
kann. In diesem Sinne geben wir, wie Jedermann, die Zu-
lissigkeit des Inhalts der Mechanik zu. Es erfordert aber die
Wiirde und Grosse des Gegenstandes durchaus, dafs die logische
R_einheit nicht nur mit gutem Willen zugegeben, sondern dafs
sie durch eine vollendete Darstellung auch so erwiesen werde

dafs es nicht méglich sei, sie auch nur zu verdichtigen. ’

1) Siehe E. Macn, Die Mechanik in ihrer Entwickelung. Leipzi
1883, 8. 228. Siehe ferner in der »Nature® von 1893 eine neuerdingi
von Herrn O. Lopge angeregte und im Schofse der Physical Society in
London fortgefithrte Diskussion iiber die Grundgesetze der Mechanik

2) Siehe TrHoMsoN & Tarr, Theoretische Physik, § 205 .

3) Siehe E. Buope, Allgemeine Mechanik der Punkte und starren
Syste_me, Berlin 1890, S. 111—138. Die daselbst gegebene Darstellung giebt
z?glex'ch ein deutliches Bild von der Grifse der Schwierigkeiten, welchen
die widerspruchsfreie Anwendung der Elemente begegnet. ’
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Leichter und der allgemeinen Zustimmung sicherer kénnen
wir das Urteil fillen iiber die Richtigkeit des von uns betrach-
teten Bildes. Niemand wird widersprechen, wenn wir ver-
sichern, dafs diese Richtigkeit nach dem ganzen Umfange
unserer bisherigen Erfahrung eine vollkommene sei, dafs alle
dieienigen Ziige unseres Bildes, welche iiberhaupt den Anspruch
machen, beobachtbare Beziehungen der Dinge wiederzugeben,
solchen Beziehungen auch wirklich und richtig entsprechen.
Wir beschrinken allerdings unsere Zuversicht auf den Inhalt
der bisherigen Erfahrung; was zukiinftige Erfahrungen anlangt,
so werden wir noch Gelegenheit haben, auf die Frage nach
der Richtigkeit zuriickzukommen. Manchem wird freilich diese
Vorsicht nicht nur iibertrieben, sondern geradezu sinnwidrig
diinken; in der Meinung vieler Physiker erscheint es als einfach
undenkbar, dafs auch die spiteste Erfahrung an den fest-
stehenden Grundsitzen der Mechanik noch etwas zu #ndern
finden konne. Und doch kann das was aus Erfahrung stammt,
durch Erfahrung wieder vernichtet werden; jene allzugiinstige
Meinung von den Grundgesetzen kann also offenbar nur des-
halb entstehen, weil in ihnen die Elemente der Erfahrung
einigermafsen versteckt und mit den unabinderlichen denk-
notwendigen Elementen verschmolzen sind. Die logische Un-
bestimmtheit der Darstellung, welche wir vorher schlechtweg
riigten, bietet also auch einen gewissen Vorteil; sie giebt den
Fundamenten den Schein der Unabinderlichkeit; es war viel-
leicht in den Anfingen der Wissenschaft weise, sie sinzufithren
und eine zeitlang bestehen zu lassen. Man stellte die Richtig-
keit des Bildes auf alle Fille sicher dadurch, dafs man sich vor-
behielt im Notfalle aus einer Erfahrungsthatsache eine Definition
zu machen oder umgekehrt. In einer vollendeten Wissenschaft
aber ist solches Tasten, ein solcher Schein der Sicherheit nicht
erlaubt; in der gereiften Erkenntnis ist die logische Reinheit
in erster Linie zu beriicksichtigen; nur logisch reine Bilder
sind zu priifen auf ihre Richtigkeit, nur richtige Bilder zu ver-
gleichen nach ihrer Zweckmifsigkeit. Das dringende Bediirfnis
verfihrt oft umgekehrt: Die Bilder werden erfunden passend
fiir einen beabsichtigten Zweck, dann gepriift auf ihre Richtig-
keit, endlich und zuletzt gesiubert von inneren Wider-

spriichen.
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Ist diese letzte Bemerkung nur einigermafsen zutreffend, A

so erscheint es uns nur natiirlich, dafs das betrachtete System

der Mechanik hochste Zweckmalsigkeit aufweist, sobald es

angewandt wird auf die einfachen Erscheinungen, fir welche
es zuerst erdacht wurde, also vor allem auf die Wirkung der
Schwerkraft und die Aufgaben der praktischen Mechanik. Wir
diirfen uns aber hierbei nicht beruhigen, wir haben uns zu
erinnern, dafs wir hier nicht die Bediirfnisse des tiglichen
Lebens und nicht den Standpunkt vergangener Zeiten vertreten
wollen, dafs wir vielmehr den gesamten Umfang der heutigen
physikalischen Erkenntnis ins Auge fassen und dafs wir iber-
dies von der Zweckmilfsigkeit in einem besonderen Sinne reden,
welchen wir im Eingange genau bestimmt haben. Darnach
haben wir die Pflicht, zuniichst zu fragen: Ist das entworfene
Bild vollkommen deutlich? Enthilt es alle Ziige, welche die
heutige Erkenntnis an den natiir ichen Bewegungen zu unter-
scheiden vermag? Diese Frage beantworten wir nun ent-
schieden mit nein. Nicht alle Bewegungen, welche die Grund-
gesetze zulassen und welche die Mechanik als mathematische
Ubungsaufgaben behandelt, kommen in der Natur vor; wir
kénnen von den natiirlichen Bewegungen, Kriften, festen Ver-
bindungen mehr aussagen, als es die angenommenen Grund-
gesetze thun. Seit der Mitte dieses Jahrhunderts sind wir
fest iiberzeugt, dafs keine Krifte in der Natur wirklich vor-
kommen, welche eine Verletzung des Prinzips von der Erhal-
tung der Energie bedingen wiirden. Weit slter ist die Uber-
zeugung, dafs nur solche Krifte vorkommen, welche sich
darstellen lassen als Summe von Wechselwirkungen zwischen
unendlich kleinen Elementen der Materie. Auch diese Ele-
mentarkriifte sind nicht frei. Als allgemein zugegebene Eigen-
schaften derselben kénnen wi anfiihren, dass sie unabhingig
sind vom absoluten Werte der Zeit und vom absoluten Orte im
Raume. Andere Eigenschaften sind umstritten. Man hat bald
vermutet, bald in Frage gestellt, ob die Klementarkrifte nur
bestehen konnen in Anziehungen und Abstofsungen nach der
Verbindungslinie der wirkenden Massen; ob ihre Grolse nur
bedingt sei durch die Entfernung oder ob sie nicht auch ab-
hingen kénne von der absoluten oder der relativen Geschwin-
digkeit und nur von dieser, oder ob nicht auch die Be-
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schleunigung oder noch hohere Differentialquotienten des Wegs
nach der Zeit in Betracht kommen konnten. So wenig man
sich also einig ist iiber alle bestimmten Eigenschaften, welche
den Elementarkriften beizulegen sind » S0 sehr stimmt man
doch iiberein in der Meinung, dafs sich mehr solche allge- .
meine Eigenschaften angeben und aus der schon vorhandenen
Beobachtung ableiten lassen, als die Grundgesetze enthalten.
Man ist iiberzeugt, dafs die Elementarkrifte, unbestimmt ge-
sprochen, einfacher Natur sein miissen. Was in dieser Hin-
sicht von den Kriften gilt, kann man in gleicher Weise von
den festen Verbindungen der Korper sagen, welche mathe-
matisch durch Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten
dargestellt werden und deren Einfluls durch das D’AL?BMBEBT-
sche Prinzip bestimmt ist. Mathematisch kann man jede be-
liebige endliche oder Differentialgleichung zwischen den Ko-
ordinaten hinschreiben und verlangen, dafs sie befriedigt werde;
aber nicht immer lifst sich eine physikalische, eine natiirliche
Verbindung angeben, welche die Wirkung jener Gleichung hat;
oft liegt die Vermutung, bisweilen die Uberzeugung vor, dafs
eine solche Verbindung durch die Natur der Dinge ausge-
schlossen sei. In welcher Weise aber sind die zuldssigen B(?-
dingungsgleichungen einzuschrinken? Wo ist die Grenzlinie
zwischen ihnen und den vorstellbaren? Man hat sich hiufig
begniigt, nur endliche Bedingungsgleichungen in Betracht_ zu
ziehen. Diese Einschrinkung aber geht zu weit, deI.m nicht
integrierbare Differentialgleichungen konnen als Bedingungs-
gleichungen bei natiirlichen Problemen wirklich auftreten.

Kurzum, sowohl was die Krifte, als was die festen Ver-
bindungen anlangt, enthilt unser System der Prinzipign zwar
alle die natiirlichen Bewegungen, aber es umfingt gle1chze1t.|g
sehr viele Bewegungen, welche nicht natiirliche sind. Ein
System, welches diese letzteren oder doch einen Teil de.rselben
ausschlosse, wiirde mehr wirkliche Beziehungen der Dmge_ zu
einander wiederspiegeln und also in diesem Sinne zweckmifqger
sein. Doch haben wir die Pflicht, auch noch in einer zweiten
Richtung nach der Zweckmilfsigkeit unseres Bildes zu fragen.
Ist unser Bild auch einfach? Ist es sparsam an unwes?nt-
lichen Ziigen, an Ziigen also, welche von uns zwar zulissiger
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aber doch willkiirlicher Weise den wesentlichen Ziigen der
Natur hinzugefiigt werden? Unsere Bedenken bei Beantwortung
dieser Frage kniipfen sich wiederum an den Begriff der Kraft.
Es kann nicht geleugnet werden, dafs in sehr vielen Fillen
die Krifte, welche unsere Mechanik zur Behandlung physika-
lischer Fragen einfithrt, nur als leergehende Nebenrider mit-
laufen, um iiberall da aufser Wirksamkeit zu treten, wo es
gilt, wirkliche Thatsachen darzustellen. In den einfachen Ver-
héltnissen, an welche die Mechanik urspriinglich ankniipfte,
ist das freilich nicht der Fall. Die Schwere eines Steines,
die Kraft des Armes scheinen ebenso wirklich, ebenso der
unmittelbaren Wahrnehmung zuginglich, wie die durch sie er-
zeugten Bewegungen. Aber wir brauchen nur etwa zur Bewegung
der Gestirne iiberzugehen, um schon andere Verhiltnisse zu
haben. Hier sind die Krifte niemals Gegenstand der unmittel-
baren Erfahrung gewesen; alle unsere fritheren Erfahrungen
beziehen sich nur auf den scheinbaren Ort der Gestirne, Wir
erwarten auch in Zukunft nicht die Krifte wahrzunehmen,
sondern die zukiinftigen Erfahrungen, welche wir erwarten,
betreffen wiederum nur die Lage der leuchtenden Punkte am
Himmel, als welche uns die Gestirne erscheineri. Nur bei der
Erfahrungen aus den vergangenen
oriitbergehend die Gravitationskrifte
Uberlegung zu verschwinden. Ganz
> S0 bei der Betrachtung der mole-

wir keinen Zweifel hatten, so werden wir belehrt, dafs diese
mit iberzeugender Gewifsheit von uns wahrgenommenen Krifte
Jedenfalls nicht wirkliche waren. Der Trieb jedes Korpers
gegen die Erde hin, welchen wir mit Hinden zu greifen
glaubten, dieser Trieb, so sagt uns die reifere Mechanik, ist
als solcher nicht wirklich, er ist das als Einzelkraft nur vor-
gestellte Ergebnis einer unfafsbaren Anzahl wirklicher Krifte,
welche die Atome des Kbrpers gegen alle Atome des Weltalls
hinziehen. Auch hier sind dann also die wirklichen Krifte
niemals Gegenstand der fritheren Erfahrung gewesen, noch
erwarten wir sie in zukiinftigen Erfahrungen anzutreffen. Nur
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wihrend des Prozesses, mit welchem wir die zukiinftigen Er-
fahrungen aus den vergangenen ableiten, treten sie leise ein
und wieder aus. Doch selbst wenn die Krifte nur von uns
in die Natur hineingetragen waren, diirften wir darum ihre
Einfiithrung noch nicht als unzweckmifsig bezeichnen. Wir
waren uns von vornherein klar dariiber, dafs sich unwesent-
liche Nebenbezichungen in unsern Bildern nicht ganz wiirden
vermeiden lassen. Nur méglichste Einschrinkung dieser Be-
ziechungen, nur weise Besonnenheit in ihrem Gebrauch
durften wir verlangen. Kann man aber behaupten, dafs die
Physik in dieser Richtung immer mit Sparsamkeit zu Wege
gehen konnte? Mulste sie nicht vielmehr die Welt bis zum
Ubermafs erfillen mit den verschiedensten Arten von Kriften,
mit Kriften, welche selbst niemals in die Erscheinung treten,
sogar mit solchen, welche nur ganz ausnahmsweise iiberhaupt
eine Wirkung haben? Wir sehen etwa ein Stiik Eisen auf
dem Tische ruhen, wir vermuten demnach, dafs keine Bewegungs-
ursachen, keine Krifte daseien. Die Physik, welche auf unserer
Mechanik aufgebaut und durch dies Fundament notwendig
bestimmt ist, belehrt uns eines anderen. Jedes Atom des
Eisens wird zu jedem anderen Atom des Weltalls durch die
Gravitationskraft hingezogen. Jedes Atom des Eisens ist aber
auch magnetisch und dadurch mit jedem anderen magnetischen
Atom des Weltalls durch neue Krifte verbunden. Aber die
Korper des Alls sind auch erfiillt mit bewegter Elektricitit
und von diesen bewegten Elektricititen gehen weitere ver-
wickelte Krifte aus, welche an jedem magnetischen Atom des
Eisens ziehen. Und insofern die Teile des Eisens selbst Elek-
tricitdt enthalten, haben wir wieder andere Krifte in Betracht
zu ziehen; neben diesen dann noch verschiedene Arten von
Molekularkriften. Einige dieser Kriifte sind nicht klein; wire
von allen Kriften nur ein Teil wirksam, so konnte dieser Teil
das Eisen in Stiicke reifsen. In Wahrheit aber sind alle
Krifte so gegen einander abgeglichen, dafs die Wirkung der
gewaltigen Zuriistung Null ist; dafs trotz tausend vorhande'nen
Bewegungsursachen Bewegung nicht eintritt; dafs das Eisen
eben ruht. Wenn wir nun diese Vorstellungen unbefangen
Denkenden vortragen, wer wird uns glauben? Wen werden wir
iiberzeugen, dafs wir noch von wirklichen Dingen reden und
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nicht von Gebilden einer ausschweifenden Einbildungskraft?
Wir selbst aber werden nachdenklich werden, ob wir wirk-
lich die Ruhe des Eisens und seiner Teile in einfacher Weise
geschildert und abgebildet haben. Ob sich die Verwickelung
iiberhaupt vermeiden lifst » ist zuniichst ja fraglich; aber das
ist nicht fraglich, dafs ein System der Mechanik, welches sie
vermeidet oder ausschliefst, einfacher und in diesem Sinne
zweckmifsiger ist, als das hier betrachtete, welches solche
Vorstellungen nicht nur zuléfst, sondern uns geradezu aufzwingt.

Fassen wir noch einmal in kiirzester Form die Bedenken
zusammen, welche uns bei Betrachtung der gewohnlichen Dar-
stellungsweise der Prinzipien der Mechanik aufstiefsen. Was
die Form anlangt, schien uns, dals der logische Wert der
einzelnen Aussagen nicht hinreichend klar festgelegt worden
sei. Was die Sache anlangt, schien uns, dals die von der
Mechanik betrachteten Bewegungen sich nicht vollig mit den
zu betrachtenden natiirlichen Bewegungen decken. Manche
Eigenschaften der natiirlichen Bewegungen werden in der
Mechanik nicht beriicksichtigt; viele Beziehungen, welche die
Mechanik betrachtet, fehlen wahrscheinlich in der Natur. Auch
wenn diese Ausstellungen als gerechtfertigt anerkannt werden,
dirfen sie uns freilich nicht zu der Meinung verleiten, dalfs
die gewohnliche Darstellung der Mechanik ihren Wert und
ihre bevorzugte Stellung deshalb einbiifsen miisse oder je ein-
biilsen werde; aber sie rechtfertigen es doch hinreichend, dafs wir
uns auch nach anderen Darstellungen umsehen, welche in den
getadelten Beziehungen Vorteile bieten und den darzustellen-
den Dingen noch enger angepalst sind.

2.

. Ein zweites Bild der mechanischen Vorginge ist weit
Jiingeren Urs_prungs als das erste. Seine Entwickelung aus
und neben jenem ist eng verkniipft mit den Fortschritten,
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welche die physikalische Wissenschaft in den letzten Jahr-
zehnten gemacht hat. Noch bis in die Mitte des Jahrhunderts
erschien als letztes Ziel und als letzte anzustrebende Er-
klsrung der Naturerscheinungen die Riickfiihrung derselben
auf unzihlige Fernkriifte zwischen den Atomen der Materie.
Diese Anschauungsweise entsprach vollstindig dem Systeme der
mechanischen Prinzipien, welches wir als das erste bezeichnet
haben; sie wurde durch Jenes bedingt, wie jenes durch sie.
Jetzt, gegen Ende des Jahrhunderts hat die Physik einer
anderen Denkweise ihre Vorliebe zugewandt. Beeinflulst von
dem iiberwaltigenden Eindrucke, welchen die Auffindung des
Prinzipes von der Erhaltung der Energie ihr gemacht hat,
liebt sie es, die in ihr Gebiet fallenden Erscheinungen als
Umsetzungen der Energie in neue Formen zu behandeln, und
die Riickfiihrung der Erscheinungen auf die Gesetze der
Energieverwandlung als ihr letztes Ziel zu betrachten. Diese
Behandlungsart kann auch schon von vornherein auf die
elementaren Vorginge der Bewegung selbst angewandt
werden; alsdann entsteht eine neue, von der ersten ver-
schiedene Darstellung der Mechanik, in welcher von An-
fang an der Begriff der Kraft zuriicktritt zu Gunsten des
Begriffs der Energie. Eben dieses so entstandene neue
Bild der elementaren Bewegungsvorgiinge ist es, welches
wir -als das zweite bezeichnen und welchem wir jetzt
unsere Aufmerksamkeit widmen wollen. Wenn wir bei Be-
sprechung des ersten Bildes den Vorteil hatten , dals wir
das Bild selbst als deutlich vor dem Auge aller Physiker
stehend voraussetzen konnten, so ist das bei diesem zweiten
Bilde nun freilich nicht der Fall. Dasselbe ist sogar wohl noch
niemals in allen seinen Einzelheiten ausgemalt worden, es giebt
meines Wissens kein Lehrbuch der Mechanik, welches sich
von vornherein auf den Standpunkt der Energielehre stellte,
und den Begriff der Energie vor dem Begriff der Kraft ein-
fihrte. Vielleicht ist auch noch niemals eine Vorlesung iiber
Mechanik nach diesem Plane eingerichtet worden. Aber die
Moglichkeit eines solchen Planes hat schon den Begriindern
der Energielehre eingeleuchtet; die Bemerkung, dafs man auf
diese Weise den Begriff der Kraft mit seinen Schwierigkeiten
vermeiden konne, ist 6fters gemacht; in einzelnen besonderen
Hertz, Mechanik. 2
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Anwendungen treten in der Wissenschaft immer héufiger
Schlussreihen auf, welche ganz dieser Denkweise angehoren.
Wir konnen daher recht wohl eine Skizze entwerfen, welche
uns die groben Umrisse des Bildes vorfithrt; wir konnen im
allgemeinen den Plan angeben, nach welchem die beabsichtigte
Darstellung der Mechanik geordnet werden miifste. Wie im
ersten Bilde, so gehen wir auch hier aus von vier von einander
unabhéingigen Grundbegriffen, deren Beziehungen zu einander
den Inhalt der Mechanik bilden sollen. Zwei derselben haben
einen mathematischen Charakter: Raum und Zeit; die beiden
anderen: Masse und Energie, werden eingefiihrt als in ge-
gebener Menge vorhandene, unzerstsrbare und unvermehrbare
physikalische Wesenheiten. Freilich wird es notig sein, neben
dieser Erklirung auch deutlich anzugeben, durch welche kon-
kreten Erfahrungen wir in letzter Instanz das Vorhandensein
von Masse und Energie feststellen wollen. Hier nehmen wir
an, dass dies moglich und dass es geschehen sei. Dass die
Menge der Energie, welche mit bestimmten Massen verbunden
ist, von dem Zustande dieser Massen abhiingig ist, ist selbst-
verstindlich. Es ist aber als eine erste allgemeine Erfahrung
einzufithren, dafs die vorhandene Energie sich stets in zwei
Teile zerfallen lafst, von welchen der eine allein durch die
gegenseitige Lage der Massen bedingt ist, der andere aber
von ihrer absoluten Geschwindigkeit abhingt. Der erste Teil
wird als potentielle Energie, der zweite Teil als kinetische
Energie definiert. Die Form fir die Abhingigkeit der kine-
tischen Energie von der Geschwindigkeit der bewegten Korper
ist in allen Fallen die gleiche und bekannt; die Form fiir die
Abhingigkeit der potentiellen Energie von der Lage der Korper
kann nicht allgemein angegeben werden, sie bildet vielmehr
die besondere Natur und die charakteristische Eigentiimlich-
keit der gerade betrachteten Massen. Es ist die Aufgabe der
Physik, diese Form fiir die uns umgebenden Naturkorper aus
friiheren Erfahrungen zu ermitteln. Bis hierher treten in den
Betrachtungen im wesentlichen nur drei Elemente, nzmlich
Raum, Masse und Energie in Beziehung. Um die Beziehungen
aller vier Grundbegriffe und damit den zeitlichen Ablauf der
Erscheinungen festzulegen, bedienen wir uns eines der Inte-
gralprinzipien der gewshnlichen Mechanik, welche sich zu ihren
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Aussagen des Energiebegriffs bedienen. Welches derselben
wir anwenden, ist ziemlich gleichgiiltig; wir konnen und wir
wollen etwa das HamrrTon’sche Princip wihlen. Wir wiirden
dann also als einziges erfahrungsmiifsiges Grundgesetz der
Mechanik den Satz aufstellen, dals jedes System natiirlicher
Massen sich so bewegt, als sei ihm die Aufgabe gestellt, ge-
gebene Lagen in gegebener Zeit zu erreichen und zwar in
solcher Weise, dafs die Differenz zwischen kinetischer und
potentieller Energie im Mittel iiber die ganze Zeit so klein
ausfalle wie moglich. Ist dieses Gesetz auch in der Form
nicht einfach, so giebt es doch durch eine einzige Bestimmung
die natiirlichen Umwandlungen der Energie zwischen ihren
Formen in eindeutiger Weise wieder, es gestattet daher den
Ablauf der wirklichen Erscheinungen fiir die Zukunft voll-
standig vorauszubestimmen. Mit der Aufstellung dieses neuen
Gesetzes sind die unentbehrlichen Grundlagen der Mechanik
abgeschlossen. Was wir noch hinzufiigen kénnen, sind nur
mathematische Ableitungen und etwa Vereinfachungen oder
Hilfsbezeichnungen, welche vielleicht zweckmilsig, aber jeden-
falls nicht notwendig sind. Zu diesen letzteren gehort dann
auch der Begriff der Kraft, welcher in den Grundlagen selbst
nicht auftrat. Seine Einfihrung ist zweckmiifsig, sobald wir
nicht nur Massen in Betracht ziehen , welche mit konstanten
Mengen von Energie verbunden sind, sondern auch solche
Massen, welche Energie an andere Massen abgeben oder von
ihnen empfangen. Aber die Einfithrung geschieht nicht durch
neue Erfahrung, sondern durch eine Definition, welche in mehr
als einer Weise gefalst werden kann. Dementsprechend sind
auch die Eigenschaften der so definierten Kriifte nicht aus
der Erfahrung zu ermitteln, sondern lassen sich aus der De-
finition und dem Grundgesetz ableiten und selbst die Be-
statigung dieser Eigenschaften durch die Erfahrung ist iiber-
fliissig, es wire denn, dafs man noch an der Richtigkeit des
ganzen Systems zweifelte. Der Kraftbegriff als solcher kann
also in diesem System keine logischen Schwierigkeiten mehr
bereiten; auch fir die Beurteilung der Richtigkeit -des Systems
kann er nicht in Frage kommen, nur auf die grofsere oder
kleinere Zweckmifsigkeit desselben kann er Einflufs haben.

2*
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In der angedeuteten Weise also hitten wir etwa die
Prinzipien der Mechanik zu ordnen, um sie der Anschauungs-
weise der Energielehre anzupassen. KEs fragt sich nun aber,
ob das entstandene zweite Bild vor dem erstbetrachteten etwas
voraus habe, und wir wollen deshalb seine Vorziige und Nach-
teile niher ins Auge fassen.

Diesmal liegt es in unserem Interesse, dafs wir uns zu-
erst an die Zweckmilfsigkeit halten, weil in Bezug auf diese
ein Fortschritt am unzweifelhaftesten hervortritt. Denn unser
zweites Bild der natiirlichen Bewegungen ist zuniichst ent-
schieden deutlicher; es giebt mehr Eigentiimlichkeiten derselben
wieder als das erste. Wenn wir das Hamrnron’sche Prinzip
aus den allgemeinen Grundlagen der Mechanik ableiten wollen,
miissen wir den letzteren gewisse Voraussetzungen iiber die
wirkenden Krifte und iiber die Beschaffenheit etwaiger fester
Verbindungen hinzufiigen. Diese Voraussetzungen sind héchst
allgemeiner Art, aber sie bedeuten darum doch ebenso viele
wichtige Einschrinkungen der durch das Prinzip dargestellten
Bewegungen. Und umgekehrt lassen sich daher auch aus dem
Prinzip eine ganze Reihe von Beziehungen, insbesondere von
Wechselbeziehungen zwischen Jeder Art von méglichen Kriften
ableiten, welche in den Prinzipien des ersten Bildes fehlen,
welche aber in dem zweiten Bilde, und gleichzeitig, worauf es
ankommt, in der Natur sich finden. Der Nachweis, dafs dem
so sei, bildet den eigentlichen Inhalt und das Ziel der Arbeiten,
welche voN HEermuoLTZ unter dem Titel: , Uber die physi-
kalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten Wirkung* ver-
offentlicht hat. Wir treffen aber die Sachlage wohl genauer,

\ is, 'S aus so allgemeinen Voraussetzungen
sich so besondere, wichtige und zutreffende Folgerungen

ziehen lassen. konnen wir uns daher

. , ko wir uns der Frage iiber-
» ob ein noch engerer Anschluls an die Natur
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erreichbar sei, etwa durch Einschrinkung der fiir die poten-
tielle Energie zulissigen Formen. Lieber wollen wir betonen,
dafs unser jetziges Bild auch in Hinsicht der Einfachheit die
Klippen vermeidet, an welchen die Zweckmifsigkeit unseres
ersten Bildes sich gefihrdet fand. Denn fragen wir nach dem
eigentlichen Grunde, aus welchem die Physik es heutzutage
liebt, ihre Betrachtungen in ‘der Ausdrucksweise der Energie-
lehre zu halten, so- diirfen wir antworten: weil sie es auf diese
Weise am besten vermeidet, von Dingen zu reden, von welchen
sie sehr wenig weils und welche auf die wesentlich beabsich-
tigten Aussagen auch keinen Einflufs haben. Wir bemerkten
schon gelegentlich, dafs die Riickfiihrung der Erscheinungen
auf die Kraft uns zwingt, unsere ﬁberlegung bestiindig an die
Betrachtung der einzelnen Atome und Molekiile anzukniipfen.
Nun sind wir ja allerdings gegenwirtig iiberzeugt davon, dafs
die wigbare Materie aus Atomen besteht; auch haben wir von
der Grolse dieser Atome und ihren Bewegungen in gewissen
Fillen einigermafsen bestimmte Vorstellungen. Aber die Ge-
stalt der Atome, ihr Zusammenhang, ihre Bewegungen in den
meisten Fillen, alles dies ist uns ginzlich verborgen; ihre
Zahl ist in allen Fillen uniibersehbar grofs. Unsere Vor-
stellung von den Atomen ist daher selbst ein wichtiges und
interessantes Ziel weiterer Forschung, keineswegs aber ist sie
besonders geeignet, als bekannte und gesicherte Grundlage
mathematischer Theorieen zu dienen. Einen so streng den-
kenden Forscher, wie es Gustav KiRCHHOFF war, beriihrte
es daher fast peinlich, die Atome und ihre Schwingungen ohne
zwingende Notwendigkeit in den Mittelpunkt einer theoretischen
Ableitung gestellt zu sehen. Die willkiirlich angenommenen
Eigenschaften der Atome mogen ohne Einflufs auf das End-
resultat sein, das letatere mag richtig sein. Gleichwohl sind
die Einzelheiten der Ableitung selbst zum grofsen Teile mut-
mafslich falsch, die Ableitung ist ein Scheinbeweis. Die iltere
Denkweise der Physik lifst hier kaum eine Wahl, einen Aus-
weg zu. Dagegen bietet die Auffassung der Energielehre und
damit unser zweites Bild der Mechanik den Vorteil , dafs in
die Voraussetzungen der Probleme nur die der Erfahrung un-
mittelbar zuginglichen Merkmale, Parameter, oder willkiirlichen
Koordinaten der betrachteten Korper eintreten; dafs die Be-
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trachtungen mit Hiilfe dieser Merkmale in endlicher und ge-
schlossener Form fortschreiten und dafs auch das Endresultat
unmittelbar wieder in greifbare Erfahrung kann iibersetzt
werden. Aulfser der Energie selbst in ihren wenigen Formen
treten keine Hilfskonstruktionen in die Betrachtung ein. Unsere
Aussagen konnen sich auf die bekannten Eigentiimlichkeiten
der betrachteten Korpersysteme beschréinken, ohne dafs wir
unsere Unkenntnis der Einzelheiten durch willkiirliche und ein-
flufslose Hypothesen verdecken miifsten. Nicht nur das End-
resultat, sondern auch alle Schritte der Ableitung desselben
konnen als richtig und sinnvoll vertreten werden. Dies sind die
Vorziige, welche diese Methode der heutigen Physik lieb gemacht
h.aben, welche also auch unserem zweiten Bilde der Mechanik
eigen sind, und welche wir in unserer Bezeichnungsweise als Vor-
ziige der Einfachheit, also der Zweckmifsigkeit aufzufassen haben.

Leider werden wir wieder unsicherer iiber den Wert
unseres Systems, wenn wir seine Richtigkeit und seine logische
Z_uliissigkeit prifen. Schon die Frage nach der Richtigkeit
gl_ebt zu gerechtfertigten Zweifeln Anlafs. Keineswegs diirfen
wir der Ubereinstimmung mit der Natur schon deshalb sicher
sein, weil sich das Haminron’sche Prinzip ja auch aus den
zugegebenen Grundlagen der NEwTox’schen Mechanik ableiten
lifst. Wir haben zu bedenken, dafs. diese Ableitung nur dann
stattfindet, wenn gewisse Voraussetzungen zutreffen, und dafs
a_n(%erseits unser System nicht nur den Anspruch macht
einige Bewegungen der Natur richtig zu beschreiben, sondel'n,
da,fs es behauptet, alle Bewegungen der Natur zu umfassen.
Wir haben also zu untersuchen, ob auch wirklich neben den
NEWI:ON’SChen Gesetzen jene besondern Voraussetzungen All-
gemeingiiltigkeit haben, und ein einziges Beispiel der Natur
welches widerspriche, wiirde die Richtigkeit des Systems als’
solches umwerfen, wenn es auch die Giiltigkeit des HamIrToN-
schen Prinzips als allgemeinen Lehrsatzes nicht im mindesten
erschiitterte. Hier entsteht nup das Bedenken nicht sowohl
ob unser Bild 'die. gesamte Mannigfaltigkeit der Krifte, sondern
o;b es auch wirklich die gesamte Mannigfaltigkeit der starren
Verbindungen enthielte, welche zwischen den Korpern der
Natur auftreten kénnen. Die Anwendung des Hamrvron’schen
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Prinzips auf ein materielles System schliesst nicht aus, dafs
zwischen den gewihlten Koordinaten desselben feste Zusammen-
hinge bestehen, aber es verlangt immerhin, dafs diese Zu-
sammenhinge sich mathematisch ausdriicken lassen durch
endliche Gleichungen zwischen den Koordinaten; es gestattet
nicht das Auftreten solcher Zusammenhinge, welche mathe-
matisch nur durch Differentialgleichungen wiedergegeben werden
konnen. Die Natur selbst aber scheint Zusammenhinge der
letzteren Art nicht einfach auszuschliessen. Denn dieselben
treten zum Beispiel auf, sobald dreidimensionale Korper mit
ibren Oberflichen ohne Gleitung auf einander rollen. Durch
diese Verbindung, welche wir in unserer Umgebung oft vor-
finden, ist die Lage beider Korper zu einander nur insofern
beschriinkt, als sie stets einen Punkt der Oberfliche gemein
haben miissen; die Bewegungsfreiheit der Korper aber ist noch
um einen Grad weiter beschrinkt. Es lassen sich also aus
der Verbindung mehr Gleichungen zwischen den Anderungen
der Koordinaten herleiten als zwischen den Koordinaten selbst, -
unter jenen muss daher mindestens eine sein, welche mathe-
matisch als eine nicht integrabele Differentialgleichung zu
bezeichnen ist. Auf derartige Fille nun gestattet das Hamrr-
ToN’sche Prinzip keine Anwendung mehr, oder genau ge-
sprochen: Die mathematisch mogliche Anwendung des Prinzips
fihrt zu physikalisch falschen Resultaten. Man beschrinke
die Betrachtung auf den einfachen Fall einer Kugel, welche
allein ihrer Tragheit folgend auf einer festen horizontalen
Ebene ohne Gleitung rollt; man kann hier ganz wohl durch
blofse Betrachtung ohne Rechnung sowohl die Bewegungen
iibersehen, welche die Kugel wirklich ausfiihren kann, als auch
die Bewegungen, welche dem Hamrnron’schen Prinzip ent-
sprechen wiirden und welche so ausfallen miifsten, dals die
Kugel bei konstanter lebendiger Kraft gegebene Ziele in kiir-
zester Zeit erreicht. Man kann sich daher auch ohne Rechnung
iiberzeugen, dafs beide Arten von Bewegungen sehr verschiedene
Eigentiimlichkeiten aufweisen. Wihlen wir Anfangs- und
Endlage der Kugel beliebig aus, so giebt es doch offenbar
stets einen bestimmten Ubergang aus einer zur andern, auf
welchem die Zeit des Ubergangs, also das Hamrnron’sche
Integral ein Minimum wird. In Wahrheit ist aber gar nicht
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aus jeder Lage in jede andere ohne die Mitwirkung von Kriiften
ein natiirlicher ﬁbergang moglich, wenn auch die Wahl der
Anfangsgeschwindigkeit vollkommen frei steht. Aber selbst
dann, wenn wir Anfangs- und Endlage so wihlen, dafs eine
natiirliche freie Bewegung zwischen beiden méglich ist, so ist
dies gleichwohl nicht diejenige, welche dem Minimum der Zeit
entspricht. Bei gewissen Anfangs- und Endlagen kann der
Unterschied sehr auffallend sein. In diesem Falle wiirde eine
Kugel, welche dem Prinzip gemils sich bewegte, entschieden
den Schein eines belebten Wesens annehmen, welches ziel-
bewulst einer bestimmten Lage zusteuert, wihrend neben ihr
die Kugel, welche dem Gesetze der Natur folgt, den Eindruck
einer toten, gleichférmig dahinkreiselnden Masse hervorrufen
wiirde. Es wiirde nichts helfen, wollten wir an Stelle des
Hamivrox’schen Prinzips das Prinzip der Kleinsten Wirkungen
oder ein anderes Integralprinzip in den Vordergrund riicken,
da alle diese Prinzipien nur einen geringen Unterschied der
Bedeutung aufweisen und sich in der hier betrachteten Hin-
sicht ganz gleich verhalten. ﬁbrigens ist der Weg vorgezeichnet,
auf welchem allein wir das System verteidigen und gegen den
Vorwurf der Unrichtigkeit in Schutz nehmen konnen. Wir
haben zu leugnen, dafs starre Verbindungen der angefiihrten
Art mit Strenge in der Natur wirklich vorkommen. Wir
haben auszufithren, dafs Jedes sogenannte Rollen ohne Gleitung
in Wahrheit ein Rollen mit geringer Gleitung, also ein Vor-
gang der Reibung sei. Wir haben uns darauf zu berufen, dafs
ganz allgemein die Vorginge in reibenden Flichen zu den-
jenigen gehéren, welche noch nicht auf klar verstandene Ut-
sachen zuriickgefiihrt werden kénnen, sondern fiir welche nur
gerade empirisch die erzeugten Kriifte ermittelt sind; daher
gehore das ganze Problem zu denjeni

zur Zeit die Beniitzung der Kriifte und damit der Umweg
iiber die gewdhnlichen Methoden der Mechanik noch nicht

vermieden werden kénne. Uberzeugend wirkt freilich diese

sichtbaren Welt mit so grofser Anniherung verwirklicht, dafs
man sogar Integrationsmaschinen auf die Voraussetzung seines
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genauen Eintretens gegriindet hat; wir haben daher kaum ein
Recht, sein Vorkommen als unméglich auszuschliefsen, am
wenigsten aus der Mechanik noch unbekannter Systeme, wie
es die Atome oder die Teile des Athers sind. Aber selbst
wenn wir zugeben, dass die fraglichen Verbindungen in der
Natur nur angenshert verwirklicht sind, selbst dann bereitet
uns das Versagen des Haminron’schen Prinzips in diesen
Fillen Schwierigkeiten. Von jedem Grundgesetze unseres
mechanischen Systems werden wir verlangen miissen, dafs es
angewandt auf angenihert richtige Verhiltnisse immer noch
angendhert richtige Resultate gebe, nicht aber ginzlich falsche.
Denn da schliesslich alle starren Zusammenhiinge, welche wir
der Natur entnehmen und in die Rechnung einfiihren, den
wirklichen Verhsltnissen nur angenahert entsprechen, so ge-
raten wir sonst in ginzliche Unsicherheit, auf welche unter
ihnen wir das Gesetz iiberhaupt noch anwenden diirfen, auf
welche nicht mehr. Doch wollen wir die vorgetragene Ver-
teidigung auch nicht ginzlich verwerfen; wir wollen entgegel.l-
kommend zugeben, dals die aufgeworfenen Zweifel nur die
Zweckmifsigkeit des Systems, nicht aber seine Richtigkeit
betreffen, so dafs die aus ihnen entspringenden Nachteile durch
andere Vorteile aufgewogen werden konnen.

Die wahren Schwierigkeiten erwarten uns nun aber erst,
sobald wir versuchen, die Grundlagen des Systems so zu
ordnen, dafs den Anforderungen der logischen Zulassigkeit mit
aller Strenge geniigt werde. Wir diirfen bei der Einfithrung
der Energie nicht dem gewshnlichen Wege folgend von den
Kriften ausgehen, von diesen zur Kriftefunktion, zur pot(.en-
tiellen Energie, zur Energie iiberhaupt fortschreiten. En.le
solche Anordnung wiirde der ersten Darstellung der Mec}}amk
angehdren. Vielmehr haben wir, ohne eigentlich mecl}amsche
Entwickelungen schon vorauszusetzen, diejenigen einfachen
unmittelbaren Erfahrungen anzugeben, durch welche w1r all-
gemein das Vorhandensein eines Vorrats von Energie @d
die Bestimmung seiner Menge definiert wissen wollen. er
haben oben nur angenommen, nicht.aber bewiesen, da_fs eine
solche Bestimmung moglich sei. Mehrere ausge.zelcl.mete
Physiker versuchen heutzutage, der Energie so sehr die Eigen-
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schaften. der Substanz zu leihen, dafs sie annehmen, jede
kleinste Menge derselben sei zu jeder Zeit an einen bestimmten
Ort des Raumes gekniipft und bewahre bei allem Wechsel
desselben und bei aller Verwandlung der Energie in neue
Formen dennoch ihre Identitit. Diese Physiker miissen
notwendig die ﬁberzeugung vertreten, dafs sich Definitionen
der verlangten Art wirklich geben lassen, und es war daher
wohl erlaubt, die Méglichkeit derselben anzunehmen. Sollen
wir selbst aber eine konkrete Form dafir aufweisen, welche
uns geniigt und welche allgemeiner Zustimmung sicher ist, so
geraten wir in Verlegenheit; zu einem befriedigenden und
abschliefsenden Ergebnis scheint diese ganze Anschauungs-
weise noch nicht gelangt. Eine besondere Schwierigkeit mufs
auch von vornherein der Umstand bereiten, dafs die angeblich
substanzartige Energie in zwei so ginzlich verschiedenen
Formen auftritt, wie es die kinetische und die potentielle
Form sind. Die kinetische Energie bedarf im Grunde an
sich keiner neuen Grundbestimmung, da sie aus den Begriffen
der Geschwindigkeit und der Masse abgeleitet werden kann;
die potentielle Energie hingegen, welche eine selbstindige
Feststellung fordert, widerstrebt zugleich jeder Definition,
welche ihr die Eigenschaften einer Substanz beilegt. Die
Menge einer Substanz ist eine notwendig positive Grosse; die
in einem System enthaltene potentielle Energie scheuen wir
uns nicht, als negativ anzunehmen. Bedeutet ein analytischer
Ausdruck die Menge einer Substanz, so hat eine additive
Konstante in dem Ausdruck dieselbe Wichtigkeit wie der Rest;
in dem Ausdruck fir die potentielle Energie eines Systems
hat eine additive Konstante niemals eine Bedeutung. Endlich
kann der Inhalt eines physikalischen Systems an einer Sub-
stanz nur abhingen von dem Zustande des Systems selbst,
der Inhalt gegebener Materie an potentieller Energie aber
héngt ab von dem Vorhandensein entfernter Massen, welche
vielleicht niemals Einflufs auf das System hatten. Ist das
Weltall und damit die Menge jener entfernten Massen unendlich,
so wird der Inhalt auch endlicher Mengen von Materie an
vielen Formen potentieller Energie unendlich gross. Dies
sind alles Schwierigkeiten, welche durch die gesuchte Definition
der Energie beseitigt oder umgangen werden miifsten. Qbwohl
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wir nun auch nicht behaupten wollen, dafs eine solche Umgehung
unmdglich sei, so kénnen wir sie doch gegenwirtig noch nicht als
geleistet ansehen, und es wird am vorsichtigsten sein, wenn wir
es einstweilen noch als eine offene Frage betrachten, ob sich das
System iiberhaupt in logisch einwurfsfreier Form entwickeln lifst.

Es ist vielleicht der Mithe wert, an dieser Stelle auch
die Frage zu erortern, ob ein anderer Einwurf gerechtfertigt
sei, den man vielleicht gegen die Zulissigkeit des hier be-
trachteten Systems richten kénnte. Soll ein Bild gewisser
dufserer Dinge in unserem Sinne zulissig sein, so miissen die
Zuge desselben nicht allein unter sich in Einklang stehen,
sondern sie diirfen auch nicht den Ziigen anderer in unserer
Erkenntnis schon feststehender Bilder widersprechen. Darauf-
hin kénnte man nun behaupten: Es sei nicht denkbar, dafs
das Hamiuron’sche Prinzip oder ein Satz von verwandten
Eigenschaften in Wahrheit ein Grundgesetz der Mechanik und
damit ein Grundgesetz der Natur vorstelle, denn von einem
Grundgesetze sei von vornherein Einfachheit und Schlichtheit
zu erwarten, das Hamiuron’sche Prinzip aber stelle, wenn
man es analysiere, eine #Hufserst verwickelte Aussage dar.
Nicht allein mache es die gegenwirtige Bewegung abhiingig
von Folgen, welche erst in der Zukunft hervortreten konnen
und mute dadurch der leblosen Natur Absichten zu, sondern,
was schlimmer sei, es mute der Natur sinnlose Absichten zu.
Denn das Integral, dessen Minimum das Hamrrron’sche Prinzip
fordert, habe keine einfache physikalische Bedeutung; es sei
aber fiir die Natur ein unverstindliches Ziel, einen mathe-
matischen Ausdruck zum Minimum zu machen oder seine
Variation zum Verschwinden zu bringen. Die gewdhnliche
Antwort, welche die heutige Physik auf derartige Angriffe
bereit hilt, ist diese, dafs die Voraussetzungen, von welchen
die Betrachtungen ausgehen, metaphysischen Ursprungs seien,
dafs aber die Physik darauf verzichtet habe und es nicht mehr
als Pflicht anerkenne, den Anspriichen der Metaphysik gerecht
zu werden. Sie lege kein Gewicht mehr auf die Griin(.ie,
welche von metaphysischer Seite einst zu Gunsten der Prin-
zipien vorgebracht seien, welche einen Zweck in der Natur
andeuten; ebensowenig aber konne sie jetzt Einwinden meta-
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physischen Charakters gegen ebendieselben Prinzipien ihr Ohr
leihen. Wenn wir bei solchem Rechten zu entscheiden hitten,
so wiirden wir nicht unbillig denken, wenn wir uns mehr auf
Seiten des Angreifers, als des Verteidigers stellten. Kein Be-
denken, welches iiberhaupt Eindruck auf unsern Geist macht,
kann dadurch erledigt werden, dafs es als metaphysisch be-
zeichnet wird; jeder denkende Geist hat als solcher Bediirf-
nisse, welche der Naturforscher metaphysische zu nennen ge-
wohnt ist. Uberdies lafst sich in dem vorliegenden Falle, wie
wohl in allen Zhnlichen, die gesunde und berechtigte Quelle
unseres Bediirfnisses ganz wohl aufweisen. Freilich kénnen
wir von der Natur nicht a priori Einfachheit fordern, noch
auch urteilen, was in ihrem Sinne einfach sei. Aber den Bil-
dern, welche wir uns von ihr machen, kénnen wir als unsern
eigenen Schopfungen Vorschriften machen. Wir urteilen nun
mit Recht, dafs, wenn unsere Bilder den Dingen gut angepalst
sind, dafs dann die wirklichen Beziehungen der Dinge durch
einfache Beziechungen zwischen den Bildern miissen wieder-
gegeben werden. Wenn aber die wirklichen Beziehungen
zwischen den Dingen nur durch verwickelte, ja dem unvor-
bereiteten Geiste sogar unverstindliche Beziehungen zwischen
den Bildern sich wiedergeben lassen, so urteilen wir, dafls
diese Bilder den Dingen nur ungeniigend angepalst sind. Unsere
Forderung der Einfachheit geht also nicht an die Natur, son-
dern an die Bilder, welche wir uns von ihr machen, und unser
Widerspruch gegen eine verwickelte Aussage als Grundgesetz
driickt nur die Uberzeugung aus, dals, wenn der Inhalt der
Aussage richtig und umfassend sei, er sich durch zweck-
mafsigere Wahl der Grundvorstellungen auch in einfacherer
Form miisse aussprechen lassen. Eine andere Aui’serung der-
selben Uberzeugung ist der in uns erwachende Wunsch, von dem
dulserenVerstindnisseeines derartigen Gesetzes zu seinem tieferen
und eigentlichen Sinn vorzudringen, von dessen Vorhandensein
wir iiberzeugt sind. Ist diese Auffassung richtig, so bildet in
der That der vorgebrachte Einwurf ein berechtigtes Bedenken
gegen das System, aber er trifft dann nicht sowohl seine Zulassig-
keit, als vielmehr seine Zweckmélfsigkeit und er kime bei der
Beurteilung der letzteren in Betracht. Es ist indessen nicht
nétig, deshalb nochmals zur Besprechung jener zuriickzukehren.
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Uberblicken wir noch einmal dasjenige, was wir iiber die
Vorziige des zweiten Bildes vorzubringen hatten, so konnen
wir von der Gesamtheit desselben nicht allzu befriedigt sein.
Obgleich die ganze Richtung der neueren Physik uns anlockt,
den Begriff der Energie in den Vordergrund zu stellen und
ihn auch in der Mechanik als Grund- und Eckstein unseres
Aufbaues zu benutzen, so bleibt es doch mehr als zweifelhaft,
ob wir bei diesem Vorgehen die Hirten und Rauhigkeiten
vermeiden konnen, welche uns in dem ersten Bilde der Mechanik
anstofsig waren. In der That habe ich auch diesem zweiten
Wege der Darstellung nicht deshalb eine langere Besprechung
gewidmet, um zur Beschreitung desselben zu ermutigen, son-
dern vielmehr um anzudeuten, aus welchen Griinden ich selbst
ihn aufgegeben habe, nachdem ich zuerst ihn zu verfolgen
versucht hatte.

3.

Eine dritte Anordnung der Prinzipien der Mechanik ist
diejenige, welche in dem Hauptteil des Buches ausfiihrlich
dargelegt werden soll, deren Hauptziige wir aber schon hier
in der Einleitung vorfithren wollen, um sie in demselben Sinne
einer Kritik zu unterwerfen, wie es mit den beiden ersten
geschehen ist. Von jenen unterscheidet sie sich wesentlich
dadurch, dafs sie von nur drei unabhingigen Grundvor-
stellungen ausgeht; denen der Zeit, des Raumes und der
Masse. Sie betrachtet daher als ihre Aufgabe, die natiirlichen
Beziehungen zwischen diesen dreien und allein zwischen diesen
dreien darzustellen. Ein vierter Begriff, wie der Begriff der
Kraft oder der Energie, an welchen sich vorhin die Schwiex_'ig-
keiten kniipften, ist als selbstindige Grundvorstellung beseitigt.
Die Bemerkung, dafs drei von einander unabhﬁngig(_e Vor-
stellungen notig, aber auch hinreichend seien zur Entwicklung
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der Mechanik, hat schon G. KircHHOFF seinem Lehrbuche der
Mechanik vorangestellt. Ganz ohne Ersatz kann freilich die
so in den Grundvorstellungen ausfallende Mannigfaltigkeit nicht
bleiben. In unserer Darstellung suchen wir die entstehende
Liicke auszufiillen durch Beniitzung einer Hypothese, welche
hier nicht zum ersten Male aufgestellt wird, welche man aber
nicht in die Elemente der Mechanik selbst einzufiihren gewohnt

ist, und deren Wesen wir etwa in der folgenden Weise
erlautern konnen.

Versuchen wir die Bewegungen der uns umgebenden
Koérper zu verstehen und auf einfache und durchsichtige
Regeln zuriickzufiihren, indem wir aber nur dasjenige beriick-
sichtigen, was wir unmittelbar vor Augen haben, so schligt
unser Versuch im allgemeinen fehl. Wir werden bald gewahr,
dals die Gesamtheit dessen, was wir sehen und greifen konnen
noch keine gesetzmilsige Welt bildet, in welcher gleiche Zu-
stinde stets gleiche Folgen haben. Wir iiberzeugen uns, dafs
die Mannigfaltigkeit der wirklichen Welt grofser sein mufs
als die Mannigfaltigkeit der Welt, welche sich unseren Sinnen
unmittelbar offenbart. Wollen wir ein abgerundetes, in sich
geschlossenes, gesetzmiifsiges Weltbild erhalten, so miissen wir
hinter den Dingen, welche wir sehen, noch andere, unsichtbare
Dinge vermuten, hinter den Schranken unserer Sinne noch
heimliche Mitspieler suchen. Diese tieferliegenden Einfliisse
erkannten wir in den ersten beiden Darstellungen an und wir
dachten sie uns als Wesen einer eigenen und besonderen Art,
deshalb schufen wir zu ihrer Wiedergabe in unserem Bilde
die Begriffe der Kraft und der Energie. Es steht uns aber
noch ein anderer Weg offen. Wir konnen zugeben, dafls ein
verborgenes Etwas mitwirke und doch leugnen, dafs dieses
Etwas einer besonderen Kategorie angehore. Es steht uns
frei anzunehmen, dafs auch das Verborgene nichts anderes sei
als wiederum Bewegung und Masse, und zwar solche Bewegung
und Masse, welche sich von der sichtbaren nicht an sich
unterscheidet, sondern nur in Beziehung auf uns und auf
unsere gewohnlichen Mittel der Wahrnehmung. Diese Auf-
fassungsweise ist nun eben unsere Hypothese. Wir nehmen
also an, dafls es moglich sei, den sichtbaren Massen des
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Weltalls andere denselben Gesetzen gehorchende Massen hinzu-
zudichten von solcher Art, dafs dadurch das Ganze Gesetz-
méfsigkeit und Verstdndlichkeit gewinnt, und ZWar ne"hn?en
wir an, dafs dies ganz allgemein und in allen Fillen .moghch
sei, und dafs es daher andere Ursachen der Erscheinungen
auch gar nicht gebe, als die hierdurch .zugela.ssen'en. Was
wir gewohnt sind als Kraft und als Energie zu bezeichnen ist
dann fiir uns nichts weiter als eine Wirkurllg von Masse und
Bewegung, nur braucht es nicht immer dJ.e erkung‘ grob-
sinnlich nachweisbarer Masse und grobsinnhch.nachwelsbarer
Bewegung zu sein. Eine derartige Erklﬁrung einer Kraft aus
Bewegungsvorgingen pflegt man eine dynajmlsche zu nennen,
und man kann wohl sagen, dals die Physik gegenw?,rtlg (}er-
artigen Erklirungen in hohem Grade holc'l ist. Die Krifte
der Warme hat man mit Sicherheit auf die verborgenen B?-
wegungen greifbarer Massen zuriickgefiihrt. Durch MAXwELL's
Verdienst ist die Vermutung fast zur Uberzeggung. geworden,
dafs wir in den elektrodynamischen Kriften die Wirkung der
Bewegung verborgener Massen vor uns hz_ajben. Lord %vg
riickt die Moglichkeit dynamischer Erklarungen der Kraft
mit Vorliebe in den Vordergrund seiner Betrachtungen; in
seiner Theorie von der Wirbelnatur der Atome hat er ein
dieser Anschauung entsprechendes Bild' des Weltganzen zu
geben versucht. vonx Hermmonrz hat in der Untersuchung
iiber die cyklischen Systeme die wichtigste Form der. verlz)lll'-
genen Bewegung ausfiihrlich und zum Zwec{:e a.llgeme};ner -
wendung behandelt; durch ihn ist den Ausdriicken ,,Yelil orgzne
Masse, ,,verborgene“ Bewegung die Greltung,.r technischer 1;?-
driicke im Deutschen verliehen. Hat a,ber. jene Hypothese nﬂ(:
Fihigkeit, die geheimnisvollen Krifte allmahlich aus der ]!ge:‘:ha(,l .
wieder zu eliminieren, so kann sie auch verhindern, dafs .1}:
selben iiberhaupt in die Mechanik eintreten. Und ;nts]p)n:;k
die Verwertung der Hypothese zu ersterem ch?cke er ii ;
weise der heutigen Physik, so mufs das .Gle.lched VO;I . I:-ge
Benutzung zu letzterem Zwecke gelten. Dies ist der ei ev =
Gedanke, von welchem wir ausgehen und d}lrch e;sendritte
folgung dasjenige Bild entsteht, vivelches wir a.ls ain e
bezeichneten, und dessen allgemeine Umrisse wir n
fahren wollen.
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Zuerst fithren wir also ein die drei unabhingigen Grund-
begriffe Zeit, Raum und Masse als Gegenstiinde der Erfahrung,
indem wir angeben, durch welche konkreten sinnlichen Erfah-
rungen wir uns Zeiten, Massen, riumliche Grofsen bestimmt
denken wollen. Was die Massen anbelangt, so behalten wir
uns vor, neben den sinnlich wahrnehmbaren Massen durch
Hypothese verborgene Massen einzufithren. Wir stellen sodann
die Beziehungen zusammen, welche zwischen Jjenen konkreten
Erfahrungen stets obwalten und welche wir als die wesent-
lichen Beziehungen zwischen den Grundbegriffen festzuhalten
haben. Es ist naturgemifs, dafls wir die Grundbegriffe zu-
nichst zu je zweien verbinden. Die Beziehungen, welche
Raum und Zeit allein betreffen, konnen wir als Kinematik
voraussenden. Zwischen Masse und Zeit allein besteht keine
Verkniipfung. Masse und Raum dagegen treten wieder zu-
sammen zu einer Reihe wichtiger erfahrungsmifsiger Bezie-
hungen. Wir finden néimlich zwischen den Massen der Natur
gewisse rein raumliche Zusammenhinge, welche darin bestehen,
dals von Anbeginn an fiir alle Zeiten, und also unabhiingig
von der Zeit, jenen Massen gewisse Lagen und gewisse Ande-
rungen der Lage als mogliche, alle anderen aber als unmégliche
vorgeschrieben und zugeordnet sind. Wir konnen iiber diese
Zusammenhinge ferner allgemein aussagen, dafs sie nur die
relative Lage der Massen unter einander betreffen und weiter-
gehend, dafs sie gewissen Bedingungen der Stetigkeit geniigen,
welche ihren mathematischen Ausdruck darin finden, dafs sich
die Zusammenhiinge selbst stets durch homogene lineare Glei-
c}?ungen zwischen den ersten Differentialen derjenigen Grofsen
wiedergeben lassen, durch welche wir die Lage der Massen
bezeichnet haben. Die Zusammenhiinge bestimmter materieller
Systeme im einzelnen zu erforschen ist nicht Sache der
Mechanik, sondern der experimentellen Physik; die bezeich-
n‘enden Merkmale, durch welche sich die verschiedenen mate.-
riellen Systeme der Natur unterscheiden, sind nach unserer

1‘(Iorstellung eben einzig und alleip die Zusammenhsinge ihrer
assen. i

Wit uns der eigentlichen Mechanik m engeren Sinne zu, in
welcher alle drej Zusammenzutreten haben. Es gelingt uns
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ihre erfahrungsmifsige allgemeine Verkniipfung zusammen-
zufassen in ein einziges Grundgesetz, welches eine sehr nahe
Analogie mit dem gewdhnlichen Tragheitsgesetz zieht. In der
That lafst es sich in der Ausdrucksweise, welche wir benutzen,
wiedergeben in der Aussage: jede natiirliche Bewegung eines
selbstindigen materiellen Systems bestehe darin, dafs das
System mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine seiner ge-
radesten Bahnen verfolge. Diese Aussage ist allerdings nur
verstdndlich, nachdem die benutzte mathematische Redeweise
gehorig erortert ist; der Sinn des Satzes aber lifst sich auch
in der gewohnlichen Sprache der Mechanik wiedergeben. Jener
Satz falst nimlich einfach das gewshnliche Tragheitsgesetz
und das Gauvss’sche Prinzip des kleinsten Zwanges in eine
einzige Behauptung zusammen. Er sagt also aus, dafs, wenn
die Zusammenhinge des Systems einen Augenblick geldst
werden konnten, dafs sich dann seine Massen in geradliniger
und gleichformiger Bewegung zerstreuen wiirden, dafs aber,
da solche Aufldsung nicht moglich ist, sie jener angestrebten
Bewegung wenigstens so nahe bleiben als moglich. Wie jenes
Grundgesetz in unserem Bilde der erste Erfahrungssatz der
eigentlichen Mechanik ist, so ist er auch der letzte. Aus ihm
zusammen mit der zugelassenen Hypothese verborgener Massen
und gesetzmilsiger Zusammenhinge leiten wir den iibrigen
Inhalt der Mechanik rein deduktiv ab. Um ihn gruppieren
wir die iibrigen allgemeinen Prinzipien nach ihrer Verwandt-
schaft zu ihm und untereinander, als Folgerungen oder als
Teilaussagen. Wir bemithen uns zu zeigen, dafs bei dieser
Anordnung der Inhalt unserer Wissenschaft nicht weniger reich
und mannigfaltig ausfillt, als der Inhalt einer Mechanik, welche
von vier Grundvorstellungen ausgeht, jedenfalls nicht weniger
reich und mannigfaltig als es die Darstellung der Natur ver-
langt. Ubrigens erweist es sich auch hier bald als zweck-
mifsig, den Begriff der Kraft einzufiihren. Aber die Kraft
tritt nun nicht auf als etwas von uns unabhiingiges und uns
fremdes, sondern als eine mathematische Hilfskonstruktion,
deren Eigenschaften wir vollig in unserer Gewalt haben, und
welche also auch fiir uns nichts Ritselhaftes an sich haben
kann. Nach dem Grundgesetze mufs nimlich iiberall da, wo
zwei Korper demselben System angehéren, die Bewegung des
Hertz, Mechanik. 3
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einen durch die Bewegung des anderen mitbestimmt sein. Der
Begriff der Kraft entsteht nun dadurch, dafs wir es aus an-
gebbaren Griinden zweckmifsig finden, diese Bestimmung
der einen Bewegung durch die andere in zwei Stadien zu zer-
legen und uns zu sagen: die Bewegung des ersten Korpers
bestimme zunzchst eine Kraft, diese Kraft erst bestimme die
Bewegung des zweiten Korpers. Auf diese Weise wird jede
Kraft zwar stets Ursache einer Bewegung, mit gleichem Rechte
aber zugleich auch stets Folge einer Bewegung; sie wird, genau
gesprochen, das nur gedachte Mittelglied zwischen zwei Be-
wegungen. Es ist klar, dafs bei dieser Auffassung die allge-
meinen Eigenschaften der Krifte mit Denknotwendigkeit aus
dem Grundgesetze folgen miissen und wenn wir in moglichen
Erfahrungen diese Eigenschaften bestitigt sehen, so kann uns
dies nicht einmal verwundern, wenn anders wir an unserm
Grundgesetz nicht zweifeln. Mit dem Begriffe der Energie und
mit allen anderen einzufiihrenden Hilfskonstruktionen liegt die
Sache ganz ebenso.

Was wir bisher gesagt haben, betraf den physikalischen
Inhalt des vorzufithrenden Bildes und erschopfte denselben im
Rahmen dieser Einleitung; es wird zweckmifsig sein, nun
auch eine kurze Erérterung der besond
Form zu widmen, in w

Jener Inhalt ist von dieser Form gang unabhéngig und
es ist vielleicht nicht ganz klug gehandelt, dafs wir einen von
dem Herkémmlichen abweichenden TInhalt sogleich in einer
ungewohnten Form darbieten, Indessen weichen Ja sowohl
Form als Inhalt ein Jedes fir sich nur sehy wenig von wohl-
bekannten Dingen ab, aufserdem passen eben dieser Inhalt und
diese Form so 7y einander, dafs ihye Vorziige sich gegenseitig
stitzen. Das wesentliche Merkmal der benutzten Terminologie
besteht nun darin, dafs sie

)
Einem
nkten«
ems von Punkten« gelaufig. Es j
ortsetzung dieser Redeweise, wenn
der bei der Bewegung durchlaufenen Lagen

Bindestuny. 35

eines Systems als seine Bahn bezeichnen. Jeder kleinste Teil
dieser Bahn ist alsdann ein Bahnelement. Vop zwei Bahn-
elementen kann das eine ein Teil des andern sein, sie unter-
scheiden sich alsdann noch nach der Grofse und nyr nach
dieser. Zwei Bahnelemente, welche von derselben Lage aus-
gehen, konnen aber auch verschiedenen Bahnen angehdren,

beiden ein Teil des anderen und sie

ur hinsichtlich der Grofse; wir sagen
deshalb, dafs sie auch verschiedene Richtung haben. Durch diese
Aussagen sind freilich dje Merkmale ,,Grofse¢ und »Richtung«
fir die Bewegung eines Systems noch nicht eindeutig bestimmt;
wir konnen aber unsere Definition geometrisch oder analytisch
so vervollstindigen, dafs ihre Folgen weder mit sich selbst
noch mit dem Gesagten in Widerspruch geraten und dafs

b
des Punktes mit den gleichen Namen bezeichnen, mit welchen

bekannten Grofsen sie auch stets zusammenfallen, sobald das
System sich auf einen Punkt reduziert. Sind aber einmal die
Merkmale Grofse und Richtung bestimmt, so liegt es nahe
genug, die Bahn eines Systems gerade zu nennen, wenn alle
ihre Elemente die gleiche Richtung haben; und krumm, sobald
die Richtung der Elemente sich von Lage zu Lage #ndert.
Als Mafs der Kriimmung bietet sich wie in der Geometrie des
Punktes die Anderungsgeschwindigkeit der Richtung mit der
Lage von selber dar. Durch diese Definition sind nun aber
schon eine ganze Reihe von Beziehungen gegeben und die Zahl
derselben wichst, sobald die Bewegungsfreiheit des betrachteten
Systems durch seine Zusammenhinge eingeschrinkt ist. Ins-
besondere lenken alsdann gewisse Klassen von Bahnen die
Aufmerksamkeit auf sich, welche sich unter den moglichen
durch besondere einfache Eigenschaften auszeichnen. Hierher
gehdren vor allen Dingen diejenigen Bahnen, welche in jeder
threr Lagen so wenig wie moglich gekriimmt sind und welche
Wir als die geradesten Bahnen des Systems bezeichnen. Sie
sind es, von welchen in dem Grundgesetz die Rede ist und
welche wir schon oben bei Anfiihrung desselben erwiihnt haben.
Hierher gehoren ferner diejenigen Bahnen, welche die kiirzeste
Verbindung zwischen irgend zweien ihrer Lagen bilden, und
3*
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welche wir als kiirzeste Bahnen des Systems bezeichnen.
Unter gewissen Bedingungen fallen die Begriffe der geradesten
und der kiirzesten Bahnen zusammen. Dies Verhiltnis ist
uns durch Erinnerung an die Theorie der krummen Ober-
flichen sogar hochst gelaufig, aber allgemein und unter allen
Unmstinden hat es gleichwohl nicht statt. Die Sammlung und
Ordnung aller hier auftretenden Beziehungen gehort in die
Geometrie der Punktsysteme und die Entwickelung dieser Geo-
metrie hat eigenen mathematischen Reiz; wir verfolgen dieselbe
aber nur soweit als es der augenblickliche Zweck der physi-
kalischen Anwendung erfordert. Da ein System von z Punkten
eine 3znfache Mannigfaltigkeit der Bewegung darbietet, welche
aber durch die Zusammenhinge des Systems auch auf jede
beliebige Zahl vermindert werden kann, so entstehen viele
Analogien mit der Geometrie eines mehrdimensionalen Raumes,
welche zum Teil so weit gehen, dafs dieselben Sitze und Be-
zeichnungen hier und dort Bedeutung haben konnen. s ist
aber in unserem Interesse zu betonen, dafs diese Analogien
nur formale®sind, und dafs trotz eines gelegentlich fremdartigen
Klanges sich unsere Betrachtung ausnahmslos auf konkrete Ge-
bilde des Raumes unserer Sinnenwelt beziehen, dafs also auch
alle unsere Aussagen magliche Erfahrungen darstellen und
Wenn es notig wire, durch unmittelbare Versuche, nimlich
durch Messung an Modellen bestitigt werden kénnten.
Vorwurf, dafs wir beim Aufbau einer Erfahrungswissenschaft
die Welt der Erfahrung verlassen, diesen Vorwurf haben wir
also nicht zu firchten, Dagegen haben wir Rede zu stehen
auf die Frage, ob sich denn die Weitliufigkeit einer neuen
und ungewohnten Ausdrucksweise lohne, und welchen ent-
sprechenden Nutzen wir von der Anwendung
1%5 Antwf)rt nennen wij \utzen die grofse
Einfachheit und Kiirze, mit welcher sich die meisten allgemeinen
:};}fir:lzglflasgzr;l:n ‘i;lcsi:gen \\'iedevrgeben lassen. In fler 'I?hat
Ze, We ganze Systeme behandeln hier nicht
mehr Worte und njcht mehr Begriffe, als wenn sie unter
B.enutzu.ng der gewohnlichen Ausdrucksweise in Bezug auf
emen einzelnen Punkt ausgesagt wiirden. Die Mechanik des
?;iixlllfx; ngy‘srix‘??&erlscheint hier ni-cht me{hr als eine Er-
g elung der Mechanik des einzelnen Punktes,
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sondern die letztere fallt als selbstindige Untersuchung fort
oder tritt doch nur gelegentlich als Vereinfachung und beson-
derer Fall der ersteren auf. Wendet man etwa ein, diese
Einfachheit sei kiinstlich erzeugt, so antworten wir, dafs es
gar keine andere Methode gebe, einfache Beziehungen zu
schaffen, als die kiinstliche und wohlerwogene Anpassung
unserer Begriffe an die darzustellenden Verhaltnisse. Will man
aber in jenem Vorwurf des Kiinstlichen den Nebensinn des
Gesuchten und Unnatiirlichen hervorheben, so diirfen wir dem
entgegenhalten, dals man vielleicht mit mehr Recht die Be-
trachtung ganzer Systeme fiir das Natiirliche und Naheliegende
halten konne, als die Betrachtung einzelner Punkte. Denn in
Wahrheit ist uns das materielle System unmittelbar gegeben,
der einzelne Massenpunkt eine Abstraktion; alle wirkliche E.r-
fahrung wird unmittelbar nur an Systemen gewonnen und die
an einfachen Punkten méglichen Erfahrungen sind daraus durch
Verstandesschliisse abgezogen. Als einen zweiten, allerdings
nicht sehr wesentlichen Nutzen heben wir die Vorziige der
Form hervor, welche durch unsere mathematische Einkle.:idun_g
dem Grundgesetz gegeben werden kann. Ohne Jjene Einklei-
dung mifsten wir es zerlegen in das erste NEwron’sche Ge-
setz und das Gauss’sche Prinzip des kleinsten Zwanges. Beide
zusammen wiirden nun zwar genau dieselbe Thatsache dar-
stellen, aber sie wiirden neben dieser Thatsache andeutungs-
weise noch ein wenig mehr enthalten und dieses Mehr wire
ein Zuviel. Erstens rufen sie die unserer Mechanik fl"emde
Vorstellung wach, dafs die Zusammenhinge der mate.nell.en
Systeme doch auch gelost werden konnten, obwohl_ wir die-
selben als von Anbeginn an bestehende und als ganzlich un-
losbare bezeichnet haben. Zweitens kann man bei Benutzung
des Gavss’schen Prinzips nicht vermeiden, die Nebenvorstellung
zu erwecken, dafs man nicht nur eine Thatsache, sondern zu-
gleich auch den Grund dieser Thatsache mitteilen wolle. Man
kann nicht aussagen, dafs die Natur eine Grofse, welche man
Zwang nennt, bestindig so klein als méglich halt, ohl:}e anzu-
deuten, dafs dies geschehe, eben weil jene Grofse fiir die Natur
einen Zwang, das heilst ein Unlustgefiihl bedeu.te. Ma'l;l k_ann
nicht aussagen, dafs die Natur verfahre wie ein verstindiger
Rechner, der seine Beobachtung ausgleicht, ohne nahezulegen,
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dafs hier wie dort wohliiberlegte Absicht der Grund des Ver-
fahrens sei. Gewils liegt gerade ein besonderer Reiz in der-
artigen Seitenblicken und dies hat Gauss selbst in gerechter
Freude an seiner schonen und fiir unsere Mechanik grund-
legenden Entdeckung hervorgehoben. Aber doch miissen wir
uns gestehen, dafs dieser Reiz nur ein Spiel mit dem Geheimnis-
vollen ist; im Ernste glauben wir selbst nicht an unser Ver-
mogen, durch derartige Andeutungen halb schweigend das Welt-
ritsel zu losen. Unser eigenes Grundgesetz vermeidet solche
Winke ginzlich. Indem es genau die Form des gewohnlichen
Trigheitsgesetzes annimmt, giebt es so gut wie dieses eine
nackte Thatsache ohne jeden Schein einer Begriindung der-
selben. In demselben Mafse, in welchem es dadurch irmer
und ungeschmiickter erscheint, in demselben Mafse ist es ehr-
licher und wahrer. Doch vielleicht verfiihrt mich die Vorliebe
fir die kleine Abiinderung, welche ich selbst an dem Gavuss’-
schen Prinzip angebracht habe, dafs ich Vorziige in ihr er-
blicke, welche fremden Augen notwendig verborgen sind. Sicher
aber wird man, denke ich, dagegen zustimmen, wenn ich als
dritten Nutzen unserer Methode anfithre, dafs dieselbe ein
helles Licht auf die von Hammmrox erfundene Behandlungs-
weise mechanischer Probleme mit Hilfe charakteristischer
Funktionen wirft. Diese Behandlungsweise hat in den sechzig
Jahren ihres Bestehens Anerkennung und Ruhm genug gefunden,
aber sie ist doch mehr aufgefalst und behandelt worden wie
ein neuer Seitenzweig der Mechanik, dessen Wachstum und
Weiterbildung neben der gewdhnlichen Methode und unab-
hiingig von derselben vor sich zu gehen habe. In unserer
Form der mathematischen Darstellung aber triigt die Hamir-
roxN’sche Methode nicht den Charakter eines Seitenz
dern sie erscheint als die ger
selbstverstiindliche Fortsetzun

weiges, son-

ade, naturgemifse und sozusagen
. g der elementaren Aussagen in
allen den Fillen, in welchen sje iiberhaupt anwendbar ist.

Auch das Lifst unsere Darstellungsweise klar hervortreten
dals die Hamruron’sche Behandlungsweise nicht in den be:
sondere:n physikalischen Grundlagen der Mechanik ihre Wurzeln
hat, wie man wohl gewdhnlich annimmt, sondern dafs sie im
Grur}de senommen eine rein geometrische Methode ist, welche
begriindet und ausgebildet werden kann, ganz unabhiiilgig von

Einlestung. 39

der Mechanik, und welche mit dieser in keiner engeren Be-
ziehung steht, als alle andere von der Mechanik benutzte
geometrische Erkenntnis auch. Ubrigens ist es von den Mathe-
matikern seit lange bemerkt worden, dafs die Hamrnron’sche
Methode rein geometrische Wahrheiten enthilt und zum klaren
Ausdruck derselben eine eigentiimliche, ihr angepalste Aus-
drucksweise geradezu fordert. Nur ist diese Thatsache in
etwas verwirrender Form zu Tage getreten, nimlich in den
Analogieen, welche man beim Verfolg der Hamrnron’schen
Gedanken zwischen der gewohnlichen Mechanik und der Geome-
trie eines vieldimensionalen Raumes gefunden hat. Unsere
Ausdrucksweise giebt eine einfache und verstindliche Erkisrung
dieser Analogieen; sie gestattet auch die Vorteile derselben zu
geniefsen und sie vermeidet doch die Unnatiirlichkeit, welche
i der Verquickung eines Zweiges der Physik mit aulsersinn-
lichen Abstraktionen liegt.

Wir haben nunmehr unser drittes Bild der Mechanik nach
Inhalt und Form soweit geschildert, als es angeht ohne dem
Buche selbst vorzugreifen; zugleich hinreichend, um es den
beabsichtigten Fragen nach seiner Zulissigkeit, seiner Richtig-
keit und seiner Zweckmilsigkeit unterwerfen zu konnen. Was
zunichst die logische Zulissigkeit des entworfenen Bildes
anlangt, so denke ich, dals dieselbe selbst strengen Anforde-
rungen geniigen konne, und hoffe, dals diese Meinung der Zu-
stimmung begegnen mége. Ich lege auf diesen Vorzug der
Darstellung das grofste Gewicht, ja einzig Gewicht. Ob das
entworfene Bild zweckmilfsiger ist, als ein anderes, ob es fihig
ist alle zukiinftige Erfahrung zu umfassen, ja ob es auch
nur alle gegenwiértige Erfahrung umfafst, alles dies ist mir
fast nichts gegen die Frage, ob es in sich abgeschlossen, rein
und widerspruchsfrei ist. Denn nicht deshalb habe ich es zu
zeichnen versucht, weil die Mechanik nicht bereits fiir ihre
Anwendungen geniigend Zweckmilsigkeit zeigte, noch weil
dieselbe mit der Erfahrung irgend in Widerstreit geraten
ware, sondern allein um mich von dem driickenden Gefiihle
zu befreien, dafs ihre Elemente nicht frei seien von Dunkel-
heiten und Unverstindlichkeiten fiir mich. Nicht das einzig
mogliche Bild der mechanischen Vorginge, noch auch das
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beste Bild, sondern iiberhaupt nur ein begreifbares Bild wollte
ich suchen und an einem Beispiel zeigen, dafs ein solches
moglich sei und wie es etwa aussehen miisse. Die Voll-
kommenheit ist uns freilich in jeder Richtung unerreichbar,
und ich mufs mir gestehen, dafls trotz vieler Miihe das erlangte
Bild nicht in allen Punkten von so iiberzeugender Klarheit
ist, dafs es micht dem Zweifel ausgesetzt und der Verteidigung
bediirftig wire. Doch scheint mir von Einwinden allgemeiner
Art nur ein einziger hinreichend nahe zu liegen, dals es sich
lohnt, ihn vorwegzunehmen und abzuschneiden. Er betrifft die
Natur der starren Verbindungen, welche wir zwischen den
Massen annehmen, und welche wir auch in unserem System
auf keine Weise entbehren kénnen. Viele Physiker werden
zuniichst der Ansicht sein, dafls mit diesen Verbindungen doch
schon Krifte in die Elemente der Mechanik eingefiihrt und zwar in
heimlicher und deshalb unerlaubter Weise eingefiihrt seien. Denn
— so werden sie sagen — starre Verbindungen sind nicht denkbar
ohne Kriifte: starre Verbindungen kénnen nicht auf andere Weise
zu stande kommen, als indem sie durch Krifte erzwungen werden.
Wir antworten darauf: Eure Behauptung ist allerdings richtig fiir
die Denkweise der gewshnlichen Mechanik, aber sie ist nicht richtig
unabhiingig von dieser Denkweise; sie erscheint nicht zwingend
dem Geist, welcher die Sache unbefangen und wie zum erstenmal
betrachtet. Gesetzt wir finden, auf welche Weise auch immer,
dafs der Abstand zweier bestimmter punktformiger Massen zu
allen Zeiten und unter allen Umstéinden derselbe bleibt, so
konnen wir dieser Thatsache Ausdruck verleihen, ohne andere
als riumliche Vorstellungen zu benutzen und die ausgesagte
Thatsache hat als Thatsache fir die Voraussicht zukiinftiger
Erfahrung und fir alle andern Zwecke ihren Wert unabhiingig
von einer etwaigen Erklirung, welche wir besitzen oder nicht
besitzen.  Auf keinen Fal] wird der Wert der Thatsache
er‘hﬁh.t qder unser Verstindnis von ihy verbessert dadurch, dafs
wir sie in der Form mitteilen: Zwischen Jenen Massen wirke
eine Ixra?t, welche ihren Abstand konstant halt, oder: Zwischen
ihnen sei eine Kraft thiitig, welche verhindert, dafs sich ihr
Abstand von seinem festen Wert entferne.
man uns wieder einwe
Erklarung, obwohl sch

Aber — so wird
1.1den — wir sehen ja, dafs die letztere
einbar nur eine lacherliche Umschreibung,
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gleichwohl richtig ist. Denn alle Verbindungen der Wirk]iche.n
Welt sind nur angenihert starr und der Schein der Starrheit
wird nur dadurch hervorgebracht, dafs die elastischen Krifte
die kleinen Abweichungen von der Ruhelage bestindig wieder
vernichten. Wir antworten: Von solchen starren Verbindungen
der greifbaren Korper, welche nur angenihert verwirklicht
sind, wird unsere Mechanik selbstverstindlich als Thatsache
auch nur aussagen, dafs ihnen angenshert geniigt We%'de und
zu dieser Aussage, auf welche es ankommt, bedarf sie w1ederu.m
des Begriffs der Kraft nicht. Will unsere Mechfmik al-)er in
zweiter Anndherung die Abweichungen und damit die .elastlschen
Krafte beriicksichtigen, so wird sie fiir diese wie fir alle
Krifte eine dynamische Erklirung annehmen; bel. de.r Suche
nach den wirklich starren Verbindungen wird sie vielleicht zur
Welt der Atome hinabzusteigen haben, aber diese Erii?terungen
sind hier nicht am Platze, sie berithren nicht mehr die Fra.gfa,
ob es logisch zuliissig sei, feste Verbindungey unabhingig
von und vor den Kriften zu behandeln. Dals diese Frage zu
bejahen sei und nur dies wiinschten wir zu erweisen und
glauben wir erwiesen zu haben. Steht aber dies 'fest., S0
konnen wir aus der Natur der festen Verbindungen die Eigen-
schaften der Krifte und ihr Verhalten ableiten ohne uns
damit einer petitio principii schuldig gemacht R haben.
Andere Einwinde #hnlicher Art sind moglich, konnen aber,
wie ich glaube, in #hnlicher Art erledigt werden.

Dem Wunsche, die logische Reinheit des Systems auch
in allen Einzelheiten zu erweisen, habe ich dadurch Ausd'ruck
gegeben, dals ich fiir die Darstellung die _ﬁltere synthetische
Form benutzt habe. Diese Form bietet fiir :]enen.Zweck schon
darin einen gewissen Vorteil, dafs sie uns zwingt, Je_der Wesell:t-
lichen Aussage den beabsichtigten logischen Wgrt in abwec sl;
lungsarmer aber bestimmter Angabe vorauszugchl(.:ken. Da:iuﬁch
werden die bequemen Vorbehalte und Vieldeutigkeiten unmI(e)’g. (l:1
gemacht, zu welchen die gewohnliche Spra(_:he 'durch den - 1((1: -
tum ihrer Verkniipfung verlockt. Der wichtigste Vorteil der
gewihlten Form ist aber dieser, dafs sie stets nur a.}lf Vor-
bewiesenes sich beruft, niemals auf spiter zu erwe'lsendes,
so dafs man der ganzen Kette sicher ist, wenn man beim Vor-
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wirtsschreiten nur jedes einzelne Glied geniigend priift. In
dieser Hinsicht habe ich den Pflichten dieser Art der Dar-
stellung mit Strenge zu geniigen gesucht. Im iibrigen ist es
selbstverstindlich, dafs die Form allein vor Irrtum und Uber-
sehen keinen Schutzgewihren kann und bitteich etwa, eingeflossene
Fehler nicht um des etwas anspruchsvollen Vortrags willen
strenger zu beurteilen. Ich hoffe, solche Fehler werden stets
verbesserungsfihig sein und daher keinen wesentlichen Punkt
betreffen. Bisweilen bin ich iibrigens bewufster Weise zur
Vermeidung allzu grofser Weitlsufigkeit hinter der vollen
Schirfe zuriickgeblieben, welche die Darstellungsweise eigentlich
fordert. Es bedarf keiner besonderen Begriindung, dafs ich
den Betrachtungen der eigentlichen Mechanik, welche von
physikalischer Erfahrung abhiingt, diejenigen Beziehungen
vorausgeschickt habe, welche allein Folge der gewihlten De-
finitionen und mathematischer Notwendigkeit sind, und welche,
wenn iiberhaupt, so doch jedenfalls in anderm Sinne als jene
mit der Erfahrung zusammenhingen. Nichts hindert iibrigens
den Leser, mit dem zweiten Buche zu beginnen. Die durch-
sichtige Analogie mit der Mechanik des einzelnen Punktes und
der bekannte Stoff werden ihn den Sinn der vorgetragenen
Sitze leicht erraten lassen. Hat er der benutzten Redeweise
Zweckmi[sigkeit zugebilligt, so ist immer noch Zeit, dafs er
sich aus dem ersten Buche von ihrer Zulissigkeit iiberzeuge.

Wenden wir uns jetzt der zweiten wesentlichen Forderung
zu, welcher unser Bild zu genligen hat, so ist es zunichst
unzweifelhaft, dafs das System sehr viele natiirliche Bewegungen
richtig darstellt. Allein nach den Anspriichen des Systems
geniigt dies nicht; es mufs als notwendige Ergéinzung die Be-
hauptung dahin erweitert werden, dafs das System alle natiir-
lichen Bewegungen ohne Ausnahme umfasse. Auch dies kann
man, denke ich, behaupten, wenigstens in dem Sinne, dafs
sich zur Zeit keine bestimmten Erscheinungen angeben lassen
welche dem System nachweislich widerspriichen. Es ist ﬁ'ei-,
lich klar, dafs die Ausdehnung auf alle Erscheinungen einer
scharfen Priifung nicht zuginglich ist, dafs daher das System
iber das Ergebnis sicherer Erfahrung ein wenig hinausgeht
und also den Charakter einer Hypothese triigt, welche ver-
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suchsweise angenommen wird und auf plotzliche Widerlegung
durch ein einziges Beispiel oder allmihliche Bestitigung durch
sehr viele Beispiele wartet. Vornehmlich sind es zwei Stellen,
an welchen ein Hinausgehen iiber sichere Erfahrung statt-
findet: Die eine betrifft unsere Beschriinkung der méglichen
Zusammenhinge, die andere betrifft die dynamische Erklirung
der Krifte. Mit welchem Rechte kénnen wir versichern, dafs
alle Zusammenhinge der Natur durch lineare Differential-
gleichungen erster Ordnung sich ausdriicken lassen? Diese
Annahme ist fiir uns nicht eine nebensichliche, welche wir
auch fallen lassen konnten; mit ihr fiele unsere Mechanik;
denn es fragt sich, ob auf Verbindungen allgemeinster Art
unser Grundgesetz anwendbar bliebe. Und doch sind Ver-
bindungen allgemeinerer Art nicht nur vorstellbar, sie werden
auch in der gewdhnlichen Mechanik ohne Bedenken zugelassen.
Dort hindert uns nichts, die Bewegung eines Punktes zu unter-
suchen, dessen Bahn der einzigen Beschriinkung unterworfen
ist, dafs sie mit einer gegebenen Ebene einen gegebenen Winkel
bilde, oder dafs ihr Kriimmungshalbmesser bestindig einer
gegebenen anderen Linge proportional sei. Diese Bedingungen
fallen schon nicht mehr unter diejenigen, welche unsere Mechanik
zuldfst. Woher nehmen wir aber die Gewilsheit, dafs sie auch
durch die Natur der Dinge ausgeschlossen seien? Wir konnen
erwidern, dals man vergeblich versuche, diese und 'é,hn].i'che
Verbindungen durch ausfithrbare Mechanismen zu verwirk-
lichen und wir konnen uns in dieser Ansicht auf die gewaltige
Autoritit von HeLmmOLTZ's berufen. Aber in jedem Beispiel
konnen Moglichkeiten iibersehen worden sein, und goch S0
viele Beispiele wiirden nicht hinreichen, die allge?mem_e Be;-
hauptung zu erweisen. Mit mehr Recht konnen wir, wie mir
scheint, als Grund unserer Uberzeugung anfithren, dafs alle
Verbindungen eines Systems, welche aus dem Rahmen unserer
Mechanik heraustreten, in dem einen oder in dem andern
Sinne eine unstetige Aneinanderreihung seiner moglichen ]?e-
wegungen bedeuten wiirden, dafs es aber in d.er That eine
Erfahrung allgemeinster Art sei, dafs die Natur im U{lendlu.:h-
kleinen iiberall und in jedem Sinne Stetigkeit aufweise, eine
Erfahrung, die sich in dem alten Satze ,natura non facit
saltus®, zu fester Uberzeugung verdichtet hat. Ich habe des-
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halb auch im Texte Wert darauf gelegt, die zugelassenen Ver-
bindungen allein durch ihre Stetigkeit zu definieren, und ihre
Eigenschaft, sich durch Gleichungen bestimmter Form dar-
stellen zu lassen, erst aus jener abzuleiten. Eigentliche Sicher-
heit wird indessen auch so nicht erlangt. Denn die Unbestimmt-
heit jenes alten Satzes lilst es zweifelhaft erscheinen , ob die
Grenzen seiner berechtigten Tragweite hinreichend feststehen
und wieweit er iiberhaupt das Ergebnis wirklicher Erfahrung,
wieweit das Ergebnis willkiirlicher Voraussetzung ist. Am ge-
wissenhaftesten wird es daher sein, zuzugeben, dafs unsere
Annahme iiber die zulissigen Verbindungen den Charakter
einer versuchsweise angenommenen Hypothese trage. Ganz
ihnlich liegen die Dinge in betreff der dynamischen Erklirung
der Krifte. Wir konnen allerdings zeigen, dals gewisse Klassen
verborgener Bewegungen Kriifte erzeugen, welche, wie die Fern-
kriifte der Natur, sich mit beliebiger Anniherung als Ablei-
tungen von Kriftefunktionen darstellen lassen. Es stellt sich
auch heraus, dafs die Formen dieser Kriiftefunktionen sehr
aligemeiner Natur sein kinnen und wir leiten in der That gar
keine Einschrinkungen derselben ab. Aber auf der anderen
Seite bleiben wir auch den Beweis schuldig, dafs sich jede
beliebige Form der Kriiftefunktionen erzielen lifst und es bleibt
daher die Frage offen, ob nicht etwa gerade eine der in der
Natur vorkommenden Formen einer solchen Erklirungsweise
sich entzieht. Es bleibt auch hier abzuwarten, ob die Zeit
unsere Annahme widerlegen oder durch das Ausbleiben einer
Widerlegung mehr und mehr wahrscheinlich machen wird, Ein
gutes Vorzeichen konnen wir darin sehen, dafls die Ansicht
vieler ausgezeichneter Physiker sich der Hypothese immer
mehr zuneigt. Ich erinnere nochmals an die Wirbeltheorie
der Atome von Lord KErviN, welche uns ein Bild des mate-
riellen Weltganzen vorfithrt, wie es mit den Prinzipien unserer
Mechanik in vollem Einklange ist. Und doch verlangt unsere
Mechanik keineswegs eine so grofse Einfachheit und Beschriin-
kung der Voraussetzungen, wie sie sich Lord KeLvix auferlegt
hat. Wir wiirden unsere Grundsiitze noch nicht verlassen,
wenn wir annihmen, dafls die Wirbel um starre oder um bieg-
same, aber unausdehnbare Kerne kreisten und auch das welt-
erfillende Medium konnten wir anstatt der blofsen Inkom-
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pressibilitit viel verwickelteren Bedingungen unterwerfen, deren
allgemeinste Form noch zu untersuchen wire. Es erscheint
also keineswegs ausgeschlossen, dafs wir mit den von unserer
Mechanik zugelassenen Hypothesen zur Erklarung der Er-
scheinungen auch ausreichen.

Einen Vorbehalt miissen wir indessen hier einschalten.
Es ist gewifs eine gerechtfertigte Vorsicht, wenn wir im Texte
das Gebiet unserer Mechanik ausdriicklich beschrinken auf die
unbelebte Natur und die Frage vollkommen offen lassen , wie
weit sich ihre Gesetze dariiber hinaus erstrecken. In Wahr-
heit liegt die Sache ja so, dafs wir weder behaupten kénnen,
dafs die inneren Vorgiinge der Lebewesen denselben Gesetzen
folgen, wie die Bewegungen der leblosen Korper, noch auch
behaupten konnen, dafs sie andern Gesetzen folgen. Der An-
schein aber und die gewdhnliche Meinung spricht fiir einen
grundsitzlichen Unterschied. Und dasselbe Gefiihl, welches
uns antreibt, aus der Mechanik der leblosen Welt jede An-
deutung einer Absicht, einer Empfindung, der Lust und des
Schmerzes, als fremdartig auszuscheiden, dasselbe Gefiihl lafst
uns Bedenken tragen, unser Bild der belebten Welt dieser
reicheren und bunteren Vorstellungen zu berauben. Unser
Grundgesetz, vielleicht ausreichend die Bewegung der toten
Materie darzustellen, erscheint wenigstens der fliichtigen
Schitzung zu einfach und zu beschrinkt, um die Mannigfaltig-
keit selbst des niedrigsten Lebensvorganges wiederzugeben.
Dafs dem so ist, scheint mir nicht ein Nachteil, sondern eher
ein Vorzug unseres Gesetzes. Eben weil es uns gestattet das
Ganze der Mechanik umfassend zu iiberblicken, zeigt es uns
auch die Grenzen dieses Ganzen. Eben weil es uns nur eine
Thatsache giebt, ohne derselben den Schein der Notwendigkeit
beizulegen, lifst es uns erkennen, dafs alles auch anders sein
konnte. Vielleicht wird man solche Erorterungen an dieser
Stelle fiir iiberfliissig halten. In der That ist man auch nicht
gewohnt, sie in der gewohnlichen Darstellung der Mechanik
bei den Elementen behandelt zu sehen. Aber dort gewihrt
die vollige Unbestimmtheit der eingefiihrten Kriifte noch einen
weiten Spielraum. Man behilt sich stillschweigend vor, spiter
etwa einen Gegensatz zwischen den Kriften der belebten und
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der unbelebten Natur festzustellen. In unserer Darstellung
ist das betrachtete Bild von vornherein so scharf umrissen,
dafs sich nachtriglich kaum mehr tief eingreifende Einteilungen
werden vornehmen lassen. Wollen wir daher die aufgeworfene
Frage nicht iiberhaupt ignorieren, so miissen wir gleich im
Eingang Stellung zu derselben nehmen.

Uber die Zweckmifsigkeit unseres dritten Bildes konnen
wir uns ziemlich kurz fassen. Wir konnen aussagen, dafls
dieselbe, wie der Inhalt des Buches zeigen soll, nach Deut-
lichkeit und Einfachheit etwa derjenigen gleichkommt, welche
wir dem zweiten Bilde zusprachen, und dafs wir dieselben
Vorziige, welche wir dort rithmten, auch hier hervorheben
konnen. Allerdings ist der Umkreis der zugelassenen Moglich-
keiten hier nicht ganz so eng gezogen wie dort, da diejenigen
starren Verbindungen, deren Fehlen wir dort hervorhoben,
hier durch die Grundannahmen nicht ausgeschlossen sind.
Aber diese Erweiterung entspricht der Natur und ist daher
ein Vorzug; auch hindert sie nicht, die allgemeinen Eigen-
schaften der natiirlichen Kriifte herzuleiten, in welchen die
Bedeutung des zweiten Bildes lag. Einfachheit besteht hier
wie dort zunichst im Sinne der physikalischen Anwendung.
Auch hier kénnen wir unsere Betrachtung auf beliebige der
Beobachtung zugiingliche Merkmale der materiellen Systeme
beschriinken, und aus ihren vergangenen Verinderungen durch
Anwendung des Grundgesetzes die zukiinftigen ableiten, ohne
dafs wir nétig hiitten, die Lagen aller Einzelmassen des
Systems zu kennen und ohne dafs wir notig hatten , diese
Unkenntnis durch willkiirliche, einflufslose und wahrscheinlich

falsche Hypothesen zu iiberdecken und zu beménteln.

Im
Gegensatz zum zweiten Bilde

besitzt aber unser drittes Ein-

Natur durch einfache Bezie

wiedergegeben werden. Dag zeigt sich nicht nur im Grund-
gesetze selbst, sondern auch in den zahlreichen allgemeinen
Folgerungen desselben, welche dep sogenannten Prinzipien
der Mechanik entsprechen. Es mufs allerdings zugegeben
werden, dafs diese Einfachheit nur eintritt, so lange wir es

hungen zwischen den Begriffen
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mit vollstindig bekannten Systemen zu thun haben, und dafs
sie wieder verschwindet, sobald verborgene Massen sich ein-
mischen. Aber auch in diesen Fillen liegt dann der Grund
der Verwickelung klar auf der Hand; wir verstehen, dafs der
Verlust der Einfachheit nicht in der Natur, sondern in unserer
mangelhaften Kenntnis derselben beruht; wir begreifen, dals
die eintretenden Komplikationen nicht allein eine mogliche,
sondern die notwendige Folge unserer besonderen Voraus-
setzungen sind. Auch das mufs zugegeben werden, dafs die
Mitwirkung verborgener Massen, welche vom Standpunkte
unserer Mechanik aus der entlegene und besondere Fall ist,
dafs diese Mitwirkung gerade der gewdhnliche Fall der Pro-
bleme des tiglichen Lebens und der Technik ist. Daher ist
es auch niitzlich, hier nochmals zu betonen, dafs wir von einer
Zweckmifsigkeit iiberhaupt nur geredet haben in einem beson-
deren Sinne, nimlich im Sinne eines Geistes, welcher ohne
Riicksicht auf die zufillige Stellung des Menschen in der Natur
das Ganze unserer physikalischen Erkenntnis objectiv zu um-
fassen und in einfacher Weise darzustellen sucht; dafs wir
aber keineswegs redeten von einer Zweckmilfsigkeit im Sinne
der praktischen Anwendung und der Bediirfnisse des Menschen.
In betreff dieser letzteren kann die fiir sie ausdriicklich

- erdachte gewdhnliche Darstellung der Mechanik wohl niemals

durch eine zweckmélfsigere ersetzt werden. Zu dieser Dar-
stellung verhilt sich die von uns hier vorgefihrte etwa wie
die systematische Grammatik einer Sprache zu einer Gram-
matik, welche den Lernenden moglichst bald erlauben soll,
sich iiber die Notwendigkeiten des tiglichen Lebens zu ver-
stindigen. Man weils wie verschieden die Anforderungen an
beide sind und wie verschieden ihre Anordnungen ausfallen
miissen, wenn beide ihrem Zweck so genau wie moglich ent-
sprechen sollen.
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Blicken wir zum Schlusse noch einmal zuriick auf die
drei Bilder der Mechanik, welche wir vorgefiihrt haben und
suchen wir einen letzten uud endgiiltigen Vergleich zwischen
ihnen anzustellen. Das zweite Bild lassen wir nach dem, was
wir gesagt haben, fallen. Das erste und dritte Bild wollen
wir gleichstellen in Bezug auf die Zulassigkeit, indem wir an-

nehmen, dafs dem ersten Bilde eine in logischer Hinsicht voll-

stindig befriedigende Gestalt gegeben sei, wie wir ange-
nommen haben, dafs sie gegeben werden konne. Wir wollen
beide Bilder auch gleichstellen in Bezug auf die Zweckmiifsig-
keit, indem wir annehmen, dafs man das erste Bild durch
geeignete Zusitze erginzt habe und indem wir annehmen, dafs
die nach verschiedener Richtung gehenden Vorziige einander
das Gleichgewicht halten. Dann bleibt als einziger Wert-
mafsstab die Richtigkeit der Bilder, welche durch die Gewalt
der Dinge bestimmt ist, und welche nicht in unserer Willkiir
liegt. Und hier machen wir nun die wichtige Bemerkung, dafs
nur das eine oder das andere Jener Bilder, nicht aber beide
gleichzeitig richtig sein kénnen. Denn suchen wir die wesent-
lichen Beziehungen beider Darstellungen auf ihren kiirzesten
Ausdruck zu bringen, so konnen wir sagen: Das erste Bild
nehme als letzte konstante Elemente in der Natur die relativen
Beschleunigungen der Massen gegen einander an, aus diesen
leite sie gelegentlich angenihert, aber auch nur angenihert feste
Verhiiltnisse zwischen den Lagen ab. Das dritte Bild aber
nehme als die streng unveriinderlichen Elemente der Natur
feste Verhiltnisse zwischen den Lagen an, aus diesen leite sie,
wo die Erscheinungen es erfordern, angendhert, aber auch nur
angeniihert unverinderliche relative Beschleunigungen zwischen
den Massen her. Konnten wir nun die Bewegungen der Natur
hur genau genug erkennen, so wiifsten wir sogleich, ob in
ihnen die relative Beschleunigung oder ob die relativen Lagen-
verhiiltnisse der Massen oder ob beide nur angenihert unver-
dnderlich sind. Wir wiifsten dann auch sogleich, welche von
unseren beiden Annahmen falsch ist oder ob beide falsch
sind, denn richtig konnen njcht beide gleichzeitig sein. Die
grolste Einfachheit steht auf seiten des dritten Bildes. Was
uns zwingt, gleichwohl zunichst zu Gunsten des ersten zu
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entscheiden, ist der Umstand, dafs wir wirklich in den Fern-
kraften relative Beschleunigungen aufweisen konnen, welche
bis an die Grenze unserer Beobachtung unveriinderlich scheinen,
wihrend alle festen Verbindungen zwischen den Lagen der
greifbaren Koérper schon innerhalb der Wahrnehmung unserer
Sinne sich schnell nur angendhert als konstant erweisen. Aber
dies Verhiltnis #ndert sich zu Gunsten des dritten Bildes,
sobald die verfeinerte Erkenntnis uns etwa, zeigt, dafs die
Annahme unverinderlicher Fernkrifte nur eine erste An-
niherung an die Wahrheit liefert, welcher Fall in dem Ge-
biete der elektrischen und magnetischen Krifte bereits ein-
getreten ist. Und die Wage schlégt vollends iiber zu Gunsten
des dritten Bildes, sobald eine zweite Annsherung an die
Wahrheit dadurch erzielt werden kann, dafs man die vermeint-
liche Wirkung der Fernkrifte zuriickfihrt auf Bewegungsvor-
ginge in einem raumerfiillenden Mittel, dessen kleinste Teile
starren Verbindungen unterliegen, ein Fall der gleichfalls in
dem erwihnten Gebiete nahezu verwirklicht erscheint. Hier
also liegt das Feld, auf welchem auch der Entscheidungskampf
zwischen den verschiedenen von wuns betrachteten Grund-
annahmen der Mechanik ausgefochten werden mufs. Die
Entscheidung selbst aber setzt voraus, dals vorher die vor-
handenen Mbglichkeiten nach allen Richtungen hin griindlich
erwogen seien. Sie nach einer besonderen Richtung zu ent-
wickeln, ist der Zweck der vorliegenden Arbeit. Diese Arbeit
ist also notwendig gewesen, auch wenn es noch lange dauern
sollte, bis eine Entscheidung moglich ist, und auch dann, wenn
diese Entscheidung schliefslich zu Ungunsten des hier ausfiihr-
lich entwickelten Bildes ausfallen sollte,

Hertz, Mechanik.
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Vorbemerkung. Den ﬁberlegungen des ersten Buches 1
bleibt die Erfahrung vollig fremd. Alle vorgetragenen Aus-
sagen sind Urteile a priori im Sinne Kant’s. Sie beruhen auf
den Gesetzen der inneren Anschauung und den Formen der
eigenen Logik des Aussagenden und haben mit der Hufseren
Erfahrung desselben keinen anderen -Zusammenhang, als ihn
diese Anschauungen und Formen etwa haben.

Abschnitt 1. Zeit, Raum, Masse.

Erlduterung. Die Zeit des ersten Buches ist die Zeit
unserer inneren Anschauung. Sie ist daher eine Grolse, von
deren Anderung die Anderungen der iibrigen betrachteten
Grofsen abhingig gedacht werden konnen, wihrend sie selbst
stets unabhingig verinderlich ist.

Der Raum des ersten Buches ist der Raum unserer Vor-
stellung. Er ist also der Raum der Evkri’schen Geometrie
mit allen Eigenschaften, welche diese Geometrie ihm zuspricht.
Es ist gleichgiiltig fiir uns, ob man diese Eigenschaften an-
sieht als gegeben durch die Gesetze der inneren Anschauung,
oder als denknotwendige Folgen willkiirlicher Definitionen.

Die Masse des ersten Buches wird eingefithrt durch eine
Definition.
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Definition 1. Ein Massenteilchen ist ein Merkmal, durch
welches wir einen bestimmten Punkt des Raumes zu einer
gegebenen Zeit eindeutig zuordnen einem bestimmten Punkte
des Raumes zu jeder anderen Zeit.

Jedes Massenteilchen ist unverinderlich und unzerstor-
bar. Die durch dasselbe Massenteilchen gekennzeichneten
Punkte des Raumes zu zwei verschiedenen Zeiten fallen zu-
sammen, wenn die Zeiten zusammenfallen. Diese Bestim-
mungen sind bereits in der Definition enthalten, wenn deren
Wortlaut richtig gefafst wird.

Definition 2. Die Zahl der Massenteilchen in einem
beliebigen Raume, verglichen mit der Zah] der Massenteilchen,
welche sich in einem festgesetzten Raume zu festgesetzter Zeit
finden, heilst die in dem ersteren Raume enthaltene Masse.

Die Zahl der Massenteilchen in dem Vergleichsraume kann
und soll unendlich grofs gewdhlt werden. Die Masse des ein-
zelnen Massenteilchens wird alsdann nach der Definition un-
endlich klein. Die Masse in einem beliebigen Raume kann
daher jeden rationalen oder irrationalen Wert annehmen.

Definition 3. Eine endliche oder unendlich kleine Masse,
vorgestellt in einem unendlich kleinen Raume, heifst ein mate-
rieller Punkt.

Ein materieller Punkt besteht also aus einer beliebigen
Anzahl mit einander verbundener Massenteilchen. Diese Zahl
soll stets unendlich grols sein, was dadurch erreicht werden
kann, dafs wir uns die Massenteilchen von héherer Ordnung
unendlich klein denken, als die etwa betrachteten materiellen
Punkte von verschwindender Masse. Die Massen der mate-
riel.len Punkte, insbesondere auch die Massen der unendlich
kle%nen materiellen Punkte konnen darnach in jedem beliebigen
rationalen oder irrationalen Verhiiltnis zu einander stehen.

Definition 4.

Ein endliches System besteht alg

: 0 aus einer endlichen
Zahl endlicher oder aus einer unend]

ichen Anzahl unendlich
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kleiner materieller Punkte oder aus beiden. Stets ist es er-
laubt, das System materieller Punkte anzusehen als zusammen-
gesetzt aus einer unendlichen Anzahl von Massenteilchen.

Anmerkung 1. Im folgenden werden wir das endliche
System stets behandeln als bestehend aus einer endlichen Zahl
endlicher materieller Punkte. Da wir aber keine obere Grenze
festsetzen fiir die Zahl derselben und keine untere fiir ihre
Masse, so umfassen unsere allgemeinen Aussagen als besonderen
Fall auch den Fall, dafs das System unendlich viele unendlich
kleine materielle Punkte enthilt. Auf die Besonderheiten,
welche die analytische Behandlung dieses Falles notig macht,
werden wir indessen nicht eingehen.

Anmerkung 2. Der materielle Punkt kann angesehen
werden als ein besonderer Fall und als das einfachste Bei-
spiel eines Systems materieller Punkte.

Abschnitt 2.~ Lagen und Verriickungen der Punkte
und Systeme.

Lage.

Definition 1. Der Punkt des Raumes, welcher durch
ein gewisses Massenteilchen zu einer gewissen Zeit gekenn-
zeichnet ist, wird die Lage des Massenteilchens zu jener Zeit
genannt. Lage eines materiellen Punktes heilst die gemein-
same Lage seiner Massenteilchen.

Definition 2. Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit
der Lagen aller Punkte eines Systems heilst die Lage des
Systems.

Definition 3. Jede beliebige Lage eines materiellen
Punktes im unendlichen Raume heifst eine geometrisch denk-

7
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bare oder kurz eine denkbare Lage des Punktes. Die Gesamt-
heit irgend welcher denkbaren Lagen der Punkte eines Systems
heiflst eine denkbare Lage des Systems.

Zu einer jeden Zeit konnen sich unterscheiden zwei Massen-
teilchen durch ihre Lage, zwei materielle Punkte durch ihre
Masse und ihre Lage, zwei Systeme materieller Punkte durch
Zahl, Masse und Lage ihrer Punkte. Nach anderen Rich-
tungen als diesen aber konnen sich auf Grund unserer bis-
herigen Definitionen Massenteilchen, materielle Punkte, Systeme
materieller Punkte nicht unterscheiden. :

Analytische Darstellung der Lage. a) des Punktes.
Die Lage eines materiellen Punktes kann analytisch dargestellt
werden durch die Angabe der drei rechtwinklig-geradlinigen
cartesischen Koordinaten desselben in Bezug auf ein ruhendes,
festes Axensystem. Diese Koordinaten sollen dauernd mit
) %y 73 bezeichnet werden. Jeder denkbaren Lage des Punktes
entspricht ein eindeutig bestimmtes Wertsystem dieser Koordi-
naten, und umgekehrt jedem willkiirlich gewihlten Wertsystem
der Koordinaten eine eindeutig bestimmte denkbare Lage des
Punktes.

Anstatt durch seine rechtwinkligen Koordinaten kann die
Lage eines Punktes auch bestimmt werden durch irgend welche
rGrolsen p, ...p, ... Pr, sobald durch Ubereinkunft bestimmte
Wertsysteme dieser Grofsen bestimmten Lagen stetig zuge-
ordnet sind und umgekehrt. Die rechtwinkligen Koordinaten
sind alsdann Funktionen dieser Grolsen, und umgekehrt. Die
Grofsen p, bezeichnen wir als allgemeine Koordinaten des
Punktes. Ist » > 3, so miissen zwischen den Po aus geome-
trischen Griinden » — 3 Gleichungen bestehen, welche gestatten,
die p, als Funktionen dreier unabhingiger Grofsen, z. B. der
Z) %y 73, darzustellen. Es sol] indessen eine Abhingigkeit der
Koordinaten von einander aus rein geometrischen Griinden aus-
geschlossen sein, und deshall stets vorausgesetzt werden, dafs
r=3 sel. Istr< 3, so werden nicht alle denkbaren Lagen
des P_unktgs durch Wertsysteme der p, dargestellt, sondern
hur emn Teil derselben. Die durch die P, nicht dargestellten

Lagen sollen bei Benutzung der P, dadurch selbst als von der
Betrachtung ausgeschlossen gelten.
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Analytische Darstellung. b) des Systems. Die Lage
eines Systems von » materiellen Punkten kann analytisch dar-
gestellt werden durch Angabe der 3n rechtwinkligen Koor-
dinaten der Punkte des Systems. Diese Koordinaten sollen
dauernd bezeichnet werden mit TyeeaZye..T3,, WoObel z, z, z
die Koordinaten des ersten Punktes ) T3u—2 T3, 1 3, die ent-
sprechend gerichteten Koordinaten des pten Punktes bedeuten
mégen. Diese 3n Koordinaten z, bezeichnen wir auch kurz
als die rechtwinkligen Koordinaten des Systems. Jeder denk-
baren Lage des Systems entspricht ein eindeutig bestimmtes
‘Wertsystem seiner rechtwinkligen Koordinaten, und umgekehrt
Jedem willkiirlich gewihlten Wertsystem der z, eine eindeutig
bestimmte denkbare Lage des Systems.

Anstatt durch die rechtwinkligen Koordinaten kinnen wir
die Lage eines Systems auch bestimmen durch irgendwelche
rGrofsen p,%..p,...p,, sobald durch Ubereinkunft bestimmte
Wertsysteme dieser Grofsen bestimmten Lagen stetig zuge-
ordnet sind und umgekehrt. Die rechtwinkligen Koordinaten
sind dadurch Funktionen dieser Grofsen, und umgekehrt. Die
Grofsen p, bezeichnen wir als allgemeine Koordinaten des
Systems. Ist r > 37, so miissen zwischen den P, aus geome-
trischen Griinden r — 372 Gleichungen bestehen. Wir wollen
indessen ausschliefsen, dafs zwischen den Koordinaten aus
rein geometrischen Griinden eine Abhangigkeit bestehe, und
es sei daher stets r=8n. Ist r < 8n, so werden nicht alle
denkbaren Lagen des Systems durch Wertsysteme der p, dar-
gestellt, sondern nur ein Teil derselben. Die durch die Po
nicht dargestellten Lagen sollen bei Benutzung der Koordi-
naten p, dadurch selbst als von der Betrachtung ausgeschlossen
gelten.

Konfiguration und absolute Lage.

Definition 1. Die Gesamtheit der gegenseitigen Lagen
der Punkte eines Systems heilst die Konfiguration des Systems.

Die Konfiguration des Systems und die absolute Lage der
Konfiguration im Raume bestimmen zusammen die Lage des
Systems.

13
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Definition 2. Konfigurationskoordinate nennen wir jede
Koordinate des Systems, deren Wert nicht geindert werden
kann, ohne dafs dadurch die Konfiguration des Systems sich
anderte.

Ob eine bestimmte Koordinate Konfigurationskoordinate
ist oder nicht, hingt also nicht ab von der Wahl der iibrigen
gleichzeitig benutzten Koordinaten.

Definition 3. Koordinate der absoluten Lage heilst jede
Koordinate des Systems, durch deren Anderung die Kon-
figuration nicht getindert werden kann, solange die iibrigen
Koordinaten des Systems sich nicht sindern.

Ob eine bestimmte Koordinate Koordinate der absoluten
Lage ist oder nicht, héingt also ab von der Wahl der itbrigen
gleichzeitig benutzten Koordinaten.

Folgerungen.

L Eine Koordinate kann nicht zugleich Konfigurations-
koordinate und Koordinate der absoluten Lage sein. Dagegen
kamn und wird im allgemeinen eine beliebig herausgegriffene

Koordinate weder Konfigurationskoordinate noch auch Koor-
dinate der absoluten Lage sein.

2. Sobald » > 3, kinnen 32 von einander unabhingige
Koordinaten aller Lagen auf mannigfaltige Art so gewihlt
werden, dafs sich unter ihnen bis zu 3n— 6 Konfigurations-
koordinaten finden, aber auf keine Weise so, dals sich mehr
als 3n— 6 Konfigurationskoordinaten unter ihnen finden.

Denn withlen wir unter die Koordinaten die 3 Abstinde

er beliebiger Punkte des Systems von einander und die

ibrigen von Jenen, so haben wir

. gurationskoordinaten, und Je 3n—6 ver-
schiedene Funktionen Jener Abstinde werden ebenfalls 3 — 6
Konfigurationskoordinaten des Systems sein. Weniger Kon-
figurationskoordinaten konnen vorhanden sein; denn es sind
z. B. gar keine vorhanden, wenn wir die 3n rechtwinkligen
]I‘{"oordmat.en benutzen. Mehy Konfigurationskoordinaten aber
onnen sich unter unabhingigen Koordinaten nicht finden;
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denn wiren unter beliebigen Koordinaten mehr als 3n—6
Konfigurationskoordinaten vorhanden, so liefsen sich die letz-
teren als Funktionen jener 37— 6 Abstinde darstellen, wiren
also nicht von einander unabhingig.

3. Sobald » >3, konnen 3n unabhingige Koordinaten
aller denkbaren Lagen eines Systems auf mannigfaltige Art
so gewihlt werden, dafs sich unter ihnen bis zu 6, aber nicht
mehr als 6 Koordinaten der absoluten Lage finden.

Denn wihlen wir die Koordinaten so, dafs sich unter
thnen 37n—6 Konfigurationskoordinaten finden, und fiigen
hinzu 6 beliebige Koordinaten, etwa 6 der rechtwinkligen
Koordinaten des Systems, so sind die letzteren eo ipso Koor-
dinaten der absoluten Lage, da keine Anderung derselben die
Konfiguration #ndert, solange die iibrigen festgehalten werden.
Weniger als 6 Koordinaten der absoluten Lage konnen vor-
handen sein; denn es sind z. B. keine vorhanden, wenn wir
die rechtwinkligen Koordinaten des Systems benutzen. Mehr
als 6 aber konnen nicht vorhanden sein; denn wiren fiir eine
bestimmte Wahl der Koordinaten mehr vorhanden, so wiren
alle denkbaren Konfigurationen bestimmt durch die iibrigen
weniger als 3z — 6 Koordinaten, es liefsen sich also fir das
System iiberhaupt nicht 3z—6 von einander unabhingige Kon-
figurationskoordinaten angeben, was gegen Folgerung 2 wire.

4. Sind 37 unabhingige Koordinaten eines Systems
von n Punkten so gewihlt, dafs sich unter ihnen 37z — 6 KOI.I-
figurationskoordinaten finden, so sind die iibrigen 6 notwendig
Koordinaten der absoluten Lage. Sind jene 3n Koordinaten
so gewihlt, dafs sich unter ihnen 6 Koordinaten der absoluten

" Lage finden, so sind die iibrigen 37— 6 notwendig Konfigu-

rationskoordinaten.

Denn finde sich unter den letzteren 37— 6 Koordinaten
auch nur eine, welche geéindert werden kionnte ohne die Kon-
figuration zu #ndern, so wire die absolute Lage der K?nﬁgu-
ration bestimmt durch mehr als 6 unabhiingige Koordinaten,
was nicht moglich.

5. Als Koordinate der absoluten Lage kann. jede Grofse
benutzt werden, deren Anderung eine Anderung in der Lage
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des Systems zur Folge hat, und welche nicht eine Konfigu-

rationskoordinate ist. Sechs beliebige Grofsen, welche diese
Eigenschaften besitzen und von einander unabhéingig sind, kénnen
als Koordinaten der absoluten Lage gewihlt werden und werden
zu Koordinaten der absoluten Lage dadurch, dafs ihnen keine
anderen Grofsen als Koordinaten hinzugefiigt werden, als
solche, welche die Eigenschaft von Konfigurationskoordinaten
haben.

Endliche Verriickungen
a) der Punkte.

Definition 1. Den Ubergang eines materiellen Punktes
aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Riicksicht auf die
Zeit und die Art des f]berga,nges nennen wir eine Verriickung
des Punktes aus der Anfangs- in die Endlage.

Die Verriickung eines Punktes ist also vollstindig be-
stimmt durch ihre Anfangs- und ihre Endlage. Sie ist eben-
falls vollstindig gegeben durch ihre Anfangslage, ihre Rich-
tung und ihre Grolse.

Anmerkung 1. Die Grofse der Verriickung eines Punktes
ist gleich der Entfernung seiner Endlage von seiner An-
fangslage. Sind die 2, die rechtwinkligen Koordinaten der
Anfangslage, die 2, die rechtwinkligen Koordinaten der End-
lage, so ist die Grofse s der Verriickung die positive Wurzel
der Gleichung:

'3 __ 2,, (;l'.;_x”)z
1

~ Anmerkung 2. Die Richtung einer Verriickung ist die
Richtung einer Geraden, welche von der Anfangslage der Ver-
riickung zu ihrer Endlage gezogen wird. Haben ¢, z,, 2, die
Bedeutung wie vorher, und sind die 2, 2, s die ’Kovordi-
naten der Anfangs-, der Endlage und die Lange einer zweiten
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Verriickung, so ist der Winkel oder Richtungsunterschied s/s”
beider Verriickungen gegeben durch die Gleichung:

3
§s"cos 58" = v (x)—w,) (2)—22) . a)
1

Denn die Betrachtung des Dreiecks aus den beiden Liingen
s’ und s” als Seiten, und dem Winkel s/s” als eingeschlossenem
Winkel liefert uns die Gleichung:

2 7 2
812 + 8"2 _ 2 S’S“COS s:s// _ 21, [(x;—zy) _ (x”—xz)] ; .b)
1

aus welcher zusammen mit 23 Gleichung a) folgt.

Definition 2. Zwei Verriickungen eines Punktes heifsen
identisch, wenn sie Anfangs- und Endlage gemein haben; zwei
Verriickungen eines Punktes heifsen gleich, wenn sie Richtung
und Grofse gemein haben; zwei Verriickungen heifsen gleich-
gerichtet oder parallel, wenn sie die Richtung gemein haben.

Zwischenbemerkung. Bezeichnen z, z, die & gerad- @
linigen, rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes in einem
Raum von % Dimensionen, =z} z;, die Koordinaten eines
zweiten Punktes, so erweitert die an dieser Stelle eingeschaltete
Festsetzung, dals die Entfernung beider Punkte die positive
Wurzel der Gleichung

k

§? = 21' (x;—x,)z

1

sei, den ganzen folgenden Inhalt der Untersuchung und damit
die ganze Mechanik auf den Raum von % Dimensionen, ohne
dafs eine Anderung auch nur des Wortlautes notig wire, von
Nébendingen abgesehen. Doch soll von dieser Bemerkung
kein Gebrauch gemacht werden, sondern es soll gemifs der
ersten Festsetzung stets nur von dem Raum der Evkrin’schen
Geometrie die Rede sein.
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b) der Systeme.

Definition. Der I"Ibergang eines Systems materieller
Punkte aus einer Anfangslage in eine Endlage ohne Riicksicht
auf die Zeit und ohne Riicksicht auf die Art des Uberganges
heilst eine Verriickung des Systems aus der Anfangs- in die
Endlage.

Die Verriickung eines Systems ist also vollstindig ge-
geben durch ihre Anfangs- und ihre Endlage. Sie ist eben-
falls vollstindig bestimmt, wenn ihre Anfangslage und die-
Jenigen Merkmale gegeben sind, welche wir als ihre Richtung
und Grofse bezeichnen.

Hillfsbezeichnung. Quadratischen Mittelwert einer Reihe
von Grofsen nennen wir die positive Quadratwurzel des arith-
metischen Mittelwertes der Quadrate der einzelnen Grofsen.

Definition a. Grifse der Verriickung  eines Systems
heilst der quadratische Mittelwert aus der Grolse der Ver-
riickungen seiner simtlichen Massenteilchen.

Die Grofse der Verriickung, welche eine Lage eines Sy-
stems in eine andere iiberfiihrt, heifst auch die Entfernung
oder der Abstand beider Lagen von einander. Die Grofse
einer Verriickung wird auch als die Liinge derselben bezeichnet,

Bemerkung. Die Entfernung zweier Lagen eines Sy-
stems von einander ist unabhingig definiert von der Form der

analytischen Darstellung, insbesondere von der Wahl der
Koordinaten des Systems.

Aufgabe. Die Entfernung  zwejer Lagen eines Systems
durch die rechtwinkligen Koordinaten desselben darzustellen.
Es sei n die Zahl der m
Es sei 2, der W

ate n ‘ rriickung.  Die Koordinate z, istszugleich
Koordinate eines der Punkte des Systems; es sei die Masse

diesgs Punktes m,. » Iguft von 1 bis 8z, aber nicht alle
m, sind ungleich, sondern es ist fiir Jedes u von 1 bis n
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Ist nun etwa % die Zahl der Massenteilchen in der Massen-
einheit, so enthilt die Masse m, m,n Massenteilchen, und die
Gesamtmasse m des Systems m1 derselben. Berechnet man
mit diesen Bezeichnungen den quadratischen Mittelwert s der
Verriickungen aller Massenteilchen, so folgt fiir denselben die
positive Wurzel der Gleichung:

3n
ms® = Svm, (1,—,)? a)
1

und diese Wurzel ist also die gesuchte Entfernung. Ubrigens ist

3n
m:%zvm,, . b)
1

Lehrsatz. Die Entfernung zweier Lagen eines Systems von 32

einander ist stets kleiner als die Summe der Entfernungen
beider Lagen von einer dritten.

Es seien nimlich die ), 2, 2 die rechtwinkligen
Koordinaten der Lagen 1, 2, 3; es seien S193 8139 S;3 die Ent-
fernungen derselben von einander. Wird fiir den Augenblick
zur Abkiirzung gesetzt:

e R A VA R A
m m

so wird

3n 3 3n

n
2 2 2 2
S%3= E"ay s S93 = Z"bl/ s S1i2 = ”(ay—b”)
1

1 1
Gesetzt nun, es wire s;, > s,,+s5,,, so wire durch Quadrie-
rung zu erhalten s3, —s%, —s2 > 2s,.s,., also durch noch-
malige Quadrierung:
2
45335 — (so—st—s3) <O

Dies ist aber nicht moglich, denn die linke Seite wird durch
Einsetzen der Werte fiir die s in die Form gebracht:

3z 3n

43 Ju(mb—ab,)
1 1
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ist also als Summe von Quadraten notwendig positiv. Da
nun also die entgegengesetzte Vermutung unméglich war, so
mufs stets sein:

Folgerung. Aus den drei Entfernungen dreier belie-
biger Lagen eines Systems von einander als Seiten ist stets
ein ebenes Dreieck zu zeichnen moglich.

Definition b. Richtungsunterschied zwischen zwei Ver-
riickungen eines Systems aus gleicher Anfangslage heiflst der
eingeschlossene Winkel eines ebenen Dreiecks, in welchem
die Lingen der beiden Verriickungen die einschliefsenden und
die Entfernung ihrer Endpunkte die gegeniiberliegende Seite
bilden.

Der Richtungsunterschied zwischen zwei Verriickungen
wird auch der Winkel zwischen ihnen oder ihre Neigung
gegen einander genannt.

Bemerkung 1. Die Neigung zweier Verriickungen aus
d_erselben Lage gegen einander ist unter allen Umstéinden ein
eindeutig bestimmter, reeller Winkel, kleiner als .

Denn das Dreieck, welches Jene Neigung bestimmt, kann
nach 32 immer gezeichnet werden.

Bemerkung 2. Der Richtungsunterschied zwischen zwei
Verriickungen ist unabhiingig definiert von der Form der

analytischen Darstellung, inshesondere also von der Wahl der
benutzten Koordinaten,

Aufgabe. Den Richtungsunterschied Zweier Verriickungen

aus t.ier gleichen Anfangslage auszudriicken durch die recht.
winkligen Koordinaten der

" seien die Linge
der von ihnen eingeschlossene Winkel.

ebenen Dreieckes aus den drei Entfern
erhalten wir-

ngen, ss”’
Unter Benutzung des
ungen der drej Lagen
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3n 3n
2m §'s"cos 518" = Dy my, (1,—1,)* + v m, (zy—,)?
1 1

= ” , 2
= 2 my[ (5—2,) — (2—2)
1

und hieraus
3n

ms's coss;8” = Dy m, (x,—1,) (X,—2,) a)
1

in welcher Gleichung wir uns noch s und s” nach 31a durch
die rechtwinkligen Koordinaten ausgedriickt zu denken haben.

Lehrsatz. Zwei Verriickungen eines Systems aus gleicher
Anfangslage haben den Richtungsunterschied Null, wenn
die Verriickungen der einzelnen Punkte des. Syste.ams in
beiden gleichgerichtet und beziehentlich proportional sind, —
und umgekehrt. ' )

Denn sind die Verriickungen aller Punkte gleichgerichtet

und proportional, so ist fiir alle »

Ty—2, = & (x,—,)

unter ¢ einen fiir alle » gleichen Faktor verstaflden. Ei wird
daher die rechte Seite der Gleichung 37a glelch g Es
wird aber ferner s”=es’, also nach jener Gleichung coss’s”=1,

- also, da s/s” der Innenwinkel eines Dreiecks, sis"= 0 (35).

Umgekehrt, wenn ss"=0, cos ss"=1 ist, 50 liefer/tl;
die Gleichung 87a durch Einsetzen der Werte von s* und s :
und Quadrierung:

3 2 3n ” 3n X E
0 = [zny My (T,—2,) (x;—xy)] — S (@) D ma(Ey—2)
1 1 T
3n 3n 5

= D mymy [(@—2) (@) — (@) ()]

und dies ist nur moglich, wenn fiir jedes g und »

7 ’
.Z'[‘—xﬂ — .’l,"u—l'ﬂ

" ?

z, —z, z,—z,

womit auch die Umkehrung bewiesen ist.
Hertz, Mechanik,
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39 Folgerung 1. Haben zwei Verriickungen aus derselben
Anfangslage den Richtungsunterschied Null gegen eine dritte
Verriickung aus der gleichen Lage, so haben sie den Rich-
tungsunterschied Null gegen einander.

Alle Verriickungen, welche den Winkel Null mit -einer
bestimmten Verrickung bilden, bilden also mit einander den
Winkel Null. Das Gemeinsame aller solcher Verriickungen
heilst die Richtung derselben.

40 Folgerung 2. Wenn zwei Verriickungen eines Systems
gleiche Richtung haben, so haben sie gleichen Richtungsunter-
schied mit jeder dritten Verriickung.

Alle Verriickungen von gleicher Richtung aus gleicher
Lage bilden also denselben Winkel mit allen Verriickungen,
welche eine andere gleiche Richtung haben. Dieser gemein-
same Winkel heilst auch der Winke] der Richtungen gegen
einander oder der Unterschied der beiden Richtungen.

41 Definition. Zwei Verriickungen eines Systems heilsen
identisch, wenn die Verriickungen der Punkte des Systems

i ch sind. Zwei Verriickungen eines Systems

enn die Verriickungen der einzelnen Punkte

in. beiden gleich sind. Zwej Verriickungen eines Systems
heifsen gleichgerichtet oder parallel, wenn die Verriickungen

t%er einzelnen Punkte in beiden gleichgerichtet und beziehent-
lich proportional sind.

42 _ Folgerung.  Zwej Verriickungen eines Systems aus ver-
§ch1edenc3_r Anfangslage sind gleichgerichtet, wenn jede von
thnen gleiche Richtung hat mit einer Verriickung, welche durch

%hre Anfangslage geht und der anderen Verriickung gleich
1st, — und umgekehrt.

43 Zusatz. Richtungsunterschied zZwei
Systems aus verschiedener Anfangsla
zwischen jeder von ihnen und einer zu
Verriickung aus ihrer Anfangslage.

er Verriickungen eines
ge heilst der Winkel
der anderen parallelen

44 ) Aufgabe.. Den Winke] zwischen zw
I:uckungen emnes Systems auszudriicke
ligen Koordinaten ihrer vier Endlage

el beliebigen Ver-

n durch die rechtwink-
n.
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Es seien s" und s” die Grofsen der beiden Verriickungen
und s)s” ihr Winkel. Es seien die z, und z, die Koordinaten
der Anfangs- und Endlage der ersten, die 2? und z, die
Koordinaten der Anfangs- und Endlage der zweiten Verriickung.
Eine Verriickung, deren Anfangskoordinaten die z, sind, und
deren Endkoordinaten den Wert z,+42//—2? haben, hat
gleiche Anfangslage mit der ersten und ist der zweiten gleich.
Sie bildet also mit der ersten den gesuchten Winkel, fir
welchen also die Gleichung folgt:

7

3n
mss’cosss = 2" my, (2,—,) (y—23)
1

Der gleiche Wert wird erhalten, wenn wir eine Ver-
riickung durch die Anfangslage der zweiten und gleich _der
ersten legen, und den Winkel zwischen dieser und der zweiten
bestimmen.

Unsere Definition im Zusatz 43 war also eindeutig und
daher zulissig.

Definition. Zwei Verriickungen eines Systems heifse:n
senkrecht auf einander, wenn der Winkel zwischen ihnen ein
rechter ist.

Folgerung 1. ' Die hinreichende und notwendige analy-
tische Bedingung dafiir, dafs zwei Verriickungen senkrecht
auf einander stehen, ist die Gleichung:

3n

>y m, (@—2,) (z,—23) =0

1
in welcher Gebrauch gemacht ist von den Bezeichnungen der
Aufgabe 44.

Folgerung 2. In einem System von = Plimkte.n ist
aus einer gegebenen Lage eine (3n — 1)fache Mann%gfa,ltfgke}t
von Verriickungen, also eine (37 — 2)fache Manmgfa,.ltlgkelt
von Richtungen denkbar, welche auf einer gegebenen Richtung
senkrecht stehen.

Definition, Komponente einer Verriickung in einer ge-

gebenen Richtung heilst eine Verriickung, deren Richtung die
5%
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gegebene Richtung ist, und deren Grofse gleich der Vertikal-
projektion der Gréfse der gegebenen Verriickung innerhalb des
Winkels ist, welchen die gegebene Verriickung mit der ge-
gebenen Richtung bildet.

Ist also die Grofse der gegebenen Verriickung s, und bildet
sie mit der gegebenen Richtung den Winkel ®, so ist ihre
Komponente in dieser Richtung gleich scose.

Die Grofse der Komponente in gegebener Richtung wird

gewdhnlich schlechthin die Komponente in dieser Richtung
genannt,.

Zusammensetzung der Verriickungen.

Bemerkung. Werden einem System mehrere Verriickungen

erteilt, welche gegebenen Verriickungen gleich sind, und welche
sich so an einand ’

Denn dies gilt fiir die Verriickun ie ei
‘ . gen, welche di
Punkte dabei erleiden, also fiir das Syst’em. e

Definition 1. Eipe Verriickung, welche das System in

;i;ese}be Endlage tiberfiihrt, wie ejne Reihe aneinandergeﬁigter
e:rruck.ungen, welche gegebenen Verriickungen gleich sind
heifst die Summe Jener gegebenen Ver j

riickungen.
_ Definition 2. Differeny Zwi
einer zweitgenannten Verriickun

. g heilst eine -
Summe mit der zweitgenanuten Verrlickung, deren

die erstgenannte ergiebt.

Folgerung (aus 49). Die Addition und Subtraktion der

Verriickungen unterliegt :
dition und Sub‘crak’tion.gt . Begeln der Wlgebraischen Ad-
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Abschnitt 3. Unendlich kleine Verriickungen und
Bahnen der Systeme materieller Punkte.

Vorbemerkung. Wir behandeln von hier ab den ein-
zelnen materiellen Punkt nicht mehr gesondert, sondern
schlielsen seine Betrachtung in die Betrachtung der Systeme
ein. Es ist daher im folgenden stets von Verriickungen der
Systeme die Rede, auch wo dies nicht besonders bemerkt wird.

Unendlich kleine Verriickungen.

Erliuterung. Eine Verriickung heifst unendlich klein,
wenn ihre Linge unendlich klein ist.

Lage der unendlich kleinen Verriickung heifst eine Lage,
welcher die Grenzlagen der Verriickung unendlich nahe liegen.

Eine unendlich kleine Verriickung ist nach Richtung und
Grofse bestimmt durch die Angabe ihrer Lage und der un-
endlich kleinen Anderungen, welche die Koordinaten des
Systems durch die Verriickung erleiden.

Aufgabe la. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszudriicken durch die Anderungen dz, der 3=
rechtwinkligen Koordinaten des Systems.

Indem wir in Gleichung 31a 2,—z, ersetzen durch dz,,

erhalten wir
3n

md82 = 2" my dflf,
1

Aufgabe 1b. Den Winkel 5,5 der beiden unendlich
kleinen Verriickungen ds und ds’ auszudriicken durch die
Andernngen dr, und dz, der 3z rechtwinkligen Koordinaten
des Systems.

Indem wir in Gleichung 44 fiir z,—z, setzen dz, und
fiir 2 —2? setzen dz,, erhalten wir

3n

4 7
m dsds cosss = 2’ m, dz, dz,
1
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Die Losung gilt, ob beide Verriickungen gleiche Lage haben
oder ob nicht. :

Aufgabe 2a. Die Linge ds einer unendlich kleinen
Verriickung auszudriicken durch die A.nderungen dp, der r
allgemeinen Koordinaten p, des Systems.

Die rechtwinkligen Koordinaten z, sind Funktionen der
P und zwar der p, allein, da sie durch diese vollstéindig be-
stimmt sind, und da Verriickungen des Systems, welche nicht
durch Anderungen der p, darstellbar sind, als von der Be-
trachtung ausgeschlossen gelten (18). Setzen wir zur Ab-
kiirzung
a) Oy

a0

so bestehen demnach 3x Gleichungen von der Form:

r

b) dty = De aygdp,
1

in welchen die w,, Funktionen der Lage sind, also als Funk-
tionen der p, aufgefalst werden konnen, Setzen wir die Werte
b) in Gleichung 55 ein, und setzen noch zur Abkiirzung

3n

€) ma90.=27 myape o "
1

so erhalten wir als Losung der Aufgabe:

d) (182 = ﬁein aga‘ (]‘p9 dpu_
1 1

Aufgabe 2b. Den Winkel 5,8 zweier unendlich kleiner
Verriickungen von der Lénge ds und d5 und gleicher Lage
auszudriicken durch die Anderungen dp, und dp, der r allge-

meinen Koordinaten P, des Systems.

Wir bilden die Werte der dz, nach Gleichung 57b und
setzen diese und die Werte fiir dz, in Gleichung 56 ein. Wir
beachten, dafs fiir beide Verriickungen die Werte der Koordi-
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naten selbst, also die der Grofsen «,, gleich sind, und wir
erhalten: :

ds ds'c08 8,8’ = Do Do gq dpy dpy
1 1

Eigenschaften der ¢y, und @gs . Einfihrung der b‘,,, .

1L Fir alle Werte der p,0,7 ist: (vergl. 57a)

0005, 0ty

op, 0p,
2. Fir alle Werte von ¢ und ¢ ist: (vergl. 57¢)

azeg' = au'e

8. Die Zahl der Grolsen ¢y ist gleich 3nr; die 61

Zahl der von einander verschiedenen Grofsen a,, ist gleich
Ir(r+1).

4. Fir alle ¢ ist
Ggo > 0
Fir alle Werte von ¢ und o ist
aee agg' - ago' > 0 .

Denn es ist die rechte Seite der Gleichung 574 I.m:ch
ihrer Ableitung aus Gleichung 55 eine notwendig pos1t.1ve
Grofse, welches auch die Werte der dp, sind. Hierfiir sind
die vorstehenden Ungleichheiten notwendige Bedingungen.

5. Fir alle Werte der g, 0,z gilt die Gleichung:

AL det,y, | Oty 02, | 08y, | 08,
varawa( 2+l =m 2+ +

op. pe dp, pe P

1

. Um die Gleichung zu beweisen, setzt man rechts die Werte
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der a,, aus Gleichung 57¢ ein und macht Gebrauch von den
Eigenschaften der e,, nach 59.

6. Die Determinante aus den r2 Grofsen a,, sei A.
Der Faktor von a,, in A, dividiert durch A, soll dauernd
bezeichnet werden mit by Es ist also als Definition

i an
L A da,,

Fiir alle Werte von ¢ und ¢ ist dann
bos = bag
Die Zahl der von einander verschiedenen Gréfsen o ist gleich
+r(r41).
7. Der Wert des Ausdrucks

.
Nl

0 o

e g, by

1

ist gleich Eins, sobald ; — ist; jener Wert ist gleich Null,
sobald ¢ und x verschieden sind.

Denn ist = %, so stellt der Ausdruck 29 @y b, A die
1

Determinante A selbst dar. Ist aber ¢ von verschieden, so
stellt er eine Determinante dar, welche aus A entsteht, indem
die Reihe g ersetzt wird durch die Reihe der a,. In dieser
Determinante sind also zwei Reihen gleich, und ihr Wert
ist Null.

8. Es gelten fir alle Werte der ¢ und % die beiden
Gleichungen:
ZQZ" bgu agL Aoz = Qyy 3
1 1

r r
OO

D7 o by boy = b,
1 1

Man bilde nach 63 den Wert des Ausdrucks 2@ boo g,
1
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bez. 2@ @0 b, fiir alle Werte des ¢ von 1 bis 7, man multi-
1

pliziere die entstandenen Gleichungen der Reihe nach mit
a,, bez. &,, und addiere, so folgen die Gleichungen.

9. Bestimmte Anderungen der Grofsen a,, haben be-
stimmte Anderungen der Grifsen by, zur Folge. Bezeichnen
0a,, und 0b,, beliebige zusammengehorige Variationen der
@y und b,,, so gelten die Gleichungen:

r r
ZQ 2" a‘gt Qg 9 beo’ == ()Il-m 5
1 1

S35 b e age = — 38
1 1

Man variiere die Gleichungen 66 und mache Gebrauch
von den Beziehungen 65, so folgen die Gleichungen.

10. Variiert man in den a, und by nur eine be- 68
stimmte Koordinate P:; von welcher sie abhiingen, so folgt
insbesondere fiir jeden Wert des =

O~ . 8b da
O SO eo _ _ 0%
12 o 12 aec aa'x apz apz

O~ da,, b,
| 292 bou box = ol

Verriickungen in Richtung der Koordinaten.

Definition 1. Verriickung in Richtung einer bestimmten g9
Koordinate heifst eine unendlich kleine Verriickung, bei
welcher sich nur diese eine Koordinate, nicht aber die iibrigen
gleichzeitig benutzten Zndern.

Die Richtung aller Verriickungen in Richtung derselben
Koordinate aus derselben Lage ist dieselbe; sie heifst die
Richtung der Koordinate in dieser Lage.
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Bemerkung. Die Richtung einer Koordinate hiingt ab
von der Wahl der iibrigen, gleichzeitig benutzten Koordinaten
des Systems.

Definition 2. Reduzierte Komponente einer unendlich
kleinen Verriickung in Richtung einer bestimmten Koordinate
heilst die Komponente der Verriickung in Richtung der Koor-
dinate (48, 69), dividiert durch die Anderungsgeschwindigkeit
der Koordinate bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung.

Die reduzierte Komponente in der Richtung einer Koor-

dinate nemnen wir auch kurz die Komponente nach der
Koordinate.

Man spricht also von der Komponente einer beliebigen
Verriickung in einer beliebigen Richtung, aber man kann nicht
sprechen von der reduzierten Komponente in einer beliebigen
Richtung, sondern nur von der reduzierten Komponente einer
unendlich keinen Verriickung in der Richtung einer Koordinate.

Aufgabe 1a. Die Neigung sz, der Verriickung ds
gegen die rechtwinklige Koordinate z, durch die 87z Ande-
rungen dr, auszudriicken.

In Gleichung 56 setzen wir die dz, gleich Null fiir alle »
mit Ausnahme des bestimmten », auf welches sich die Aufgabe
bezieht. Dann ist die Richtung von ds’ nach 69 die von Zys
und der Winkel s,s' wird der gesuchte Winkel. Da ferner
alsdann nach 55 mds? = m, dz,% so wird als Losung der

Aufgabe erhalten:
m"’
ds cos 8,7, = l/ m~dx,, ,

worin fiir ds sein Wert in den dr, einzusetzen ist.

Aufgabe 1b. Die Komponenten dz, der Verriickung
ds nach den rechtwinkligen Koordinaten z, durch die Ande-
rungen dz, der Koordinaten auszudriicken,

Setzen wir in der vorigen Aufgabe s,z, — 0, so erfolgt
die Verriickung ds in Richtung der Koordinate z,, und wir
erkennen, dafs die Anderungsgeschwindigkeit der Koordinate
bei einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung gleich dz,: ds
also gleich Ym/m, ist. Die linke Seite der Gleichung 72 stellt
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schon die Komponente von ds in Richtung von z, dar; divi-

dieren wir also die Gleichung durch Vmm,, so erhalten wir
(71) als Losung der Aufgabe:

m.
d%, = —dx
14 m v

Aufgabe le. Die Anderungen dr, der rechtwinkligen
Koordinaten bei einerVerriickung auszudriicken durch die redu-
zierten Komponenten der Verriickung nach jenen Koordinaten.

Die Losung der vorigen Aufgabe giebt unmittelbar:

m
dr, = — 4z,
mv

Aufgabe 2a. Die Neigung spo der Verriickung ds
gegen die allgemeine Koordinate P, durch die r Anderungen
dp, auszudriicken.

In Gleichung 58 setzen wir die dp, gleich Null fiir alle
¢ mit Ausnahme des bestimmten 0, auf welches sich die Auf-
gabe bezieht. Die Richtung von ds" ist alsdann nach €9 die
von p,, und der Winkel s’ wird der gesuchte Winkel. Da
gleichzeitig nach 57 ds'2 = Qo dp,® wird, so erhalten wir als
Losung der Aufgabe:

r

V@ds COS §,pp = 20 @oedps

1

worin fiir ds sein Wert in den dp, einzusetzen ist.

Anmerkung 1. Setzen wir in der Losung der vorigen
Aufgabe alle dp, gleich Null mit Ausnahme eines bestimmten
dp,, so wird die Richtung von ds die Richtung dieser Koordi-
nate p,, und der Winkel $,pe geht iiber in den Winkel p,,p,,
welchen die Koordinate p, mit der Koordinate P, bildet. Da
gleichzeitig alsdann ds? = a,.dp,? wird, so erhalten wir fir
diesen Winkel:

@y

COSpa-’Z)e = Va a~
‘00 Coc

Dieser Winkel ist nach 62 stets ein reeller Winkel.
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Anmerkung 2. Die Koordinaten p, heifsen orthogonal,
wenn jede von ihnen in jeder Lage auf allen iibrigen senk-
recht steht. Die hinreichende und notwendige Bedingung
hierfiir ist (76), dafs alle a,,, fiir welche ¢ und ¢ verschieden
sind, verschwinden. Die rechtwinkligen Koordinaten sind ein
Beispiel orthogonaler Koordinaten.

Aufgabe 2b. Die Komponenten dp, der Verriickung ds
nach den Koordinaten p, auszudriicken durch die Anderungen
dp, dieser Koordinaten bei der Verriickung.

Setzen wir in Gleichung 76 s,p, gleich Null, so erfolgt
die Verriickung ds dieser Gleichung in Richtung von p,; alle
dp, sind also Null, ausser dp,, und die Gleichung wird also
Vo ds = a,, dp,. Die Andexungsgeschwindigkeit von p, mit
einer Verriickung in ihrer eigenen Richtung ist also 1 [Vag -
Bedenken wir, dafs nach 48 dscossp, die Komponente von
ds in der Richtung von p, ist, und beachten die Definition 71,
so erkennen wir, dafs die linke Seite der Gleichung 75 bereits
die reduzierte Komponente nach P, darstellt, und wir erhalten
also die Beziehung:

a) dpy = V@dg coss,p,

also als Losung der Aufgabe:

r

b) APy = Do tgq dp,s

1

Aufgabe 2c. Die Anderungen dp, der Koordinaten bei
Ausfithrung der Verriickung ds auszudriicken durch die Kom-
ponenten dp, der Verriickung nach den Koordinaten p, .

Die Auflsung der Gleichungen 78 b unter Benutzung der
Bezeichnung von 64 ergiebt unmittelbar:

dpQ = Z" bgo‘ dpo
1

Aufgabe 3a. Die Komponenten dp, einer Verriickung
nach den allgemeinen Koordinaten P, auszudriicken durch die
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Komponenten dz, der Verriickung nach den rechtwinkligen
Koordinaten des Systems.

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 78,
57¢, 57b, 74:

r

Aufgabe 3b. Die Komponenten dz, einer Verriickung 81

nach den rechtwinkligen Koordinaten z, auszudriicken durch
die Komponenten dp, der Verriickung nach den allgemeinen
Koordinaten p, des Systems.

Wir erhalten der Reihe nach unter Benutzung von 73,
57h, 79:

m m, QO
dZy, = —dx, = — Yo aysd
v - v m < v APg

”»
m,

r
== — % Oyg 2@ bQO' dp‘g s

s 1
also, wenn wir zur Abkiirzung setzen

-
m, QO
# < "(thrbga:{gvg >

folgt als Losung der Aufgabe:
T, = Do frpdPy - b)
1

Aufgabe 4. Die Linge einer unendlich kleinen Verriickung
auszudriicken durch ihre reduzierten Komponenten nach den
Koordinaten des Systems.

Wenden wir die allgemeinen Koordinaten Po an, SO er-
halten wir durch successive Anwendung von 78b und 79 auf
Gleichung 57d nach einander:
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ds® = Zreﬁa Qoo APy AP
1 1

= : o dpe dﬁe
= 2921 beo Py dps

83 Wenden wir insbesondere die rechtwinkligen Koordinaten
an, so erhalten diese Gleichungen die Form:

m 2
= dzy

Aufgabe 5a. Den Winkel zwischen zwei unendlich
kleinen Verriickungen beliebiger Lage auszudriicken durch
die reduzierten Komponenten der beiden Verriickungen nach
den rechtwinkligen Koordinaten.

Durch successive Anwendung von 73 und 74 auf Gleichung
56 erhalten wir nach einander die Formen:

3n

’ Y 4 m 7
ds ds coss,s = Zv m—y dz, dx,
1

3n 3n
—7 N - ’

= 2’ dr, d%, = D d%, dz,

1 1

3n m

R - sl
= Zr — dT, dT,

T

Hierin haben wir fiir die ds und ds' ihre Werte in den
dz, nach 83 einzusetzen.
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Aufgabe 5b. Den Winkel zwischen zwei unendlich klei- 85
nen Verriickungen aus der gleichen Lage auszudriicken durch
die Komponenten der beiden Verriickungen nach den allge-
meinen Koordinaten p, .

Durch successive Anwendung von 78 und 79 auf Gleichung
58 erhalten wir nach einander die Formen:

i
dsds coss,s = 292" Qoo dpy dpy
1 1

= 2¢ AP dPy = e dPy dp,
1 1

= Zeza boo Py dp,

Hierin sind wieder fir die ds und ds’ ihre Werte in
den dp, nach 82 einzusetzen.

Aufgabe 6. Den Winkel zweier unendlich kleiner Ver- 86
rickungen auszudriicken durch die Winkel, welche beide mit
den Koordinaten des Systems bilden.

Wir dividieren die letzte der Gleichungen 85 durch dsds’
und beachten, dafs nach 78a

’

s d . dp, .
Va—ee CoSs S,‘pe = dlse 3 l agg COoSs S,])e = %’ ’

wir erhalten so als Losung der Aufgabe:

* *
’ QR N ’
€os 8,8 = 2920 bos Vage agq cos 8,D COS §,Pg

il 1

Wenden wir rechtwinklige Koordinaten an, so erhilt die 87
vorstehende Gleichung die besondere Form:

3n

C08 8,8 = 2’ €OS 8,7, COS 8.7,
1

Es ist zu bemerken, dass die Gleichung 86 gleiche Lage
der beiden Verriickungen voraussetzt, wihrend die Gleichung
87 von dieser Voraussetzung frei ist.




80 Brstes Buch.

Lehrsatz. Die r Winkel, welche eine beliebige Richtung
in einer bestimmten Lage mit den Richtungen der r allge-
meinen Koordinaten daselbst bildet, sind verbunden durch die
Gleichung:

r : 3
.
e boo Vagg ags cosss, C088,pg =1
1 1

Denn diese Gleichung folgt, wenn wir in 86 die Rich-
tungen von ds und ds’ zusammenfallen lassen.

Folgerung. Insbesondere geniigen die 3z Winkel, welche
eine beliebige Verriickung des Systems mit den rechtwink-
ligen Koordinaten des Systems bildet, der Gleichung

3n

N} <

Zv cos®s,z, = 1
1

Benutzung partieiler Differentialquotienten.

Bezeichnung. Durch die Werte der Koordinaten P, ihrer
Lage und der Anderungen dp, derselben ist die Linge ds
einer unendlich kleinen Verriickung bestimmt. Andern wir
eins jener Bestimmungsstiicke, wihrend die iibrigen constant
gehalten werden, so soll das entsprechende partielle Differen-
tial von ds mit 9,ds bezeichnet werden.

Betrachten wir dagegen, was ebenfalls zulassig ist, die
Koordinaten p, und die Komponenten ¢, nach ihnen als die
unabhingigen Bestimmungsstiicke von ds, so soll das ent-
sprechende partielle Differential von ds mit d,ds bezeichnet
werden.

Andere partielle Differentiale von ds sind selbstverstind-
lich mdglich, aber es ist fiir unseren Zweck nicht nétig, sie
zu bezeichnen, sondern es bleibt fiir sie das gewohnliche,

Jedesmal durch eine Worterklarung niiher zu bestimmende
Zeichen ads vorbehalten.

Bemeljkung 1. Die Komponenten einer Verriickung nach
den Koordinaten lassen sich als partielle Differentialquotienten
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der Liénge der Verriickung darstellen. Und zwar geschieht
dies in der Form:
10,ds® 8,ds

e vad,~ g, ©

Man differentiiere die Gleichung 57d und beachte 7s.

Bemerkung 2. Die Neigung einer unendlich kleinen Ver- 92
riickung gegen die Koordinate P, kann mit Hilfe der par-
tiellen Differentialquotienten ihrer Linge dargestellt werden.
Und zwar geschieht dies in der Form:

Qoo COS S0 = L
0 Pe adl’e

Man beachte 91 und 78.

Anmerkung. Werden insbesondere in den Bemerkungen 93
1 und 2 rechtwinklige Koordinaten angewandt, so erhilt man

dds
a d.l‘ b a’)

'/m"cossx —a—ds— b)
m "V odx,

wobei die Bedeutung der partiellen Differentiale aus dem
vorigen hervorgeht.

dT, = ds

Bemerkung 3. Die Anderungen, welche die Koordinaten 94
P, bei Durchlaufung einer unendlich kleinen Verriickung er-
leiden, lassen sich als partielle Differentialquotienten der Liange
der Verriickung darstellen. Und zwar geschieht dies in der
Form:
1 8,ds? 8,ds
dpe =3 ane = as Fi’?e .

Man beachte die Gleichungen $2 und 79.
Hertz, Mechanik.
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Bemerkung 4. Fir alle Werte des Index z besteht
zwischen den partiellen Differentialquotienten von ds die
Gleichung:
2) ‘Epﬁ _ 0,ds

op- op.

Denn es ist:

Setzen wir in der ersteren Form fir die dp, und dp,
ihre Werte in den dp, und dp, nach 79, und beachten die
Beziehungen 68 und die zweite Form, so folgt die Behauptung.
Ebenso wenn wir in gleicher Weise von der zweiten Form
ausgehen.

Lehrsatz. Erleidet die Lage einer unendlich kleinen Ver-
rickung zweimal dieselbe Veriinderung, wihrend gleichzeitig
das eine Mal die Komponenten nach den Koordinaten, das
andere Mal die Anderungﬂen der Koordinaten die urspriing-
lichen bleiben, so ist die Anderung der Linge der Verriickung
in beiden Fillen entgegengesetzt gleich.

Da im zweiten Falle die ddp,=0 sein sollen, wihrend
die Koordinaten P. die Anderungen dp, erleiden, so ist die
Anderung der Liinge der Verriickung:

) L 3, Is
i) r)[,tl.S‘ = zz »a']g\ ,)‘])l
1 T

Im ersten Falle sollen die ddp,=0 sein, wihrend die
Koordinaten dieselben Anderungen dp, erleiden, es ist also jetat:

; Q O,ds
b) (),1118 = :;r EI[: ’)pr

Bahnen der Systeme. 83

Aus beiden Gleichungen a) und b) und der Bemerkung 4
folgt

§pd8 = = ()\qu ’ c)

welches die Behauptung ist.

Bahnen der Systeme.

Erliuterungen,

L Die gleichzeitig vorgestellte Gesamtheit der Lagen, 97
welche ein System beim ﬁbergang aus einer Lage in die andere
durchléuft, heifst eine Bahn des Systems.

Eine Bahn kann auch betrachtet werden als die gleich-
zeitig vorgestellte Gesamtheit der Verriickungen, welche das
System beim Ubergang aus der einen in die andere Lage
erleidet.

2. Ein Teil der Bahn, welcher durch zwei unendlich nahe 98
Lagen begrenzt wird, heifst ein Bahnelement. Ein Bahn-
element ist eine unendlich kleine Verriickung; es hat eine Liinge
und eine Richtung.

3. Richtung der Bahn eines Systems in einer bestimmten 99
threr Lagen heilst die Richtung eines dieser Lage unendlich
benachbarten Bahnelements.

Linge der Bahn eines Systems zwischen zwei ihrer Lagen
heilst die Summe der Lingen der Bahnelemente zwischen
diesen Lagen. :

Analytische Darstellung. Die Bahn eines Systems wird 100
analytisch dargestellt, indem die Koordinaten ihrer Lagen an-
gegeben werden als Funktionen einer und derselben, iibrigens
beliebigen Variabeln. Jeder Lage der Bahn ist dann ein Wert der
Variabeln zugeordnet. Als unabhiingige Variabele kann eine
der Koordinaten selbst dienen. Sehr haufig ist es zweck-
mifsig, als unabhiingige Variabele die Linge der Bahn, von
einer bestimmten Lage der Bahn ab gerechnet, zu benutzen.

Die Differentialquotienten nach dieser bestimmten Variabelen,
6*
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also nach der Bahnlinge, sollen in Lacranes’s Weise durch
Accente bezeichnet werden.

Definition 1. Die Bahn eines Systems heilst gerade, wenn
sie in allen ihren Lagen die gleiche Richtung hat.

Folgerung. Beschreibt ein System eine gerade Bahn, so
beschreiben seine einzelnen Punkte gerade Linien, deren
Lingen, von der Ausgangslage an gerechnet, einander be-
stindig proportional bleiben. (38).

Definition 2. Die Bahn eines Systems heifst krumm,
wenn sich die Richtung der Bahn von Lage zu Lage #ndert.
Die Anderungsgeschwindigkeit der Richtung mit der Bahn-
linge heilst die Kriimmung der Bahn.

Die Kriimmung der Bahn ist also der Grenzwert des Ver-
hiiltnisses zwischen dem Richtungsunterschied und der Ent-
fernung zweier benachbarter Bahnelemente.

Anmerkung. Der Wert der Kriimmung ist hierdurch de-
finiert unabhiingig von der Form der analytischen Darstellung,

also insbesondere unabhsingig von der besonderen Wahl der
Koordinaten des Systems.

Aufgabe 1. Die Krimmung ¢ der Bahn auszudriicken
durch die Anderungen der Winkel, welche die Bahn mit den
rechtwinkligen Koordinaten des Systems bildet.

Es sei de der Winkel zwischen der Richtung der Bahn
am Anfang und am Ende des Bahnelementes ds. Dann ist
nach Definition (103):
de
ds

[; ==

Es seien ferner die cos 8,7, die Cosinus der Winkel, welche
die Balm am Anfange von s mit den ¥, bildet, und es seien
Cos %1, + d cos sz, die Werte dep gleichen Grofsen am Ende
von ds. Dann ist nach Gleichung $7:

n
cos (de) = = Cos sy, (cos 8,2, 4+ deos 8;by)
1

Bahnen der Systeme.

Es ist aber ferner nach Gleichung 89 sowohl

3n
Zv cos’s,m, =1
1
als auch
3n
> (cos 5,2, + deos 82, =1
1

Indem wir das Doppelte der ersten Gleichung subtrahieren
von der Summe der beiden letzteren, erhalten wir:

3n
2 — 2co0s (de) = de® = D» (deos s,z,)’
1

)

also durch Division mit ds? die Losung der Aufgabe:

3n
dcos s,x,\2
2 94y
= Sv (_h—s )

1

Aufgabe 2. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 106
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten des Systems
mit der Bahnlinge.

Unter Beriicksichtigung von 72 haben wir (100):

m,

Ccos 8,0y = TIT <y

’ m, ’r

(cos s,z,) = |/ o T

also nach 105 als Losung der Aufgabe:

9 112
me = Dvm,7,
1

Aufgabe 3. Die Kriimmung der Bahn darzustellen durch 107
die Anderungen der rechtwinkligen Koordinaten, dieselben be-
trachtet als Funktionen einer beliebigen Variabelen z.
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Nach den Regeln der Differentialrechnung ist

Iy = —
4 ds

5 d (rl.r,, (l‘l,') (dr)3 st Az, dz, dzs}

Tdsldr ds) T \G) T a

Setzen wir diesen Ausdruck in 2 ein, und beachten,
dals (35)

)

b L
) - b dr dz?

ist, so folgt als Losung der Aufgabe:

2

3 402 3u (,6721.1"2 A2 \2
= Dy, |- —m |22
; 41' Y \dz? a2

worin - fiir ds/dr und @2 [dz® mnoch ihre Werte aus den
vorigen Gleichungen zu setzen sind.

Aufgabe 4. Die Kriimmung dey Bahn darzustellen durch

die Anderungen der allgemeinen Koordinaten p, des Systems
mit der Bahnliinge. .

Wir filhren in den Ausdruck 166 an Stelle der recht-
winkligen Koordinaten die Po €in, indem wir die 2 ausdriicken
. ” Rt r
durch die ), und Po- Zunichst ist nach 579

r

L N ’
Ly = 4‘9 (/'"i‘ 2)9 -
1

2

” l'w -
Hi— .\;z (("'"’J])i‘ + q;,”]):')
- Y

’ also

= =
o NN it it ,
1 " = N i {:l ) ‘{/. - "‘) ) g L 2 7. o ’ ’ 7 ’

< L]‘ ( o Yyg Po P azf{) awf}/g])tr + Cyg auo‘_pgpd) ¢
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Man bilde diese Gleichungen fiir alle v, multipliziere eine
jede mit m,/m, und addiere alle. Links entsteht c2. Rechts
kann die Summation nach » mit Hiilfe der schon eingefiihrten
Grossen a@,, in den ersten beiden Gliedern ausgefiihrt werden.
Im ersten Glied ergiebt die Summation unmittelbar nach 57 e
@s. Als Faktor von p; im zweiten Gliede wird nach einander
erhalten:

3 il T

3n
22" p, mva awvg
e Do = v —Uyg -
- S T T > T m ap,

v Octy, | Oty
m % (apT % az)

da,, aae,)
dp,  Ops

s Oa,
- 5

(nach 63)

Beim Ubergang von der zweiten in die dritte Form und
von der vierten in die fiinfte Form ist Gebrauch gemacht
von der Bemerkung, dafs, wenn F(o,s) ein beliebiger Aus-
druck ist, welcher die Indices ¢ und & enthslt, alsdann
identisch

Zrﬂ’ﬁ“ F(o,0) = ﬁeﬁa F(0,0)

1 1 1 1

ist.

Der Faktor des dritten Gliedes lifst sich nicht durch die
@y, ausdriicken. Um im Endresultat die Beziehung auf die
réchtwinkligen Koordinaten gleichwohl verschwinden zu lassen,
sel gesetzt:

3n

m, aavu a“v
R
1
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Es wird dann schliefslich erhalten als Losung der Auf-
gabe:

s N~ v~ [ 8a da,) , ,

€) = e Ysla + - ( 9_¢e er)
T 1 { erPelo 2 op, op, PePrpo
z rﬁ 7 T4 7 /l
+ 2t e oy PoPoPipu f

1

Hierin sind also die a,;, die in 57 eingefithrten Funk-
tionen der p,; die ooy SN als neu eingefithrte Funktionen
derselben Grossen anzusehen. Die Zahl dieser neu einge-
fihrten Funktionen betrigt 1r2(r4-1)2,

Abschnitt 4. Mogliche und unmdagliche Verriickungen.
Materielle Systeme,

Erlduterungen.

1. Zwischen einer Anzahl von materiellen Punkten be-
steht ein Zusammenhang, wenn aus der Kenntnis eines Teils
der Komponenten der Verriickungen dieser Punkte eine Aus-
sage in Bezug auf die iibrigen Komponenten moglich ist.

2. Wenn zwischen den Punkten eines Systems Zu-
sammenhéinge bestehen, so ist damit ein Teil der denkbaren
Yex;riiekungen des Systems von der Betrachtung ausgeschlossen,
diejenigen Verriickungen des Systems nimlich , deren Statt-
finden den vorausgesetzten Aussagen widersprechen wiirde.
Umgekehrt bildet Jede Aussage, dafs von den denkbaren Ver-
rickungen des Systems ein Teil von der Betrachtung aus-
zuschliefsen sei, einen Zusammenhang zwischen den Punkten
d.es Systems. Die Zusammenh'z’mge der Punkte eines Systems
sind vollstindig gegeben, wenn fiir Jede denkbare Verriickung
des Systems bekannt gegeben ist, ob dieselbe zur Betrach-
tung zugelassen oder von derselben ausgeschlossen sei.
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3. Die zur Betrachtung zugelassenen Verriickungen
heifsen mogliche Verriickungen, die iibrigen unmogliche. Die
maglichen Verriickungen werden auch virtuelle genannt. Mog-
liche Verriickungen heifsen sie stets, wenn sie als engerer
Begriff den denkbaren gegeniibergestellt werden; virtuelle
Verriickungen werden sie nur dann genannt, wenn sie als
weiterer Begriff einem engeren, z. B. den wirklichen Ver-
riickungen entgegengestellt werden.

4. Mogliche Bahnen heifsen alle Bahnen, welche sich
aus moglichen Verriickungen zusammensetzen. Mbgliche Lagen
sind alle Lagen, welche durch mogliche Bahnen erreicht wer-
den konnen.

5. Es sind also alle Lagen moglicher Bahnen mogliche
Lagen. Aber es geht aus dem Gesagten nicht hervor, und
es soll auch nicht gesagt sein, dafls Jede denkbare Bahn durch
mogliche Lagen auch eine mogliche Bahn sei. Vielmehr kann
eine Verriickung auch zwischen unendlich benachbarten mog-
lichen Lagen als eine unmogliche Verriickung bezeichnet sein.

6. Zwischen zwei moglichen Lagen giebt es immer eine
mogliche Bahn. Denn fithrt von irgend einer wirklichen
Lage zu beiden Lagen auch nur eine mogliche Bahn, so bil-
den diese beiden Bahnen zusammen schon eine mogliche Bahn
zwischen den beiden Lagen; fithrte zu einer von beiden keine
mogliche Bahn, so wiire diese Lage auch keine mogliche Lage.

Definition 1. Ein Zusammenhang eines Systems heilst
ein stetiger, wenn er den folgenden drei Voraussetzungen nicht
widerspricht:

1. Dafls die Angabe aller moglichen endlichen Verriick-
ungen enthalten sei in der Angabe aller moglichen unendlich
kleinen Verriickungen, (Stetigkeit im Endlichen);

2. dals jede migliche unendlich kleine Verriickung in
gerader, stetiger Bahn durchlaufen werden kénne, (Stetigkeit
im Unendlichkleinen);

3. dals jede unendlich kleine Verriickung, Welche. aus
einer bestimmten Lage moglich ist, auch moglich ist aus jeder
unendlich benachbarten Lage, abgesehen von Abweichungen
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von der Ordnung der Entfernung der Lagen oder von héherer
Ordnung, (stetige Versinderlichkeit der moglichen Verriickungen).

Folgerung. Wenn in einem System nur stetige Zu-
sammenhiinge sich finden, so ist die Summe irgend welcher
mdglichen unendlich kleinen Verriickungen aus derselben Lage
wieder eine mogliche Verriickung aus der gleichen Lage.
(Superposition unendlich kleiner Verriickungen.)

Denn nach 115, 3 miissen sich die einzelnen Verriickungen
hinter einander durchlaufen lassen, und nach 115, 2 ist dann
die direkte Verriickung aus der Anfangs- in die Endlage selbst
auch eine mogliche Verriickung.

Definition 2. Ein Zusammenhang eines Systems heilst

ein innerer, wenn er nur die gegenseitige Lage der Punkte
des Systems betrifft.

Folgerung. Wenn in einem System nur innere Zu-
sammenhénge sich finden, so ist jede Verriickung des Systems,
welche die Konfiguration nicht indert, eine mogliche Ver-
rickung, und umgekehrt,

Definition 3. Ein Zusammenhang eines Systems heilfst
ein gesetzmilsiger, wenn er unabhingig von der Zeit besteht.

Ein gesetzmiifsiger Zusammenhang besteht also in der
Aussage, dafs von den denkbaren Verriickungen des Systems
zu jeder Zeit, oder unabhingig von der Zeit, gewisse Ver-
riickungen moglich, andere unméglich sind.

Anmerkung. Solange wir von der Geometrie der Systeme
handeln, kommt der Unterschied zZwischen gesetzmifsigem und
ungesetzmiifsigem Zusammenhange nicht in Betracht, da unsere
Uberlegungen die Zeit nicht enthalten, Sing die Zusammen-
hiinge eines Systems zu zwej Zeiten verschieden, so haben wir

re jetzige Betrachtung zu beiden Zeiten mit zwei

verschiedenen Systemen zy thun.  Es Liuft praktisch auf das-

selbe hinaus, wenn wir voraussetzen, dafls in diesem ersten
sammenhiinge siimtlich gesetzmilfsige seien.

Definition 1. Kip System materieller Punkte, welches

keinen an.dercjn als stetigen Zusammenhiingen unterworfen ist,
nemnen wir ein materielles System.
90.
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Definition 2. Ein materielles System, welches keinen
anderen als inneren wund gesetzmifsigen Zusammenhiingen
unterworfen ist, nennen wir ein freies System.

Definition 3. Ein materielles Sys’cem'Z zwischen dessen
moglichen Lagen alle denkbaren stetigen Uberginge zugleich
auch mégliche ﬁbergl‘inge sind, heilst ein holonomes System.

Der Name soll andeuten, dafs ein solches System inte-
gralen (8l0c) Gesetzen (vduog) gehorcht, wihrend die mate-
riellen Systeme im allgemeinen nur Differentialgesetzen unter-
worfen sind. (Vergleiche 132 ff.)

Analytische Darstellung.

Bemerkung. Ein System materieller Punkte geniigt den
Bedingungen eines materiellen Systems, wenn die Differen-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen ander(?n Be-
dingungen unterworfen sind als einer Anzahl homogener hne_zarer
Gleichungen, deren Koefficienten stetige Funktionen méglicher
Werte der Koordinaten sind.

Denn die erste Art der Stetigkeit, welche die Definition (115)
verlangt, mufs vorausgesetzt werden , wenn iiberhaupt von
Differentialen der Koordinaten des Systems gesprochen wird;
den beiden andern Arten wird durch die Einschrinkung der
zugelassenen Differentiale geniigt.

Umkehrung. Geniigt ein System materieller Punkfce den
Bedingungen eines materiellen Systems, so sind die leferc?n-
tiale seiner rechtwinkligen Koordinaten keinen andere_n Ein-
schriinkungen unterworfen, als einer Anzahl homf)gener hnfaarer
Gleichungen unter sich, deren Koefficienten stetige Funktionen
moglicher Werte der Koordinaten sind.

Zum Beweise fassen wir eine mogliche Lage des Syste'ms
ins Auge und die moglichen Verriickungen aus 1hr Fur eine
beliebig herausgegriffene dieser Verriickungen mogen sich die
3n Anderungen dz, verhalten wie:

€1 ¢ €9 T eesees @
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(125) Verstehen wir nun unter du, eine ganz beliebige unendlich

kleine Grifse, so ist durch den Satz von Gleichungen :
dx;; = 81;/ dul

ein Satz moglicher Verriickungen gegeben. Entweder sind
nun in demselben alle moglichen Verriickungen iberhaupt ent-
halten, oder dies ist nicht der Fall. Trifft letzteres zZu, S0
wihlen wir eine beliebige zweite Verriickung aus, welche nicht
durch jene Form dargestellt werden kann, und es mogen fiir
diese die 37 A'nderungen dz, sich verhalten wie: -

6:_)1 . 822 g R O 823n

Verstehen wir nun unter du, eine zweite beliebige un-
endlich kleine Grofse, so ist durch das System der Gleichungen:

d:v,, = €1p du1 + Eop dug

nach Voraussetzung (116) ein allgemeinerer Satz moglicher Ver-

riickungen gegeben, Entweder sind nun wenigstens in diesem
alle moglichen Verriickungen enthalten, oder dies ist nicht der
Fall. Wenn letzteres eintritt, so verfahren wir wie vorher,
indem wir eine neye Groflse duy einfiihren, und wir wieder-

» bis es wegen Erschopfung aller

Seine
nmoglich, wenn wir 35 Grofsen
sdann stellt die Form:

3n
dx, = 2), &y duy
1

gen des Sy
gleichungen der Form:
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4

dx, = Zz Epdu)
1

in welcher unter allen Umstéinden
[=3n

ist. Damit aber dieser Form durch willkiirlich gewihlte d?:,,
gentigt werden konne, ist hinreichende Bedingung, dafs die
dv, den 8m — ! homogenen linearen Gleichungen geniigen,
welche durch Elimination der du; aus den Gleichungen a) s%ch
ableiten lassen. Die Grofsen &, miissen nach 115,3 stetige
Funktionen der Lage sein. Weiteren Einschrinkungen als
diesen brauchen aber nach 124 die dz, nicht unterworfen zu
werden.

Anmerkung. Die Zahl und der Inhalt der Gleichungen,
welche wir zwischen den @z, nach dem angegebenen Verfahren
ableiten, ist unabhiingig von der besonderen Wahl der be-
nutzten Verriickungen.

Denn benutzen wir andere Verriickungen wie vorher, und
driicken daher die dz, durch andere Grofsen dv, aus, so
kénnen wir die Werte der dr, in diesen in die vorher er-
haltenen Eliminationsgleichungen einsetzen. Wﬁrd.en die-
selben nicht identisch befriedigt, so wiren die dv, mcht. un-
abhingig von einander, was gegen die Voral.lssetzung ginge,
unter welcher sie bestimmt wurden. Jene Glelch@gen Werdfan
also identisch befriedigt, und sie konnen daher nicht .vers'chle-
den sein von den Gleichungen oder von linearen Kombinationen
der Gleichungen, welche durch Elimination .der dv, aus den
Formen erhalten werden, in welchen sie die dz, darstellen.
Grofser als die Zahl der mit Hilfe der dv, zu erhaltenden
Gleichungen kann demnach die Zahl der mi.t Hiilfe. der q’u,-_
erhaltenen nicht sein; sie kann aber auch nicht kleiner sein,
sonst wiirde das umgekehrte Verfahren erlaubgn, zu erweisen,
dafs die du; nicht unabh#ingig von einander waren.

i teriellen Sy-

Folgerung 1. Der Zusammenhang eines ma
stems liinn analytisch vollstindig beschrieben werden dl}rch
Angabe einer einzigen moglichen Lage des Systems und eines
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Satzes homogener linearer Gleichungen zwischen den Diffe-
rentialen seiner rechtwinkligen Koordinaten.

Denn Beziehungen zwischen diesen Differentialen kénnen
nach 125 nicht anders als durch einen solchen Satz von Glei-
chungen gegeben werden. Dies hindert allerdings nicht, dafs
zwischen den Koordinaten auch endliche Gleichungen bestehen,
Aber alle diese endlichen Gleichungen liefsen sich vollstéindig
ersetzen durch eine einzige mogliche Lage und ebensoviele ho.
mogene lineare Gleichungen zwischen den Differentialen. Diese
letzteren aber konnen den unmittelbar gegebenen Differential.
gleichungen nicht widersprechen; sie gehen also entweder aus
denselben hervor oder sind ihnen zur Erzielung einer voll-
stindigen Beschreibung hinzuzufiigen.

Bezeichnung. Die Gleichungen, welche den Zusammen-
hang eines materiellen Systems in den rechtwinkligen Koordi-
naten desselben darstellen, sollen in Zukunft dauernd in der
Form geschrieben werden:

3n

2’ Tpdr, =0

1

Dabei wird angenommen, dafs ¢ solcher Gleichungen vorhanden
seien, und es sind also dem ¢ in den einzelnen Gleichungen
die Werte 1, 2, ete. bis 4 beizulegen. Die Grolsen z, sind
als stetige Funktionen der 2, zu betrachten.

Folgerung 2. Der Zusammenhang eines materiellen Sy-
stems, dessen Lagen durch allgemeine Koordinaten dargestellt
sind, kann analytisch vollstindig beschrieben werden durch
Angabe einer einzigen moglichen Lage und eines Satzes ho-
mogener linearer Gleichungen zwischen den Differentialen der
Koordinaten,

Durch Benutzung der allgemeinen Koordinaten Po, deren
Zahl 7 Kleiner als 3 ist, ist bereits ein Zusammenh&ng Zwi-
schen den Punkten des Systems gesetzt. Denken wir uns des-
halb den Zusammenhang Zuerst nach 128 vollstindig be-
schrieben durch die Koordinaten. In den ent-
Sprechenden Diﬁ'erentialgleichungen seien die Werte der dz,
I den dp, nach Gleichung 57 1 eingetragen. Die entstehenden
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linearen homogenen Gleichungen miissen sich so ordnen lassen,
dass unter ihnen 37 — r identisch erfiillt sind infolge der
3n — r Gleichungen, welche ausdriicken, dafs die 3n Grofsen
z, Funktionen der r Grofsen P, sind. Die iibrig bleibenden
k=i—38n47r Gleichungen zwischen den dp, ersetzen bei
Benutzung der Pp vollstindig die sémtlichen Gleichungen
zwischen den dz, und geniigen daher, nach 127, zusammen mit
der Angabe einer moglichen Lage zur vollstindigen Beschrei-
bung des Zusammenhanges des Systems.

Bezeichnung. Die Gleichungen, welche den Zusammen-
hang eines materiellen Systems in den allgemeinen Koordi-
naten p, desselben darstellen, sollen in Znkunft dauernd in
der Form geschrieben werden:

zepxg dpe =0
T
Die Zahl dieser Gleichungen wird gleich % angenommen,
und es sind also dem x nach einander die Wert(.e 1,2, ete.
bis % zu erteilen. Die Grofsen P sind als stetige Funk-
tionen der p, zu betrachten.

Anmerkung. Die Gleichungen 128 bez. 130 werden auch
die Differentialgleichungen oder die Bedingungsgleichungen des
Systems genannt werden. .

Lehrsatz. Lassen sich aus den Differentialgleichungen 132

eines materiellen Systems eine gleiche Zahl von endli{:h(ﬂn
Gleichungen zwischen den Koordinaten des Systems ableiten,
S0 ist das System ein holonomes System (123).

Denn die Koordinaten einer jeden moglichen Lage miigsen
alsdann den endlichen Gleichungen geniigen. Die Unterschiede
der Koordinaten zweier benachbarter Lagen geniigen :f,lso
einer gleichen Zahl von homogenen linearen Differentialgleich-
ungen, und da diese der ebenso grofsen Zahl der gegeibenen
Differentialgleichungen des Systems nicht w1dersprecl‘1en konnen3
auch diesen letzteren. Die Verriickung zwischen irgend zwei
moglichen Lagen ist also eine mogliche Yerrﬁckung, welches
die Behauptung ist.
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Umkehrung. Ist ein materielles System ein holonomes
System, so lassen seine Differentialgleichungen eine ebenso
grofse Zahl von endlichen oder Integralgleichungen zwischen
den Koordinaten selbst zu.

Man betrachte von den » Koordinaten des Systems, zwi-
schen deren Differentialen die % Gleichungen bestehen, irgend
welche » — £, etwa die ersten » — als unabhiéingig veriinder-
lich. Man gehe von einer beliebigen Anfangslage des Systems
auf verschiedenen moglichen Bahnen zu einer Lage iiber, fiir
welche die unabhiingigen Koordinaten bestimmte Werte
haben. Kime man nun mit stetig sich #ndernder Bahn zu
stetig sich #ndernden Werten der iibrigen Koordinaten, also
zu verschiedenen Lagen, so wiren diese Lagen mogliche Lagen,
die Verriickungen zwischen ihnen also nach Voraussetzung
mogliche Verriickungen. Es gibe also von Null verschiedene
Wertsysteme der Differentiale, welche den Differentialgleich-
ungen geniigen, obwohl die ersten » — % dieser Differentiale
gleich Null gesetzt sind. Dies ist nicht moglich, da die Gleich-
ungen homogen und linear sind. Also kommen wir stets
zu denselben Werten nicht nyur der ersten » — %, sondern auch
der iibrigen Koordinaten, Die letateren sind also bestimmte
Funktionen der ersteren. Die % endlichen Gleichungen, welche
dies ausdriicken, sind, da sie den Diﬂ’erentialgleichungen nicht
widersprechen konnen, Integralgleichungen derselben.

Bewegungsfreiheit,

Definition. Die Zahl der willkiirlich anzunehmenden un-
endlich kleinen Anderungen der Koordinaten eines materiellen
Systems heifst die Zall der Bewegungsfreiheiten des Systems
oder auch der Grad der Freiheit seiney Bewegung.

Bemerkungen dazu.

1. Die Zahl der Freiheiten eines Systems ist gleich der

Zahl seiner Koordinaten, vermindert um die Zah] der Diffe-
rentialgleichungen des Systems.
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2. Die Zahl der Freiheiten eines materiellen Systems ist 136

unabhingig von der Wahl der Koordinaten.

In der Bezeichnung von 128—130 ist die Zahl der Frei-
heiten gleich r — %, also (129) gleich 3n—i, also stets dieselbe
Zahl, welche Zahlen auch durch r und % dargestellt sind.

3. Die Zahl der Freiheiten eines Systems #ndert sich
nicht mit der Lage des Systems.

Da der Zusammenhang ein stetiger ist, so kann sich die
Zahl der Freiheiten in benachbarten Lagen nicht um ein End-
liches unterscheiden, also, da eine stetige Anderung dieser Zahl
ausgeschlossen ist, auch nicht in endlich entfernten Lagen.

4. Der Beweis des Satzes 125 enthilt eine Losung der
Aufgabe: Die Zahl der Bewegungsfreiheiten eines vollstindig
bekannten materiellen Systems, allerdings nicht ohne Pro-
bieren, zu finden. Die Zahl 7 der nach der Methode jenes
Beweises gefundenen Hilfsgrofsen du, ist die gesuchte Zahl.

Ist von vornherein bekannt, dafs die moglichen Lagen des
Systems sich durch r allgemeiné Koordinaten p, darstellen
lassen, so konnen in Jenem Beweise auch diese Koordinaten
anstatt der z, benutzt werden.

Definition. Eine Koordinate eines materiellen Systems,
deren A'nderungen unabhiingig von den Anderungen alle-r
iibrigen Koordinaten geschehen konnen, heifst eine freie Koordi-
nate des Systems.

Folgerung. Eine freie Koordinate kommt in den Diffe-
rentialgleichungen ihres Systems nicht vor, und umgekehrt_ ist
Jede Koordinate, welche in den Differentialgleichungen nicht
vorkommt, eine freie Koordinate.

Anmerkung 1. Ob eine bestimmte Koordinate eines Sy-
stems eine freie Koordinate ist, oder nicht, hingt ab von der
Wahl der ibrigen, gleichzeitig benutzten Koordinate_n. :

Denn kommt eine gewisse Koordinate in den l?lﬂ'erentlal-
gleichungen des Systems nicht vor, und wahlen wir nun an
Stelle einer der Koordinaten, welche in diesen Glelchunge.n
vorkommen, eine Funktion dieser und jener ersten als Koordi-
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