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Vorwor®d

Wir legen hiermit eine Arbeit vor, welche Untersuchungen
zusammenfilhrt, die uns seit mehreren Jahren beschédftigen.
Zunschst haben wir getrennt voneinander, in den beiden
letzten Jshren in wachsendem MaBe gemeinsam an der Theorie
der Entscheidungen bei unvollstédndiger Information ge-—
arbeitet. Das Motiv, das Jjeden von uns von Anfang an
bewegte, war die Einsicht, daB die herkdommlichen Entscheidungs—
modelle zu unrealistisch und dsher fiir die praktische An~-
wendung ungeeignet, insbesondere zu starr sind. Dies
gilt fiir die deterministischen Entscheidungsmodelle eben-
so wie fiir die sog. Bernoullimodelle oder die Modelle
der Risikosituation, bei denen die Verteilung iiber dem
Zustidnden als exakt bekannt vorausgesetzt ist.

Was der Prasktiker, der Statistiker ebenso wie der be-
triebs— oder volkswirtschaftliche Planer und Entscheider,
in der Hand hat, sind in der Regel unvollsténdige In-
formationen iiber seine Umwelt und iiber seine Entscheidungs~
konsequenzen. Auf dieser unzuldnglichen Basis mufl er
Entscheidungen treffen, und diese Entscheidungen sollen
gleichwohl "mbglichst rational" sein.

Diesenm Zweck, rationale Entscheidungsfindung bei un-
zuldnglicher Information, diemt unsere Theorie, die
durchgéngig als angewandte konzipiert ist. Diesem Zweck
ordnen sich alle Uberlegungen und Theoreme unter, d.h.
alle Begriffe und Theoreme sind nicht wegen ihres mathema-
tischen Gehalts oder aus anderen rein theoretischen Griin-
den in das Buch aufgenommen worden, sondern nur deshalb,
weil wir {iberzeugt sind, daB sie die Entscheidungstheorie
anwendungsfdhiger machen.

Mit Hilfe der Theorie der Entscheidungen unter unvoll-




v

sténdiger Information kdnnen klassische statistische
Probleme geldst, d.h. Hypothesen gepriift, Parameter ge~
schédtzt und Prognosen aufgestellt werden, aber auch
Entscheidungsprobleme in Industrie, Verwaltung und
Wirtschaftspolitik einer Optimalldsung zugefiihrt
werden.

Wir sehen den Nutzen unserer Theorie aber nicht
allein in der Vermittlung von Rezepten, sondern auch
darin, daB sie erlaubt, Entscheidungssituationen zu
analysieren, die Unbestimmtheit beziiglich der Zustinde
und der Entscheidungskonsequenzen zu strukturieren
und schrittweise zu vermindern. (In der Tat wird durch
LPI-Strukturen auch die UngewiBheit strukturiert)

Wir setzen uns in den ersten drei Kapiteln mit der
Entscheidungstheorie im klassischen Rahmen auseinander
und diskutieren in diesem Rahmen unmittelbare Erwei-
terungen in Bezug auf unveollstandige Informationen.

Im vierten Kapitel beschreiben wir einen anderen,nicht-
klassischen Weg, indem wir Verteilungsmengen analysieren,
die unvollstédndiger Information entsprechen, und hier-—
zu eine neue Theorie entwickeln, die Theorie der
Linearen Partiellen Information (LPI). Sie wird mit
der klassischen Theorie, aber auch mit modernen, dem
ILPI~Ansatz verwandten Strémungen, wie der weichen Mo~
dellbildung und dem fuzzy set approach, verglichen.

In den Kapiteln 5 bis 8 wird die IPI-Theorie nach ver-
schiedenen Richtungen ausgestaltet. Das dabei stets
verfolgte Grundprinzip ist Anpassungsfihigkeit, d.h.
ungere wissenschaftliche Grundiiberzeugung #uBert sich
in dem Postulat, daB eine Theorie desto anwendungs-—
fahiger ist, Jje anpassungsfdhiger sie ist.

*



Zum Schlusse méchten wir uns noch bedanken, und zwar

bei Herrn PD Dr, B. Leiner, Herrn Dr. Ch. v. Rothkirch,
Herrn Dipl.Vw. F.A. Hadi und Frau Dipl.Vw. D. JEck-Stark
fiir zahlreiche Hinweise und Verbesserungsvorschlige

uné ihre Hilfe beil der Korrektur des Manuskripts und

bei Frl. U, Reitnauer fir die Mithilfe bei der Anfertigung
des Maschinenskripts, besonders in der Endphase.

Blatten im Lotschental, im Juli 197¢

E. Kofler
G. lMenges
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1. Kapitel:

Einfihrung

§ 1., Historische Notizen

Die Theorie statistischer Entscheidungen wurde von
Abraham Wald (1902 - 1950) in den Vierziger Jahren be-
grindet. Das Hauptwerk "Statistical Decision Functions®
erschien im Todesjahr A. Walds. Trotz ihrer Neuartigkeit
hat die statistische Entscheidungstheorie zahlreiche Vor-
ldufer in Statistik, Wahrscheinlichkeitstheorie, Wirt-
schaftstheorie, Philosophie, Theologie und Mathematik
gehabt [Bott 19627, Legt man die Betonung auf das
Adjektiv, so hat die statistische Entacheidungstheorie
ihre wichtigsten Vorliufer in den Arbeiten von drei Mit-
gliedern der beriihmten Basler Gelehrtenfamilie Bernoulli.

Jacob Bernoulli (1654 - 1705) begriindete mit seiner Ars
conjectandi [1713]) aie Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Auf ihn geht die Unterscheidung zwischen A-priori- und
A-posteriori-Wahrscheinlichkeit zuriick [J.Bermoulli
1713, deutsch 1899]. Nikolaus Bernoulli (1695 - 1726),
ein Neffe von Jakob, versuchte erstmals die Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf Entscheidungsprobleme, besonders
solche Jjuristischer Art, anzuwenden [N. Bermoulli 17097.

Daniel Bernoulli (1700 -~ 1782), ein Bruder von Nikolaus,
sah als erster, daB beliebige Entscheidungsprobleme mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung allein nicht gew
16st werden konnen. Vielmehr sind die Konsequenzen von
Ereignissen bzw. Entscheidungen zu bewerten. Er entwickel-
te ein Nutzenkonzept und verband es mit dem Wahrschein-
lichkeitsbegriff [D. Bernoulli 1730/31, deutsch 18961.
Diese Verbindung bezeichnet man heute als Bernoulli-
nutzen bzw., da das Konzept in unserer Zeit von



John v. Neumenn und Oskar Morgenstern [1944] wieder
aufgegriffen wurde, als Neumann-Morgenstern-Nutzen.
Daniel Bernoulli hat Jjedoch nicht nur den "Bernoulli-
nutzen" entdeckt und einen bestimmten Typ von Nutzen-
funktion vorgeschlagen, sondern auch eine Entschei-
dungsregel formuliert, die inzwischen besonders von
H. SchneeweiB [19677 untersucht wurde und die uns in
Form des Bernoulli-EKriteriums in diesem Buch mehrfach

begegnen wird.

Die nachste Station auf dem Weg von den Bernoullis zu

A. Wald ist durch den Namen von Bayes markiert. Thomas
Bayes (1702 ~ 1761) hat mit seiner 176% durch seinen
Freund R. Price posthum publizierten Arbeit [Bayes 1763,
deutsch 19087 mehrere Grundlagen fiir die moderne Ent-
scheidungstheorie gelegt. Er hat als erster eine Methode
geliefert, mit der von empirischen Beobachtungen auf
Verteilungen geschlossen werden kann, er hat die Rolle
von A-priori-Wahrscheinlichkeiten studiert und ihre Be~
deutung erkannt. Das wichtigste Kriterium der Entschei-
dungstheorie, das h8ufig mit A~priori-Wahrscheinlichkei-
ten assoziiert ist, wurde deshalb von A, Wald als Bayes—
Kriterium bezeichnet. Wir werden im folgenden jedoch den
Ausdruck Bernoullikriterium verwenden, da der Beitrag
von D. Bernoulli zeitlich friiher (17320)und auch ndher im
Zentrum des Problems liegt als der Beitrag von Bayes.
Erste praktische Nutzanwendunger aus der Bayes'schen Ab-
handlung hat Pierre~Simon de Laplace (1749 - 1827) inm
Jahre 1812 gezogen [Laplace 18127. Die Entwicklung von
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und Statistik nach Laplace
ist zugleich die Entwicklung entscheidungstheoretischer
Konzepte und miindet direkt in die moderne Entscheidungs-—



theorie. Die hauptsichlichen Impulse, die 4. Wald zur
Konzipierung seiner Theorie apreglen, sind die Tegte-
theorie von J. Neyman und E. S. Pearson [1935], die
Theorie der strategischen Spiele von J. v. Neumann

und O. Morgenstern [1944] sowie die Theorie des Se—
quentialtests, die zuvor von A. Wald entwickelt worden
war [Wald 1947].

Neyman und Pearson haben die Annahme bzw. Ablehnung
einer Hypothese als "Aktionen" (Wahlhandlungen) sowie
die Konsequenzen dieser Aktionmen unter verschiedenen
Unweltbedingungen betrachtet und damit das Testproblem
als Entscheidungsproblem. Mit der Spieltheorie von

J. v. Neumann und O. Morgenstern wurde ein groBartiger
allgemeiner Rahmen fiir die Formalisierung und Ldsung
von Entscheidungsproblemen unter strategischen Gesichts—
punkten geschaffen, darunter ein Geriist von auch fiir
die statistische Entscheidungstheorie wichtigen Begrif-
fen wie Strategie, Aktionswahrscheinlichkeit, Normal-
form eines Spieles, Ergebnisfunktion, Nutzenfunktion
usw. sowie von Theoremen wie das Minimaxtheorem und der
Existenzsatz iiber den Erwartungsnutzen. Speziell sta—
tistisch war der Beitrag von A. Wald in seiner Sequen—
tialanalyse, welche so konzipiert ist, daB auf jeder
Stufe des statistischen Vorgehens drei mdgliche Ente
scheidungen getroffen werden: Annehmen, Ablehnen oder
Weiterbeobachten.

Trotzdem die statistische Entscheidungstheorie, wie
alle heutigen wissenschaftlichen Disziplinen und
Theorien, nicht aus dem Nichts entstanden ist, sondern
Vorlaufer hat, sollte man nicht iibersehen, daB sie in
ihrer spezifischen Form etwas grundlegend Neues dar—
stellt. Neu ist vor allem die Entwicklung von Methoden,
die rationale Entscheidungen auch in ungewissen Situa~



tionen und evtl. ohne Realitédtsurteile ermdglichen. Neu
ist auch, daB man versuch®t, praktische Entscheidungspro-
bleme in all ihrer Komplexitét zu formalisieren und mit
exakten Hilfsmitteln (Mathematik, Statistik, EDV)

zu losen.

§2, Das Entscheidungssubjekt

Fir den Rest dieses Kapitels wollen wir das Grundmodell
des Entscheidens in seinen wichtigsten Begriffen und Be-
standteilen formulieren, ohne hier schon auf mathemati-~
sche Strenge zu achten. Doch wollen wir hier das Modell
und seine Bestandteile plausibel und versténdlich zu
machen versuchen und die Diskussion der Anwendungspro-
blematik vorbereiten.

Die Entscheidungstheorie ist eine auf elgenartlge Welse

personallslerte Theorle, in deren Zentrum eln Subaekt
‘steht der "decision makér" (Entscheldender, Entschel—
_dungssubjekt, Entscheidungstréger, Planer, Verantwort-
Wiicher) Er ist ein naher Verwandter desyﬁbmé oeconomicus.
“WW1e dleser handelt er ratiomal, besitzt ‘unendlich grofBe
at und Reaktlonsgeecbw1nd1gke1t und.w1rd durch

mv1e1es Denken nicht unlustlg.bWas ibn, den Zeitgenossen,
vom-&lteren Homo6 oeconimicus unterscheidet, ist die voll-
stdndige Information, die ihm fehlt und hohe Rechenkapa—
zitdt, die er besitzt.

Seine Rationalitét ist Gegenstand ausgedehnter Kontro-
versen. Unproblematisch ist nur, daB Rationalitét kon-—
sistentes Handeln und ein gewisses "Streben" einschlieBt.
Dieses Streben manifestiert sich in der Maximierung von
irgendetwas; dariiber, was maximiert werden soll, laufen
die Meinungen bereits auseinander. Wir Sagen vorlaufig:
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er will seinen "Nutzen" maximieren. Als weiteres Merkmal
der Rationalitidt wird zumeist die Existenz (mindestens)
einer Priordnung angesehen: Der Entscheidungstriger be-
sitzt die Fahigkeit, von je zwei Objekten angeben zu kin-
nen, ob sieihm indifferent sind oder ob er das eine denm
enderen vorzieht. Priordnungen haben die Eigenschaften
der Reflexivitédt und Transitivitdt. Letztere ist Gegene
stand lebhafter Diskussionen in Vergangenheit und Gegen-
wart. Sie besagt (im Kontext von Préaferenzsystemen), daB
wenn der Entscheidungstriger ein Objekt a einem anderen
Objekt b und dieses einem dritten Objekt ¢ vorzieht, er
deann auch a dem ¢ vorziehen muB. Zahlreiche Experimente
und Betrachtungen erweisen zwar, daB die Transitivitiat
empirisch hdufig verletzt wird, aber diese Erfahrung ist
fir uns aus zwei Griinden irrelevant. Erstens ist der Ent—
scheidungstrédger der Theorie ein hochidealisiertes Sub—
Jjekt, dem die Transitivitédtseigenschaft seines Verhal-
tens einfach unterstellt wird. DaB die Tramsitivitit ein
Gebot der Rationalitdt ist, wird von niemand bestritten.
Viele betrachten die Transitivitiat sogar als ein Gebot
der Logik. Zweitens aber interessiert uns such vom wirke
lichen Entscheidungstriger nicht sein psychologisch de-
terminiertes Verhalten, vielmehr wollen wir ihm Regeln
an die Hand geben, nach denen er sich verhalten sollte.

Diese Dualitét geht weit {iber die Transitivitits— und
Rationalitdtsdiskussion hinaus. Man charakterisiert die-
se Dualitédt heute hdufig - im AnschluB an J. Marschak
[19507 - durch das Begriffspaar "praskriptiv - deskrip-
tiv". Die modernen Entscheidungstheorien sind sowohl
préaskriptiv als auch deskriptiv konzipiert oder inter—
pretierbar, woraus viele MiBverstindnisse und Irrtimer

resultieren. Rein préskriptive Theorien geben Normen
fur Verhaltensweisen, rein deskriptive Theorien versu-
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chen wirkliches Verhalten zu beschreiben und auf Grund
realer EinfluBfaktoren zu erkliren. Zwar sind wir der
Auffassung, daB die Entscheidungstheorie eine Kombinaw-
tion von Pr#skription und Deskription darstellt, die
man "operational” nennen kdunnte [Menges 1974, S. 8071,
aber in diesem Buch wird nur der priskriptive Aspekt
der Entscheidungstheorie verfolgt, d. h. wir betrach—-
ten den Entscheidungstriger als Klienten, dem wir gute
Ratschldge geben wollen, und nicht als Objekt der Er—
kenntnis. Wir unterstellen ihm lediglich die Fdhigkeit,
die Konsequenzen seiner Handlungen zu kennen und eine
Prédordnung unter ihnen herstellen zu konnen sowie den
Wunsch, sich konsistent verhalten zu wollen und nach
etwas zu "streben”. Ob er dariiberhinaus auch noch fahig
ist, (subjektive) Wahrscheinlichkeiten zu produzieren,
lassen wir vorerst dahingestellt.

Der Entscheidungstriger ist ein Individuum, also weder
eine Gruppe noch ein Gremium. Zwar ist von verschiedenen
Seiten, z. B. schon von Luce und Raiffa [1957, Kapitel
14 ] und neuerdings besonders von Marschak und Radner
[1972] versucht worden, die Bindung der Entscheidungs—
theorie an ein einzelnes Individium zu 16sen. Wir gehen
auf diese Modifikationen hier Jjedoch nicht ein.

Was dringend nétig wire, ist eine Loslésung vom Indivi-
duum derart, daB ganze Kollektive als Entscheidungstri-
ger zugelassen werden. Trotz mannigfacher Versuche, das
Unméglichkeitstheorem von Arrow (1950 ,1951] zu iiberwinden,
ist bisher noch nicht gelungen, befriedigende Wege zu
einer demokratischen Losung des Problems der Aggregation
von individuellen Préferenzen zu finden. Die "Uberwin-
dung" des Arrow'schen Theorems kann freilich, da es
einen vielfach bewiesenen mathematischen Satz darstellt,
nur darin liegen, daB die ihm zugrundeliegenden Axiome
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umformuliert werden oder gewisse Einschrénkungen auf-
gegeben werden, wie die, daB die Alternativen eine ge-
ordnete lenge darstellen. Wir kdnmen es nicht als unse-
re Aufgabe betrachten, diese Modifizierungen zu suchen
und zu begriinden, da sie weit auBerhalb des Rahmens une
seres Vorhabens liegen. Wir sind uns aber der HuBersten
Wichtigkeit dieses Problems bewuBt.

Wir betrachten durchgingig in diesem Buch den Entschei-
dungstréger als ein Individ wum.

AuBerdem nehmen wir zun#échst an (vgl. jedoch Kapitel 3 ),
daB der Entscheidende eine einmal getroffene Entschei-~
dung weder korrigieren noch aus fritheren Entscheidungen
und ihren Folgen lernen kann. Dies ist eine scharfe Ein-
schrénkung. Arrow behauptet sogar: "Learning is one of
the most important forms of behaviour under uncertainty."
[Arrow 1958, S. 1%7. Aber die bisherigen Ausgestaltungen
der statistischen Entscheidungstheorie tragen dieser B~
deutung nicht Rechnung. Die von uns in den Kapiteln 5 - 7
vorgetragene Theorie erlaubt hingegen die Einbeziehung
eines Lernprozesses.

Das sind die iiblichen Annghmen, die iiber den Entschei-
dungstréger der statistischen Entscheidungstheorie ge-
troffen werden.

§5'D:'Le Entscheidung

Im engeren Sinn ist der Entscheidungstréger der "Stati-
stiker". Seine Entscheidungen richten sich auf die Prii-
fung von Hypothesen, auf die Schidtzung unbekannter Para-
meter und die Prognose zukiinftiger Beobachtungen. Diese
drei Typen von Entscheidungen gsind der Theorie statisti-
scher Entscheidungen prim#r aufgegeben. Im weiteren Sinn
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faBt man "statistische " Entscheidungen aber auch als
Entscheidungen irgendwelcher Individuen (Produzenten,
Konsumenten, Bankiers, Investoren, Regierende, mili=~
térische Befehlshaber usw.) auf, in denen Wghrschein-
lichkeiten in irgendeiner Form, direkt oder indirekt,
mitspielen und beil denen die Auswahl der Handlungs-
weise von stabistischen Beobachtungen abhéngt. Wenn

auch der moderne statistische Entscheidungsbegriff

somit sehr weit ist, so sind doch mehrere Einschrénkun-—
gen gegeben. Einige folgen direkt aus der Definition des
Entscheidungstrigers in § 2. Hauptsichlich ist zu beach-
ten, dall sich der Entscheidungsbegriff der Statistik

von dem der Psychologie, der Theologie und Jurispru- .
denz unterscheidet, besonders durch seinen operationel-
len, "utilistischen" Charakter. Der Entscheidungsbegriff
der Psychologie ist vorwiegend deskriptiv, derjenige in
Theologie und Jurisprudenz normativ, ohne zugleich un-
mittelbar operationell zu sein. Der statisbtische Ent-
scheidungsbegriff ist auBerdem auf bewulte, liberlegte,
reflektierte Entscheidungen beschrinkt. Er umgreift
weder Reflexe, Triebhandlungen oder impulsives Verhal-
ten noch traditionelle oder gewohnheitsm&Bige Entschei~
dungen. Damit korrespondiert der moderne statistische
Entscheidungsbegriff mit dem Wahlhandlungsbegriff der
glteren Nachfragetheorie. AuBerdem muB die Entschei-
dungssituation eine gewisse "Ausreifung" erreicht ha-
ben, demit die Theorie auf sie paBt. Auf v&llig "offene"
Situationen, bei denen die Konstituenten, besonders die
Handlungsalternativen und méglichen Zusténde der Umwelt
nicht (oder nocht nicht), bekannt sind, 1Bt sich die
statistische Entscheidungstheorie nicht anwenden. SchlieB-
lich sind zwei wichtige konstituierende lMerkmale des
statistischen Entscheidungsbegriffs zu nennen: 1. die

i
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Determiniertheit vom Ergebnis, von den Entscheidungs-

konsequenzen, her, die Aktionen werden ausschlieBlich
danach beurteilt, zu welchen Ergebnissen sie iiberhaupt
bzw. mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten filhren k&nnen;
2. 'das Vorliegen einer aus UngewiBheit resultieenden
Konfliktsituation (dariiberin §5, mebr), die durch nur

formale Hilfsmittel -~ wie in der Mathematischen Program-
mierung - nicht beseitigt werden kann.

Das Vorliegen eines Konflikts ist der Angelpunkt der
ganzen Theorie. Er ist prim#r und liegt vor der Ent-
scheidung. Wenn ein Konflikt vorliegt und der Entscheiw-
dungstrédger sich nicht entscheidet, so hat er natiirlich
auch eine Entscheidung getroffen, wie schon Pascal ge-
zeigt hat. Nun sind aber nicht irgendwelche Konflikte
der Angelpunkt statistischer Entscheidungen, sondern

nur solche, die aus UngewiBheit resultieren. Die vorhan-
dene Theorie paBt nicht auf Konfliktsituationen, die aus
dem Unverndgen zur Aufstellung eines Préferenzsystems
resultieren, und der Konflikt darf auch nicht so be-
schaffen sein, daB er konsistentes Verhalten verletzt
oder unmoglich macht. Die sehr wichtige und fiir das Ver-
sténdnis aller weiteren Betrachtungen fundementale Rolle
der UngewiBheit als Ursache des "statistischen" Konflikts
wollen wir an einem einfachen Beispiel erliutern.

Ein Investor steht vor der Alternative, ein gegebenes
Kapital in Form von Wertpepieren oder in Anlagenform ein-
zusetzen. Seine Entscheidung fiir die eine oder andere
Alternative (Alternativenmischungen wollen wir hier noch
nicht zulassen) ist davon abhingig, ob innerhalb der
néchsten drei Jahre eine Rezession eintritt (Zustand ﬂq)
oder ob die gegenwdrtige Konjunktur fortdauert (Zustand 92).
Wenn er Wertpapiere kauft und es tritt eine Rezession
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ein, denn betrigt sein Gewinn 40.000 DM, h#lt die Kon=
Junktur an, dann kenn er einen Gewinn von 70.000 DM
machen. Wenn er hingegen in Anlagen investiert, dann be~
trégt sein Gewinn 10.000 DM, wenn eine Rezession kommt,
und 110.000 DM, wenn die KonJunktur fortdauert.

Die "Ergebnismatrix" lautet also:

Gewinne in ﬁ1 52
1.000 M (Rezession) | (Konjunktur)
ay (Wertpapiere) 40 70
an (Anlagen) 10 110

Der Investor stellt jetzt folgende Uberlegung an: Am
liebsten wiirde ich in Anlagen investieren und darauf
hoffen, daf die KonJjunktur fortdauert. Denn dann mache
ich den Maximalgewinn von 110.000 DM. Aber wenn ich in
Anlagen investiere und es wird eine Rezession eintreten,
bin ich sehr schlecht dran. Tritt nd@mlich eine Rezes—
sion ein, dann wdre es besser gewesen, in Wertpapieren
zu investieren, denn in diesem ungiinstigen Fall bringt
es mir immer noch 30.000 DM mehr ein, als wenn ich in
Anlagen investiert hitte.

In einem Beispiel wie diesem wird der Entscheidungstré-—
ger sich natiirlich fragen, wie wahrscheinlich es ist,
daB eine Rezession eintritt. Diese Modifikation werden
wir im n8chsten Abschnitt bebandeln. Doch liefert die
Entscheidungstheorie auch eine LOsung des Problems,
wenn diese Wahrscheinlichkeit unbekennt ist.
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Wir haben uns auf einige wichtige Aspekte des Entschei-
dungsbegriffs beschrénkt. Der an der Problematik des
Entscheidungsbegriffs und seinen philosophischen Impli-
kationen interessierte Leser sei auf das Buch von Gefgen
(19687 verwiesen.

§ 4. Aktionen

In Beispiel des vorigen Paragraphen sind zwei Handlungs—
alternativen, aq und ag,aufgetreten. Solche Handlungse—
alternativen heiBlen auch Aktionen; und ihre Menge sei
fortan mit A bezeichnet. A enthidlt die Elemente ai(i =
T1yocey N) DZW. &

Letztlich besteht das Entscheidungsproblem darin, eine
"gute" Aktionenwahl zu treffen, was immer das heiBen
moge:

ein "gutes" (aussichtsreiches, vertretbares) « € A
oder:

einen "guten" (verniinftigen) Wahlmodus zu benutzen.

In der Empfehlung einer Aktion als Lésung des Entschei-~
dungsproblems tritt der préskriptive Charakter der Ent-
scheidungstheorie deutlich zutage. Bei Entscheidungspro-
blemen der Statistik stellt die Menge A eine Hypothesen-

menge, eine Menge von Schétzwerten (Parameterraum) oder
eine Menge von zukiinftigen Beobachtungen (Becbachtungs-
raum) dar, in denen der Statistiker seine Wahl zu tref-
fen hat, je nachdem, ob eine Hypothese zu priifen, eine
Schétzung zu finden oder eine Prognose aufzustellen ist.
Ganz allgemein sind Aktionen bestimmte Vorginge oder
Phéanomene, die der Kontrolle des Entscheidenden unterlie-—
gen, die er in Gang setzen bzw. realisieren kann und die
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partiell bestimmte Folgen haben; v0llig bestimmt wird

die Handlungsfolge erst durch das Hinzutreten des jewei-
ligen "Zustandes der Umwelt" (s. u. § 5). Durch die Fest-
setzung einer bestimmten Menge A in einer gegebenen Sie
tuation wird eine der Dimensionen des Entscheidungspro-
blems fixiert; es wird sozusagen der "Entscheidungshori-
zont" festgelegt. Der Entscheidungshorizont wird objektiv
abgegrenzt durch die Fahigkeiten des Subjekts. Manche
Handlungen setzen allerdings zu ihrer Ingangsetzung noch
gewisse Unweltbedingungen voraus.

Wohl zu unterscheiden von der objektiven Abgrenzung des
Entscheidungshorizontes ist die subjektive. Der Entschei-
dungshorizont wird vom Entscheidenden insofern subjektiv
beeinfluBt, als A begrenzt ist auf die Menge der Handlun-
gen, die er kennt und die er in Betracht ziehen will.

subj kann iber den objektiven Aktionenvorrat
hinausgehen und umgekehrt (s. Abb.). Der Entscheidende

Diese Menge A

Aob;j

kann mégliche Handlungen iibersehen und unmdgliche Aktionen
ins Auge fassen. Im ersten Fall iibersieht er vielleicht

eine vorteilhafte oder sogar die optimale Handlung. SchlieBt
er dagegen eine ibhm bekannte Aktion bewuBt aus, so trifft

er danit eine u. U. legitimierbare Vorentscheidung. Hat er
das Gefiihl, noch nicht alle Handlungen zu kennen, dann kann
er sich nach weiteren mdglichen Aktionen umsehen, also sein
Asubj noch erweitern, bevor er an die eigentliche Entschei-
dungsfindung herangeht. Das Entscheidungsmodell ermuntert
den Entscheidenden geradezu, alle erdenklichen Handlungen
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in Betracht zu ziehen, sofern nicht a priori fiir ibren
AusschluB gute Griinde sprechen; es schiibzt den Entschei-
denden davor, Aktionen aus Tradition oder Gewohnheit zu
ignorieren, und stellt schon damit ein Element der Ratio-
nalitdt dar.

Ist dem Entscheidenden eine Aktion ¢ bekannt, wenn er
ihre Konsequenzen (unter den verschiedenen Zustinden

der Umwelt) nicht auswerten kann? Er weiB Zwar, was er
tun muB, um @ auszufijhren, nicht aber, was daraus resul-
tieren kann. Er kann deshald @ nicht in das Entscheidungs—
modell einbringen, bevor er sich iiber die Konsequenzen
von « informiert hat. Der Entscheidende wird somit auf-
gefordert, sich die Erfahrung zunutze zu machen; darin
tut sich ein Element der gesellschaftlichen Wissensver-
breitung kund, ohne die die individuelle Entscheidung
nicht auskommt. - Ubrigens kann die Unkenntnis dessen,
was auf Grund von o passieren wird, zum Teil auch von
einer ungenauen Beschreibung dieser Handlung herriihren.
Sie wird beseitigt oder eingeschrénkt durch eine Aufspal—~
tung des urspriinglichen o in detailliertere Aktionen

a'y ", <.., von denen genau eine zu wihlen ist; die Ent-
scheidung fiir @ stellt nur eine "Vor-Wahl" dar. Prizi-
sion bei der Beschreibung der Aktionen (und ebenso der
Zusténde) ist in der Entscheidungstheorie allerdings
nicht Selbstzweck; sie soll vielmehr eine hinreichend
Prézise Beschreibung der Konsequenzen erméglichen, da-
mit man die Aktionen von der Ergebnisseite her trenn-
scharf genug diskriminieren kann. Auf der anderen Seite
erschwert eine zu feine Aufschliisselung der Zustinde die
Vorhersage, welcher von diesen Zustinden der wahre oder
wahrscheinlichste sein wird.
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Studenten der Wirtschaftswissenschaft erliegen leicht dem
MiBverstdndnis anzunehmen, daB - &bhnlich wie in einschlé~-
gigen Ckonomischen Theorien - zur Ldsung des Entschei-
dungsproblems ein Praferenzfeld {iber der Aktionenmenge
(Wahlhandlungsmenge) gegeben sein miiBte. Tatséchlich ver-
langt die statistische Entscheidungstheorie vom Entschei-
dungssubjekt etwas ganz anderes, niZmlich die Aufstellung
eines Praferenzfeldes i{iber der Menge von Konsequenzen

von Aktionen. (Das wird in § 6 mnoch deutlich werden).
Wir miissen sogar verlangen, daB der Entscheidungstriger
keine Préferenzen fiir Aktionen mitbringt.

§ 5., Die "Zustidnde der Realitdt", die UngewifBheit und
ihre Reduktion

Es gibt Vorgidnge und Phinomene der Umwelt, die fiir das

Handeln des Entscheidungstrdgers zwar von groBer Bedeu—
tung sind, indem sie n#mlich die Konsequenzen seiner Ak—
tionen mitaffizieren, die sich aber seiner Kontrolle ab-
solut entziehen. Solche Vorgédnge oder Phinomene bezeich—
nen wir als Zustinde der Natur (Welt, Umwelt, Realitdt).
Im Investorbeispiel haben wir zwei mbgliche Zusténde der

Natur: Rezession, Fortdauer der Konjunktur.

Einen einzelnen Zustand bezeichnen wir fortan mit Bj
(j =1, eee, m) bzw., B. Die Menge der Zustinde sei B.

Diese Menge B nennen wir Zustandsraum oder "Zustands-—
horizont". Analog wie der Entscheidungshorizont A(§ 4)
ist der Zustandshorizont einerseits objektiv, ander—
seits subjektiv determiniert. Objektiv wird B abge-
grenzt als der "Bereich des MGglichen". Subjektiv
braucht der Entscheidende die Zust@nde nur sowelt zu
erfassen und zu unterscheiden, als sie in der gegebenen
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Entscheidungssituation zu einer unterscheidenden Be-
wertung der Aktionen beihelfen. Beispielsweise hat es
keinen Sinn, eine (diberdies sehr unwahrscheinliche) kos—
mische Katastrophe in Betracht zu ziehen, bei deren Ein-
treten alle Aktionen gleichermaBen inaddquat wiren. Wenig
Sinn hat auch die Unterscheidung zweier Zustinde, wenn

sie fiir keine Aktion unterschiedliche Konsequenzen er-
kennen 18Bt oder alle Handlungskonsequenzen in gleicher
Weise affiziert. Aber auch abgesehen von den Konsequen-
zen hilft die Differenzierung von Zustinden im Endeffekt
nur dann weiter, wenn iiber die zu erwartende Realisierung
der unterschiedenen Zust&nde differenzierte Indizien vor—
handen (oder beschaffbar) sind. Vor allem 1&8%t man einen
Zustand dann weg, wenn man vom Eintreten seines Gegenteils
iiberzeugt ist. Diese Uberzeugung kann irrig sein, dann wur-
de der Zustand irrtimlich weggelassen. Ist sie Jjedoch rich—
tig, dann erspart das Weglassen des Zustandes Arbeit bei
der Analyse des Entscheidungsproblems. Bleibt dagegen ein
Merkmal des Umweltzustandes bewuBt oder gewollt unberiick—
sichtigt, so hat unser Subjekt damit eine wichtige Vore
Entscheidung getroffen, welche die endgliltige Entschei~
dungsfindung bereits in bestimmte Bahnen lenkt. Im In-
vestorbeispiel (s. o0.) beschrdnkt sich der Entscheidende
auf die Ckonomischen Aspekte seines Handelns; er 1&8% u.a.
die Moglichkeit einer Umwdlzung des Wirtschaftssystems
auBer Acht. Irgendwie muB der Entscheidende immer seinen
Zustandshorizont beschneiden, sehr oft in drastischer
Weise, will er nicht ins Uferlose geraten. Er kann dann
natiirlich auch nur eine relativ zum gewdhlten Zustands—

horizont gute (oder beste) Entscheidung fillen.

Der Entscheidungstheoretiker ermahnt den Entscheidenden,
keinen relevanten Zustand zu vergessen, und macht ihn
darauf aufmerksam, daB eine folgenschwere Vor-Entschei-
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dung gefdllt wird, wenn ein Umwelt-Merkmal (bewuBt oder

unbewuBt) ignoriert wird. Die entscheidungstheoretischen
Verfahren konnen die irrtimliche Auslassung eines Zustane
des nachtrdglich nicht mehr reparieren. Wichtig ist auch,
daB die Zustinde sich gegenseitig asusschlieBen, doch be-
deutet die gegenseitige AusschlieBung nicht, daB die Be-

riicksichtigung von Zustandsmischungen verboten wire.

Schlieflich muB der Entscheidungstheoretiker verlangen,
daB der Entscheidungstréger keine Préferenzen fiir die
Zusténde per se mitbringt. Oder vielleicht genauer: Pré-
ferenzen fiir die Zustidnde werden als solche vom Ent-
scheidungsmodell "unterschlagen", es sei denn, sie wur-
den auf die Entscheidungskonsequenzen "umgebucht".

Tir das Entscheidungsproblem ist von fundamentaler Be-—
deutung, ob der Entscheidungstriger den wabhren Zustand
der Realit#dt kennt bzw. was er iiber ihn weilB. Wir unter-
scheiden mehrere Fille. Wir sprechen von einem Entschei-
dungsproblem unter GewiBheit, wenn der wahre Zustand ;
der Realitdt bekannt ist und die Entscheidung nur noch

in der Aufstellung einer Praferenzordnung unter den m6g~§
lichen Ergebnissen besteht. Dieser Fall ist zwar der |
Fall der klassischen Wirtschaftstheorie und liegt den

modernen Verfahren der mathematischen Programmierung Zu~
grunde, er soll jedoch nicht mehr als echtes Entschei-
dungsproblem angesehen werden.

Von einem Entscheidungsproblem unter Risiko sprechen wir,

wenn der Zustand ? der Realitdt nur bis auf eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung » (der sogenannten "A-priori-
Verteilung") bekannt ist. Spédter bezeichnen wir diese
Wahrscheinlichkeitsverteilung - im endlichen Fall und
ohne die A-priori-Bindung - auch als Vektor P. Ist die
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Wahrscheinlichkeitsverteilung *» nur bis auf eine ge-
wisse Klasse A* von Wahrscheinlichkeitsverteilungen be-
kannt, so steht das Entscheidungsproblem unter einem ge—
wissen Grad von UngewiBheit, welcher so weit steigen
kann, daB iber A* lediglich noch ausgesagt werden kann,
daB es alle jene Wahrscheinlichkeitsverteilungen ent-—
h8lt, welche durch die mathematischen Voraussetzungen
zur Existenz dieser Losung nicht ausgeschaltet sing.

Ein solches Entscheidungsproblem heilt ein Entschei-
dungsproblem unter villiger UngewiBheit.

Auch diesen Fall werden wir nicht gesondert betrachten,
da er vollig unrealistisch ist. Allerdings stellt er
einen Grenzfall bei unseren Uberlegungen dar.

Unser alleiniges Interesse gilt dem sog. Risikofall, der
eine breite Skala von Moglichkeiten umfaB8t. Als Grenz-
fall der vollstédndigen Information bezeichnen wir den
klassischen Risikofall, bei welchem A, die sog. A-priori-
Verteilung {iber den Zusténden, ganz genau bekannt ist;

im diskreten endlichen Fall ist A die Wahrscheinlich-—
keitsverteilung

wMmB

P o= {<P/{) p21 soey Pm)§ p{j = 03 =1 Pj = 1}

iiber den Zustdnden.

Indessen sind wir nicht nur an diesen Grenzfall vollstén-
diger Information interessiert, sondern gerade und viel
mehr an dem Fall partieller Information, bei dem die
A-priori-~Verteilung » also nicht genau bekannt ist, wohl
aber z. B. eine Klasse A* von A~priori-Verteilungen. Im
vierten Kapitel werden wir den Begriff der Information
einfiihren, der diesen Fall zu formalisieren und zu be-
handeln gestattet.
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{ibersichtlich stellt sich die Sksela und Hierarchie der
Entscheidungsmodelle wie folgt dar:

Entscheidungen
unter
[al /..,,B,._J l [o
GewiBheit Risiko UngewiBheit
z. B. Lineares Spiele gegen Spiele gegen
Programmieren die Natur einen ratio-
nalen Gegner
-
B 5| e
vollstandige partielle keine
Information Information Information

Um es noch einmal deutlich zu sagen: Unser Buch ist
dem Fall B2 gewidmet, den wir fiir den realistischsten
ansehen. Die Félle B1 und B3 sind Grenzfalle von B2.

§ 6. Die Entscheiduneskonsequenzen (Ergebnisse) und
ibr Nutzen fiir des Entscheidungssubjekt

Bei jedem Zusammentreffen einer Aktion o € A mit einem
Zustand B € B entsteht ein Ergebnis (engl. outcome), das
wir mit e(B, «) bezeichnen. e(B, @) ist die Komsequenz,
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die sich fir den Entscheidenden einstellt, wenn er 5 € A
gewdhlt hat, wihrend die Natur den Zustand B € B regliw
siert hat. Die Entscheidungskonsequenz e(B, o) wird durch
die Angabe des Aspekts charakterisiert, auf den es dem
Entscheidungstréger ankommt - durch die Auspriagung eines
qualitativen Merkmals (z. B. des Gesundheitszustands) oder
eines numerischen Merkmals (z. B. des Geldeinkommens). Ist
eine Skala mdglicher Ergebnisse abgesteckt, so braucht

man darauf nur die Stelle anzugeben, an der e(B, @) ein-
zuordnen ist. Wir formalisieren dieses Vorgehen, indem
wir eine lMenge mSglicher Ergebnisse E zugrundelegen, von
der e(P, o) ein Element ist. Von der inneren Natur die-
ser Elemente wird in der mengentheoretischen Darstellung
abstrahiert. E heiBt der Ergebnisraum. Auf der Menge E
muB eine Préferenzbeziehung definiert sein, welche die
Zielvorstellungen des Entscheidenden zum Ausdruck bringt;
sonst konnen wir das Entscheidungsproblem nicht in seinem
Sinne 18sen. Im allgemeinen verlangt man, daB diese Bezie-
hung total ist, d. h. daB fiir alle Paare von Elementen

aus E ein Préferenzurteil des Entscheidungssubjektes vor-—
liegt. Treten weitere Eigenschaften hinzu, dann kanndie
Préferenzbeziehung mit Hilfe von (reellen) Nutzenwerten
ausgedriickt werden: man kann an den Nutzenwerten die Pri-
ferenzen des Entscheidenden erkennen, und zwar zeigt ein

Ergebnis durch seinen gréBeren Nutzenwert an, daB es vonm
Entscheidenden einem Ergebnis mit kleinerem Nutzenwert
vorgezogen wird. Bevor wir den Weg von der Préferenzbe-
ziehung zur (gegebenenfalls erwartungstreuen oder kardi-
nalen) Nutzenfunktion im einzelnen verfolgen, wollen wir
den Nutzenbegriff der modernen Entscheidungstheorie all-
gemein charakterisieren.

Der moderne entscheidungstheoretische Nutzenbegriff, der
von J. v. Neumann und O. Morgenstern entwickelt wurde,
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unterscheidet sich fundamental von den Nutzenbegriffen
der Nutzwerttheoretiker und der Grenznutzenschule. Er
hat lediglich — in bestimmtem Sinn - einen Vorldufer in
dem Nutzenkonzept von Daniel Bernoulli.

Ein erstes wesentliches Merkmsl des modernen entschei-
dungstheoretischen Nutzens ist, daB er aus Praferenzen
abgeleitet wird, niemals umgekebrt. (Und er ist auch
keine Eigenschaft von Dingen) Im Sinne der modernen
Theorie ist der folgende Satz falsch: Weil a niitzlicher
ist als b, ziehe ich a vor. Der umgedrehte Satz hinge-
gen trifft die Sache: Weil ich a im Vergleich zu b vor-
ziehe, ist der Nutzen von a (fiir mich) gréfer als der
von b.

Weitere wichtige Merkmale des entscheidungstheoretischen
Nutzenbegriffs sind seine Kardinalitédt, seine Subjekti-
vitdt und seine stochastische Ausrichtung.

Nach Majumdar [19587 kann men die &lteren und neueren
Nutzenkonzepte in folgende vier Klassen einteilen:

(a) Introspektiver Ordinalismus,

(b) Behavioristischer Ordinslismus,

(¢) Behavioristischer Kardinalismus,

(d) Introspektiver oder Neo-Kardinalismus.

Nach dieser Klassifikation ist der v. Neumann-Morgenstern-
sche Nutzenbegriff behavioristisch~kardinalistisch,

d. h. es wird angestrebt, den Nutzen kardinal zu messen;

dies geschiebt zwar mit Hilfe einer ausgefeilten Axio-

matik, aber diese soll so beschaffen sein, daB sie kon-

sistent zu empirisch beobachteten Verhaltensmustern ist.
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Die wenigen Vertreter der introspektiven Richtungen wol-
len den Nutzenbegriff psychologisch deduzieren, und zwar
ohne auf die empirischen Verhaltensweisen sehr zu achten.
Die Ordinalisten, deren Zahl auch heute noch beachtlich
ist, streben nur die ordinale Nutzenmessung an. Die Gren~
zé zwischen Ordinalismus und Kardinalismus igt flieBend,
und im Laufe der Zeit haben sich die Ansichten iiber die
Grenze zwischen beiden mehrfach verschoben. Heute defi-
niert man i{iberwiegend:

Ordinal ist die Messung, die bis auf monotone Transfor-
mationen eindeutig ist.

Kardinal ist die Messung, die bis auf lineare Transfor—
mationen eindeutig ist.

Bei der kardinalen Messung, auf die wir uns beschrénken,
ist also weder eine objektive MaBeinheit noch ein Null-
punkt gegeben. Es existiert kein Bezugspunkt auBerhalb
des "préferierenden Subjekts", welcher interpersonale
Vergleiche erméglichte. Selbst der kardinal gemessene
Nutzen ist und bleibt somit an das Subjekt gebunden.

Neben der subjektivistischen kennzeichnet den modernen
entscheidungstheoretischen Nutzenbegriff die stochasti-
sche Ausrichtung. Tatsichlich gehen in der modernen Theo-
rie Wabhrscheinlichkeit und Nutzen eine kaum lisbare Ver—
bindung ein. Es sollen nicht nur NutzenmaBe fiir sichere
(= reine) Ergebnisse, sondern such fiir ungewisse (= ge—
mischte) Ergebnisse gefunden werden.

Das bedeutet ein Zweifaches:
(a) DaB der Entscheidende origindr zwischen Ergebni s—
mischungen Prédferenzen "empfindet";
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(b) daB der Nubtzen einer Ergebnismischung sich aus dem
Nutzen der an der Mischung partizipierenden Ergeb~
nisse durch Gewichtung mit ihren anteiligen Wahr—
scheinlichkeiten herleitet (s. u. Erwartungstreue,
Erwartungsnutzen, Bernoulli-Prinzip).

Eine (stochastische) Ergebnismischung von paradigmati-
scher Einfachheit ist die folgende: Mit Wabrsoheinlicbf
keit p wird der Gewinn a, mit Wahrscheinlichkeit 1 - p
der Gewinn b eintreten. Wir schreiben dafiir: apb.

Z. B. steht der Investor im obigen Reispiel vor der
Wehl zwischen den beiden Ergebnismischungen

40 p 70 und 10 p 110,

wobel p die Wabrscheinlichkeit P(ﬁq) fir das Auftreten
einer Rezession (ﬁq) bedeutet. Der Einfachheit halber
nehmen wir hier an, p sei als 0,6 bekannt. Das Nichst—
liegende wédre, die Erwartungswerte der beiden Ergebnis-—
mischungen zu berechnen:

by = E(40 p 70) = 52
ks = E(10 p 110) = 50.

Mit Recht wird aber eingewendet, daB diese Erwartungse
werte fiir den Investor (allgemein: den Entscheidungs—
tréger) ziemlich irrelevant sind, da sie sich zwar auf
die Dsuer und im Durchschnitt einstellen mégen, aber
wenn das Entscheidungsproblem sich nur ein einziges Mal
stellt, ist dieser Aspekt fiir ibn unwichtig. Die Bltere
Theorie nahm an, daB weitere Verteilungsparameter, ne-
ben dem Erwartungswert besonders die Streuung, Bedeu-
tung gewinnen. Stattdessen nimmt die neue Theorie an,
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daBl der Entscheidungstréger bestimmbte gubjektive Pré-

ferenzen flir Ergebnismischungen der beschriebenen Art

hat. Ergebnismischungen seien, so behauptet z. B. Edwards
(1954, S. 392], "bebaviorally meaningful". (Diese Prife-
renzen driicken wir spiter im sog. Erwartungsnutzen aus.)
Die Existenz subjektiver PrBferenzen fiir Ergebnismischun~
gen ist in der Tat eine tiefreichende und zugleich pro-
blematische Annahme.

Die moderne Theorie bezweifelt aber zugleich, daf der
Nutzen selbst sicherer Ergebnisse sich proportionsl nach
ihrem monetdren Wert bemiBt. Dafiir ein Beispiel: Jemand
bhat 10,~ pM und mdchte sich damit einen schonen Abend ma-
chen. Wir unterscheiden zwei Situationen: (1) Er will fir
sein Geld Bier kaufen. (2) Er will fiir sein Geld in ein
Konzert gehen; die billigste verfiigbare Eintrittskarte
kostet aber 12,~ DM Im ersten Fall ist der Nutzen seines
Geldes relativ hoch, im zweiten Fall praktisch Null. An
diesem Beispiel 1&B8% sich auch die UngewiBheitsprédferenz
zeigen: Bietet ihm ein anderer eine Wette an: Verlust

der 10,~ DM und Gewinn von 2,- DM Je mit Wahrschein-

lichkeit - sagen wir - 0,5, wird er vermutlich ablebnen,
d. h. die sicheren 10,- DM vorziehen, denn fir 10,~ DM
bekommt er eine ganze Menge Bier. Dieselbe Ergebnismi-
schung (~10) % (+2) wird er aber im Fall (2) dem siche-
ren Besitz von 10,~ DM vorziehen, denn dwch die Wette
stehen seine Chancen, doch noch ins Konzert zu gelangen,
1 : 1.
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§ 7. Modifikationen des Entscheidungsmodells

1 Informationsbeschaffung, Entscheidungsfunktionen

Die wichtigste Modifikation des Grundmodells der sta-
tistischen Entscheidungstheorie, wie es in den vorange-
gangenen §§ dargelegt wurde, bestebt darin, daB dem Ent—
scheidenden die Moglichkeit der Beschaffung von Infor-
mationen iiber die Realitdt mittels Stichprobenbeobach-
tungen eingerdumt wird.

Die Stichprobeninformation dient zwel Zwecken. Der eine
Zweck, den Wald allein intendierte, ist die Verwendung
der Information derart, daB statt konstanter Aktionen
sogenannte Entscheidungsfunktionen oder Strategien ge-
wdhlt werden. Der zweite Zweck ist fiir unser Buch von
einer groBen Bedeutung: Durch die Stichprobeninforma-
tion kann die UngewiBheit reduziert werden, entweder
indem die Situation totaler UngewifBheit in die Situa-
tion partieller UngewiBheit transformiert wird, oder
indem eine Situation partieller UngewiBheit, die schon
gegeben ist, in eine verbesserte Situation partieller
UngewiBheit iibergefiihrt wird.

Die Stichprobe x zeigt die Realisation einer Zufalls-
variablen X. Der zu X gehdrige Stichprobenraum sei mit
X bezeichnet. Eine Entscheidungsfunktion oder Strate-
gie ist eine Abbildung

d: ¥ 7 Ay

d ist somit ein Rezept, welches je nach dem Ausfallen
der Beobachtung x € ¥ die Wabhl eilnes o € A vorschreibt.

Den Raum der Entscheidungsfunktionen bezeichnen wir mit
9, Aus dieser Menge sondern wir spéter die Menge D der
zulédssigen Entscheidungsfunktionen aus.
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Vorher beriicksichtigen wir noch, daB mit dem Ubergang
von A zu ® auf der Aktionenseite ein amaloger Ubergang
auf der Seite der Zustinde erforderlich wird. Statt kon-
stenter Zustinde B. (j = 1,..., 1) haben wir jetzt Ver-
teilungen F.(§ = 1,2,..., I') zu beriicksichtigen. Die
urspriinglichen Zustinde waren die ﬁj(j = 1,000, m); ihre
Menge bezeichneten wir mit B. Wir betrachten sie nun

als charakterisiert durch die Zufallsvariable X, die in
diesem Zusammenhang auch Zustandsvariable heiBfit. Der zu
X gehdrige Stichprobenraum ¥ wird zu einem meBbaren Raum
durch die Angabe einer 9-Algebra ¥, d. h. einer voll-
additiven Klasse von Mengen in %. Ein Wahrscheinlich-
keitsmaB (eine Verteilung) F auf % heiBt jetzt der Zu-
stand der Variablen X. Durch (%, %, F) ist der stochasti-
sche Vorgang bezgl. der Zustandsvariablen X eindeutig be-
stimmt. Den Raum der WahrscheinlichkeitsmaBe (Verteilun~-
gen) F auf % bezeichnen wir mit 8.

Den analogen Ubergang erfdhrt spidter die Nutzenfunktion.

In Vorwegnahme der spéteren Betrachtungen (haupts8chlich
in § 8) wollen wir Jjetzt schon festhalten, daB auf dem
kartesischaiProdukt @ X ¥ eine beschrinkte reellwertige
Funktion u definiert wird, die Nutzenfunktion

u: Qx99 K,
u(¥F, d(x)) ist der Nutzen, den der Entscheidende hat,
wenn er nach der Entscheidungsfunktion 4 verfahrt, wih-
rend der wahre Zustand der Realitdt durch die Verteilung

F reprasentiert ist. Durch u wird auf dem kartesischen
Produkt @ X ¥ eine Funktion definiert

U(F, d) = é u(F, a(x)) dF,

die wir als Nutzenerwartung bezeichnen.



31

Nunmehr k&nnen wir ndmlich den Raum P auf die Klasse
der zul&ssigen Entscheidungsfunktionen D einschrénken.
Eine Entscheidungsfunktion heiBt zulédssig, wenn sie von
keiner anderen dominiert wird.

Dominanz: Seien dq, dg € D zwei beliebige Entschei~
dungsfunktionen mit

U(r, d,}) = U(F, dg) fiir alle F € Q

u(r, dq) < U(F, d2) fir mindestens ein F € QO;

dann wird dq von d2 dominiert.

2. Andere Modifikationen

Da das Stichprobenziehen Kosten verursacht, verwandte
Wald in seiner Originalarbeit und verwenden viele Autoren
der Entscheidungstheorie Kostenfunktionen fiir die Stich-
probenelemente. Auf diese Modifikationsmoglichkeit ver-
zichten wir Jjedoch aus Griinden der Einfachheit und bes—
seren Ubersichtlichkeit.

Eine weitere Modifikation ergibt sich daraus, daB man
analog zu den A-priori-Verteilungen A € A* {iber dem Zu-
standsraum auch liber dem Aktionsraum A eine Klasse 4 von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen einfiihrt, von welchen je~
de angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit jede Aktion

o € A zu wdhlen ist. Damit wird also d(x) fiir eine Be-
obachtung X nicht mehr ein ¢ € A zugeordnet, sondern

eine Verteilung & € A {iber A. Die & € A heiBen zufillige
Aktionen und die Entscheidungsfunktionen d(x) mit Funk-—
tionswerten & in A heiBen gemischte Strategien. (In der
Bezeichnung d(x) sind sowohl zuf#llige als auch nicht-zu-
fallige Entechelidungsfunktionen zusammengefaB8t.)
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In der urspriinglichen Spieltheorie, wo zlle Spieler
rational vorgestellt werden und sich gegenseitig (zum
eigenen Nutzen)schaden wollen, sind die Konzepte der
zufdlligen Aktion und der gemischten Strategie sinnvoll,

da sie den Gegnern und den Gegenspielern das Kennenler-

nen der eigenen Strategie erschweren.Bei den Spielen gegen
die Natur (Realitdt) ist es dann nicht sinnvoll, sktionen
oder Strategien zuf&dllig zu mischen, wenn die Verteilung iiber
den Zusténden fest ist.Ist dies nicht der Fall, dann ist es
auch bei den Spielem gegen die Natur sinnvoll, Aktionen zu
mischen (der LPI-Ansatz macht von Aktionenmischungen
Gebrauch).

Ein wesentlicher Faktor wurde bei den bisherigen Aspekten
{ibergangen - némlich die Zeit.

Stillschweigend hatten wir bisher vorausgesetzt, daB die
Abfolge "Formulierung des Problems -~ Vorentscheidung iiber
die Informationsbeschaffung und eventuell weitere Vorent-
scheidungen - Informationsbeschaffung ~ Berechnung der op-—
timalen Strategie — konkrete Aktion - Zusammentreffen der
Aktion mit einem Zustand der Realitét ~ Eintreten des Er-
gebnisses" zeitlich dimensionslos ist, also mit unendlich
groBer ProzeBgeschwindigkeit abléuft. Ein solch hoher
Idealisierungsgrad ist in der Tat bei den allerwenigsten
Anwendungsproblemen vertretbar und das Modell bedarf
einer realitédtsaddquaten Modifikation, welche die Zeit~
abhéngigkeit beriicksichtigt. Diese Modifikation umfaBt
die Einfilhrung des Zeitfaktors in fast allen Stationen
des Entscheidungsproblems, vom zeitlich verdnderlichen
Strategien~ und Zustandsraum iiber zeitabhéngige Nutzen-
funktionen, zeitlich bedingte Klassen von A-priori-Ver-
teilungen bis zur zeitabhingigen Wahl des Entscheidungs—
kriteriums. Auf diese wichtige Modifikation gehen wir
spdater (besonders in § 16) ein.




2. Kapitel:

Nutzenaxiomatik und Entscheidungskriterien

In diesem Kapitel wollen wir den Weg vom Praferenzsysten
zum Erwartungsnutzen verfolgen und dle verschiedenen Ent-

scheidungskriterien diskutieren.

§ 8. Von der Préferenzpriordnung zum Erwar tungsnutzen

Wir lebnen uns an die weitverbreitete Axiomatik des V.
Neumann-Morgenstern~Nutzens in der Form von Luce und Raiffa
[1957, S. 23 ff] an, welche etwas einfacher und durchsich-—
tiger ist als das urspriingliche Axiomensystem in der 2.
Aufiage des Buches von J. V. Neumann und O. Morgenstern

[v. Neumann-Morgenstern 1947]. Wegen anderer Axiomatiken
vgl. Marschak [19507, Herstein und Milnor [1953], Hausner
[1954] und Menges [1974, § 97.

Zum Ausgangspunkt nehmen wir eine Praferenzpréordnung,

die mit
e

{
|z
&

bezeichnet wird. z ist eine reflexive, transitive Rela-
tion auf der Menge E der Ergebnisse [lMenges 1974, §91]. Der-
artige Ordnungen heiBen Prdordnungen. Da sie die Wertvor-
stellungen der Entscheidenden widerspiegeln, heiBen sie
Praferenzpridordnungen.

€1 & €5 bedeutet, dal e dem e, nicht vorgezogen wird,
d.h. e,
gquivalent. Das Zeichen ., bedeutet 2 (1 2 und heiBt Aqui-

1
wird dem e entweder vorgezogen oder ist ihm

~ 1st eine reflexive, symmetrische,tran-
sitive Relation; inbaltlich bedeutet €4 ~ €5, daB dem
Entscheidenden e, und es gleich viel wert sind, daB er
préferentiell zwischen e, und e, nicht unterscheiden kann.
Die Prédferenzpr@ordnung ist total, d. h. fiir alle eqs €5 € E
gilt

valenzrelation.
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Die Nutzenfunktion u bildet E in R beszliglich > ab derart,
daB fiir alle e , e, € E gilt
>

eq l ey ® u(eq) Z u(eg).

Wir wollen allerdings nicht nur eine Nutzenfunktion aus
einer gegebenen Préordnung ableiten, sondern zugleich den
Nutzen einer UngewiBheitsituation bestimmbar machen. Diese

Erweiterung ist gerade auf statistische Entscheidungspro-
bleme abgestellt. Sie verlangt zundchst, daB die Ergebnisse
e € E zu UngewiBheitssituationen oder Prospekten e kom-
biniert werden konmnen (fiir eine endliche Menge n von Er-
gebnissen e ..., ey Y: e = (pqeq, Poenseens Phey)e

Die py (i = 1,.0., n) sind die Wahrscheinlichkeiten, mit

denen die Ergebnisse auftreten 1Z4P; = 1. Natiirlich kann

es mehrere Prospekte geben: Ej = (equq..., enpjn)(j=1,...,m).
Die Prospekte ihrerseits werden zu zusammengesetzten Pro-
spekten & oder "Geschichten" (Marschak) oder "Geschéften"
(Menges) kombiniert:

e = ("131, "232,..., ﬂmEm), wobei die i (3 = 1ye0e, m)
die Wahrscheinlichkeiten sind,mit denen die einzelnen

i = 1. &L T - 5o
Prospekte auftreten. quﬂj = 1; 52 “j Pii = Py (i = 1yeee,n)

&4 > €5 oder e, < e, bedeutet: e, wird e, vorgezogen,

eq ~ es bedeutet: e, indifferent zu €5

1
&4 & es bedeutet: e2 wird eq nicht vorgezogen.

Nach diesen Vorbereitungen geben wir die sechs Axiome nach
Luce und Raiffa an:




s

“n

(2)

(3)

Ordnungsaxiom bezliglich der Ergebnisse

e € E(i= 1,0eon). Die Relation Z gilt fiir je
zwel beliebige Ergebnisse ey ej € E. Die Relationm
ist transitiv, d. h. : Aus e; z‘ej und ey z ey
folgt e; % ey (ei, 5y ey € E). Dieses Axiom besagt
also, daB eine Pr8ordnung auf E existiert. Es gelte:

€, % €4 2 oo 2 € .
1 2 n

Reduktionsaxiom (bezliglich der zusammengesetzten Pro-
spekte). Jeder zusammengesetzte Prospekt der Art &
18B% sich auf einen gewdhnlichen Prospekt &' redu—
zieren, welcher indifferent zu & ist. Luce und Raiffa
kommentieren dieses Axiom wie folgt (S. 20):".. it
abstracts away all ,joy in gambling', .atmosphere

of the game', ,pleasure in suspense’, and SO 0D ...".
Die wichtige Konsequenz dieses Axioms ist, daB man
nur einfache Prospekte zu betrachten braucht.

Stetigkeitsaxiom. Jedes Ergebnis e; €E (L = 1y50004m)
ist indifferent zu einem Prospekt der Form

gi = {qi e (1—qi) en] (i =1,¢0., n). Derartige
zweiwertige Prospekte driicken wir wieder in der
folgenden einfacheren Schreibweise aus: 3& = eqq e -
Das Axiom (3) hat einige Kritik erfabhren; man wendet
zu Recht ein, daB es folgende Situation inpliziert.
Gegeben seien % Ergebnisse: e, = Gewinn von 1 DM,

ey = Gewinn von 2 DM, ez = Verlust der Existenz.

Dann gilt fiir die meisten Menschen e, > e, > ez.

Das Stetigkeitsaxiom verlangt aber nun, daB es
rational fiir den Entscheidungstridger ist, indifferent
zu sein, beziiglich €5 (2 DM zu gewinnen) und dem Pro-
spekt €183, d. b. dem Prospekt mit Wahrscheinlich-
keit g 1 DM zu gewinnen und mit Wabrscheinlichkeit
1-q die Existenz zu verlieren. Selbst wenn 1-q sehr
nahe bei Null liegt, wird kein Unternehmer diese
Konsequenz akzeptieren. Doch war schon den Grenz-
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nutzentheoretikern des vorigen Jahrhunderts klar,
dal Praferenz- und Nutzenbetrachtungen nur inner-
halb eines festen, relativ homogenen "Milieus"
sinnvoll sind.

Substitutionsaxiom. Fiir drei beliebige Ergebnisse
€1y 5> & € Emit e ~ € gilt fir Jjedes
p(O<p<1)

e,‘pea ~ ezpeB

und umgekehrt d. h. sind von drei Ergebnissen

€qr €y 3 zwei (z. B. e, und ee)indifferent Zu—
einander, dann sind die Prospekte, die darin be-
stehen, daB e, mit ez und ey mit ez kombiniert

wird, beide mit Wahrscheinlichkeit p, ebenfalls
indifferent zueinander. Andere Autoren nennen dieses
Axiom Unabhingigkeitsaxiom, Sure-thing-Prinzip oder
(zusammen mit Axiom 3) Prinzip der Unabhéngigkeit
"irrelevanter" Alternativen. Es ist das wichtig-

ste und zugleich am heftigsten umstrittene Axiom

der modernen Nutzenaxiomatik. Wichtig ist es, da
der Verzicht auf dieses Axiom den Nutzenbegriff auf
die lexikographische Ordnung reduziert. Problematisch
ist es, weil im allgemeinen die Ergebnisse unter-
einander nicht den vom Axiom verlangten hohen Grad
an Unabhingigkeit beziiglich der Bewertung durch den
Entscheidungstriger besitzen.

Axiom der Transitivitdt der Prospekte untereinander.
Die Relation 7 ist auch beziiglich der Prospekte
transitiv, d. h.: Aus 31 z, 32 > 53 folgt 51 Z 53.
Dieses Axiom ist (unter préskriptivem Aspekt) un-
problematisch.
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(&) Monoctonieaxiom. Ein Prospekt e, = e,pe, wird
genau daun einem Prospekt EQ = €,Q9e, vorgezogen,
wenn p > q {31 ~ €2 genau dann, wenn p = q). Von
zwel Prospekten, die dieselben Ergebnisse ente
balten, wird also der Prospekt vorgezogen, der
dem bevorzugten Ergebnis (64 > en) eine hdhere
Wahrscheinlichkeit erteilt. Auch dieses Axiom

ist (unter préskriptivem Aspekt) unproblematisch.

Satz ilber den Erwartungsnutzen: Genligt eine endliche
Menge E vorn Ergebnissen, die sich beliebig zu Pro-

spekten zusammenstellen lassen, den Axiomen (1) bis (6),
dann lassen sich den Ergebnissen e; €E (1 = 1400e, 1)
Zahlen uy € R (i =1,c.0y n) derart zuordnen, daB fiir
zwel Prospekte e und €' die Erwartungswerte

n
u(e) = Pquy + eee + DU, igﬂpi = 1

n
u(s') = DPjUy + eee + Dpu, igqpi =1

MaBe der Prdferenz zwischen den Prospekten darstellen.

Wir bezeichnen MaBe der Form u(e) bzw. u(e') als Erwar-
tungsnutzen oder Bernoullinutzen (nach D. Bernoulli) oder
v. Neumann-Morgenstern- Nutzen.

Der obige Satz bedeutet die Existenz einer kardinalen
Nutzenfunktion nicht nur auf der Menge E der Ergebnisse,
sondern auch auf der Menge der Prospekte. Wichtig ist
auch, daB aus den individuellen Nutzenerwartungen

Py Uy =Dy uy (ei) (i =1e0., 1)

der Ergebnisse der Bernoullinutzen der Prospekte direkt
ermittelt werden kann. Da die Beziehung zwischen den in-
dividuellen Nutzer und dem Bernoullinutzen linear ist,
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nennt man Funktionen der Form u (&) = .g p;u, auch
lineare Erwartungsnutzen oder (leider ézhr haufig)
lineasre Nutzenfunktionen. Wir wollen Jjedoch den zu-
letztgenannten Ausdruck vermeiden und den Begriff der
(kardinalen) Nutzenfunktion fiir Funktionen der Art

us: E?R
reservieren.
Als Beispiel betrachten wir die Ergebnisse, welche in

der kleinen Ergebnistsbelle am Ende von §3 auf getreten
sind. Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein:

T
: Gewinne g B
(in 1000 DM) 1 2
% €qq = 40 | e4p = 70
an €sq = 10 eyn = 110

Die Entscheidung fir ey oder an fassen wir Jjetzt als

eine Wahl zwischen zwel Prospekten Eq und 52 auf. Nach
den ckonometrischen Prognosen eines wirtschaftswissen-
schaftlichen Instituts betrigt die Wahrscheinlichkeit
fiir ﬂq : P(Sq) = 0,6 und fir 52 : P(BE> = 0,4. Wiirde
der Investor nach dem Prinzip der Maximierung der Ge~
winnerwartung (w-Prinzip) verfabren, so wiirde er die
Gewinnerwartungen Fq und Fo berechnen (in Tausend Mark):

i

by o= P(Sq). €qq + P(Bz) €4p 0,6 = 40 + 0,4 = 70 = 52

by = P(aq). esq + P(SZ) esp = 0,6 « 10 + 0,4 » 110 = 50
und hiernach g vorziehen, weil zu dieser Aktion die

groBere Gewinnerwartung gehdrt. Dasselbe Ergebnis kéme
heraus, wenn der Investor eine lineare Nutzenfunktion
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besdBe und nach dem Bernoulliprinzip (Maximierung des
Erwartungsnutzens) verfilhre. Um die Sache interessanter
zu machen, nehmen wir Jjedoch an, daB seine Nutzenfunk-
tion nicht linear ist. Dann miissen wir auf die Nutzen—
exiomatik und die hinter ihr stehende Logik zurlickgreifen.

Zundchst halten wir die Préferenzordnung unter den Er-
gebnissen fest:

€op 7 Cqp 7 €qq 7 €pqe

Jetzt definieren wir die beiden Prospekte Eq und 82:
= (O epps 094 €455 0,6 €445 O egq)

52 = (0,4 €3 0 €455 0 €443 0,6 621)

Im Sinne des Stetigkeitsaxioms driicken wir €41 und e,4o
durch je einen Prospekt aus, der das am wenigsten
(921) und das am stirksten (322) vorgezogene Ergebnis
kombiniert. Wir bitten den Investor, umns zu sagen, wel-
cher Prospekt der Art e11 = e5.P e 22 ibm indifferent zu
€49 und welcher Prospekt der Art e12 = e54Psess ihm
indifferent zu €10 ist. Aus direkt ersichtlichem Grund
heiBen €49 bzw. e in diesem Zusammenhang Sicherheits-—
dquivalente fiir die Prospekte €5qP1€55 bzw. €54Poes5 -
Die Bitte an den Investor l3uft auf die Frage nach Py
und Py bhinaus, d. h. bei welchen Aufteilungen der Wahr-

scheinlichkeitsmasse 1 auf €4 und €so folgende Indif-
ferenzen gelten:

€11 ~ €qq Und €45 ™ ey

Die Indifferenzen stellen sich, so laute die Antwort
des Investors, gerade bei Py = 0,% und Py = 0,65 ein.
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Das heiBt, ihm ist gleichgiiltig,

-~ ob er 40 Tausend Mark Gewinn sicher hat oder einen
Gewinn von 10 Tausend Mark mit Wabrscheinlichkeit
0,9 und einen solchen von 110 Tausend Mark mit Wahr-
scheinlichkeit 0,1 und

-~ ob er 70 Tausend Mark Gewinn sicher hat oder einen
Gewinn von 10 Tausend Mark mit Wabrscheinlichkeit
0,65 und einen solchen von 110 Tausend Mark mit
Wahrscheinlichkeit 0,35.

Daraus kann man schlieBen, daB der Investor risikofreudig
ist. Seine Nutzenfunktion ist konvex (siehe Figur auf S5.41).

Aus €19 ~ €99 0,9 ess und €10 ™~ €oq 0,65 €so folgt wegen
des Substitutionsaxioms (4) und des Transitivitdtsaxioms

(5):

E/} = [0’6 (0,1 €n0 0,9 92/‘)’ 0,4 (0,35 9227 0,65 e21>]

ey = [0,4 €509 0,6 e21]




] . 1 SETpp—

Nutzenfunktion fiir das Investorproblem

Wegen des Reduktionsaxioms (2) folgt daraus
€, = [0,2 epy, 0,8 ey,

52 = [0,4 essr 0,6 5,1,

Wegen des Monotonieaxioms folgt daraus, da €sq < esnt
e, es

und daraus wiederum, wenn der Investor das Bernmoullische
Entscheidungsprinzip der Maximierung des Erwartungsnutzens
befolgt: ap > a4y d. h. die Aktion s (Anlageninvestition)
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wird vorgezogen. Das p=Prinzip hatte die gegenteilige
Empfeblung ausgesprochen. Angesichts der Risikovorliebe
unseres Investors ist dieses Resultat durchaus plausibel.

Das Erwartungsnutzentheorem erlaubt uns schlieBlich die
Zuordnung von NutzenmsBen zu den Ergebnissen und Pro-
spekten (siehe noch einmal Fig.S.41)Es ist iiblich fest-
zusetzen

u (max e) 100 (oder 1).

e€E

]

u (min e) 0.

e€E

Dann ergibt sich folgende Nutzentabelle:

Uy, =u (311) = u (511) = 10
Uy = U (912) = u (512) = 35
Upp = u (epy) =0

Uy =1 (e22) = 100

i

u(“q) = U (-ézl)
u(ap) = u (85) = 0,6 u (eyq)+ 0,4 u (eyy) = 40

0,6 u (eqq) + 0,4 u (e12) = 20

Die kardinale Aussage lautet jetzt: Der (Erwartungs—)Nutzen
von a, ist doppelt so groB wie der von .

Wir wollen abschlieBend noch festhalten, daB die Nutzen-
funktion die Matrix der Ergebnisse in die Matrix der
Nutzen transformiert; im Beispiel

. €11 ®12 g 92
€21 S22 Uoq Yoo

bzw. numerisch

s

40 70 10 35
10 110 7 0 100 .
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Die Matrix der Nutzen heiBt auch Entscheidungsmatrix.
Menchmal wird sie so definiert, daB ihre FElemente nicht

NutzenmaBe sondern VerlustmaBe sind. Die Verluste sind

V(BJ, ai) = C - u(sj, ai), wobel im allgemeinen

C =max u(B., o:)e
i, 901

§ 9. Die beiden Grundtypen von Entscheidungskriterien

1. _Das Bernmoullikriterium (fiir Aktionen)

Seien wieder a; (i = 1,e0e, n) die Aktionen des Ent-
scheidenden und 8. (J = 1,..., m) die Zustdnde der
Realitdt mit den bekannten Wahrscheinlichkeiten

Pqs eee» D, und sei schlieBlich u (Sj, “i> der Nutzen,
der sich einstellt, wenn der Entscheidende oy wdhlt,
wadhrend B. der wahre Zustand ist, dann besagt das

Berpoullikriterium (fiir Aktionen): Man wihle o* € A

so, daf
U (a*) = max U (o),
s €A
i
- m -
wobei U (qi) = ij u(Bj, “i) p(_j die Nutzenerwartung

bezliglich des Wahrscheinlichkeitsvektors P = (pq,..., pm)
ist,.
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FMir das Beispiel des Investors (88) ergibt sich:

P p,=0,6 D, = 0,4 R
B B B U (ay)
A . 1 2
ay u (Byy @) =10 Tu (Fyy 04) =351 20
o u (Byy ) =0 |u (Byy ay) = 100| 40 =
max U(“i>
i=1,2

Bernoulli-optimal ist somit die Aktion ane Sie ver-
spricht die groBte Nutzenerwartung.

2. Das Bernoullikriterium (fiir Entscheidungsfunktionen)

Wenn der Entscheidende von der Mdglichkeit der Informa-
tionsbeschaffung Gebrauch macht, um am Ausfallen der Be-
obachtungen seine Aktionswahl zu orientieren, so steht
er vor der Matrix der Nutzemerwartungen {(§7)

a
\ eee F ...

i
- U(F,d) = 4 u(F,d(x)) ar
|

28 [ oee

Falls die A-priori-Verteilung iiber den F, nennen wir
sie wieder A , dem Entscheidenden bekannt ist, wdhlt
er gemdB dem Berneullikriterium (fiir Entscheidungs~
funktionen) diejenige Entscheidungsfunktion d* aus dem
Raum der zuldssigen Entscheidungsfunktionen D, fir die
gilt

T, (@) = sup T, (4),
‘ 4a€p
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wobel

Uy (@) = [ u(F, @) ah,
d. h. die - relativ zu * - erwartete Nutzenerwartung.

Die durch das Bermoullikriterium implizierte Voraus-
setzung, A (bzw. p) sei bekannt, ist der einzige ernst-
hafte Einwand gegen dieses Kriterium. Im {ibrigen ist es
das rationale Kriterium schlechthin [SchneeweiB 19677.

Dem einzigen Einwand der mangelhaften A-priori-Kenntnis
hilft (scheinbar) das sog. Laplace-Kriterium ab, indem
es die A-priori-Verteilung A als Gleichverteilung an~-
nimmt. Die Begriindung der Anhidnger dieses Kriteriums
ist etwa folgende: Wenn nichts {iber die Zustdnde der
Realitadt bekannt ist, dann ist es nicht moglich, A-
priori ein WahrscheinlichkeitsmaB M vorauszusetzen,
doch ist es nicht unverniinftig, Jjedem mdglichen Zustand
der Realitédt ein identisch gleiches Wahrscheinlichkeits—
mafB zuzuordnen und diejenige Strategie zu wdhlen, fir
welche die Nutzenerwartung - beziiglich der Gleichver-
teilung -~ ein Maximum annimmt.

Diese Art von Begrindung fuBt auf dem Prinzip des un-
zureichenden Grundes, das schon vor mebr als zweitau-
send Jahren in die Wissenschaft eingefiihrt worden ist,
wenn es auch erst von Jacob Bernoulli [17131 und spater
(in fundierterer Form) von Laplace [1812] der Statistik
inkorporiert wurde. Fiir die spezifisch entscheidungs-
theoretische Fragestellung wurde es von Chernoff [1949]
vorgeschlagen. Die vordergriindige Kritik wendet gegen
das Laplacekriterium seine: Abhdngigkeit von der - oft
willkiirlichen - Zahl der zum Problem zugelassenen Zu-
stédnde und die Moglichkeit einer sehr groBen - theoretisch
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unendlich groBen - Anzahl von Zusténden der Realit#t, in
welchem Fzll die Aussonderung eines einzelnen Zustandes
nicht mbglich ist. Die tiefergehende Kritik, wie sie bereits
von der sog. kontinenmtalen Schule der mathematischen
Statistik (Cournot, v.Kries, Lexis, v. Bortkiewicz und
Tschuprow) vorgebracht wurde, richtet sich gegen den
Wahrscheinlichkeitssubjektivismus, dem es aufs engste ver-
bunden ist. Auf die damit angerﬁhften philosophischen
Implikationen gehen wir in § 11 ein.

5. Das Maximinkriterium (fiir Aktionen)

Abraham Wald hat fiir den Fall, daB die A-priori-Verteilung
iber den Zusténden nicht objektiv bekannt ist, einen ganz
anderen Vorschlag gemacht. Er empfahl eine Philosophie des
"Als - ob", némlich "als ob" die Realit#t dem Entscheidenden_
wie ein rational handelnder Gegner entgegenstehen wiirde,

d.h. den Ubergang zum Fall C (= B5> der Tafel in § 5.

Diese Empfehlung l8uft darauf hinaus, in jeder Zeile der
Entscheidungsmatrix den beziiglich 536 B kleinsten Nutzen
zu suchen und alsdann diejenige Aktion zu wihlen, bei der
das Zeilenminimum am grdBten ist, also im endlichen Fall:

Meximinkriterium: Man wdhle qoe A so, daB

min u(P. ) =max min u(B., «;)
pes U 707 e pes 9T

Diese Losung ist also von der Kenntnis der A-priori-
Verteilung unabhéngig.
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Fir das Investorbeispiel (88) ergibt sich

—
N Pa | Po | minuy, @)

10 35 | 10 = max min u(P
1 d

(}'/‘ ,j? G’i>

@p 0 100 0

Wahrend also die Bernoullildsung unseres kleinen Bei-
spiels on gelautet hatte, ist die MaximinlOsung aqs
aq reprasentiert die vorsichtig-pessimistische Ver—
haltensweise: "Lieber nicht den Nutzen Null (mit der
Moglichkeit allerdings, den hohen Nutzen 100 zu er-
zielen) riskieren, der Nutzen von 10 ist mir absolut
sicher, wenn ich oq wéhle. Dabei nehme ich in Kauf,
daB ich bei der Wahl von ay auf keinen Fall einen
hSheren Nutzen von 35 erzielen kann." Das Bernoulli-
kriterium hingegen hatte die "optimistischere", gleich-
wohl rationale Wahl von aq empfohlen, da der hohe
Nutzen von 100 immerhin mit Wahrscheinlichkeit 0,4

zu erwarten ist. Die Bernoullildsung fiele erst dann
mit der Maximin-LOsung zusammen, wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir Bs 0,1% ... oder kleiner ist.

4., Das Maximinkriterium (fiir Entscheidungsfunktionen)

Ist bei Fortgeltung der Mdglichkeit der Informationsbe—
schaffung mittels Stichproben x € X die A-priori-Ver-
teilung A {iber O nicht bekannt, dann ist im Sinne der
klassischen Entscheidungstheorie wieder das Maximin-
kriterium (fiir Entscheidungsfunktionen) heranzuziehen:
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Man wéhle dg € D so, daB

inf U(F, 4 ) = sup inf U(F, d4).
Fen © d€D Fen

Das Maximin~ bzw. fiir Verlustfunktionen Minimaxkriterium hat
eineviel lingere Vorgeschic hte dls die Entscheidungstheorie sdbst. Sie
beginnt im Jahre 1895 in Minkowskis Geometrie der Zahlen.

Im Jahre 1944 wurde es zum Kernstiick der Theory of Games

and Economic Behavior von J. v. Neumann und O. Morgenstern.
Abraham Wald hat es 1939 adaptiert und 1950 in seinem grund-
legenden Werk zum beute iiblichen Minimax-Risk-Kriterium
modifiziert [Wald 19329, 195071.

Das Minimaxkriterium im Sipne Walds hat vier begriindende

Interpretationen erfahren:

a) Es ist,unter sebr scbwachen Voraussetzungen, das
Bernoulli~-Kriterium bezliglich der ungimnstigsten
A-priori-Verteilung. Es stebt also gleichsam auf
dem Boden des Bernoulliprinzips. Da aber das wahre
A nicht bekannt ist, nimmt man - um sicher zu gehen -
die unginstigste A-priori-Verteilung aus dem Raum
der Aepriori-Verteilungen (Walds Begriindung).

b) Da Unkenntnis von A bedeutet, daB man "die Natur"
nicht kennt, unterstellt man der Natur ein Verhalten,
als ob sie eine rational handelnde Gegnerin sei, die
dem Entscheidenden schaden wolle. Luce und Raiffa
{1957, 8. 2797 sprachen von dem "teuflischen Friu-
lein Natur" (spieltheoretische Begriindung).

¢) Man interpretiert die Zeilenminima

min u(®., o.) bzw. inf U (¥, 4)
B Jooa F

B
36
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der Entscheidungsmatrix als Sicherheitsniveau, die keine
"noch so teuflische Natur" unterschreiten kanmn. Die Maxi-
minstrategie bzw. —akbion ist dann diejenige, die das Si-
cherheitsniveau maximiert (Begriindung von Luce und Raiffa
(1957, 8. 2781).

SchlieBlich interpretiert man unter dem GewiBheits-—
aspekt:

da) Die Maximinldsung ist diejenige Entscheidungsfunktion
bzw. Aktion, liber welche die gewisseste Aussage getroffen
werden kann, was in dem Sinne richtig ist, daB man
sicher ist, daB die eigene Position nicht verschlechtert
werden kann,welche Strategie die Natur auch immer hervor-
bringen wird (Begriindung von Arrow) {1950,5,529],

Gegen das Maximin-~ bzw. Minimaxkriterium ist von zghl-
reichen Autoren -~ zu Recht - eingewandt worden, daB es
pessimistisch und konservativ ist.Der Einwand des Pessimis-
mus gegen das Minimaxkriterium wird gerade durch- -das LPI-
Modell gemildert. Savage kritisierte, daB es das"Prinzip
der Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen" verletze.
Wir wollen uns diesen wichtigqn Einwand an einem Beispiel
verdeutlichen. Mit der folgenéen Entscheidungsmatrix

u (53 Gf) ﬁ/‘ ﬁ2 e Ly ‘
o 0 1000
as 0,001 0,001 G 50

konfrontiert, wiirde wohl Jjeder verniinftige Mensch aq
wéhlen, sofern eben die Wahrscheinlichkeit P (B,) >.0O, nag
sie auch noch so klein sein. Denn bei der Wahl von




@, hat der Entscheidende die Chance (mag sie auch noch
so klein sein) 1000 zu gewinnen; wihrend er bei der
Wahl von ap in keinem Fall nennenswert gewinnen kann.
Tatsdchlich empfiehlt Jedoch das Maximinkriterium

die Wahl von aye

Aus Grinden der Einfachheit werden wir im folgenden die
beiden Fdlle "fiir Entscheidungsfunktionen® vernachlassigen.
Alles,was fiir die Fille reiner Aktionenwahl gesagt wird,
188t sich unmittelbar und auf natiirliche Weise auf die
Wahl von Entscheidungsfunktionen iibertragen.

§ 10. Modifizierungen und Hybridformen

1. Enttauschungsfunktion und Minimax-Regret

Da man bald nach Erscheinen des Buches von A. Wald
[19507 die spezifischen Schiden seiner beiden Grund-
typen von Entscheidungskriterien erkannte, versuchte
man, mit Modifizierungen und Mischformen die Schiden
zu mildern.

Savage [1951] meinte sogar, da8 Wald eigentlich ein
Minimax-Regret-Kriterium gemeint habe und modifizierte
das Wald'sche Kriterium. Er fiihrte die Enttauschungs—
funktion (regret function) ein.

Um sie und das weitere Vorgehen erldutern zu kdnnen,
transformieren wir u(Fj, «.) wie folgt:
wir setzen v (B., «.) = max u(s
dJ 1 L
1,3
v steht fir Verlust, Die Entt@8uschungsfunktion lautet

3’ di) - u(ﬁj, e!i)a

dann
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5 (gaa G’i) = vV (ﬁj’ O!i> - min v (SJ, G’i)o

aiéb

Nicht der Verlust (bzw. die Verlusterwartung) v (si, ai)
wird minimaxiert, sondern die EnttHuschung iiber eine
falsch gewdhlte Aktion:

Man wdbhle € A mit

max S (., @) = min max S (B., ai).
B€B J o €A B EB J

Die Kritik an diesem Kriterium besteht neben den allge-
meinen Einwdnden gegen das Wald'sche Kriterium in zwei
speziellen Einwénden [Chernoff 1949, 19547:

Erstens ist es fraglich, ob Differenzenm in Verlust oder
Verlusterwartungsfunktionen tatsd@chlich eine Enttduschung
messen, d. h. ob ein Verlust von 100 statt 98 soviel
Enttduschung bereitet wie ein Verlust von 410 statt 8.

Zweitens reagiert das Kriterium empfindlich auf Weg-
lassungen oder Hinzufiigungen von Aktionen bzw. Entschei-
dungsfunktionen; z. B. kann durch den Wegfall einer
Aktion, die nie in Betracht kommt, die LOsung wesent-
lich verandert werden.

2. Das Optimistenkriterium

L. Hurwicz [1951] versuchte den Pessimismus des Wald'schen
Kriteriums zu mildern, indem er dem Entscheidenden er—
laubte, den Grad seines Optimismus in das Problem einzu-
bringen. Der Optimismusgrad driickt sich in einer Konsten-
ten ¢ € [0,1] aus; ¢ ist der Faktor fir das optimisti-
sche Zeilenmaximum maéB u (53, ai); entsprechend 1-c der
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Faktor fiir das pessimistische Zeilenminimum min u (B., w.).
B.€B JUE
d

Die Entscheidungsregel lautet: Man wihle o* € 4 mit

cmax u (B., a*) + (1=-¢) min u (ﬁj, @)
B€B J BB J

=max [c max u (B., @.) + (1=c) min u (B., .)7.
aiEA[ pep 9 E p€B SRR

Ist der Optimismusparameter ¢ = O, findet sich der un-
eingeschrankte Pessimismus Walds wieder; ist der Opti-
mismusparameter ¢ = 1, so empfiehlt das Kriterium, sich
so zu verhalten, als ob die Natur der Freund des Ent-
scheidenden sei; bei ¢ € (0,1) resultieren entsprechen-
de Mischungen. Gegen dieses Kriterium bestehen mindestens
zwel Einwdnde: Wie findet man c¢? XKann ein MaB, das den
Optimismus miBt, Grundlage fiir rationale Entscheidungen
sein? Luce und Raiffa [1957, S. 282] geben einige wei-

teresz. T. axiomatisch begriindete Einw&nde an. Unsere eigenen
Einwédnde sind in §35 formuliert.

3. Das Erfahrungskriterium

Wéahrend die bisher betrachteten Sonderformen kaum geeig-
net sind, den fundamentalen Schwierigkeiten abzuhelfen,
wies ein anderer Vorschlag den Weg zu sinnvollen L&sun-—
gen: Hodges und Lehmann [19527 waren die ersten, welche
eine Hybridform aus Bernoulli- und Maximinkriterium vor-
schlugen. Es soll die Erfahrung, welche der Entschei-
dende besitzt oder sich einholen kann, in das Entschei-
dungsproblem eingebracht werden. Im MaBe, wie der Ent-
scheidende auf Grund seiner Erfahrung der A-priori-Ver-
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teilung vertraut, soll er das Bermoullikriterium anwen-
den, im iibrigen das Maximin~Kriterium. Das Vertrauen
des Entscheidenden in die A-priori-Verteilung wird durch
den Vertrauensparameter h € [0,1] gemessen,Die Entschei~
dungsregel lautet: Man wdhle a**€A mit

thju (de Q‘**) + ("%*’b)sm}ég u (5J, ﬂ'**>
dJ

= max[h p.u (B, ) + (1-h) min u (B 7.
ey ¥ . ( 3 oy ) nin oy

'j‘)

Bei h = 0 (unbeschranktes MiBtrauen) geht das Hodges—

Lehmann~Kriterium in das Maximin-Kriterium iiber. Beil

b = 1 (unbeschrinktes Vertrauen) geht das Hodges-Lehmann
Kriterium in das Bernoullikriterium iber.

Bei b € (0,1) resultieren entsprechende Mischungen.

Die Idee von Hodges und I.ehmann wurde von zahlreichen
Autoren aufgegriffen, so von SchneeweiB [1964], Menges
[1966], Blum und Rosenblatt {4967?, Jackson et al. [1970],
Randles and Hollander [1971], Solomon [1972 a + b] und

S. R. Watson [1974], der auch einen Uberblick gibt.

Das im 4. Kapitel einzufiihrende Max EﬁiDAPrinzip ist
gleichfalls mit dem Hodges-Lehman—~Kriterium verwandt.

AuBerdem gehen wir in § 16 auf einige verallgemeinerte
Hybridformen ein.
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§ 11. Das "integrierte Axiomensystem"” und
subjektive Wahrscheinlichkeiten

Zahlreiche Autoren, besonders in den USA, allen voran
L.J. Savage [1954] , sind der Empfehlung Walds nicht
gefolgt, der ja die Auffassung vertreten hatte, daB im
Falle fehlender Kenntnis der A-priori-Verteilung das Ent-
scheidungsproblem als Spiel des Statistikers gegen die
Natur aufzufassen und entsprechend das Maximin- bzw. Mie
nimaxkriterium anzuwenden sei. Stattdessen versuchen
zis, das Bernoullikriterium auch bei fehlender objekti-
ver A-priori-Kenntnis zu retten, und sie verwenden statt
objektiven subjektive Wahrscheinlichkeiten. Fiir die sub-
Jektiven Wabrscheinlichkeiten und die Erwartungsnutzen
wurde von Savage [1954] und SchneeweiB [19747 ein inte-
griertes Axiomensystem entwickelt, das die simultane
axiomatische Grundlegung von Wahrscheinlichkeit und
Nutzen leisten soll. Dieses integrierte Axiomensystem
ist picht nur unzweckméBig, sondern kann leicht zu para-
doxen Resultaten fiihren. Dies wollen wir im folgenden
kurz darlegen. AnschlieBend kritisieren wir den Wahr-
scheinlichkeitssubjektivismus als solchen.

Das erste integrierte Axiomensystem wurde von Ramsey
[1931] aufgestellt. Es wurde spidter von de Finetti
(193771 in modifizierter Form weltergefiihrt und fand
einen gewissen AbschluB bei Savage [19547, SchneeweiB
[19747 hat das System etwas vereinfacht und seine Eigen-
arten klar herausgearbeitet. Im folgenden stiitzen wir
uns vornehmlich auf die Arbeit von SchneeweiS.

Das erste Axiom des integrierten Axiomensystems ist ein
Ordnungsaxiom. Es besagt: Gegeben eine Untermenge Z




des Zustandsraumes B, wobei Z die '"relevante Subw€lt®
ist, d. h. B~Z enthd8lt alle diejenigen Elemente von B,
von denen man weiB, daB sie unmdglich sind. (SchneeweiB
bezeichnet die Information "gegeben Z" als leere Infor-
mation, da B voraussebzungsgemdB alle Zustédnde enthalt,
die fiir das jeweilige Problem relevant sind. [Schneeweif
1974, S. 132]. Auf dem Aktionsraum A ist eine totale
Praferenzpridordnung 7 7 gegeben.,

Dieses Axiom ist viel starker als das snaloge Ordnungs-
axiom des v. Neumann-Morgenstern-Nutzens. Es ist so stark,
daBl es die Begriffe der Wahrscheinlichkeit und des Ent-
scheidens suspendiert. Ist das erste Axiom erf{illt, dann
weilll der Entscheidende bereits alles, was fiir seine Ent-
scheidung relevant ist. Er wdhlt die hichstprédferierte
Aktion.

Das zweite Axiom, ein Unabhdngigkeitsaxiom, besagt fiir
zwel Aktionen a, b € A,Z = B -2 und 2 £ 9
a Xy b AN azx 7 = axb

a>Zb/\az_ :a?vb.

Auch dieses Axiom ist viel starker als das entsprechende
v. Neumann-Morgenstern-Axiom.

Von Savage und anderen wurde es unter dem Namen Sure-
Thing-Prinzip diskutiert. Blyth [1972 a + b] zeigte, daB
das Unabhéngigkeitsaxiom des integrierten Axiomensystems
zu paradoxen Resultaten filhren kann. Insbesondere kann
das sog. "Paradoxon der falschen Korrelation" auftreten,
d. h. hier, daB das folgende mdglich ist:

aa,zb“az-z-b=b"’a.
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Dies wurde von Blyth [1972 b, S8.%66] bewiesen. Luch
konnte die Kritik von Allais [195%7 noch nicht ente-
kraftet werden [Hagen 19727.

Das dritte Axiom ist ein Dominanzprinzip und besagh:
Fir Aktion a, mit dem Ergebnis ¢ und die Aktion a1
mit dem Ergebnis c' gilt fir Jeden Zustand B € Z < B :

> ®c “c' .
ac 7 aC-

Selbst SchneeweilBl, ein Anh#nger des integrierten
Axiomensystems, h&lt das trivial und unschuldig aus-
sehende Axiom fiir problematisch, da es in der Praxis
schwierig oder unm&glich sein diirfte, eine Aktion zu
finden, die fiir alle Zust8nde aus Z ein identisches
Ergebnis zur Folge hat [SchneeweiB 1974, S. 1337.

Das letzte und vierte Axiom des eindeutigen Wettens
besagt:

Sei ay = die Aktion, die das Ergebnis c Zur‘Fol§e hat,
wenn P € X< B sich ereignet und das Ergebnis c, wenn
sich B € X = B-Xereignet. Fiir ¢ » G und 4> a folgt

dann fir beliebige X, Z< B

- — >
8xce ~ qzce © 2xa3d < 8zad .

Dieses Axiom s0ll zwar zu kardinalen subjektiven Wahr-
scheinlichkeiten fijhren, aber tatsdchlich fiilbrt es nur
zu ordinalen subjektiven Wahrscheinlichkeiten. Die letz-
teren kdnnen zwar durch die Konstruktion kiinstlicher

Aktionen in kardinale MaRBe transformiert werden, Ak~
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tionen, deren Ergebnisse vom Werfen einer Minze (oder
von einem ahmnlichen Zufallsmechanismus) abhb&ngen. Aber
die Verwendung dieser Kriicke bedeutet die Heranziehung
von objektiven Wahrscheinlichkelten in einem System sub-
Jektiver Wabrscheinlichkeiten. Diese Inkonsistenz spricht

fir sich selbst.

Wir halten aus den vorstehenden Erwagungen heraus das
integrierte Axiomensystem fiir unzweckméBig und unplau-
sibel, und wir lehnen es infolgedessen ab. Wir verken-
nen nicht, daB es eine vereinheitlichte Axiomatisierung
des Nutzens und der Wahrscheinlichkeit anstrebt . Aber
dieser Vorteil wiegt keineswegs die schweren Nachteile

auf.

Das Konzept der subjektiven Wahrscheinlichkeit per se
kann zwar ein niitzliches Surrogat sein, aber es kann
niemals die Rolle substituieren, die objektive Wahr-
scheinlichkeiten (seien diese a rriori oder a posteriori
gegeben) in der Entscheidungslehre spielen. Darauf gehen
wir in § 13 noch einmal n&her ein.

Einige Argumente der Wabrscheinlichkeitssubjektivisten
sind interessant genug,um erdrtert zu werden. Subjektive
Wahrscheinlichkeiten kSnnen unbeschrénkt zum Nulltarif
produziert werden; sie passen in Kolmogoroffs Axiomen-
system. Das Denken mit subjektiven Wahrscheinlichkeiten
entbehrt nicht einer gewissen rationalen Logik. Wenn der
Entscheidende die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten
der verschiedenen Zustinde der Realitdt falsch einschatzt,
so ist dies sein eigener Fehler und er wird selbst die
Konsequenzen zu tragen haben. Er wird daher versuchen,
sich einen mdglichst "wahren” Eindruck der Wahrschein-
lichkeiten zu vermitteln. Selbst wenn ihm das nicht ge-~
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lingt, kann er immer noch subjektiv rational handeln,
ohne sich selbst zu widersprechen.

Argumente gegen den Wahrscheinlichkeitssubjektivismus
wurden in der Vergangenheit von Augustin Cournot, Jo-
hannes v. Kries, Wilhelm Lexis, Alexander Tschuprow
und Ladislaus v. Bortkiewicz, in Jlingerer Zeit von

R. A. Fisher, Egon Pearson, R. Blyth, G. Barnard und
G. Menges vorgebracht [vgl. Menges 1970]. Der Haupt-
grund fir das Wiederaufleben des Wahrscheinlichkeitsgw
subjektivismus im Rabmen der modernen Entscheidungs-—
theorie liegt vielleicht im subjektiv orientierten
Aufbau des Entscheidungsmodells. So ist das Priferenz-
feld auf den Ergebrissen subjektiv orientiert, wenn
seine Objekte Nutzen sind, die nur fiir den Entschei-
denden gelten.

Die Entscheidungskriterien, deren Formen wir bisgher
kennen, miissen eher subjektiv als objektiv rational
genannt werden. Subjektiv ist auch das Element der
Selbstbestimmung, das Element der persdnlichen Anteil-
nahme des Entscheidenden, das wir schon friiher er-
wabhnt haben.

Aber wzhrend die Saubjektivitét der persbnlichen An-
teilnahme ein typisches Merkmal des Entscheidens ist,
das keinen Schaden anrichten kann, widhrend die sub-
Jjektive Rationalit@t von Entscheidungskriterien durch
die flexible Bindung an den Informationsstand "ob-
jektiviert" werden kann und wdhrend die persdnliche
Einschatzung der Ergebnisse unvermeidbar von der
Entscheidungssituation diktiert wird und tolerabel
ist, solange die Transitivitédt der Nutzen gegeben

ist - scheint es trotz alledem in der Tat zweifel~
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haft, ob Wahrschbeinlichkeit anders als objektiv sein
kann, wenn sie Urteile iiber die Realitdt abgibt.
Wahrscheinlichkeiten kOnnen nicht mdgliche Erlebnise
inbalte sein; es gibt keine beweisbare Beziehung
zwischen der subjektiven Behauptung, man glaube, daB
ein Ereignis eine bestimmte Wahrscheinlichkeit hat,
und der tatsachlichen Wahrscheinlichkeit des Eintre-
tens dieses Ereignisses.

Binzu kommen fiinf Einwdnde gegen subjektive Wahr-
scheinlichkeiten [Menges 1970, S. 747.

(1) Beschrinkte interpersonale Kommupnizierbarkeit.

(2) Die personliche Wahrscheinlichkeitseinschidtzung
weicht systematisch von dern objektiven Wahrschein-
lichkeiten ab; die Art der Deformation variiert
von Individ4um zu Individ4um.

(3) Intellektuelle und emotionale Faktoren spielen
bei der subjektiven Wahrscheinlichkeitsbemes-
sung eine Rolle.

(4) Menschliche Individuen sind nicht in der Lage,
zwischen nahe beieinander liegenden Wahrschein-
lichkeiten zu unterscheiden.

(5) Menschliche Individuen sind nicht in der Lage,
ihren'degree of belief"™ ohne weiteres zu messen,
z. B. ohne die Hilfe geschulter Psychologen.

Wegen einer modernen Apologie des Wahrscheinlichkeits-
subjektivismus vgl. [de Finetti 19741.
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Wir haben mit einiger Ausfihrlichkeit den Wahrschein-
lichkeitssubjektivismus und das integrierte Axiomen-
-system kritisiert, um den ngheliegenden Einwand zu ent-
- kréften, daB die Konzepte der partiellen (objektiven)
Information, wie wir sie vom n8chsten Kapitel an ver-
folgen, entbehrlich seien, da unvollsté@ndige Infor-
mation stets auf subjektivem Wege zu einer vollstin-
digen gemacht werden ké&nn.

Inm iibrigen halten wir den Wahrscheinlichkeitssubjek-
tivismus keineswegs filir ein Fundamentalproblem der
statistischen Entscheidungstheorie. Er ist kein Pro-
blem, sondern eine Irrlehre.

Wir werden den Wahrscheinlichkeitssubjektivismus da-

her auch nicht im n#chstern Kapitel erwdhnen; wir wer-
o -~ }

den ibh1 {iberhaupt nicht mehr erwihnen. Ronko t




5. Kapitel:

Drei Fundamentalprobleme und ihre Uberwindung

§ 12, Der hohe Idealisierungsgrad und die Notwendigkeit

<

zu Vorentscheidungen

Der Anwendung des statistischen Entscheidungsmodells
auf kopkrete Entscheidungsprobleme steht eine Reihe
grundsdtzlicher Hindernisse entgegen. Diese grundsdtz-
lichen, der praktischen Anwendbarkeit entgegenstehen-
den Hindernisse bezeichpnen wir im folgenden als Funda-
mentalprobleme der statistischen Entscheidungstheorie.

Das erste derartige Fundamentalproblem begegnet uns be-
reits in dem hohen Idealisierungsgrad des Modells.

Man kSnnte vielleicht alle Fundamentalprobleme der.
statistischen Entscheidungstheorie auf die mangelnde
Konkretheit oder die mangelnde Realité&tsangemessenheit
des Modells zuriickfiihren. In einem engeren Sinne fas-
sen wir jedoch nur die Voraussetzungen des Modells un-
ter dem ersten Fundamentalproblem (des hohen Ideali-
sierungsgrades) zusammen, die nicht spezifisch sta-
tistisch sind, vielmehr im allgemeinen Entscheidungs-
modell auch auftreten. Es sind die Voraussetzungen,
die ein Entscheidungsproblem iiberhaupt erst konsti-
tuieren, die die Bestandteile des Problems definieren
oder formalisieren.

Hierher gehSrt zun#dchst die Méglichkeit der Enumera—
tion aller fiir das Entscheidungsproblem wesentlichen
Aktionen und Zusténde der Realitédt. Bedingung dieser
MOglichkeit ist eine sehr genaue Kenntnis der Umwelt-
faktoren, des Milieus des jeweiligen Entscheidungspro-
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blems, aber auch der wahren Ziele des Entscheidenden

und der Ausgangslage, in welcher sich die Entschei~
dungssituation vor der Applizierung des Kalkiils be-
findet. Der Entscheidende muB vor der Lésung des eigent-
lichen Entscheidungsproblems bereits entscheiden kOne
nen, welche mdglichen Aktionen und welche mdglichen
Zustdnde der Realit&@t er zum Problem iiberbaupt zu-

188t.

Uber diese Frage haben wir in £§ 4 und 5 bereits eini~
ge Erwdgungen angestellt.

Die Theorie setzt voraus, daB die wesentlichen Aktionen
und die relevanten Zustdnde der Realit&dt liickenlos
enumeriert sind und in das Entscheidungsproblem eine
flieBen.

Die Theorie setzt des weiteren voraus, daBl die Konse-
quenzen des Zusammentreffens einer Aktion mit einem
Zustand, die Ergebnisse e (Ej, mi) erstens tatsdchlich
unmittelbar durch Aktion und Zustand bestimmt werden
und zweitens dem Entscheidenden bekannt sind. Wenn
diese Kenntnisse dem Entscheidenden nicht zur Verfi-
gung stehen, aber beschafft werden konnen, so mag er
sich einer abermaligen Vorentscheidung gegeniibersehen,
ob er namlich Geld, Zeit und Mihe daran wenden soll,
sich die Kenntnisse zu beschaffen oder nicht.

Wahrend die drei bisher betrachteten Aspekte unseres
ersten Fundamentalproblems von der Literatur wenig

oder nicht beachtet wurden, hat man sich viel Gedanken
iber die Realgeltung eines weiteren Komplexes von Vor-
aussetzungen gemacht, nZmlich der Existenz und MeBbar-
keit einer Préferenzordnung unter den Konsequenzen oder
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Ergebnissen. Ohne auf die Diskussion im einzelnen ein-
gehen zu konnen, mdchten wir auf folgende Schwierig-

keiten hinweisen:

Dem Entscheidenden muf eine unbeschrankte Senmsitivi-
tat fiir Nutzendifferenzen unterstellt werden, weil
anders die Indifferenz nicht mehr die erforderliche
Transitivitdtseigenschaft bes8Be und damit empirisch
ad absurdum gefiihrt wiirde. Indifferenz wére anders
namlich eine Funktion der Fahigkeit zur Wabrnehmung
von Nutzenunterschieden; das ist sie vielleicht imn
Wahrheit, aber die Theorie kéme in kaum {ibersteig-
bare Schwierigkeiten, wenn sie in dieser Frage Kon-
zessionen machen wiirde. Fir die Praxis besteht die
Hoffnung, daB die empirischen Nutzenunterschiede aus-
geprégt genug sind, um eindeutig wabrgenommen zu wer-
den. Ohne Zweifel sind zahlreiche vermeintliche Ent-
scheidungsprobleme der Praxis in Wabrheit Probleme
der Aufstellung einer Préferenzordnung oder allgemein
einer Werthierarchie.

Des weiteren muBl vorausgesetzt werden, daBl der Entscheidende
iiberhaupt bereit ist, rational (und zwar Bernoulli-rational ,
d.h. rational im Sinne des Bernoullikriteriums) zu handeln
und daB er bereit und in der Lage ist, Alternativen auch

in Form von UngewiBheiltssituationen, prézuordnen. Sodann

mufl man annehmen, daB die Realit#ét vom Entscheidenden

nicht beherrscht werden kann und daB die Abfolge von der
Formulierung des Problems iiber Vorentscheidungen,
Informationsbeschaffung usw., bis hin zum Eintreten des
Ergebnisses, zeitlich dimensionslos ist, bzw. da8 die
ProzeBgeschwindigkeit unendlich groB ist.
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All diese Voraussetzungen belegen den hohen Idealisiew-
rungsgrad des Entscheidungsmodells. Zwar ist jede die-
ser Voraussetzungen fiir sich genommen vielleicht un-
schddlich, in ihrem allseitigen Zusammenwirken fiibren
sie jedoch zu einer betrdchtlichen Entfernung von prak-
tischen Aufgaben und werden - in ihrer Gesamthelt -

zu einem Fundamentalproblem.

Die meisten Voraussetzungen verlangen gewisse Vorent-
scheidungen, in der Regel solche, die das konkrete Pro-
blem so zurechtschneiden, daB Problem und Modell einane
der méglichst addquat sind.

Die Notwendigkeit zu Voremtscheidungen tritt auch bei
der in §7 erwdhnten Modifikation der Informationsbe-
schaffung im statistischen Entscheidungsmodell auf. Vom
Entscheidenden werden z. B. Vorentscheidungen dariiber
vorausgesetzt, ob er eine Stichprobe iiberhaupt ziehen
soll oder nicht, welche Variable er messen soll, wenn
mehrere Variablen zugleich die Zusténde der Realitét
charakterisieren, wie gro8 die Stichprobe sein soll,

ob sequentiell vorgegangen werden soll oder nicht, usw.
[Menges - Behara 19627.

§ 13, Der "prinzipielle Agnostizismus"

Dieser Ausdruck stammt von Tschuprow [19247 und bezeich-
net die grundsitzliche Schwierigkeit der Bestimmung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung N iiber dem Zustandsraum B.

Wie kann der Entscheidende diese Verteilung M kennen-—
lernen?
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Historisch die erste Moglichkeit, welche den Namen
A-priori-Verteilung stiftete, wurde von Jacob Bermoulli
(17137 und spiter von Thomas Bayes [17€37] in Erwd-
gung gezogen:

Es ist im voraus bekannt, noch bevor Beobachtungen ge-
macht wurden, daB » eine spezifische Verteilung ist,
2. B. eine Binomialverteilung mit bekanntem Bernoulli-
parameter oder eine Normalverteilung mit bekamnnten
Mittelwert und bekannter Varianz. Solches A-priori-
Wissen mag gelegentlich in der Physik und in Nachbar—
wissenschaften mit vergleichbar hohem Genauigkeits—
grad vorhanden sein. Wo solche A-priori-Kenntnis vor-
handen ist, sollte sie auf jeden Fall benutzt werden,
man wird dann Bernoullikriterien anwenden, und das Jje~-
weilige Entscheidungsproblem wird auf eine Weise ge~
18st, die in einem recht objektiven Sinne als rational
gelten kann.

In den meisten Fdllen ist jedoch eine solch genaue
A-priori-Kenntnis nicht verhanden; in der Regel ist da~
her der A-priori-Weg versperrt.

Wenn der Entscheidende keine A-priori-Kenntnis be-
sitzt, wird er sich relevante Informationen zu ver=
schaffen versuchen, also den A-posteriori-Weg einschla-
gen. Er wird Experimente durchfilhren, und selbst wenn
diese Experimente ibhm nicht erlauben, eindeutige Schliis—
se auf ein exaktes Verteilungsgesetz zu ziehen, wird

er dennoch Kenntnis iiber eine kleine Klasse von Wabr-
scheinlichkeitsmaBen erlangen, fiir die unter bestimm-
ten Umstanden ebenfalls die Bernoulli-LOsung berechnet
werden kann. In allen Fdllen, in denen verl&fBliche
A-priori-Kenntnis nicht zur Verfiigung steht, in denen
aber Genaueres mit Hilfe von Experimenten erfahren wer-
den kann, wird man es mit dem A-posteriori-Weg versuchen.
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Jedoch gibt es, gerade in den Wirtschafts- und Sozial-
wissenschaften, hdufig genug Situationen, in denen s0-
wohl der A-priori~ als asuch der A-posteriori-veg ver-
sperrt sind. Solche Situationen entstehen dann, wenn
(wegen finanzieller oder techmischer Beschrénkungen)
keine Experimente durchgefiihrt werden komnen oder wenn
die Bedingungen, unter denen die Experimente statt-
finden, nicht kontrollierbar sind (z. B. auf Grund man-
gelnder Stabilitét von A).

Tschuprow hatte diese recht unangenehme und in der
Praxis nicht einmal seltene Situation im Sinne, als
er, gerade im Hinblick auf die Sozialwissenschaften,
den Ausdruck "prinzipieller Agnostizismus" prégte.

Dieser prinzipielle Agnostizismus verlangt nach Ent-

scheidungsmodellen und Kriterien, die flexibel genug

sind, um jede nur erreichbare Information aufzunehmen
und zu verwerten; fragmentarische A-priori-Kenntnisse
ebenso wie ungenaue A-posteriori-Kenntnisse. Wir wer—
den spater Modelle und Verfahren diskutieren, die ge-
nau dies erlauben.

§ 14. Das Stabilitdtsproblem

Eine letzte Schwierigkeit muB noch erdrtert werden,
pamlich die Stabilitét der Entscheidungssituation.

Diese Frage kinnte vernachlédssigt werden, wenn die

Abfolge "Formulierung des Entscheidungsproblems —s»
Eintreten des Ergebnisses als Folge der getroffenen
Entscheidung” umendlich schmell vor sich ginge, so,
wie die Theorie apnimmt.
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In der Realit#t wird jene Abfolge eine gewisse Zeit

bendtigen, sagen wir ein Zeitintervall von der Lénge
G. Besitzt die Entscheidungssituastion Stabilitat im

Intervall von der Linge T, und wird das ProzeB8inter-
vall G vom Stabilit@tsintervall T vollstédndig einge—
schlossen, so ist die empirische Situation offenbar

gleichwertig derjenigen, welche die Theorie voraus—

setzt. i

Die empirische Situation entfernt sich jedoch von der
Voraussetzung des Modells in dem MaBe, wie das Pro-
zeBintervall wichst und bzw. oder das Stabilit&ts~
intervall schrumpft. Der Lénge des ProzeBintervalls
werden wir nicht weiter nachfragen; sie wird in der
Regel durch technologische Faktoren, u. a. durch die
Rechengeschwindigkeit bei der LOsung des Entschei-
dungsproblems, bestimmt. Das Stabilitétsintervall hin-
gegen impliziert eine Reihe von charakteristischen
Problemen [Menges 1963].

Das Stabilitdtsintervall wird u.a. begrenzt entweder
erstens von einer Veridnderung der Zielvorstellungen
des Entscheidenden, soweit sie in der lMenge A der zu~-
gelassenen Aktionen o ihren Niederschlag gefunden
hat, oder

zweitens von einer Verinderung der Menge B der fir
wesentlich erachteten Zusténde Bj der Realitat, oder

drittens von einer Verdnderung der Bewertung der
Ergebnisse e (v ., ai). Diese Begrenzung ist selbst

bei kardinal megbaren, in Geldeinheiten susgedriickten
Konsequenzen von Entscheidungen leicht mdglich, wenn

nérlich die Preise der Giiter, welche die Konsequenzen
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bilden, sich in der Zeit ungleichmiBig verindern. Ver—
gnderungen eines ordinalen Priéferenzfeldes auf der
Menge E der Ergebnisse kOnnen leicht eintreten, wenn
der Entscheidende in der Bewertung der mdglichen Er-
gebnisse nicht vollkommen sicher und konsequent ist.
Solche Bewertungsstabilitdt wird ibm vermutiich desto
schwerer fallen, Jje geringer die Nutzenunterschiede
zwischen den einzelnen Ergebnissen sind. Insbesondere
wird die empirische Transitivitdt von Indifferenzbe-~
ziehungen kaum fiir ldngere Zeit aufrechterhalten blei-
ben.

Das Stabilitétsintervall wird des weiteren begrenzt

viertens von einer Verédnderung des Verhaltensstandards,
wie er in der Wahl eines bestimmten Entscheidungskri-
teriums seinen Niederschlag gefunden hat, oder

finftens von einer Verdnderung entweder der A-priori-
Verteilung oder der a priori bzw. a posteriori gefun~
denen Klasse vor Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber
dem Zustandsraum B.

§ 15. Uberwindung der drei Fundamentalprobleme durch
flexible Modellbildung

Es wére sicherlich vermessen, wenn wir alle drei Fun-
damentalprobleme in allen Aspekten zu iiberwinden ver—
spréchen. Doch hoffen wir zeigen zu kOnmnen, daB durch
verschiedene Modifizierungen der klassischen statisti-
schen Entscheidungstheorie ,besonders aber durch die
Theorie und die Methoden der Linearen Partiellen In-
formation, die Fundamentalprobleme der statistischen
Entscheidungstheorie betrédchtlich abgemildert, Ja in
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einigen wesentlichen Aspekten génzlich gelst werden
kénnen. In diesem Paragraphen betrachten wir gzundchst
pur Méglichkeiten der Uberwindung der drei Fundamental—
probleme im Rahmen der klassischen statistischen Ent-
scheidungstheorie. Der Rest des Buches ist dann den
Moglichkeiten der Uberwindung der drel Fundamental~
probleme 1im Rahmen der IPI-Theorie gewidmet.

Bei der Betrachtung des bohen Idealisierungsgrades

des Entscheidungsmodells bhsben wir gesehen, dafl die
meisten Voraussetzungen des Entscheidungsmodells von
einer Art sind, daB sie vom Entscheidenden vor der Lo-
sung des eigentlichen Entscheidungsproblems gewisse
Vorentscheidungen verlangen, welche die jeweilige Ent—
scheidungssituation dem Modell anpassen. Eine derarti-
ge Approximationsaufgabe findet man héufig in der Ste-
tistik (und in anderen anwendungsbezogenen Wissenschaf-
ten) vor {Menges196§Q.Gelegentlicb meg es gelingen,
Vorentscheidungsprobleme selber entscheidungstheore-
tisch zu formulieren und zu 1ldsen. Doch sind dann wie~
der "Vor-Vorentscheidungsprobleme" zu ldsen, und man
gelangt in einen regressus ad infinitum. Praktisch
wichtiger erscheinen uns die Mdglichkeiten, die darin
bestehen, daB man das urspringliche Entscheidungspro-
blem so uminterpretiert, daB die Vorentscheidungen in
das Hauptproblem integriert werden. Dafiir ein Beispiel:
Es seien zwei mdgliche Zusténde 51 und 52 gegeben, der
Entscheidende weiB mit Bestimmtheit, daB ibm zwei Ak-

tionen @, und @, zur Verfiigung stehen, vermutet aber

1
die Existenz einer dritten mbglichen Aktion aa. Die

Beschaffung der Information iiber die Existenz von oz
verursache Kosten im Betrage K. Als mSgliche Aktionen

sind nun zu definieren:
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54 = ay wghlen, ohne Beriicksichtigung von oz

—

& = ap wihlen, ohne Beriicksichtigung von ag
aij = a3 beriicksichtigen, und falls es aufgefunden wird

oy anwenden, falls es nicht aufgefunden wird,

3 anwenden, mit i = 1, 2, 3 und j = 1, 2.

Alle mbglichen Zustdnde der Realitadt sind jetzt zu de-
finieren. ‘

B

1= ﬁi liegt vor und oz wird aufgefunden

g2i = ﬁi liegt vor und a3 wird nicht aufgefunden.

Die Ergebnismatrix enthdlt freilich jetzt statt der
urspriinglichen 4 Elemente deren 32; 8 davon kOnnen Jje-
doch sofort eliminiert werden,weil sie zu Aktionen ge-
horen, die von anderen dominiert werden. Die Ergebnis-
matrix lautet nach der Uminterpretation, wenn die eij
als Gewinne definiert sind:




Pag Faz For P20
@qq | eqq- eqp - K jeqq- K jep- K
%o €11 - ep ~ K jepy K jepp - X
%1 fe2q- eopp= K Jegq - K Jep - K
agp | €21 - eop = K ey - K ey ~ K
631 ezq = ez = K €4q - K e4o- K
oz |30 7 K Jespm Ko jepq - Kojegp- X
a | e €12 €11 12
o | e 22 €21 22

Die beiden auszuschlieBenden AKilonen sind 9

und Egz,sie werden entsprechend von 51 und

¥

Die hier angedeutete LUsung und andere mdgliche
Lésungen von Vorentscheidungsproblemen lassen

dominiert.

sich einem gemeinsamen Grundsatz unterordnen,

dem Prinzip der Akkommodation des Modells an die

empirische Situation.
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Er bezeichne das Bestreben, mittels Anwendung ge-
eigneter Techniken und Uminterpretation des Entschei-
dungsmodells die gleichsam npatiirliche Diskrepanz
swischen der jeweiligen praktischen Entscheidungsauf-
gabe und dem Modell so weit wie moglich zu reduzieren.

Diesem Grundsatz 188t sich noch ein Stiick eines wei-
teren Fundamentalproblems unterordnen: Nicht nur der
hohe Idealisierungsgrad des Grundmodells als solcher,
 sondern auch das Problem der Stabilitét der Entschei-
dungssituation kann - zumindest partiell - durch An-
wendung geeigneter Techniken und durch Modifizierun-
gen des Entscheidungsmodells gelSst werden. Genauer:
Von den fiinf zuvor behandelten Stabilitétsbedingun—
gen sind die ersten drei mdgliche Gegensténde der
Akkommodation, ndmlich die Menge A der zugelassenen
Aktionen, die Menge B der zugelassenen Zusténde der
Realit#t und das Priferenzfeld auf E. Die Vorentschei-
dungen beziiglich A und B sind nicht nur daran zu
orientieren, eine méglichst kleine Zahl wesentlicher
Elemente zuzulassen, sondern die Bildung der lMengen
A und B ist auBerdem so anzustreben, daB sie alle
(wesentlichen) Elemente enthalten, die im Intervall T

auftreten kénnen. Dies wird in der Regel nur auf
einem Akkommodationsweg gelingen kénnen, ebenso wie

der Versuch, ein stabiles Préferenzfeld aufzustellen.

Somit ist das Problem des hohen Idealisierungsgrades
des Entscheidungsmodells und ein Teil des Problems

der Stabilitidt der Entscheidungssituation zwar nicht
restlos iiberwindbar, aber doch graduell, insofern es
moglich sein sollte, die Idealisierung jeweils gerade
dort und gerade so zuvermindern und die Stabilitat
gerade dort und gerade so zu erhohen, daB Modell und Ent-
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scheidungssituation einander mdglichst affin sind.
Ebenso kompromiBhaft wird die Losung des zwelten Fun-

dementalproblems aussehen miissen, der wir uns num zu-

wenden.

§ 16, Das Adsptionskriterium bei partieller Information
1. Erweitertes Bernoullikriterium

Dem Grundsatz, moglichst alle Informationen iiber die
Verteilung der Zusténde, seien diese a priori oder
a posteriori gewonnen, bei der Losung eines Entschei-
dungsproblems auszunutzen, wird keines der herkommn—
lichen Kriteriem gerecht .

Keines der herkdmmlichen Kriterien ist némlich geeig-
net, sich dem Grad an UngewiBheit sowie dem Grad an
Instabilitdt anzupassen oder auch - gleichsam ersatz-
weise — Moglichkeiten des Eingreifens des Entschei-

ienden in die Realitédt zuzulassen.

Das Bernoullikriterium verlangt die vollstdndige und
genaue Kenntnis der A-priori-Verteilung, eine Kennt-
nis, die praktisch nie vorliegt.

Das Maximin- bzw. Minimax-Kriterium représentiert an-
dererseits eine zu pessimistische Haltung, die nur in
Situationen vollstiéndiger, unbegrenzter UngewiBheit be-
rechtigt ist. Selbst wenn die UngewiBheit reduziert
werden kann, rat die klassische Entscheidungstheorie,
die pessimistische Verhaltensnorm beizubehalten bis

die UngewiBheit zum Risikofall wird. Es erscheint da-
bher verninftig, das Prinzip zu modifizieren oder zu
"pernoullifizieren®, um es auf diese Weise dem im je-
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weiligen Entscheidungsproblem gegebenen UngewiBbhelts-
grad apnzupassen.

Um dieser Art der "Bermoullifizierung" ndberzukommen,
wollen wir die folgende Erweiterung des Bermnoulli'®schen
Losungstyps betrachten. Der Entscheidende weiB, daB

eine bestimmte A-priori-Verteilung » iiber B exi~

stiert. » selbst ist ihm unbekannt, aber er kennt einige
Restriktionen iiber A, er weiB beispielsweise, daB * imn
einer bestimmten Teilmenge A* der gesamten Klasse A von
A~priori-Verteilungen liegt. Wenn der Entscheidende Wis-
sen dieser Art besitzt, ist ibm zu empfehlen, eine be-
stimmte Kombination aus Bernoulli- und Maximin~Kriterium
anzuwenden, die wir als "erweitertes Bernoullikriterium"

bezeichnen:

Man wihle o° € A mit

inf  T(H, ao) = max inf 6(?«, ai)
€A ;€A AEA®

Das Bernoulli-Element dieser LOsung besteht in der Auf-
stellung der Nutzenerwartungen T, a;) = / u(ﬁj, a;) ar
B

fir jedes M € A* und jedes “ie A . Das Maximin-
element besteht darin, «° so auszuwihlen, dal

die kleinste Nutzenerwartung moglichst groB ist, gleich-
giltig, welches M € A* das wahre ist. Der Bermoulli'sche
Charakter dieser Losung ist umso ausgeprédgter, je klei~
ner die Teilmenge A* ist und umgekehrt.
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2., Das Adsptionskriterium

Fiir eine Verallgemeinerung dieser "erweitertem Bernoulli-
Losung” wollen wir folgende Annahmen treffen:

a) Der Raum B der Zustdnde der Realitat ﬁé kann in eine
Menge disjunkter Teilmengen zerlegt werden

BnUBV’ BvilB“;égfﬂI‘\’f“ (V, “’3‘1’2, -oo)

v

b) Der Entscheidende weiB, da8 B, mit der Wahrschein-
licbkeit p, eintritt, wobei Zp, = 1.

IJ; dkwpv (v = 1,2, o.s)

\Y

¢c) At sei die Klasse der A-priori-Verteilungen, welche
B, die Wahrscheinlichkeit p, zuordnen.

d) Die (bedingte) Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Klasse B, ist unbekannt.

Wenn der Entscheidende Wissen dieser Art besitzt, wird
ihm empfohlen, @, SO auszuwahlen, daB

) aa

inf =/ u(Py, ) 4 A = max inf A CR

AEAX v B ;€A AEA* v B

unter Beachtung der in a) bis d) gegebenen Bedingungen.
Dieses Kriterium ist das Adaptions-Kriterium.
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Da min fiir das A eintritt, welches dem min u (B,

i)
{}V} O(W,L
AEA* SJGBV

die Wahrscheinlichkeit p, (v = 1,2, ee.) zuordnet,
knnen wir das obige Kriterium in folgender Form aug-
driicken:

Man wahle a, mit

Lp, min u (B, o) =max I p,min u (Bj, ay)

j* %
v B€B,, a;€A v B5€B,

Die Zerlegung von B und die Angabe von Wahrscheinlich-
keiten D, fiir die Teilklassen B, © B erscheint als ein
verninftiger Weg, alle Informationen iiber das wahre,
aber unbekannte A bzw. die Klasse A* von A-~priori-Ver-
teilungen auszunutzen. Offenbar gestattet wachsende
Kenntnis die Zerlegung in eine wachsende Anzahl von
Teilmengen B,,. Je mehr Informationen uber A der Ente
scheidende gewinnt, umso kleiner wird A*, und B kann
in immer mehr Teilklassen B, zerlegt werden. Besteht
Jedes B, nur aus einem Element Bj € B, dann erreicht
die Zerlegung ihren hochsten Grad und das obige Kri-
terium geht in das Bernoullikriterium iber.

Es s0ll noch erwdbnt werden, daB ein Sonderfall des
"erweiterten Bernoullikriteriums"dem von Hodges und
Lebhmann (vgl. § 10) vorgeschlagenen Kriterium ent-
spricht.
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%, Die SchneeweiB sche Variante

SchneeweiB [19647 betrachtet folgende Situation:

Die Menge B der Zusténde der Realit#t wird in endlich viele
Teilmengen zerlegt, denen bestimmte (bekannte oder
unbekannte) Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.
Diese Teilmengen werden wiederum in weitere Teilmengen
zerlegt, denen bestimmte bedingte (bekannte oder
upbekannte) Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden
usw. Der Prozef der schritiweisen Unterteilung von

B (wobei B als endlich angenommen wird) endet nach
einer endlichen Anzahl von Schritten. Fir einm solches
Modell empfiehlt H. SchneeweiB ein Kriterium, das
entweder die Bernoulli~ oder die Maximin-Losung an-—
wendet, je nachdem, ob die (bedingten) Wahrschein-
lichkeiten der Teilmengen auf der Jjeweiligen Ebene
bekannt oder unbekannt sind. Zur n8heren Erlduterung
betrachten wir das folgende einfache Beispiel von

nur zwei Zerlegungsschritten. B sei endlich und ent-
halte die Elemente 51,..., ﬁn' B kann in zwei frem-
de Teilmengen zerlegt werden,

B,

m

und B, = {B

ﬁé 2 k+1? °°°?

= {8,, B

/I’ 21 eeey
B1 ordnen wir die Wahrscheinlichkeit p und 32 die
Wahrscheinlichkeit 1-p zu. Wenn B1 eintritt, treten
die Elemente $1,...,6k von B1 mit den entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten PgsesesPy ein, wahrend die Wehr-
scheinlichkeiten fiir die Elemente Bk+1""sm aus B2
unbekannt sind.
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Dem Entscheidenden wird damnempfohlen, dasjenige @
zu widhlen, das

k
5) T ,u (., @:) P + (1-p) min ulB., a:)
( P 5a 37 %1/ Py Jok41y eemm J* %

maximiert. -

4, Beziehung zwischen dem SchneeweiB'schen und den

erweiterten Bernoullikriterium

Wir betrachten den Sonderfall von (s) mit k = 1 und
Pq = 1:

Man wdhle o, € A so, daB

0
(s*) pu (8,, «.) + (1~p) min u (B., o)
1’ ° 332,000,111 J, ©
= max pu (B,, e;) + (1=p) min u (B., o:).
a; €A 1T G2, 000yl 37 i

Dieses Kriterium (8*) ist gleichwertig mit einem Son-
derfall des erwelterten Bermoullikriteriums, den man
erhalt, wenn man B inp B1 und 32 aufspaltet und B1 = 551} N
mit der Wahrscheinlichkeit p, = p, B, = B - 151}, mit

der Wabhrscheinlichkeit Py = 1~ p setzt:

Man wéhle g, € A

pu (Byy ag) + (1-p) %igB u (B, ep)
i e

= max u (B )+ (1 =-p)min  u (B, )7
aiEA [P 1 @4 P 63632 3 o1
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5. Dynamische Erweiterungen

Die Betrachtungen kopnnen auf den dynamischen Fall im
Sinne des Stabilit8tsproblems (§ 14) susgedehnt werden,
indem wir als zusdtzlichen Entscheidungsfaktor die Zeit t
einfiihren [Menges, Diebl 19677.

Die UngewiBheit des Entscheidungsproblems liegt Jjetzt
sowobl in der Unkenntnis des wabren P. € B als such
in der Unkenntnis des Zeitpunktes t € T, in welchem
die Entscheidungssituation sich zutrégt, d. h. die
Aktion o4 € A mnit einem Zustand 8. € B relativ zu~
sammentrifft, Wir fiihren die Unbestimmtheitsmale

A (63) = 'é A (ﬁas t) dt (J = /%,-«¢’m)
und
AN (B, t
A (BJH:) = _/__.._( J )
5 A (ﬁj, t) 4 EJ-

ein., Hierbei ist * (8., t) ein voll-additives normier-
tes MaB iber B X T. Wir bezeichnen XA (B.) als zeitun~
abhéngige Zustandsdichte iiber B und A (ﬁjit) als zeit-
abhéngige Zustandsdichte iiber B.

Das NutzepmaB ist jetzt nicht nur von a; € Aund B. € B

abhangig, sondern auch noch von dem Zeitpunkt t € T:

u: A X BXxT™*R,

5 t) ist der Nutzen fiir den Entscheidenden, der
sich einstellt, wenn ﬁj der wahre Zustand zum Zeitpunkt t
ist und a; die Aktion, die der Entscheidende ergreift

und zwar derart, daB das Ergebnis zum Zeitpunkt t € T

in Erscheinung tritt.

u (EJ’ o
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Auch im dynamischen Modell betrachten wir drei Fialle:

I. Vollkommene Information (Risikofall).
A (ﬁj, ) ist gemau bekannt.

II. Eeine Information (v8llige UngewiBheit).
A (ﬁj, t) ist v6llig unbekannt,

II1. Partielle Information, mit den Unterféllen:

a) A (sjst) ist bekannt, die Zeitdichte A (%)

ist hingegen vdllig umbekannt.
b) A (t) ist bekannt, aber A (Sj}t} ist unbekannt.
c) A (ﬁjlt) und A (t) sind partiell bekannt.

Der praktisch wenig h#@ufige Fall I erlaubt die An-
wendung eines verallgemeinerten Bermoullikriteriums
derart, daB sowobl iiber B als auch iiber T der Erwar-
tungswert gebildet wird und diejenige Aktion o* € A
zu wdhlen ist, fir die gilt

m
[ =
T J

m
=max J/ £ u (B., ags B) A (B, 1) av
A €A T g1 J J

Der Grenzfall II v6lliger UngewiBheit verlangt die
Anwendung des Maximin-Kriteriums in doppelter Hinsicht:
Man wahlt diejenige Aktion o* € A, fir die gilt:
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min inf u (e, B , )
& €B teT

t).

= max min inf u {ﬁ v @y
oy €A & €B teT

Praktisch interessant sind die Fdlle III a~c.

a) Bei bekannter zeitabhdngiger Zustandsdichte und
v81llig unbekannter Zeitdichte wdhlt man die Aktion
«* € A, flir welche gilt:

m
inf T U(st t) A (B, | )
TET =1 J

m
= max inf Z u (8.

t) A (B, t).
ai€A vem jm1 3? Aq ) ('J 1 )

b) Bei bekannter Zeitdichte und vGllig unbekannter
Zustandsdichte wihlt man o* € A mit

min [ u (s, 5 o%, ) A () dt
ﬁdéB T

= max min / u (ﬁ y azs ©) dt.
oy €A 6 €EB T

¢) Praktisch am interessantesten ist der Fall, daB
sowohl i{iber B als auch iiber T partielle Infor-
mation vorliegt. Diese letztere sei so beschaffen,
daB man weiB, dalB

A * . .
(B, ©) € 4% (B, ©) <A (By, ©)

wobei A (B., t) der Raum der UnbestimmtheitsmaBe
A (53, t) ist. Entsprechend dem erweiterten Ber—
noullikriterium ist die Wahl desjenigen o* € A
optimal, fir welche gilt:
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m
(X) inf [ B u (B.,q*, t) A (B, t) dt
AEA* T jm1 J J

m
=max inf / £ u (B., s t) A (B., t) d& .
o; €A AEA* T =1 J J

Enthilt A* nur ein Element, dann stellt (X) die

unter I angegebene Modifikation des Bermoullikriteriums
bei zweidimenmsionaler UngewiBheit dar. Ist hingegen

A* = A, so geht (X) in die unter II angegebene Modi-
fikation des Maximin-Eriteriums bei zweidimensionaler
UngewiBheit iiber. Es gebt dann n8mlich der Ausdruck

m
inf /T u (B., a:, t) A (B., t) dt
AEA* T =1 o3 J

iber in

min inf u (8., @5 %),
BjEB teT J

da das Infimum beziiglich A gerade durch diejenige Ver-
teilung A€A erreicht wird, welche dem Paar (Bj, t)
die Wahrscheinlichkeit 1 erteilt, iber welchem

u (ﬁj, @5 t) absolut minimal ist.

Die Allgemeinheit des obigen Kriteriums (K) tritt be-

sonders deutlich zutage, wenn wir A (Bj’ t) wie folgt
zerlegen:

N By 8) = A (By 1 B) - M (%),

Den Raum aller moglichen zeitaebhéngigen Zustandsdichten
r (B | t) bezeichnen wir mit A,, den der Zeitdichte
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AME) mit Az. Die entsprechenden Teilr8ume seien mit

A* o
1 < M

Ay = By

bezeichnet. Wir zerlegen nun A* wie folgt:

A m A¥ #*
* 1% Mpe

Wird die partielle Information in dieser Zerlegung

aufgefaft, dann modifiziert sich das Kriterium (X)

zu dem folgenden: Man wdhle o* € A mitb

(K*) inf f [ﬂmin % u ( ﬁjy o, t)
h(t)QA* X(B ‘L)EA"‘,s J=1

NG t)] A () at

m
= max inf / [min L u (B, @y t)
ai €A A(E)EN*, T J\(Bj!t)en*,1 3=1 J

A (Bj | t)] A(t) dat .

Das Kriterium (X*) geht in das Adsptionskriterium iiber,
wenn A; nur ein Element enthdlt. Natiirlich sind auch
die anderen Hybridformen Spezialfélle von (K*), wie
sich leicht zeigen 18B8%.
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Unsere Vorschldge zur Uberwindung der drei Fundamen-
talprobleme lassen sich auf den Grundsatz reduzieren:

Ausnutzung aller verfiigbaren Informationen und ente
sprechende Flexibilitéat und Anpassungsféhigkeit s0-
wohl bei der Modellbildung els auch bei der Wshl des
Entscheidungskriteriums.

Im ndchsten Kapitel werden wir diesen Grundsatz in
einer besonders operablen und algorithmisch struk-
turierten Form sufgreifen.



4, Kapitel:s

Der Begriff der partiellen Information

§ 17. Weiche Modellbildung und partielle Information

Der zum Ende des vorigen Kapitels aufgestellte Grund-
satz 188t sich in einen weiteren Rahmen einpassen, den
man mit H. Wold [1973, 19747 als weiche Modellbildung
bezeichnen kémnte, vgl. auch [Menges 1974]. Zwar hat

H. Wold den Begriff fir eine bestimmte Klasse von Okono~
metrischen Verfahren geprégt, aber die hinter dem Be-~
griff stehende Grundidee, né@mlich einerseits mit mog-
lichst schwachen A-priori-Annahmen auszukommen, anderer-
seits allen Informationen, auch unzuladnglichen, Beach-
tung zu schenken, ist dieselbe, die auch hinter unseren
Bemiihungen um eine Theorie statistischer Entscheidungen
bel unvollsténdiger Information steht.

Der Gedanke der weichen Modellbildung ist in mehreren
neueren Bestrebungen sichtbar. Viele nicht-parametrische
Verfahren [vgl. z.B. Puri und Sen 19717 beruhen auf
dieser Idee, in gewissem Sinn gehdrt auch die Bayesianische
Analyse [vgl. z.B. Zellner 1971, Box und Tiao 1973] zu
der weichen Modellbildung. Zu erwdbnen ist auch die Ver-
wendung unbeobachtbarer Variablen in der Pfadanalyse
[Hauser und Goldberger 19717, und die Aufstellung von
Informations- und Entscheidungssystemen in der Umwelt~
forschung [Menges 1975]. Eine enge Beziehung besteht
auch zu dem fuzzy Sét approach und zu der Verwendung
unscharfer Begriffe [Menges und Skala 19747. Auf diese
wichtige Beziehung werden wir in § 22 néher eingehen.
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_All diese Bestrebungen vereint das Bemiihen, weiche Be-
grlffe und lModelle aufzustellen, welche durch Ausnutzumg

aller Informationen dazu verhelfen dle Realitat mog=-
lichst wenlg zu verletzanmwM‘ :

In folgenden werden wir dieses Bestreben in der Form
der linearen partiellen Information verwirklichen.

Die Modelle der vollstandigen und der Nullinformation
und entsprechend die Bernoulli- und Maximin-Philosophien
entsprechen einer harten Modellbildung. Im ersten Fall
wird die harte Annahme zugrundegelegt, die Wabrschein-
lichkeitsverteilung iiber den Zustédnden der Realitdt

sei exakt bekannt und gegeben, wo dieser Fall in der
Praxis doch so gut wie nie verwirklicht ist. Anderer-
seits tut auch das Modell der Nullinformation der Rea—
litat Gewalt an, da auch das Feblen Jjeglicher Infor-
mation liber die Wahrscheinlichkeitsverteilung {iber den
Zusténden unrealistisch ist. AuBerdem ist es unrealistisch
und unflexibel, so extrem pessimistisch zu sein, wie

es dem Maximin-Prinzip entspricht. Wir betrachten als
weiche Modellbildung bingegen das Modell der partiellen
Information.

Im Rabmen der klassischen Entscheidungstheorie ist es
uns in § 15 und besonders in § 116 in Form des erwei-
terten Bernoulliprinzips und des Adasptionskriteriums
mit seinen Spezialisierungen und Verallgemeinerungen
begegnet.

Doch beschreiten wir jetzt einen anderen "micht-klas—
sischen" Weg, indem wir die Verteilungsmengen analy-
sieren, die der partiellen Information entsprechen.
Diese Analyse stiitzt sich auf die Arbeiten von
Fishburn [1964, 1965], Kofler [19707, Cassidy, Field
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und Kirby [1971], Henry-Labordére und Zerhouni [19727,
Kofler [1974] und Biihler [19757.

Der wichtige Zusammenhang zwischen weicher Modellbildung
und Information besteht hierbel darin, daB dem Begriff
der partiellen Information zundchst - fiir gegebenen
Informationsstsand, der selbst durch die lineare par-
tielle Information (s. u.) ausgedriickt wird, - ein wei-
ches Modell entspricht. Durch zusdtzliche Information
wird ein neues weiches Modell ermdglicht, das sozusagen
weniger weich ist als das vorhergehende, und so fort.
Auf diese Weise kann man zu harten Modellen (Modellen
mit geringer UngewiBheit oder Vagheit) gelangen, wo-
bei die "Hiérte" der neu gewonnenen Modelle indessen
nicht auf Annghmen, sondern auf Information berubt.

Vollst&ndige, partielle und Nullinformation

Anschaulich lassen sich die drei Fidlle wie folght vor-
stellen. In allen Fédllen ist eine (n x m) - Nutzemmatrix
gegeben:

B
A 81 52 ceo 5m
G'1 i 011 u12 oo e U.,‘m
an Usg Uno cee Usp ujy=u (ﬁj, “i)
°n Un1 Yno o Unm

Damit ein a{ € A als optimales identifiziert werden

kann, muB diese Matrix auf einen Skalar reduziert
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werden. Diese Reduktion erfolgt in den beiden Grenz-
£51len der vollsténdigen und der Nullinformation in
gwel Schritten mit Hilfe zweier Operatoren wie folgt:

Vollst#ndige Juformation
p o= (P13 P29°°¢7 Pm)

Nullinformation

1. Erwartungsoperator

Ui = U(di> = Ep(uij)
bitd

= 51 Y14 P
(i =1,250e0,R)
2. Max~Operator

U(a*) = max U(ay)
3

1. Min-Operator
Uy = U(ai) = min uy 5
J
(i = ‘1,2,...11)

2. Max-Operator

T(a*) = mgx 5(ai)

Wihrend somit im Falle der vollsténdigen Information

der erste Reduktionsschritt der Erwartungsoperator

ist, der angewandt werden kann, da die wahre Vertei-
lung P = (p1, Pos oo pm) iiber den Zusténden bekannt
ist, wird dieser im Fall der Null-Information durch den
Min-~-Operator ersetzt. Resultat des ersten Reduktions=—
schrittes ist in beiden Fédllen ein Spaltenvektor, namlich

Vollsténdige Information
U(Qq)

U(aa)

Ulay)

Nullinformation

i a(d1)

E(Ga)

Ulay)
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Mit Hilfe des Max~Operators werden die beiden Vektoren
auf Skalare reduziert, welche die optimale Aktion idenw
tifizieren.

So wie die weiche Modellbildung in der Regel schwieri-
ger ist als die harte, so ist such die Situastion im Fall
der unvollsténdigen Information am schwierigsten. Statt
einer Verteilung p iiber den ZustiBnden hesben wir k solcher

Verteilungen
p(1) o (qu)’ Péq>a ey péﬁ))
o (k) . (p§k),p§k>, oo pék>)

Die Reduktion auf einen Skalar kenn im Sinpe des ge~
streckten Bernoullikriteriums so vorgenommen werden,
dall wir die Matrix der Nutzenerwartungen

o V) ()
aq | Ugq eee Uy
ap | Upq oo Upy

A :

m p
03 . v
bilden, wobei Uiv = EP(V) (uij> = §-1 uij Pg ),

und auf die Nutzenerwartungsmatrix [ Uiv ] den
Maximin-Operator zur Ermittlung der optimalen Aktion
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a* € A anwenden ( U;, = U (ay) J:

min U,(a*) = mgx min U, (ay)
v s v

§ 18, Operationalisierung des Begriffs der partiellen
Information )

1. Das Verteilungssimplex

Un jedoch weichere Informationen besser ausdricken und
sugnutzen zu kdnnen, beschreiten wir von Jjetzt an

einen anderen Weg, der uns zum Mex E min—Prinzip fibhrt.
und zwar représentieren wir jede Verteilung

p(v) = (’Pq(v)s Pz(v>o essy Pm(v)); v=l, ceey Kj

durch einen Punkt p(r) im m~dimensionalen euklidischen
Raum:

(18.1) p(p) € R&,

Ein derartiger Punkt p(P) heiBt Wahrscheinlichkeits—
punkt im R®. Die Punkte in (18.1) spannen fiir alle
zugelassenen Verteilungen im R® ein (m-1) -dimensio-
nales Simplex S(m) auf, das wir Verteilungssimplex
nennen

(18.2) 5™« (g wovs BIp; 20, E_py = 1)
Jz

Im Falle der vollsténdigen Information definiert e
genau einen Punkt des Verteilungssimplexes. Im Fall

der Nullinformation miissen alle Punkte des Verteilungs-
simplexes als Unbestimmtheitsbereich in Betracht ge-
zogen werden.
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Der dazwischenliegende Fall der partiellen Informa—
tion filbhrt offénsichtlich zu einer Teilmenge des
Verteilungssimplexes. Auf diese Weilse kommen wir

zu einer plausiblen Definition.

2. Definitionen der ILPI

Def. 18.1:

Die Information I iiber die Verteilung P ist eine par-
tielle Information (PI), wenn sie zu einem echten, mehr
als ein Element enthaltenden Teilgebiet T(PI1) des Vertei-
Jungssimplexes s'®) sibrt. Also

(18.3) 1 e (P1} S 12p1) © s r j2em)| ¢ Lo;4).

In (18.3) entspricht dem Zeichen ¢ eine echte Teil-
menge, und |T(PI)| bedeutet die der Menge T(PI) ent-
sprechende Kardinslzahl. Sie gehoért nicht zur Menge
{0,1§, die mus den Elementen O und 1 besteht, da diese
beiden Fdlle ausgeschlossen sind. Im weiteren wollen
wir jede PI mit der ihr entsprechenden Menge T(PI)
identifizieren. Gem#B der Definition sind hier als
T(PI) alle mdglichen endlichen, umendlichen, konvexen
und konkaven Teilmengen zuléssig.

Aus den weiteren Betrachtungen gebt jedoch hervor, daB
es bei vielen Anwendungen und in vielen Aspekten ge-
nligt, sich auf eine besondere Klasse, die Klasse der
konvexen Polyeder, zu beschrénken. Auf diese Weise
kommen wir zum Begriff der sogenannteh linearen par—
tiellen Information (IPI).
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Def. 18,2:

Fine partielle Information PI Uber die Verteilung ¢

ist eine linesre partielle Information (LPIL), wenn das

entsprechende echte Teilgebiet T(LPI) des Verteilungs~

simplexes S{m) ein konvexes Polyeder ist.

Eine Hquivalente Definition, die das Vertellungssimplex
als Ungleichungssystem auffalt, ist die folgende:

Def. 18.3:

Eine partielle Information PI {iber die Verteilung P

ist eine lineare partielle Informetion LPI, wenn das

enteprechende Teilgebiet T(IPI) des Verteilungssimplexes

nit variablen
po= (P/I, pga “o ey pm)

mit
. , a
(18.4) US: Gp = g, Dy =0, ¥4 0y =1

G: kX my g: k X1; p =m X 1

betrachtet werden kann.

In (18.4) ist G eine Matrix der Ordnung k X m (ent-
sprechend der k Ungleichungen); g und P sind Spalten-
vektoren mit k bzw. m Gliedern.

Die Aguivalenz der beiden Definitiomen 18.2 und 16.3
folgt daraus, da8 ein Ungleichungssystem stets ein
konvexesPolyeder impliziert. Die Frage nach den Bew
dingungen fir (G, g), welche eine Lésung des Systems
gewdhrleisten, lassen wir zundchst offen.

\g\\f



93

Im {ibrigen werden wir zunichst stets voraussetzen, dalB
bei der urspringlichen Angabe von PI und ILPI zunsdchst
keine Informationen iiber die Verteilung der Punkte in den
entsprechenden Tellgebieten des Verteilungssimplexes
vorliegen. Diese Voraussetzung erfolgt zu Vereinfa-
chungszwecken; sie ist jedoch durchaus erldBlich. In

§ 22 werden wir diese Voraussetzung fallenlassen.

Durch die IPI wird jedemfalls stets der jeweilige
Informationsstand und damit der Grad der "Weichheit®
bzw. "Harte" des Modells ausgedriickt.

Wir betrachten jetzt eine dritte Definition der LPI.
Sie ist die zweckmidBigste, da sie die Erdrterung

der weiter unten behandelten Sdtze erleichtert. AuBer-
dem ist sie diejenige, die am besten die slgorithmische
Strukturierung des Problems erlaubt.

Zum Ausgangspunkt nehmen wir die Definition 18.2

einer IPI und das ihr entsprechende Ungleichungssystem
(18.4). Das dem System*18.4 entsprechene Polyeder

sel mit P(m) bezeichnet. Als Teilgebiet eines Simplexes
ist es ein endliches Polyeder, d. h. ihm entspricht eine
endliche Menge von Extremalpunkten oder Extremalvertei-
lungen

(e | (M p (K}

geecoy @

Jedes p(¥) = (pqé“z..,pm“)); v="1,..., k; betrachten
wir als m-gliedrigen Spaltenvektor. Aus den Spalten-—
vektoren P v) setzen wir eine Matrix der entsprechenden
LPI zusasmmen, die wir Extremalpunkte-Matrix M(IPI) nen—
nen. Wir haben somit folgende Ubergénge:

(18.5) ILPI - (US) - P(m) - {V(e)%z ip(1),..., p(k)}

- M(IPI) =[[o(1>1,..., re(Mq,..., [p(k)]]
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Hierbel ist ,Eo(q)],¢., [s(k)]J die aus den Spalten=

vektoren p(v zusammengesetzte Matrix. Die Reihenfolge
der Extremalpunkte wird als beliebig angenommen.

Die Extremalpunkte-Matrix lautet ausgeschrieben:

2 (D L. p
(18.6) M(IPI) = : )
oD L |

Jeder LPI wird also eine endliche Extremalpunkte~lMatrix
M(IPI) eindeutig bis auf Spaltenpermutation zugeordnet. Aber

auch umgekehrt ist jeder M(LPI) eindeutig eine LPI zugeordnet.
Das folgt aus der Tatsache, daB jedes endliche konvexe

Polyeder als konvexe Hiille seiner Extremalpunkte be-
trachtet werden kann [ Intriligator,M.D.71977).Man kann also
die Menge {IPI} mit der Menge (M(IPI)} aller miglichen
Extremalpunkte~Matrizen identifizieren, selbstverstand-
lich unter der Voraussetzung, daB die "exbremen" Extre-~
malpunkte-Matrizen die Fidlle der vollstidndigen Infor-
mation {iber p und der Nullinformation oder vollstan-

digen Ignoranz ausschlieBen. Dem Fall der vollstandi-

gen Information entspricht eine ausgeartete Extremalpunk-
te-Matrix, némlich der Spaltenvektor p = (Pgs---, pm),

und dem Fall der Nullinformation entspricht das Ver-
teilungsimplex S(m). Die M(IPI) fiir alle dazwischenliegenden

Fdlle betrachten wir hier als echte Extremalpunkte-
Matrizen.

Jetzt konnen wir die Extremalpunkte-~Definition einer
LPI angeben.
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Def. 18.4:

Eine partielle Information PI ist linear (LPI), wenn
sie zu einer echten Extremalpunkte~-Matrix M(IPI) fihrt.

Eg ist offensichtlich, daB alle drei Definitionen

einer LPI &Hquivalent sind. In den weiteren Betraéhtungen
wird unter theoretischem wie auch algorithmischem Ag-
pekt besonders die Extremalpunkte~Definition Anwendung
finden.

Nun wollen wir die Frage der effektiven Bestimmung von
Extremalpunkten (Extremalverteilungen) behandeln. Als
Ausgangspunkt betrachten wir das einer gegebenen LPI
entsprechende Ungleichungssystem (18.4). Unter der
Voraussetzung, daB das System widerspruchsfrei ist,
fithrt folgende Uberlegung zur Ldsung der Frage:

Die kK + m + 1 Gleichungen

Ge=g, p-ZO,% Py =1
dJd =g ¥

bestimmen k + m + 1 Hyperebenen. Aus der Theorie der
Ungleichungssysteme [ Intriligator,M.D.1971] folgt,daB jeder
Extremalpunkt in (18.4) gleichzeitig auf m Hyperebenen
liegen muB. Das ist eine notwendige Bedingung. Sie ist
nicht binreichend, da Jja die Erfiillung der m aus
k + m + 1 Bedingungen die Erfiillung der ilibrigen nicht
gewdhrleistet.

Auf diese Weise konnen wir folgenden Satz formulieren:
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Satz 18.1:

Eine Ldsung P = (pq,..o, pm) des Systems (116.4) ist dann
und nur danp ein Extremalpunkt, wenn m Bedingungen aus

den ¥ + m + 1 Bedingungen des Svystems als Gleichungen
erfillt sind.

Gem&B dem Satz 18.1 fibrt also folgendes Verfshren zur
Ermittlung der Extremslpunkte. Wir 18sen alle mbglichen
Gleichungssysteme mit m Gleichungen aus (18.4) (eine
von ihnen ist % 1pj = 1). Nur diese LOsungen bilden
Extremalpunktegadie gleichzeitig LOosungen des ganzen
Systems sind. Das beschriebene Verfahren kann sehr miib-
sam sein, da die Anzahl der méglichen Gleichungssysteme
gleich der Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung
(m - 1)-ter Ordnung von k + m Elementen, gleich

(ﬁ * ?) ist. Fir groBere m und k ist das eine groSe
Zahl. Aber in vielen praktischen Modellen mit nicht
groBer Zustandsmenge entspricht den LPI ein relativ
kleines m. Aus den Betrachtungen in Kap. 5 folgt, daB
man auch bei grofilen k und m in gewissen Fallen relativ
einfach die Extremalpunkte bestimmen kann.

§ 19. Beispiele

1. Das Investorbeispiel

Wir betrachten zur Erl8uterung einige Beispiele. Als
erstes betrachten wir eine Variante des Investorbei-
spiels, welches uns seit dem § 3 begleitet hat.
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Die Zustandsmenge ist §ﬁq, ﬁg%g die Verteilung iiber
den Zustinden ¢ = (pq,pz)m {ber ¢ liege die lineare
partielle Information LPI : P4 = P, vor, d. h. der
Tovestor keont zwar nicht die Wahrscheinlichkeiten

fiir Rezession (64) bzw. Konjunktur (32), aber er weif,
etwa aus Okopometrischen Untersuchungen, daB die Wabr-
scheinlichkeit fiilr Konjunktur jedenfalls nicht groBer
ist als fiir Rezession.

In diesem einfachen Beispiel kOnnen wir die IPI in
folgenden drei dquivalenten Formen darstellen:

a) Als Ungleichungssystem

(19.1)  py -1, 20
Py z 0, p2 20

Pq + Py =1

Aus (19.1) erhalten wir auf Grund des Satzes (18.1)
zwei Extremalverteilungen:

o (1) (0,1); p(2) ('12 ’ %)-

Durch Zusammensetzen dieser zweli Spalten erhalten wir
die Extremalpunkte-Matrix M(IPI), also die Form

1

b) M(IPI) = 2
10 3
L -

¢) Das der LPI entsprechende konvexe Polyeder kdnnen
wir graphbisch darstellen:
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In dieser Abbildung entspricht die Strecke AB = 1 dem ein-
dimensionalen Verteilungssimplex S(2>° Einem beliebi-

gen Punkt K der Strecke entspricht die Verteilung

p(XK) = (AX, KB)., Fir die Endpunkte der Strecke haben

wir p(4) = (0,1); p(B) = (1,0). Die

Extremalpunkte sind B und C mit e(B) = (4,0) und

p(C) = (%, %D, Das konvexe Polyeder p(2) ist hier die
Strecke CB.

In Vorwegnahme des 5. Kapitels wollen wir hier schon
die LOsung des Investorbeispiels bei unvollsténdiger
Information angeben. Das Maximierungsprinzip der
minimalen Nutzenerwartung MaxdEm:.Ln [Kofler 1974 ]
verlangt, daB die Nutzenmatrix unseres Beispiels
(vgl. § 8) S.u%

3 B,

..i
a,l u,‘,l = ,IO U.,‘2 = 35 = [u (BJ_, ai)J = U

s U291 = 0 uy, = 100

in die Nutzenerwartungsmatrix UE = [E (p(3>, “i)] ;
i=1,2; J =1,2; transformiert wird:

% u,]. p.(‘]) g u (2)

p.(®
j d Jd .j 18 dJd :
U = *
= )] o (2)
T . . z . .
5 23 B 5 123 3

= U . M(IPI)
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d.h. die Nutzenmerwartungsmatrix ist gleich dem Pro-
dukt aus Nutzenmatrix und Extremalpunktematrix. Numerisch
erhalten wir fiir unser Beispiel

Ug = U < M (LPI)
3-
1
10 35 1 3
0 100 0 %
10 22,5
0 50

Auf die Matrix UE wird alsdenn der Maximin-Operator an-
gewandt; d.h. man wdhle o*, fiir welches gilt:

min Up(e(9) a* ) = max min UGG (D), o).
3 i 8

2ol

In unserem Beispiel ist

min U5 (9, o)

aq 10 = max min UE

(22 0
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Bei der gegebenen LPI fihrt das lMax E -Prinzip alsoc

min
zZu aﬁEA als optimelerLosung. Sie ist dieselbe wie die
Meximin-Losung in Bezug auf U. Dies kann nicht erstau-
nen, denn wir fanden zu Ende von § 9, daB die Aktion

@, nur bis zu Py = 0,1% bernoullioptimal bleibt.

2. Hypothesenpriifung mit der Nutzenfunktion des
Wissenschaftlers

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir den Fall einer
Hypothesenpriifung. Gegeben ist die Menge A = {q1,q2,a5}
von "Aktionen": Akzeptierung eimer Hypothese. Die Hypo~-
thesen seien 31, 82, 33' Uber dem Hypothesenraum

B = i$1,32,53§ ist die Verteilung P gegeben mit der LPI

Pq = Py = Py
d. h. der Entscheidende (= Wissemschaftler) weiB a priori,
daBl die Hypothese B 1 hochstens so wabrscheinlich ist
wie die Hypothese g, und diese hdchstens so wahrschein-
lich wie die Hypothese 53.
a) Das Ungleichungssystem lautet:
Py = P/,ZO; P5 - p220; P/laos p220, PBZO;

Py + Ps + p3 = 1,

Hier ist die G-Matrix G =
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Die Extremalpunkte erhalten wir aus folgenden Gleiw

chungssysbemen:
{.pfg“o p/i“O ?q"‘pz"‘o
{pp =0 54 Pp =Dz =0 . {Pp =Pz =0

lpq + Pp + p5 = 4 (Pq +Pp + p§ = 14 Py + Pp + p5 = 1

" P(1> = (0,0”}); p(2> = (O,%v'%); p(a) = (%!%?%)o

b) Die Extremalpunkte~Matrix ist

|

M(LPI) = 0

= s O
[CV LRV PR [SY/ P

c) Die graphische Darstellung des konvexen Polyeders:
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Im gleichseitigen Dreieck ABC sind die HOhen

AD = BE = CF = 1. Daraus folgt, daB die Summe der Ab-
stédnde eines beliebigen Punktes K des abgeschlossenen
Dreiecks ABC von den Seiten gleich 1 ist. (Der Be~
weis ist einfach). Wenn wir nun die Abstédnde von AB
als P4, Von BC als Py und von CA als p5 betrachten,
ist es offensichtlich, daB die Menge aller Punkte des
abgeschlossenen Dreiecks ABC &dquivalent dem Vertei-
lungssimplex 8(3) ist. Den Endpunkten des Dreiecks
entsprechen die Verteilungen P(4A) = (0,1,0);

p(B) = (0,0,1); p(C) = (1,0,0). Die Extremalpunkte
sind B, F, O mit o(B) = » 3 = (0,0,1);

p(® = 02 = (0,3,3); 00 = 0 P = G,3.D.

Das konvexe Plyeder P(a) ist hier das schraffierte ab-
geschlossene Dreieck BFO.

Wir kehren wieder zu der Extremalpunkte-~Matrix zurick.
Un zu einer Losung des Entscheidungsproblems zu ge-
langen, miissen wir sie mit der Nutzenmatrix vormulti-
plizieren. Als Nutzenmatrix verwenden wir die Nutzen-
funktion des Wissenschaftlers [Menges, Jacke 19741
im Sinne wvon Marschak {1974]. Der Wissenschaftler erteilt,
da er nur an der Wahrheit interessiert ist, lediglich
dem Zusammentreffen (Sj, “i) mit j= 1 einen positiven
Nutzen zu; da ihm die Wabrheit stets gleich viel be-
deutet, sogar ein identisches NutzenmaB

u(p

j,ai)=cfﬁr 3= i,

der Einfachheit halber ¢ = 1. Alle Fehlurteile,
(3j,ai ) mit j# i, sind gleich unniitz fiir ihn, daher

u(SJ,ai ) = O filr J#1.
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Die Nutzenmatrixz lavtet somit:

® Bs ?35

|1 o
U = O 1 (1'2
0] 0 1 J a§

Sie ist gleich der Einheitsmatrix IB'

Die Matrix der Nutzenerwartungen ist somit

U.=1U * M(IPI) = I  M(LPI) = M(LPI);

E

d. h. die Matrix der Nutzenerwartungen ist im Falle
der Nutzenfunktion des Wissenschaftlers identisch
mit der Extremalpunkte~Matrix. Wir wenden daher das
Maximin-Prinzip direkt auf die Extremalpunkte~Matrix
an und erhalten als LOsung

min
0o o0 % 0
M(IPI) = o 3 % 0
1 1 1
1 .é ? ‘3" = INax
| B



Pq

P3

=0
=0
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Der Wissenschaftler wdhlt also Uz d. he er askzepbtiert
die Hypothese 55, Es ist diejenige mit der griBten

Wahrscheinlichkeit.

Nunmehr modifizieren wir das Beispiel und nehmen
ceteris paribus als ILPI an

Dy + p2 = p39
d. h. wir nebmen diese IPI als urspriingliche an, aus
der die ILPT mit pqﬂpesp3 durch zusdtzliche Informa-
tion hervorgegangen ist.
a) Das Ungleichungssystem lautet hier:

Pq + Pp - p320; PqZOv p220, P§20§ Py + P+ P3 = 1.

Die Extremalpunkte erhalten wir aus den Gleichungs-

systemen:
pzao p120 p2=0 ’
3P3 = 0 8P4 + Pp = pB = O; Py + Py ‘P3=O
P1+P2+P3=1 P1+p2+p5"1 pq+p2+p§"1 P1+P2‘*‘p3=1

p(q) = (0,1,0); 9(2) = (190’0); P(a) = (Oy%')%); 9(4) = (%’O’%)

010 %
b) Die Extremalpunkte-Matrix M(IPI) = |1 O % 0
o0 3 3 -
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Bei Verwendung der Notzenfunktion des Wissenschaft-
lers ist M(LPI) schon sofort wieder die Nutzenerware
tungsmatrix ﬁﬁg auf die wir das Maximin~Prinzip an~

wenden:
_ . min
o 1 0 3% 0
1
UE [ M(ILPI) = 1 0] Pl 0 0
o o 4 % 1o

In diesem Fall ist das Problem also nicht eindeutig
losbar.

In Féllen, bei denen das Max EminnPrinzip zu keiner

Losung fiihrt, da der Wert der einzelnen Aktionen gleich
ist, kann manchmal trotzdem die Dominanz einer Aktion fest-
gestellt umd damit eine eindeutige LOsung erzielt werden.
Bei Fishburn (19641 wird das Prinzip der Maximierung der
Nutzenerwartung als Grundlage fiir die Dominanzdefinition
angenommen .

Danach ist

@, = o
1

wobei E(ai) die Nutzenerwartung fiir die Aktion as ist.

o » Wenn E(aq) - E(ag) Z0,

Entscheidend ist also nur das Vorzeichen von E(q1) - E(az).
Es ergibt sich o o
Eaq) = Elap) = Z Di(ug: = up.) = £ pow.
1 2 J=1 9 W 23 g=1 9 9
mit w’j = qu - u2j

und nach Umformung aufgrund der Abelschen Identitdt

o J
E(aq) - E(ap) = ?zq( §=4wk)(pj = Pj,q) it p . =0,
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Nach Fishburn 188t sich eine Domimanz mur feststellen,
wenn gilts

Jd
a) L Wy Z0 filr alle jJ = 1, ecoy, m = E(aq) z E(w2>
k=1

J
b) I w, SO fiir alle j =1, coop, m = E(QZ) 2 E(aq) .
k=1

Ist die Information Uber die Zustdnde der Realitdt von
der Form:

P4 = P2 Z eee 2 Pn
muB offensichtlich zur eindeutigen Bestimmung der Dominanz
a) oder b) gelten, da immer gilt:

Pj = P 20 .

Bei wechselnden Vorzeichen in den Partialsummen bleibt die
Dominanz zwischen aq und as unbestimmt.

Wie man leicht zeigen kann, ist eine Aktion, die im
Fishburn'schen Sinne dominant ist, auch optimal im Sinne
des LPI-Modells.
In manchen Féllen kann Fishburn's Dominanzdefinition zu
einer Entscheidung zwischen zwei Aktionen fiihren, auch
wenn sich im Rabmen des LPI-Modells keine eindeutige
optimale Aktion finden 1&B%t. 5

<, ; T p,=1.
Beispiel: Sei P4 Po 5 Po = P3 und i=1pl 1
Betrachtet wird folgende Nutzenmatrix:
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Die Lésung nach dem Max Epip~Frinzip ergibt

min
100 100 -1 (|3 0 O 199/3 99/2 -1 -1
1/% 1/2 0| =
-} ] ] g -] = -1
/% 1/2 1

Da die minimslen Erwartungswerte identisch sind, 1&Bt sich
keine Entscheidung zu Gunsten von g bzw. @ fdllen.

Fighburn's Dominanzdefinition ergibt Jjedoch eine klare
Entscheidung fir aqe Die Partial summen sind 101, 202 und
202.

Dieses Xriterium ist Jjedoch nur sehr beschrinkt anwendbar,
da es ausgesprochen empfindlich selbst auf marginale
Lnderungen in der Nutzenmatrix reagiert und dann keine
Ergebnisse liefert, da die Partial summen nicht mehr alle
von gleichem Vorzeichen sind.

Der Vollsténdigkeit halber betrachten wir noch

¢) Die graphische Darstellung des konvexen Polyeders.

Das Verteilungssimplex ist dasselbe wie im vorie
gen Beispiel:

A 5 B

Die Extremalpunkte sind: &4, C, D, E.
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"
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p(a) = M 2 (0,1,00; 0(c) = (@) = (1,0,0);

o(p) = o(3) . (0’%3%95 P(E) = 2 - {%”Q’%>'

Das konvexe Polyeder P(3) ist das schraffierte abge-
schlossene Trapez ACDE.

3. Prognosen mit der Nutzenfunktion des Wissen—
schaftlers und der Nutzenfunktion des Wirt-
schaftspolitikers

Ein Prognostiker stehe drei mdglichen zukiinftigen Zu~
stdnden der Realit&t gegeniiber

51 = Rezession (ist wahr)
ﬁa = Stagnation (ist wahr)
B

3 = Konjunktur (ist wahr)

Seine Prognosen (Aktionen) seien

a = Rezession (wird prognostiziert)
ap = Stagnation (wird prognostiziert)

03 = Konjumktur (wird prognostiziert).

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die zukiinftigen Zustén-
de seien von einem dkonometrischen Institut mit In-
tervallangaben wie folgt geschétzt:

sz%; Pq + Py + Py = 1.
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Aufgrund des Satzes 1 8.1 erhalten wir folgende Extre~
malpunkte:

?qﬂ) = (%3 ‘%s O}i p(g;} = {‘g': %7 %)9 9('%} = (%9 ‘%s 0)0

Die Extremalpunkte-Matrix launtet:

Fo,@ 0,6 0,8
M(IPI) = 0,4 0,2 0,2 |.
0,0 0,2 0,0

Die graphische Darstellung des konvexen Polyeders :

Die Extremalpunkte sind: D, E, F.
°(D) = (2, & 0); P(B) = (£, % B °(F) = (2, % O).

Des konvexe Polyeder P(E) ist das schraffierte abge~
schlossene Dreieck DEF.
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Ist der Prognostiker ein Wissenschaftler, so hat er
wieder die Einheitsmatrix als Nutzenmatrix und die

Nutzenerwartungsmatrix, auf die das Maximir-Prinzip
angewendet wird, lautet:

UE = I * M(IPI) =
min
0,6 0,6 0,8 0,6 = max
= M(IPI) = 0,4 0,2 0,2 0,2
0 0,2 O 0

Der Prognostiker prognostiziert also

31 = Rezession.

Nunmebr nehmen wir an, der Prognostiker sei nicht ein
Wissenschaftler, sondern ein Wirtschaftspolitiker, der
folgende Nutzenfunktion habe

Rezession Stagnation ZXongunktur

L B, BB
B 0 0 1 aq (Rezession)
U = 0 % 1 ay (Stagnation)
% ‘% 1 az (Konjunktur)

(Der Leser, der mit dieser "sehr subjektiven” Nutzen-
funktion nicht einverstanden ist, kenn sie sich entspre-
chend modifizieren.)
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Die Nutzenerwartungsmabtrix des Wirtschaftspolitikers
lautet somit {(mit Anwendung des Maximin-Prinzips):

win
0 0,2 0 0
UE = U « M(LPI) = 0,2 0,3 0,1 0,2
0,5 0,6 0,5 0,5 = max

Seine Prognose lautet also"(5 = Konjunktur.

Sie stimmt nicht mit der des Wissenschaftlers iliberein,
was auch nicht anders zu erwarten war. Die Nutzenmatrix
des Wirtschaftspolitikers 188t erkennen, wie sehr er die
Konjunktur schitzt. Selbst die probabilistische Trans-
formation, wie sie in der IPI zum Ausdruck kommt, kann
dieser Vorliebe nichts anhaben.

4. Die Glaubwiirdigkeit von Experten

Als letztes Beispiel betrachten wir einen Fall, bei dem
mit einiger Berechtigung subjektive Wahrscheinlichkeiten,
besser: Glaubwirdigkeiten, herangezogen werden kdnnen.
Eine 0Olgesellschaft steht vor der Frage, entweder in
einem Gebiet A1(Aktion a1) oder in einem Gebiet A2(a2)
nach 01 zu bobren. Die Gesellschaft beauftragt 5 Fach~
leute mit einer Expertise folgender Art: Fir wie wahr—
scheinlich halten Sie es, daB in A, bzw. Ay 01 gefun-

den wird? Die Antworten der 5 Experten sind die folgenden:
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Experte 1 2 3 4 5
CVA! 015 0,8 0,3 O 1
sy 0,5 0,2 0,7 1 0

Alle Experten sind also iiberzeugt, daBl entweder in
A, oder A, 01 gefunden wird. Aber ihre Einschiétzung
der Findigkeit bzgl. Aﬂ und A2 ist durchaus unter—
schiedlich. Fir die Olgesellschaft sind die obigen
Wahrscheinlichkeiten direkt NutzenmaBe. (Das koimt
oft in der Praxis vor, daB der Nutzen einer Sache
sich allein nach seiner Wehrscheinlichkeit bestimmt. )
Die Glaubwiirdigkeit der 5 Experten wird jedoch von
der Gesellschaft unterschiedlich beurteilt. Die (sub-
jektiven) Wahrscheinlichkeiten, daB Experte i Recht
hat, sei pj(j = 1yeeey 9), mit der LPI

Pq sz; pq,sps
Py + eee ¥ p5 = 1

Das Ungleichungssystem lautet:
Dy = Pq Z 0, P5 = Py 2 03 anpeyPEqu’,Ps = 03
p,‘ + eoce + p5 = 1.

Die Anwendung des Satzes 8.1 fiilhrt zu 8 Extremalpunkten,
die folgende Extremalpunkte-Matrix bilden:
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00040000

100 5 % %00
M(IPI) = 0100 %0 %0 .

©00000O0 4

00100 % %%

L ﬂ,,._

(Eine graphische Darstellung des entsprechenden konvexen
Polyeders ist hier nicht méglich.)

Die Nutzenerwarbtungsmatrix lautet: min
-

0,8 0,3 1 0,65 0,55 0,9 0,65 0,5 0,3 = max.
0,2 0,7 0O 0,35 0,45 0,1 0,35 0,5 0

Die Gesellschaft wahlt also a4 und bohrt im Gebiet
A1. Das war zu erwarten, da sie die Experten 2 und 5
favorisiert, und beide gaben A1 maximale Wahrschein-
lichkeiten.

§ 20. Die IPI fiir Zufallsvektoren

1. Bei Unabhéngigkeit

In den Kapiteln 5 - 8 werden oft mehrdimensionale
Zufallsvariablen betrachtet. Solche mehrdimensionalen
Zufallsvariablen heiBlen auch Zufallsvektoren [Menges,
Statistik I, S. 192 ff]. Wir beschrénken uns wieder
auf den diskreten Fall: Sei X(n> die n-dimensionale
Zufallsvariable oder der n-gliedrige Zufallsvektor
mit den Komponenten X, X2,..., Xn.“

x(m) (X, XZ,SQ, ).

Die Menge der mdglichen Realisationen oder der Werte-

vorrat von X; (vgl. auch § 7.1) ist
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L, Xzéi; e 13,

wobei £(1) der Stichprobenraum der i-ten Komponente

des Zufallsvektors X(n)ist. Der Stichprobenrasum des
n

ganzen Zufallsvektors X( ) ist

I . £(1> X §(2) X eee X x(n)‘

tver 1) igt aie Wahrscheinlichkeitsverteilung

J(1) |y (3 (1)

(Pq jecey pz(i)); 1 =1, coey Dj

gegeben. pgl) (3 = Tyeae, Z(i)) ist die j~te Reali-

sation der Zufallsvariablen Xi‘

Da die Xi(i = 1,00, N) VoraussetzungsgemdB unabhin-
gig voneinander sind, ist die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Realisation der Stichprobe X

£ 3x = (xq,..‘, xn),

wobei X5 € I(l) die Realisation der i-ten Zufalls-
komponente ist, gleich dem Produkt der Einzelwahr-
scheinlichkeiten:

P{x) = P(xq) . P(XQ)""'P(xn>’

Zur Notation: X(l) ist die i-te Zufallsvariable
z.B. Augenzahl beim Wiirfeln eines Wirfels. Die mSg-
lichen Realisationen (Werte) sind dann x1(1)

x6(l) = 6, Eine beobachtete Realisation ist z. B.

X. = 3).

1

= ’],-oo,
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Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von x
sei mit G(xq,mam? xh) = G(x) bezeichnet.

Nun wollen wir, wie es in der Praxis oft der Fall ist,
voraussetzen, dab iiber die Verteilungen p(1> der Zue
fallsvariablen X, nur partielle Informationen vorliegen.
Wir beschranken uns auf den linearen Fall und treffen
die Annghme, daB Uber jede Verteilung p (1) eine (L’PI)i
bekannt ist.

Es wird Jjetzt folgender Satz bewiesen:
Satz 20.1:

Sei iXﬁ,;.., X&fﬁne endliche Menge von unabhingigen

diskreten Zufallsvarisblen mit bekannten LPI (pﬁi))
fiir die Verteilungen P(i) der Zufallsvariablen Xi
(i = 1,00e;,0). Dann liegt auch fiir die Verteilung
G(n) des Zufallgvektors

X = (Xq,..., Xﬁ) eine LPI (G(n)(x)) VOr.

Beweis: Die Menge {X} aller moglichen Realisations-
vektoren deg Zufallsvektors X ist gleich:

{x} ={ (Xasq), Xaéa,u-, Xar(]m) las€ 11,2,..., Z(i)}}

Daraus folgt, daB die Anzahl der Vektoren in iX}
gleich Z(1) * 2(2) * ... * Z(n) ist. Aus der voraus-
gesetzten Unabhingigkeit der Zufallsvariablen Xi
folgt

{P,}={(P§:)' Paée)‘---' Pain))laiéi'l,&..., z(i)";} .
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Jeder LPI beziglich o (1) ist gem#B der Definition
18.% ein Ungleichungssystem (Us)i zugeordnet. Es gel-
ten also folgende Abbildungen:

txd~ (1%~ ez (e (%~ ((usk; -

Sei vy die Anzabl der Ungleichungen und mg die Ane—
zghl der Randbedingungen in (US)i. Dann besteht

jedes (US)i aus v; + m; Ungleichungen. Die partiel-

le Information iiber die Verteilung G(n) des Zufalls—
vektors ¥, also iiber die Wahrscheinlichkeiten in {P}
kann nur auf die Weise ermittelt werden, daB wir alle
méglichen Produkte aus n Ungleichungen bilden, ném~
lich gug jedem (US); eine Ungleichung. Auf diese Weise
erhalten wir

N = (vq + mq) d (v2 + m2) L (vn + mh)
Ungleichungen fiir die Wahrscheinlichkeiten der gemein-
samen Verteilung G(n). In den N Ungleichungen sind
aber m, ° o, eee ° m, Randbedingungen enthalten. Alsc

ist die Anzahl der Ungleichungen im Ungleichungssystem
(18.4) gleich

A B n
RENIICAS W “‘Tf—mi .
121 11

Die Linearitédt des auf diese Weise erhaltenen Unglei-
chungssystens (U%) ist offensichtlich, und damit ist

der obige Satz bewiesen. Er wird in vielen Optimierungs-
problemen unter LPI-Bedingungen angewendet.
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2. BEin einfaches Beigpiel:

Zufallsvariable X, ; [Wertemenge {a,b} s

D P, D,

Verteilung o1 = (pqsp5) 1-

X, ic a
2 B o ; [Wertemenge {c,d} ,

Zufallsvariable X

Verteilung 9(2> = qqaq2>]v

LPI (P<q)) i Py F Py LPT (9<2> :qq < An»

X s sind unabhéingige Zufallsvariablen.

Zu bestimmen ist die LPI(G<2>), wobei LPI(G(2 )) die
gemeinsame (zweidimensionale) Verteilung des Zufall-
vektors X = (Xﬁ,X2) ist.

Das (US),.i fﬁr.xq lautet

(Pq = Py =0
<Pq4 =0, py, =0 ;
Pq + Py =1
das (US)2 fﬁr_x2:
raq - a =0
qq = 0, a 2 0
\4 + a = 1 .

Fiir X haben wir die Wertemenge {(a,c), (a,d), (b,c), (b,d)}
. . 2
mit der Verteilung G( ) = (quq’ P49 Pray> p2q2),
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Durch slle Multiplikationen einer der ersten drei
Ungleichungen aus (US)1 mit einer der ersten drei

aus (US)2 erhalten wir fiir die entsprechenden Wahr—
scheinlichkeiten T4 = P4Qqs Tp = Pqlos r3 = Poly s
T, = Polp und fiir das resultierende Ungleichungs~
system (US), also die ILPI (G( ))

T2 g
1
I‘qs‘zr
Ty =Ty = 0]
Ty =Ty Z 0

%, Bei Abhédngigkeit

Nun wollen wir den allgemeinen Fall, ohne die Unabhin-
gigkeit der Zufallsvariablen Xi vorauszusetzen, behan-
deln. Hier muB man bedingte Wahrscheinlichkeiten ein-—
fiilhren. Als Ausgangspunkt betrachten wir den bekann-

ten Multiplikationssatz fiir die gleichzeitige Realisa~
tion n beliebiger diskreter Zufallsvariablen Xq geessy Xﬁ,
also auch des Zufallsvektors X = (Xﬁ,..., Xh):

P(Lys Xpseees X)) = P(X)* P(HplX) - P 1HK) -0t
P(E I Xeee X )
Diese Formel gilt fiir alle mdglichen festgehaltenen

Realisationen der diskreten Zufallsvariablen Xq,..., Xn'
Nun 18Bt sich folgender Satz beweisen:




Satz 20.2 :

Sei lxq,oag, x:% eipne endliche Menga von digkreten Zu-
fallsvarlablen mit bekannten ILPI(U (1) ) fir die Vertei-
lungen U( ) {(i=1,...,n) der bedingten Zufallsvariab-
len X5 X 1%; X 3iqug, o3 X 1X,X,...X _, Dbei allen
ihren mdglichen Realisationen., Dann liegt auch fiir die
Verteilung G(n} des Zufallsvektors X = (Xq,ec., X))
eine IPI (G ) VOT.

Der Satz wird auf analoger Weise wie Satz 20.1 bewie~
sen. Auf Einzelheiten wollen wir hier nicht eingehen.
Es ist offensichtlich, daB Satz 20.1 als Spezialfall
des Satzes 20.2 betrachtet werden kann.

Es laBt sich auch ohne Schwierigkeiten folgender Satz
beweisen, der fiir die Praxis eine wesentliche Bedeu~
tung hat:

Satz 20.3% :

Sei Z = g(X) eine beliebige reellwertige Funktion des
diskreten Zufallsvektors X = (Xq,..., X ). Wenn fir
die Verteilungen U(l (i = 14000, 1) der Zufallsvariab-
len

pu——

Xp5 XplXys XzlXXo5eees XN X0t X4

bei al}en ihren mdglichen Realisationen entsprechende
LPI(U(l)) vorliegen, liegt auch fiir die Zufallsvariable

7 = g(X) eine entsprechende LPI vor.

Damit gilt die LPI-Interpretation auch fiir MaBzahlen.
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§ 21, ILPI und Bayes'sches Theoren

In diesem Paragraphen wollen wir IPI-Betrachtungen in
die bekannte Bayes-Formel einfiihren. Die bewlesenen

Sétze sollen angewendet werden.

In der Bayes-Formel [Menges, Statistik I, 1972, § 25]
P(BlA;)  P(4y)

(21.1) P(Ai\B) = (i=1,000, n)

n
anP(BlAi) - P(4;)

sind die P(Ai) die A-priori-Wahrscheinlichkeiten fiir
A;, die P(AiiB) sind die A-posteriori-Wahrscheinlich-
keiten fur Ai nach der Beobachtung von B — und die
P(BlA;) die Likelihoods.

Das Bayes'sche Theorem bedeutet also die Tramsforma-
tion einer A-priori-Verteilung in eine A-posteriori-
Verteilung auf Grund einer Beobachtung.

Nun wollen wir voraussetzen, daB fiir die A-priori-~Ver-
teilung U = (P(&,) 5+, P(A))) und fir die Likelihood-
funktion U¢® - (P(BlAq),..., P(B\An))nur LPI vorliegen,
also entsprechend LPI (U 1 ) und LPI (U 2 ). Folgender
Satz wird bewiesen:

Satz 21.1

Unter der Voraussetzung, daB fiir die A-priori-Verteilung U(q)
und die Likelihoodfunktion U(E) lineare partielle In-
formationen LPI(U(q)) bzw. LPI(U(E)) vorliegen, liegt
auch fiir die A-posteriori-Verteilung yl3) eine LPI(U(5

VoI«
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Bewels:

Wir betrachten die linke Seite der Bayes'schen Formel
(21.1) als Funktion o, der Verteilungen Ucﬂ) und U(2>,
Also

P(4;|B) = wi(U<q>, u@h. 4 2 1,..., n.

Aus (21.1) und der vorausgesetzten Existenz von

21 (01) wna w1 (003 folgt, das wi<u<1>, v(2)y

eine stetige Funktion in einem kompakien, konvexen Ge-
biet ist. Die Kompaktheit und Konvexitat folgt daraus,
daR die den LPI (U<1)) und IPI (U(E)) entsprechenden
Teilgebiete des Verteilungssimplexes kompakt und konvex
sind. Aufegrund des Weierstrass'schen Satzes [Intrili-
gator 197ﬂ] nimnt eine stetige Funktion im kompakten
Gebiet ihren maximalen und minimalen Wert an.

Es ist also die Existenz des max ©; = M. und min Py o= Wy

1 1

bewiesen, und daraus folgt die Ungleichung
1

(21.2) vy < P(&;[B) = My;

1 = Tyeeey No
Fir die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(AilB) lie-
gen also, gemdB (21.2), Intervallangaben vor und damit
ist die Existenz einer LPI (U 3 ) bewiesen.

In der Praxis kommt h#ufig der Fall vor, daB die Likeliboods
bekannt sind und daB fiir die A-priori-Verteilung eine un-
vollsténdige Information vorliegt. Oft gibt es nur In-
tervallangaben fiir die A-priori-Wahrscheinlichkeiten.

Dann haben wir einen Spezialfall des Satzes 21.1, und
wir konnen folgenden Satz als bewiesen betrachten:

e
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Satz 21.2 :

Bei bekannten Likelihoods fihrt die Annshme der Existenz
von Intervallangaben fiir die A-priori-~Wahrscheinlichkei-

ten zu Intervallangaben fiir die A-posteriori-Wahrschein-
lichkeiten.

Von theoretischer und praktischer Bedeutung ist die An-

wendung eines Bayes-Kettenverfahrens [Morgan 1968 J.
Es besteht darin, daf die aufgrund der Formel (21.1)

erhaltene A-posteriori-Verteilung als neue A-priori-
Verteilung betrachtet wird. Die Bayes~Formel vermittelt
eine neue A-posteriori-Vertellung, usw. Aus den bewie-
senen Satzen folgt der

Satz 21.3 :

Bei bekannten Likelihoods fiihrt die Annabme der Existenz

einer ILPI iiber die A-priori-Verteilung im Ausgangspunkt
eines Bayes~Kettenverfahrens immer zu einer IPI iiber die

A-posteriori-~-Verteilung im Endpunkt der Kette.

§ 22. ILPI-Ketten und Unschirfe (“"fuzziness")

In den bisherigen Betrachtungen wurde in den Definitionen
der PI und LPI vorausgesetzt, daB iiber die Verteilung der
Punkte der Teilgebiete des entsprechenden Verteilungssim-
plexes keine Informationen vorliegen. Nun wollen wir diese
Voraussetzung fallenlassen. In diesem Absatz wird der Fall
behandelt, in dem eine partielle Information iiber die Ver-
teilung der Punkte des einer gegebenen LPI entsprechenden
konvexen Polyeders vorliegt.

Dieser Fall kann auch fiir die Praxis eine wesentliche Be-
deutung haben, z. B., wenn aufgrund einer zus&@tzlichen
Information der Ubergang von dem gegebenen konvexen Polyeder
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zu seinem Teilgebeit folgt, wenn z. B. eine (IPI)z iiber
die Punkte der (LPI)q vorliegt. Im weiteren soll auch
das Problem der auf diese Weise sufgefalten ILPI-Ketien
erértert werden.

Wir orientieren die Betrachtung an einem wichtigen An-
wendungsfall, der fuzziness [Zadeh 1965} oder Unschirfe.

Sei iﬁq,...,ﬁm§ eine Zusbandsmenge und(LPI)1 (po) eine
lineare partielle Information iiber die Verteilung °f,
dieser Zustinde. Dem (LPI)q»(PO) entspricht das konvexe
Polyeder Pq(m>. Wir unterscheiden Jjetzt, wie in § 17 drei
mégliche Falle.

Pall a : Reine LPI, maximale Unscharfe

Uber die Verteilung P 4 der Punkte von Pq(m) liegt kei-
ne Information vor. Als Unschirfebereich der Verteilung
muf die Menge aller Punkte des Polyeders Pq(m) betrach~
tet werden, also der bisher besprochene Fall der "reinen"
LPI.

Fall b : Vollstdndige Information, keine Unschidrfe

Uber die Terteilung L der Punkte in P1(m) liegt eine
vollsténdige Information vor. Es gibt also fiir die lMenge
der Punkte von P (m) eine gemeinsame Dichtefunktion
f(pﬂ,..., Pp Ye Dleser Fall fubrt zu einer strikt deter-
minierten Vertellung p(pq,,.., pm), also zumreinen Ri-
siko-Fall. Das folgt daraus, da8 wir in dem Fall, gem&B
den Voraussetzungen, die entsprechende mathematische Er—
wartung fiir die Punktmenge Pq( ) bestimmen mussen und
das filhrt bei gegebener Dichte eben zum Punkt P

(22 1)

f ..2 f P,i(p,],..., pm) £ (p,‘,...,pm) @p4e.-dpy

A A A
0 (DgseeesPpy)e
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Die linke Seite in (22.1) ist, gemdB der Definition
der mathematischen Erwartung, ein m~faches Integral
iber dem Produkt des Wabhrscheinlichkeitspunktes
pq(pq,.e., pm) und der gegebenen Dichtefunktion
£(Dysees By)e

Fall ¢ : Weniger als maximale, mehr als keine
Unscharfe

Bei diesem praktisch wichtigsten, zwischen a) und b)
liegenden Fall wird vorausgesetzt, dal iber die Vertei~
lung pq der Punkte in Pq(m eine zusatzliche Informa-
tion vorliegt, die das konvexe Polyeder-Pq(m> guf ein
echtes, mehr als einen Punkt enthaltendes Teilgebiet
von P1 n) reduziert. Bel der Annshme, daB dieses Teil-

gebiet wieder ein konvexes Polyeder Pz(m)

ist, wird
die zusdtzliche Information als lineare partielle In-
formation iiber die Verteilung P, der Punkte in Pq(m

betrachtet. Die Bezeichnumng ist (LPI)g.

Man konnte wieder hier dreil Definitionen fir (LPI)2,
wie in § 18.2, einfiihren: 1) (LPI)2 als konvexes
Polyeder Pg(m), wobel es Teilgebiet des Polyeders
Pq(m> ist. 2) (LPI)2 als Losung eines Ungleichungs—
systems, 3) (LPI)2 als entsprechende Extremalpunkte-—
matrix.

Ganz analog konnen unsere Uberlegungen fortgesetzt
werden, und wir kommen asuf diese Weise zum Begriff
einer LPI-Kette (ILPI-Folge). Die symbolische Darstel-
Jung:

(22.2) S{m) ("o>"(m1>1 (po>—, E’I(m> - S(m)(po)-a;

(1PT) 5(p)7B, ™) B, B)a(pr) (0,00, P e 2, ()
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Tn (22.2) ist der Ausgangspunkt das Vertellungssimplex
S(m> (QO)m Die unendliche Folge der konvexen Polyeder
Pq<m) & ngm} < Fakm> < ... bildet eine Einschachtelung

bei der Annabme

. m % * *
l})ﬁ PIl( ) - P (P/; IR AR} pm )9
n

da ja in dem Fall jedes Polyeder Pi(m) (= 1,2, eee)
ein echtes Teilgebiet des folgenden Polyeders Pif%

ist und die Polyederfolge gegen eine Verteilung (Wahr-
*
schei nlichkeitspunkt ef* (pq*, pz*, cees Dp ) )strebt,

die ein gemeinsames Element aller Pi(m) ist.
Aus unseren Uberlegungen folgt der

Satz 22.1

a) Jede IPI-Kette iiber die Verteilung rp der Zustands—
menge {51, oooy Bn} fiihrt bei der Voraussetzung

einer Polyederschachtelung zu einer eindeutigen

Verteilung #* .

b) Zu einer eindeutigen Verteilung fiihrt auch eine
endliche IPI-Kette bei der Annaghme, daf fiir die
Verteilung der Punkte des letzten Polyeders eine

vollstandige Information vorliegt.

Ein wichtiger Spezialfall des Satzes 22.1 lautet:

a) Es wird vorausgesetzt, daB fiir die Wahrscheinlich-
keiten der Verteilung ¢ (pq, ooy pm) {iber der
Zustandsmerge fﬁq,..., Brswiderspruchsfreie
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Intervallangaben vorliegen:

(22.3) 8, ﬁpjﬁ b, s 3= Tyeae, M o

Die Intervallangaben in (22.3%) betrachten wir als
widerspruchsfrei, wenn sie im Raum R" ein nicht-leeres
konvexes Polyeder bestimmen. Bei der Annabme, daB eine
unendliche Informationsfolge Iq, 12, 15, o

zu einer Intervallschachtelung

(22.4) (35,0571 (3 k= 1,2, ...

fiir alle j fihrt, sind die Voraussetzungen des Satzes
22.1a erfillt, und es gilt:

Satz 22.2 :
Unter den Voraussetzungen (22.3%) und (22.4) streben

die Intervallangsben (22.3) gegen eine eindeutige
Verteilung iiber den Zustdnden iﬁq, coos Bmi.

§ 23. LPI-Entropie; IPI-Informationsgehalt; Messung
der Unscharfe

Eine LPI bedeutet eine Unschérfe der Verteilung der Zu-
stédnde. Es ist also plausibel, die Frage nach einem
MaB dieser Unschérfe zu stellen.
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Die Bhannon'sche Formel [Adam,Helten und Scholl 1970]

1
23.1)  H B,y veey, B.5 = - T 81 .
(“»5 J 49 9 m j:z’} PJ ( J> Ogg @J (ij)

bestimmt die Entropie der Zustandsmenge isq, eoey By }

bei bekannter Verteilung p = (pq, coas pm), Die En-
tropie ist das MaB der Unbestimmtheit beziiglich der
Zustandsrealisation. Da aber in den LPI-Bedingungen

die Verteilung P im Bereich des entsprechenden Polyeders
variabel ist, findet hier die Formel (2%.1) keine un-
mittelbare Anwendung. In unseren Betrachtungen muB man
zu einer neuen Zustandsmenge, der Menge io}aller nog-
lichen Verteilungen, also zur Punktmenge des konvexen
Polyeders ilibergehen, Da es sich um kontinuierliche
Mengen im Raum R handelt, miiBte man die Shannonsche
Entropie fiir den Fall eines kontinuierlichen Zufalls~
vektors in Betracht ziehen. Da aber im allgemeinen

die Verteilung iiber die Punktmenge des entsprechenden
Polyeders nicht bekannt ist, kdnnte man nur, bei Vor-
aussetzung der Gleichverteilung, die maximale Entropie
bestimmen und sie als MaB der Verteilungsunschérfe
betrachten. Das angegebene Verfahren ist kompliziert
und fir die Behandlung der LPI-Entropie nicht geeignet.

Im folgenden wird ein um vieles einfacheres Verfahren
angewendet. Jeder ILPI kann eine sogensnnte geometri-
sche Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

Das geschieht auf die Weise, daB man die Realisations-
wabrscheinlichkeit W(IPI) einer LPI, unter der Voraus—
setzung, daB keine Information iiber die Verteilung der
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Punktmenge des entsprechenden Polyeders vorliegt, be=
stimmt. Sei P(m> die Puunktmenge des Polyeders und S<m)
die des Verteilungssimplexes. Wie iiblich bei Bestim-
mung der geometrischen Wahrscheinlichkeiten, wird der
Quotient von Volumeninhalt der "glinstigen'" Punkte und
Volumeninhalt aller mdglichen Punkte betrachtet. Hier
handelt es sich offensichtlich um den Volumeninhald,
im allgemeinen, im m-dimensionalen Raum E". Also:

Vo1 p(®)

(23.2) W(IPIL) = =
Vol S

; mo> 1

W(IPI) bedeutet die Wabrscheinlichkeit, daB die reali-
sierte Verteilung iiber der Zustandsmenge {ﬁq, cooy Bnﬁ
dem Bereich der Punktmenge des der LPI entsprechenden
Polyeders P(m> angehort.

Es ist ganz plausibel, die Realisationswahrscheinlich~-
keit W(IPI) einer LPI als MaB der Unschirfe ("fuzziness")
einer Verteilung iiber den Zusténden zu betrachten: Je
groBer W(IPI1), desto groBer die Unschirfe der LPI be~
ziiglich der Verteilung. W(IPI) ist aber das relative
MaB der Unscharfe, weil ja in (23.2) die absolute Un—
schédrfe der IPI (Vol P(m)) beziiglich der Verteilung

im Verh#ltnis zur maximal m&glichen Unschidrfe (Vol S(m))
betrachtet wird. Es ist plausibel, den Zahler in (23.2)
als IPI-Entropie und den Nenmer als maximale LPI-
Entropie zu betrachten.

Es ist auch plausibel, analog wie in der Shannonschen
Informationstheorie, W(ILPI) als den Wert der relati-
ven LPI-Entropie Hﬁ?i (IPI) zu betrachten. Wir kommen
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auf diese Weilse zur folgenden Definition:
L]

Def. 23.1:

Die relative LPI-Entropie héﬁi (IPI) ist gleich dem

Quotienten der Volumina deg entsprechenden Polvyeders

und des Verteilungssimplexes.

— (m)
(23.3) E®™ (gp1) - YOLE_ T 5.4
vt B = e R

In (23.2) und (2%.3) wird m > 1 vorausgesetzt, da Jja
firm = 1 gitg: vol (1) =0 .

Gem#B (2%.3) ist die relative LPI-~Entropie eine Zahl
aus dem offenen Intervall (0,1) :

(23.4) 0 <H<§gl (LPI) <1 .

Die Endpunkte des Imtervalls entsprechen den schon be-
trachteten zwel extremen Fdllen:

a) Bei maximaler Unschérfe, d. h. vollsténdiger Ignoranz
iiber die Verteilung der Zustdnde ist im (23%.2)

vol (™) - yo1 s(®) = g(m)

re1 = 1

b) Die Verteilung ¢ ist determiniert. Dann ist

(m) _ (m)
Vol P = 0, also H rel = O.
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In allgemeinen ist die Bestimmung der Volumina im m—dimen-
sionalen Raum aslgorithmisch ziemlich schwierig. Es miis—
sen entsprechende m-fache Integrale berechnet werden,
gemal der Formel

(23.4)  vor P(®) o ;@) ;g4 p(m)
p(m)

Die Definition @3.1)mit (23.3) kann man noch umschrei-
ben, indem man das m-fache Integral fir das Simplex

5™ bestimmt. Wie bekannt [z.B. Meschkowski 1966 ],
ist das Volumen eines n-dimensionalen Pyramidengebietes

e(n) _ i(x,‘,..., x,) iVi; x; 20 A Ex; = n} gleich

-

(n) n (n) B®
(23.5) Vol G fGKEV /dacG T
Daraus 1dBt sich die Formel fiir das Volumen des Sim-~
plexes ableiten:

(23.6) Vo1 s® _Ym
(m~1)!

;m>’l.

Die Definitionsformel (23.3) lautet also, gemidB (23.6):

(23.7) H{®) (1P1) = %:-El' vo1 (™),
m
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Jetzt folgt der Ubergang zur absoluten LPI-Entropie
(kurz LPI-Entropie mit der Bezeichnung H(m)(LPI}).
Es gilt:

g(m) (£P1) Vol p(m) (n)

= - Gy - el (TFD) -
Hmax (LPI) Vol S

(2%.8) rel

Nun fiihren wir als Einheit 8‘®) der IPI-Entropie
die fiir m maximale Entropie Hé?i (LPI), also die

Eontropie bei vollstBndiger Ignoranz bezlglich der Ver—

teilung, ein.

Def. 2%.2:

G(m) ist die maximale LPI-Entropie beziiglich der Ver—
teilung bei m Zusténden (P(m) = S(m)).

sus (2%.7) und (2%.8) folgt:

(23.9) ™) (p1) - ff’is——“—“ Vo1 p(®) ¢ (@)
m

6('T)Einheiten.

Fir die Beispiele in § 19 berechnen wir jetzt

Hégi und H(m):
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1. Investorbeigpiel (§ 19.1) : LPI : P, = Poe

2 5 .
58 (1r1) - 0,5 82 (1) - 0,5 6,

2. Hypothesenpriifung (§ 19.2) : LPI : Py =D, = Py -

HI(é])_ (IP1) = 3; B2 (1) = 3 5(3),

3. Hypothesenpriifung (§ 19.2, Modifizierung) :

IPT Py + Py Z p5

52 (D) - 0,75; 530 = 2 6 (3)

4. Prognosen (§ 19.3); LPI : %

A
>

IA
Ul

1<

5 2
TEPp %5 0Spy <.

Hﬁzi (LPI) = %5; 13) (p1) - %5 5(3)

Wir fiihren nun den Begriff des LPI-Informationsgehaltes
ein. Ahnlich wie beim Begriff des Informationsgehalts
in der Shannon'scheéd Theorie wird als MaB des LPI-In-
formationsgehaltes die Verminderung der Entropie be-
trachtet:




Def. 23.53:

Der Ubergang von fLPI)@m?oiyeder P§m> zun (IPI) -

Polyeder P§m> hat den Informationsgehalt

O < 2+ 22D (1 o v 5 - o0,
m

Die Einheit des LPI-Informationsgehalts ist gemif
(23.9) aie Einheit 5™, Aus der Def. 23.3 folgt,

daB man die LPI-Entropie als denjenigen IPI-Informa-
tionsgehalt betrachten kann, der zur Bestimmung der
realisierten Verteilung der Zustdnde ndtig ist.

Als Beispiel betrachten wir den Ubergang von
. = . < < ;
(LPI),I : g+ Py Z Py o2 (LPI)2 : Pq =Py = Py in

§ 19.2 (Hypothesenpriifung). Dem Ubergeng entspricht
der Informationgsgehalt

Q (IPI), = (IPI),) = (£ - %) 5(3) _ ;]7_2 5(3)

Vor Standpunkt der IPI~Entropie lassen sich die Sitze
22.7a und 22.1b wie folgt formulieren:

Satz 23.1. : Die LPI-Entropie strebt monoton fallend

gegen Null bei der

Voraussetzung einer IPI-Kette mit entsprechender Poly-—

ederschachtelung.
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b) Die LPI-Entropie fiir eine endliche IPI-Kette mit
bekannter Verteilung fiir das letzte Polveder ist

gleich Null.

§ 24, IPI bei stetigen Verteilungen

Bisher behandelten wir nur den LPI-Fall fiir diskre-
te Vertellungen. Jetzt soll gezeigt werden, daB bei
gewissen Voraussetzungen auch bei stetigen Vertei-
lungen LPI-Betrachtungen méglich sind.

Sei X eine stetige, auf der ganzen Zahlengeraden de-
finierte Zufallsvariable. Die Dichtefunktion

(x, G(i)) und die Verteilungsfunktion F(x, 9(i>)
sind bis auf eine diskrete Menge von mdglichen Ver-—
teilungsparametervektoren {8<q y ooy B%Y)E bestimmt.
Es gibt also eine diskrete Schar von mbéglichen Dich-
tefunktionen f(x, 6(1)), eees F(x, G(Y)) auf dem
Stichprobenraum der Zufallsvariablen X , zum Bei-
spiel die Normalverteilung mit dem variablen Ver-

teilungsparametervektor (u,, Gq )y weey (By, Gy ).

Es konnte eine vollsténdige Information iiber die
Verteilung der Zustandsmenge 39(1),..., G(Y)S vor—
liegen. In dem Fall verschwindet die Unschiérfe der Ver-
teilungsparameter (man konnte ja die Erwartungs—

werte flir die Verteilungsparameter bestimmen). Im
zwelten extremen Fall, bei vollsténdiger UngewiB-—

heit iiber diese Verteilung, kommen wir zur maxima-

len Unscharfe beziiglich der Verteilungsparameter -
diese variieren im Bereich des entsprechenden Ver—
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teilungssimplexes S“)w Nun wollen wir den dazwischenliegenden
Fall betrachten. Uber die Verteilung der Zustandsmenge
§Q(q>,.oag @(Y>§ liegt eine IPI vor. Man kann also

der IPI eine echte Teilmenge T (IPI), T (1pI) < s¢¥),
die ein konvexes Polyeder ist, zuordnen. Aufgrund

der erdrterten welteren IPI-Definitionen 18Bt sich

die gegebene ILPI als LOsung eines Ungleichungssystems
US (IPI) oder in Form der Extremalpunktematrix dar-
stellen. Man kann hier auch den Fall betrachten, in
dem aufgrund einer Folge von zus8itzlichen Informatio-
nen iiber die Verteilungsparameter eine Folge von LPI
(LPI=Kette) vorliegt. Im giinstigen Fall kdnnte das

zu einer Polyederschachtelung fithren (§ 22).

Wie in § 23 kann man auch hier den Grad der stochasti-
schen Unschérfe der Verteilungsrealisation aufgrund
der entsprechenden ILPI-Entropie bestimmen.

Es ist noch folgende Tatsache, die in der Praxis we—
sentlich sein kann, bemerkenswert. Statt die Existenz
einer ILPI iiber der Verteilung der Zustandsmenge

ie(q),

setzungen aus den S8tzen 20.1 und 20.2 fiir die ein-

Y . .
ceos 6( )} vorauszusetzen, geniigen die Voraus-—

ze;nen Komponenten des Parametervektors 6(1). Sei
6(1> = (6<%), coey e(i)), dann folgt auf Grund der
Satze 20.1 und 20.2 die Existenz einer LPI iiber
ie(q), ey e(i)j aus der Existenz einer IPI fir die
Realisationsm§§licbkeiten der einzelnen Verteilungs-
Parameter iegl,f, ooy {9<i¥‘.

Die Anwendung des LPI-Falls bei stetigen Verteilungen
wird in Kap. 6 besprochen.



5. Kapitel: Das Max Emianrinzip

§ 25. Die axiomatische Begriindung des Bernoulli-Prinzips

Das Grundmodell der Risikosituation wollen wir in der Form
(25.1) [{“i};{ﬁj}; o= (Pgs wves D) [eg5] 1

1 =1y, ecey B3 J =Ty 00ey, I
betrachten. Darin ist ai} die Menge der Aktionmen bzw. der
Strategien, {ﬁj} die Zustandsmenge, P = (pq, coes pm) die
bekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zusténde 53
und [eij} die Ergebnis-Matrix. Die Wahl der Aktion bzw.
Strategie ay bei Realisation des Zustandes 5j fihrt zum

Ergebnis eij'

Im 2. Kapitel (§8§8 und 9) wurde der Weg von der Prédferenz~
ordnung zum Erwartungsnutzen axiomatisch verfolgt, der Jja
zugleich auch ein Weg von der Ergebnis-Matrix [eij]

zur Nutzenmatrix [uij] ist. Unter Hinwendung auf die
axiomatische Begrindung unseres Max Emin—Prinzips (§26)

wiederholen wir zundchst noch einmal kurz die Axiome des
Bernoullinutzens:
Axiom 1 : Existenz einer transitiven Praferenzstruktur

fiir die Ergebnisse {e 3. Sei die Menge {eijf mit der

iy
Menge-{eq,..., er} dguivalent. Dann gilt fir zwei belie-

bige Ergebnisse e, © entweder die Préaferenzaussage »

B
oder die Indifferenzaussage ~; beide sind transitiv.

Also:

e 7 e. A Z = > .
o B e 8 eY ea eY

In weiteren wird die Préaferenzstruktur

angenommen.




137

Axiom 2: Reduktion von zusammengesetzten Lotterien.

Bei Zussmmensetzung von Lotterien L(l> = (pﬁ(l)eq, covs pr(i)er)
. . 4 ' — .

1 = "i? s o eq O gllt Cq/izj( >’ P qSL(S>> ~ <Pqe’§* e ey Prer)
“,

mit 51 = QP4 eme + qspiCS). Es gelten also dle bekannten

Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Axiom 3 : Kontinuitdt. Fir jedes e, existiert ein oo
wobei O = w =<1, so daB '

e, ~ (waeﬂ’ (1~ uu) er) =e, -

Axiom 4 : Substituierbarkeit. In jeder Lotterie ist e,
durch ga substituierbar.

Axiom 5 : Transitivitét der Préferenz und Indifferenz fir
Lotterien.

Axiom & ; Monotonie. Fiir zwei Lotterien (peq, 1 -1 er)
und (p'eq, 1 -p") er) gilt

(peqs (1 -1p)e) > (p'egy, (1-p')e) ® p=p'.

Es 188t sich beweisen (vgl.$8), daB bei Erfiillung
der Axiome 1 - © :

1) der Ubergang im Modell (25.1) von der Ergebnis-Matrix
[eij] zur Nutzenmatrix [uiJW bis auf eine lineare po-
sitive Transformation eindeutig mdglich ist,

2) dem rational handelnden Entscheidungstriger das Ber—
noulli-Entscheidungsprinzip logisch aufgezwungen ist.

Dieses Entscheidungsprinzip von Bernoulli lautedb:

Die optimale Entscheidung muB den Nutzenerwartungswert
maximieren.

Es gibt also einen Ubergang vom Modell (25.1) zum Modell
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Fi 00 = (Dgseees D) Doyl I

(25.2) [lag} fs,

i’*.‘],...,n; J’ﬂ/g’o.-’me

und im Bereich iaé erfiillt eine optimale Strategie ¢* = o5 %

die Bedingung

m m
= T S .=V *)e

Das Bernoulli-Prinzip (25.%) folgt aus den axiomatischen
Voraussetzungen derart, daB die Axiome 1 - 6 eine Dominanz-

definition im Bereich iaii induzieren:

Eine Strategie o, dominiert die Strategie oy dann und .
nur dann, wenn der Nutzenerwartungswert fiir o Dicht -
kieiner als der Nutzenerwartungswert fiir o ist:

(25.4) o don oy ® E(ak) = E(rxl).

Aus (25.4) folgt unmittelbar (25.3).

Den Nutzenwert V(g*) aus (25.3) definiert man als den Wert
der Entscheidungssituation (25.2). Bei der Wahl der opti-
malen Strategie o* wird also der Nutzenwert V(o*) gewdhr-
leistet. Es ist offensichtlich, daB im behandelten Modell
der Wert V(a*) nur stochastisch erreichbar ist.

Es ist auch bemerkenswert, daB V(a*) der griBtmdgliche ge-
wahrleistete Wert ist, eine Tatsache, die fiir jeden Wert
einer Entscheidungssituation gilt.

§ 26. Das Max E ;,~Prinzip. Axiomatische Begriindung

Wir wollen nun das Modell (25.41) unter der Voraussebzung
einer partiellen Information (PI) iiber die Verteilung s
der Zustdnde 8 . betrachten. Insbesondere interessiert
uns der Fall einer linearen partiellen Information (IPI).
Es handelt sich also um das Modell

(26.1) [log}; {gj} s IPI(e); {eia.w T 4 = TyeeesB;d = 1ye00,m.
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Da eine IPI eine Unbestimmtheit beziiglich der Verteilung
bedeutet, ist hier das Bernoulli-Prinzip nicht anwendbar.
Offengichtlich ist das mit diesem Prinzip verbundene Axio-
mensystem nicht hinreichend. Bei der Erginzung des Axio-
mensystems miissen zwel Postulate beriicksichtigt werden:

a) Das Axiomensystem muB eine Dominanzdefinition im Stra-
tegienbereich iaifinduzieren;

b) die aufgrund der Dominanzdefinition bestimmte optimale
Strategie ¢* muB den Wert der Entscheidungssituation
V(a*) gewdhrleisten.

Ad b): Der Wert V(o*) einer Entscheidungssituation kann
deterministisch oder nur stochastisch erreichbar sein.

So wird in linearen Progresmmen oder in gtrikt determinier-
ten Zweipersonen~Nullsummenspielen beil der Anwendung einer
optimalen Strategie der Wert V(¢*) deterministisch gewdhr-
leistet, wdhrend dies in Spielen im Bereich der gemischten
Strategien oder in Spielen gegen die Natur bei bekannter
Zustendsverteilung nur stochastisch méglich ist.

Das Axiomensystem 1 -~ 6 erfiillt beide Postulate im Be-
reich der Risikosituationen (25.1).

Es induziert die Dominanzdefinition (25.4) und fiihrt zum
Bernoulli-Prinzip, also zu einer optimalen Strategie o*,
die den Wert der Entscheidungssituation (25.2) gewdhr-
leistet. Im LPI-Modell (26.71) miissen die Axiome 1 —~ 6
aufrechterhalten werden. Sie erméglichen den Ubergang von
der Ergebnis-Matrix [eij7 zur Nutzemmatrix [u; 7. Auf
diese Weise folgt der Ubergang vom Modell (26.1) zum Modell

(26.2) [lag} 5 lej} 5 IPT (o)5 [uy 0 7
I = 15000y B3 J =13 eeos Mo

Die Beriicksichtigung der Postulate a) und b) folgt auf-
grund des zusdtzlichen Axioms 7:
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Axiom 7:

Bei gegebener IPI wird Jeder Strategie oy eine Lotterie

L{IPI; @i) zugeordnet, die im LPI-Bereich den entspre-

chenden Nutzenerwartungswert minimiert.

Das Axiom 7 induziert im Strategienbereich §a£§eine IPIw
Dominanzdefinition:

ILPI-Dominanzdefinition

Eine Strategie oy dominiert die Strategie @4 dann und nur
dann, wenn der im ILPI-Bereich minimale Nutzenerwartungs-—
wert fir oy nicht Kleiner ist als der entsprechende mini-
male Nutzenerwartungswert fir @y ¢

(26.3) @, dom g+ @ min E(g, )2 min E(a).
k 1 LPI k 1PT 1

Aufgrund der Axiome 1 - 77 wird dem rational handelnden
Entscheidungstriger folgendes Entscheidungsprinzip lo-
gisch aufgezwungen:

Das Max Emin—Prin21p:

Die Strategie o* ist nur dann optimal, wenn der im ILPI-

Bereich minimale Nutzenerwartungswert flir * maximal isv

beziiglich der minimalen Nutzenerwartungswerte fiir alle
moglichen Strategien.

(26.4) &* ist optimal ® min E(e*) = max minE(ai).

IPI o,i} IPI

Wie aus den weiteren Uberlegungen folgt, sind in (26.4)
die Maxima und Minima erreichbar.
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Der Beweis dafiir, daB sus den Axiomen 1 - 7 die Dominanze
definition und das Max EmiﬁmPrinzip folgen, wird analog
zum Bewels fir dass Bernoulli-Prinzip gefiihrt, da Jja das
Axiom 7 die ILiPI~Situsbtion in eine Risikosituation ver—
wandelt. Die Axiome 1 ~ 6 begriinden den Ubergang in (26.2)
von der Ergebnis-Matrix feijj zur Nutzenmatrix {ui.j und
das zusidtzliche Axiom 7 gewBhrleistet den aufgrund des
Max Emin
dungssituation. Im Gegensgabtz zum Bernoulli-Fall, bei dem
der Wert V(g*) stochastisch erreichbar ist, ist im LPI-
Fall mindestens V(g*) stochastisch erreichbar. Es sei je~-
doch angemerkt, dall Jjede vom Axiom 7 verschiedene Zuord—

-Prinzips bestimmten Wert V(g*) der Entschei-

nung einer Lotterie einer gegebenen ILPI zur Verletzung
des Postulates b) filhrt: Der geinderte Wert V(g*) kann
im allgemeinen nicht gewdZhrleistet werden, obwohl das

Postulat a) aufrechterhalten werden kann.

Das definierte Max Emin—Prinzip kann als gleichzeitige
Verallgemeinerung des Bernoulli-~Prinzips und des Maximin-
Prinzips flir den Fall der UngewiBheit betrachtet werden.
Es ist bemerkenswert, daB Versuche einer Beschrinkung der
IPI-Situationen auf das Bernoulli-Prinzip als gescheitert
betrachtet werden miissen [Fishburn 1964; Kofler 19747, Aus
den weiteren Betrachtungen folgt, daB in den IPI-Situa-
tionen nur das Max Emin_Prinzip gewdbrleistet, wesent-
liche Begriffe wie den des Wertes der Entscheidungssitua-
tion und den des semantischen Informationswertes einzu-
fibhren., Auch Sensitivitdtsanalysen sind unter LPI-
Bedingungen nur aufgrund des Max Eip~Frinzips méglich.

§ 27. Spieltheoretische Auffassung
1. Das algorithmische Verfahren

In diesem Abschnitt wird die Frage der spieltheoretischen
Aspekte einer IPI-Entscheidungssituation behandelt. Der
hier bewiesene Satz 27.1 filhrt unmittelbar zu einem
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algorithmischen Losungsverfahren.

Sei (26.2) die aus (26.1) aufgrund der Axiome 1 - 6
erhaltene LPI-Entscheidungssituation. Die LPTI kann nach

Def. 18.2 - 4 1. als echtes Teilgebiet T(LPIL) des entspre-
chenden Verteilungssimplex S(n), 2. als Ungleichungssystem
US(IPI) und 3. als Extremalpunkte~Matrix M(IPI) vorliegen.
Hier wird die M(IPI)-Form bevorzugt, fir 1. und 2. wird

also der Ubergang zur entsprechenden M(IPI) erforderlich.

Sei ip(q),..,, p(k}}die den X Extremalpunkten entsprechen-
de Menge der Extremalpunkte-Verteilungen mit

@7.1) » = 0, 2y sy = ke

"M(LPI) ist dann die aus den Spaltenvektoren D(Y) ge~

bildete Matrix:

(27.2) mEe1) = [o¢M ... oI,

Es 1Bt sich folgender Satz beweisen:
Satz 27.1:

Die Ldsung des LPI-Entscheidungsproblems (26.2) fiihrt
aufgrund des Max Emin~Prinzips zur Anwendung des Maximin-

Prinzips im Spiel gegen die Nabtur:

G = [%a§ ; (o}, Aoy PSSP0 % P R e PR DO -

(27.3) mit A(ai,P(Y)) - [uy;1-M(TPT) = ;uija.[p<4).._p(k>1'

Dabei ist }dle Strategienmenge des Entscheidungstragers,
{o (Y>§ die neue Zustandsmenge (Strategienmenge der Natur)
und A(ai,p(y)) die Spielmatrix.
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Beweis:

GemdB (27.2) ist es zweckmdBig, von der Zustandsmenge
{g.} in (26.2) zur Menge aller im LPI-Bereich mdglichen
Ve;teilungen {berzugehen. Da aber aufgrund des Max Emin"
Prinzips fiir alle Strategien iaiinur die minimglen Nutzen—
erwarbtungswerte beriicksichtigt werden, geniigt es, die

neue Zustandsmenge auf die Menge der Extremalverteilungen
zu beschrénken. Das folgt aus dem bekannten Satz [Intri-
ligator 1971], der besagt, daB eine lineare Funktion iiber
einem konvexen Polyeder ein Extremum (wenn iiberhaupt)

nur in einem Eckgunkt annehmen kann. In unserem Fall ist
fiir alle (4, o<y ) der Nutzenerwartungswert E(ai;p(Y )

) SO

- §=1 u; 5 pj(Y> eine lineare Funktion von (p,l yeeesPp

Wir gelangen auf diese Weise zum Spiel gegen die Natur (27.5)
und nach dem Max Emin—Prinzip muB in dem Spiel das Maxi-
min-Prinzip angewendet werden. Die Spielmatrix erhalt man
aus den entsprechenden Nutzenerwartungswerten. Es gilt:

m
(2?.4) A(Qi,¢<Y))= LE(G’i,p(Y))} = {iﬂquiJPJ(V)]

S N ER AR I O Bilen 2
was eben zu beweilsen war.

GemdBR (27.4) fiibrt ein einfaches algorithmisches Verfahren
zur Ermittlung der Spielmatrix A(ai,p(y)). Es geniigt, das
Produkt aus Nutzenmatrix [uiJW und Extremalpunkte~Matrix
M(LPI) zu bestimmen,

(27.5) ACay,0 Y)Y = g 10t L)

(27.5) kann als Verallgemeinerung der "Bernoulli-Spalte"
betrachtet werden. Dazu fiihrt folgende Uberlegung:
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. . ) . I A A .
Bei bekannter Verteilung 7 = (pﬁw.,a,gm} ist das Modell
(26.2) ein Risikomodell, das aufgrund des Bernoulli-Prin-
zips geldst wird. Es milssen also die entsprechenden Nutzen-

A
p. berechnet werden;

A
ngs . = .
erwart?ngswerte E(al,p) = 5 Uy 5Py
iiber diesen Werten wird maximiert. Die Entscheidungsma-~
trix reduziert sich auf diese Weise auf eine "Bernoulli-

Spalte®:
A A
(27.6) A(ai,o) = {uijT'[91 .

Es ist offensichtlich, daB die Formel (27.5) als Verall-
gemeinerung der Formel (27.6) bei variabler Verteilung be-
trachtet werden kann.

Satz 27.1 kann auch auf andere Weise formuliert werden,
indem die Entscheidung (26.2) als Zweipersonen-Nullsummen-—
spiel aufgefalt wird.

Satz 27.2:

Die optimale Strategie des Entscheidungstrigers in (26.2)
und der Entscheidungswert sind mit der optimalen Strate-
gie des Spielers I und mit dem Wert des Zweipersonen-Null-

summenspiels

(27.7) G(PI) = [lagd 510V 500ay,0 ") J51m 1,000 0my
Y = 1,000,k

aquivalent.
Der Beweis wird analog zu dem des Satzes 27.1 durchgefihrt.

Beziiglich (27.7) sind zwei Félle zu beriicksichtigen:

a) Das Spiel G(LPI) ist strikt determiniert. Dann exi-
stiert im Bereich der reinen Strategien eine optimale,
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maximinimele Strategie o* und der Wert des Spiels V(g*)
beinhaltet, daB flir den Entscheidenden mindestens der Nutzen-
erwartungswert V{e*) stochastisch erreichbar ist.

D) Das Spiel ist nicht strikt determiniert. In diesem Fall
wird es erweitert, indem der Bereich der gemischten Stra-
tegie{ «! eingefiihrt wird. Eine in diesem Bereich optimale
Strategie 2 fiihrt im allgemeinen zu einem groBeren Nutzen-
erwartungswert v(Q}:

V(a) = V(a*).

A
Der stochastisch erreichbare Wert V(y) der Entscheidungse
situation (26.2) ist aber mit einem hdheren Grad der se—
mantischen Unbestimmtheit verbunden als im Fall a).

Das Problem der stochastischen Grade der semantischen Unbe-

stimmtheit in Entscheidungssituationen wird im weiteren
noch behandelt werden.

2. Ein Beispiel

Es ist folgende Entscheidungssituation zu lésen (E ~ der Ent-
scheidende, N - die Natur).

(27.8)
%9 4 1% | %

a2 65 95 82

Darin ist {“1’“2% die Strategienmenge des Entscheidungs—
trégers, {B,,85,85} die Zustandsmenge,
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‘a %1 %6 .

die Ergebnis-Matrix und ¢ = (p, p,,Dz) die
ez &5 e 1,723
Zustandsverteilung.

Es seil vorausgesetzt: Die Axiome 1 - 7 gind erfiillt,
gegeben ist die Praferenzstruktur €4 e e, P eg und

gemdB dem Kontinuitdtsaxiom liegen folgende Indifferenz-
aussagen Vvor:

(27.9) e, (361,586);65 (geq,%e6);e4 (geqrzeg)ies™(geq zeg) -
Uber die Verteilumg ¢ liegt nur eine LPI vor:

(27.10) Py + P2ZP3§P17P2’P3ZO3P1 + Py F p§ = 1.

Die LOsung so0ll aufgrund des Max Emin-Prinzips bestimm¥b
werden.

Der Ubergang von der Ergebnis-Matrix [ei'] zur Nutzen-
matrix [ui.7 folgt aufgrund von (27.9). Aus der Annshme
u(eq) =1, u(e6) = O erhalten wir

= 10,2 1 0
(27.141) [u133 [9,4 0,2 O’é]

Der LPI entspricht die Extremalpunkte~Matrix

<0 1
M(IPI) = [9(1) p(z) 9(5) 9(4)1 = iﬂ 0

‘0 0

H
-

VBV BN e}
= O -
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Die Spielmatrix ergibt sich zu

A (a0 = guijw,{;,(@p(a)p@)pw)]

040%1

Jo,2 1 o 1 1 0,2 0,5 0,1

"{0,4 0,2 0,6] 11T 0 0 ‘[0,2 0.4 0.k 025]
Lo o33

Es ist also folgendes Zweipersonen-Nullsummenspiel zu l8sen:

)

]
i : |
p(1> ; , (2) E p(5> § p(4)

(27.12)

ap 10,2 | 0,4 | 0,4 0,5

Hier konnte man zwei Fdlle unterscheiden:

a) Losung im Bereich der reinen Strategien. Das Maximin-
Prinzip fiibrt zur optimalen Strategie ap > die mindestens
den Nutzenerwartungswert V(@2) = 0,2 gewdhrleistet. Die~
ser Fall kommt nicht in Betracht, dg ja in (27.11) auch
bei vollstdndiger Ignoranz iiber die Zustandsverteilung
p die‘Strategie o5 den Nutzenwert 0,2 deterministisch
sichert.

b) Losung im Bereich der gemischten Strategien (Das Spiel
(27.12) ist nicht strikt determiniert). Die bekannte
Losungsmethode fiir 2 X n -Spielmatrizen ermittelt die
optimale Strategie a*(%, %}, die mindestens den Nutzen-

erwartungswert V(g*) = 0,36 gewdhrleistet.
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Zur Entscheidungssituation (27.8) iibergehend.erhilt man
aufgrund des Max n 3 »Prlnz1ms folgenae Logung: Die opti-
male gemischte St“ategle ist o ( ,w), der Wert der Ent
scheidungssituation betrigt e*~(0,36 e130,6& 32,0

Das Endergebnis bedeutet, daB im Superspiel (27.8) (die
Situation (27.8) ist beliebig oft wiederbolbar) bei An-
wendung der optimalen Strategie a*(%,%) durchschnittlich
mindestens die Situation e*~ (0,%6 €4 0,64 e2) stochastisch
erreichbar ist. Es gilt also fiir die erreichte Situation

g die Prdferenzaussage g>e*. Allerdings ist der Grad der
semantischen Unbestimmtheit fiir die Strategie ®* hdher als
in Risikosituationen, da zum Zufallsvektor ¢ noch der Zu=-
fallsvektor a*(%,%} hinzuzufiigen ist.

§ 28. Das Max E ; ~Prinzip und der semantische Informa-

tionswert

(1 (1
(28.1) sei BS{V = [fa; 3 ; {8y p1(1); lag5 1 s
L= Ayeeeyny § o= 1yeee,m.

eine Entscheidungssituation mit gegebener LPI(q) iber

die Zustandsverteilung P. Die im Modell (28.1) enthal-

tenen Daten bezeichmen wir als Informationsmenge T

Nun betrachten wir einen Ubergang von der Informatlons—
menge 1(1) zur Informationsmenge I 2 (Bezeichnung I )*1(2))
Folgende Aufgabe soll geldst werden: Wie 18Bt sich der
semantische Informationswert des Uberganges I( (2)
bestimmen?

In der semantischen Informationstheorie wird gewShnlich
der Informationswert fiir eine gegebene Entscheidungssi-
tuation als entsprechender Zuwachs des Entscheidungssi-
tuationswertes definiert [Kofler 1968, Menges 1972, 1974].
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Als Ausgangspunkt mul also der Wertd V(ES&Q)) der Ent-
scheidungssituation ES<{} betrachtet werden.

Hier zeigt sich wieder die Unentbehrlichkeit des lMax Emin”
Prinzips. Gem&B den Ausfilhrungen in § 26 filhrt nur das
Max EminmPrinzip unter den IPI-Bedingungen zur Ermittlung

des Wertes elner gegebenen Entscheidungssituation.

Sei der dem Ubergang I(1>*I(2> der Informationsmenge ent-
sprechende Ubergang der Entscheidungssituation ES(q)*ES(2>.
Dann kann man verschiedene Fdlle berlicksichtigen, indem

man mogliche Anderungen in der Nutzenmgtrix, in den Stra-
tegienmengen und in der LPI iber die Zustandsverteilung

in Betracht zieht. Man kOnnte auch die Wahrheit bzw. Falsch-
heit der Aussage I(q)*l(z) analysieren. Der Einfachheit
halber beschranken wir uns hier auf folgenden Fall.

Den Ubergang I(q)*l(z) entspricht nur eine LPI-Anderung:
Aufgrund zusdtzlicher Informationen (z.B. eines statisti-
schen Verfahrens) hat sich erwiesen, daB nicht LPI 1 s
sondern LPI<2) den wahren Sachverhalt beziiglich der Zu-—
standsverteilung iibermittelt. Es gilt also:

(28.2) 1(M= 1@= 1p1Ms 1p1(2)

Sei a*1 die aufgrund des Max Emin—Prinzips bestimmte op-
timale Strategie in (28.1). GemdB (28.2) hat sich aber
erwiesen, dalB a*q nicht die optimale Strategie ist. Die
neue LPI 2 fiihrt zur optimalen Strategie a*z. Damit kon-—
nen wir schon den semantischen Informationswert V(I(1)41(25
ermitteln. Seien die den Strategien 0*1, 0*2 entspre—~
chenden Entscheidungswerte V(a*q), V(a*g).

Dann gilt

(28.3) v(I{1-12)y L y(o*2) - v(o*D.
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Den Ubergang LPI(ﬂ)*LPI<2) entspricht also der entspre-
chende Zuwachs des Entscheidungssituationswertes.

Noch eine Bemerkung zum Begriff des Informationswertes
netto: In der Praxis ist oft der Ubergeng von einer In~
formationsmenge I(q) einer Entscheidungssituation zu
einer anderen 1(2) mit Kosten verbunden. Sei K(I(1>*1(2))
die Kostenfunktion der Informationsénderung I(q)“1<2).
Unter Beriicksichtigung der Kosten erhalten wir den In-
formationswert netto V fiir den Fall, daB die Nutzen-
matrix [uij1 und die Kostenfunktion K in Geldeinheiten
ausgedriickt sind:

(28.4) VI -1(2)y L y(ar®) - v(e*M) - x(z(M-1(2)).

Das Vorzeichen von V kann auch negativ sein. In dem

Fall konnte man die Informationsiénderung I<1)*I(2) als
nicht lohnend betrachten, allerdings nur im statischen
Sinn, da ja eine im statischen Binn nicht lohnende
Informationsénderung im dynamischen Sinn eine lohnende
sein kenn.

Unsere Uberlegungen kann man auch in dem fiir die Praxis
wichtigen Fall anwenden, daB in einer Pseudo-Risikositu~
ation tatsdchlich nur eine LPI {iber die Zustandsvertei-

<) betrachten wir also eine konkre-

lung vorliegt. Als I
te Zustandsverteilung 7 = (51,..., §m) und als 1¢2) eine
aufgrund zusdtzlicher Informationen (z.B. eines stati-

stischen Verfahrens) festgestellte LPI. Dann erhalten wir

fiir den Informationswert netto
(28.5) V@ M-1(2)) 2 v(e*) - V(ag) - K@ (1)),
und fir den Informationswert brutto

(28.6) v(I{-1(2y L y(er) - V(ag) -
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parin ist op die der Pseudo-Verteilung 7 entsprechende
Bernoulli-optimale Strategie und ¢* die aufgrund des
Max Emianrinzips und der gegebenen IPI bestimmte opti-
male Strategie.

Ein einfacheg Zshlenbeigspiel:

1 1 1
Pa™g | Po73 | P37
Bq B5 55
(28.7)
CY/! 5
an 2 1

In dieser Entscheidungssituation ist gemdB I(/I> die Zu—
standsverteilung p = (%,%,%) angenommen. Die Nutzener-
wartungen sind E(aq) = % und E(ag) = %, die Ldsung auf=-
grund des Bernoulli-Prinzips ist damit E“13 V(aq) = %1
Ein zusdtzliches Verfahren fiihre zu I . Es zeigt sich,
aa8 17 falsch war. Gemdd I(2) ist nur die LPI(py<p,<p3)
iber die Zustandsverteilung bekannt. Der Entscheidungs—
wert V(aq) = % ist also nicht erreichbar.

Jetzt mufl das Max Emin~Prinzip angewendet werden. Fir die
LPI wird die Extremalpunkte~Matrix bestimmt.

ro o -'311
M(LPI) = M(p,=p,<p3) = Lo 3 .'5‘- )
e
2 3.
17
5 0 1 © 0 30 1412
Die Spielmatrix ist A(qi,D(Y)) = . 10 %v % = 2
1211 S 20 LA
15 3

n
E
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Das Zwelpersonen-Nullsummenspiel

o 1 L
(28.8) 1 2
vy | 11

WP

igt strikt determiniert. Seine Ldsung ist {ag;v(ﬁgj =17,

Als optimale Strategie hat sich @ (nicht aqi) erwiesen,
und der Entscheidungswert ist V(ag) = 1., Der Entschei~
dungstriger hat also mindestens den Nutzenerwartungswert 1
gesichert.

Wir wollen nun den Informationswert V(I(q)*1<2)) bestimmen.
GendB (28.3) muB der entsprechende Zuwachs des Entschei-
dungswertes ermittelt werden. Wesentlich ist hier, daB
V(aq) nicht aufgrund der Situation (28.7) -~ sie ist Jja
fiktiv - sondern aufgrund (28.8) bestimmt wird

vr{1a1(2)y V(o) - V(ag) =1 =% =5

Weitere Beispiele folgen im 6. Kapitel. Der Begriff des
dynamischen Informationswertes wird im 7. Kapitel erdrtert.
In einer weiteren Publikationq) wird auf analoge Weise der
Begriff des semantischen Wertes einer statistischen In-
ferenz eingefiibhrt.

SchlieBlich sei noch der Begriff des A-posteriori~Infor-
mationswertes unter LPI-Bedingungen erwdhnt. In § 21 wure
den einige S&dtze {iber die Existenz einer LPI-Struktur fiir

eine A-posteriori-Verteilung bewiesen. Aufgrund des Max Epin—
Prinzips kann Jjetzt der Begriff des A-posteriori-Informa-
tionswertes unter LPI-Bedingungen eingefiihrt werden.

1) Menges G. und E. Kofler: Statistische Methoden bei
partieller Information. Springer Verlag, Heidelberg 1977.
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In der Entscheidungssituation

¢ o~ 9 < - 7 ’; . 2
(28.9) Es = [ o535 fayd 5 2er(v ™) [ug 1058 = 1,000sm;

a = ,g,sewgma

1t 1 (v{1?) die LPI iiber die A-priori-Verteilung

v . (P(Aq),a.,q P(Ap)). Nun wird ein Verfshren B reali-
siert. Es wird vorausgesetzt, daB fiir die Likelihood-Ver-
teilung v(2) = (P(BlAg)s vos P(BlAy)) die LPI(V(Z)) VOT-
liegt. Dann ist aufgrund der Bayes'schen Formel und des
Satzes 21.1 fir die A-priori~Verteilung

(28.10) v(3) = (@(a,1B), ..., P(a_IB)) aie PT(V'?))

gegeben.

Def. 28.1

Unter dem A-posteriori-Informationswert in (28.9) ver-

stehen wir den Informationswert des Uberganges von der
1)

A-priori~Verteilung V zur A-posteriori-Verteilung V(B).

Seien a*q, a*a die aufgrund des Max E ,

1n~Prinzips bestimm—
ten optimalen Strategien der ES (28.9) bei LPI(V(q)) bzw.
1PT(v$3)). Dann 148t sich der in Def. 28.1 formulierte

ausdriicken:

Awposterlorl—lnformatlonswert VAupost

(28.11) V = va@rz M1y 2 v(e*?) - V().

A-post
Es ist offensichtlich, daB der so definierte A-posteriori-
Informationswert dquivalent ist mit dem semantischen Wert
des Verfahrens B fiir die Entscheidungssituation (28.9).
Diese Tatsache ist wesentlich fiir die Bewertung der sta-
tistischen Inferenz.
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Der Satz 21,3 betrifft das Bayes~Kettenverfahren. Unsere
Betrachtungen fiilhren auf ganz analoge Weise zu dem Begriff
des Wertes eines Bayes-Kettenverfahrens unter LPI-Bedin-
gungen (siehe § 30).

§ 29. Sensitivitdtsanalytische Untersuchungen. Opti~

male Steuerung

Aus dem umfangreichen Bereich der sensitivitétsanalytischen
Betrachtungen einer Entscheidungssituation [z.B.Dinkelbach 1969}
wollen wir hier nur die beiden folgenden Probleme erdrtern:

Gegeben eine ILPI~-Entscheidungssituation

(29.1) ES = Hai’s;isjﬁ;wl;{uij]]; 1= 1yeee,nyd = 1,00.,m.

a) Es ist die Sensitivitidt (Empfindlichkeit) des Wertes
der Entscheidungssituation ES gegeniiber der Ver&dnderung
einzelner Komponenten des Modells zu bestimmen.

b) Im Modell (29.1) ist eine optimale Informationsinderung
(optimale Steuerung) zu bestimmen.

Ad a): Hier werden Fragen der Sensitivitédt gegeniiber In-
formationsénderungen im Bereich der Strategienmenge {ai} s
der Zustandsmenge fs.}, der gegebenen LPI und der Elemente
der Nutzenmatrix [uij] behandelt.

Sei {AI} die Menge aller mdglichen Informationsédnderungen
AT, die gewisse Restriktionsbedingungen (RB) erfiillen. Die
Frage der Sensitivitdt ¢ gegeniiber einer Informationsin-
derung 4I in LPI~-Entscheidungen kann nur aufgrund des

Max Emin—Prinzips geldst werden.
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Def. 29.1

Die Sensitivitéat °(AI) gegeniiber einer gegebenen Infor-

mationsénderung Al ist der durch A1 verursachte Zuwachs
AV(ES;A1) des Entscheidungswertes V(ES).

Also gilt fiir die Sensitivitit gegeniiber den Informations-—
dnderungen AI(q), AI(2> die Beziehung:

(29.2) 9, (012 o (a1(®)eav(as; a1V )zav(zs;01(2)),

Beim Vergleich der Sensitivitdt gegeniliber den Informations—
dnderungen AI<1>, AI(Q) ist also folgendes Verfghren an-
zuwenden:

1) Aufgrund des Max EminnPrinzips wird der Entscheidungs-—
wert V(g*) bestimmt.

0) lnnlich findet man fir die durch ATCT) bzw. 81(2) yer-
inderte ES die Losungen [o* '3 V(a* )7 bzw. [a*2;V(a*2) 1.

3) Die Sensitivitdt gegeniiber den Informationsédnderungen

3T paw. a1@ gt damn
5T = vy - Vat), baw. o (a1()
= V(a*g) - V(e*).

Es gilt beispielsweise

V(a*?) > V(") = opg(a1®)) 5 op a1y,
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Ld b) Die Frage der optimslen Informatiomsinderung wird
hier auf folgende Weise behandelt. Es wird die den gege-
benen Restriktionsbedingungen (BB) entsprechende Menge

{Alg aller mbglichen Informationsinderungen im Modell Dbe-
trachtet. Die Restriktiomen (RB) sind mit den technischen
Bedingungen und beschrinkten Ressourcen verbunden. Def. 29.1
und (29.2) induzieren iiber der Menge §A1§ eine Préferenz-
ordnung beziiglich der Sensitivitdt. Unter der Voraussetzung
einer endlichen Menge %&IE ist die Existenz einer Informa-
tionsinderung 4T ) , die zur maximalen Sensitivitéit bei

den Restriktionsbedingungen (RB) fiibrt, gewdhrleistet. Die
Informationsdnderung AI i bezeichnen wir als optimal oder
auch als optimale Steuerung im Modell (29.1).

Def. 29.2

*
Eine Informationsdnderung AI( ) wird bei gegebenen Re-

striktionsbedingungen (RB) als optimal betrachtet (optimale
Steuerung), wenn gilt:

(29.3) o pg(adl")) - e g5 (0D).

Die Ermittlung der optimalen Informationsdmderung AI(*)
bestimmt gleichzeitig die Ldsung folgender in der Praxis
oft wesentlichen Frage: Es ist im Modell (29.1) die Kom—
ponente zu bestimmen, der gegeniiber die Anderung des Ent-
scheidungswertes im Bereich der (RB) am empfindlichsten
ist. Das konnte z. B. ein Element u _ der Matrix [uiJT
sein oder eine Strategie oy der Menge {“ig USwW.

In Falle einer unendlichen Menge &I ist die Existenz
des Maximums in (29.3%) nicht unbedingt gewdbrleistet.



Dann existieren im allgemeinen nur e —optimale Infor-
mationsinderungen (Steuerungen). Es gilt dabei, gem&lB
der Supremum~Definition:

A
3 L AT )] < L o
(29.4) \—/ssD 2a1(e) ES(A.L/> fi??ES(’lI) € o

Zwar 1aBt sich AI sup, OES\AI) nicht realisieren, aber
$AT}
fiir jedes € 0 existiert eine ¢ —optimale Steuerung AI(e),

fiir welche die entsprechende Sensitivitat °vS(AI) die

GroBe sup GLS(AI) - ¢ Ubertrifft.
1813
Die algorithmische Bestimmung der optimalen Informa-

tions&nderungen in Entscheidungen unter LPI-Bedingungen
kann schwierig sein. Einfache Zahlenbeispiele folgen im

6. Kapitel. Der Begriff der Sensitivitdt wurde hier nur

im statischen Sinn behandelt. In mehrstufigen Entscheidun-
gen muB man den Begriff dynamisieren. Das geschieht im

7. Kapitel.

§ 30. Das Max E_. ~Prinzip bei LPI-Ketten

In § 22 wurden LPI-Ketten eingefiihrt. Dementsprechend wollen
wir nun voraussetzen, daB in der LPI-Entscheidungssituation

(30.1) [{ai}; %33}; §LPI(k)}, [uijj]; i = 1,000,003

G = 1yeee,m; K = 1,2,3,...

eine LPI-Kette {LPI(k>3ﬁber die Zustandsverteilung
P = (pq,...,pm)mlt entsprechender Polyederschachtelung

P1:?23..., llmP = P*(p ,...,pm) vorliegt. Der betrach-

tete Fall kann in der Praxis vorkommen, wenn z. B. in einer
LPI-Entscheidung eine Informationsfolge die Unbestimmtheit
bezliglich der Zustandsverteilung allm8hlich vermindert, bis
eine eindeutige Verteilung e* ermittelt ist (Risikosituation).

Wir wollen einige S&dtze {iber die Anwendung des Max Emin'
Prinzips bei LPI-Ketten beweisen.
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Seien die aufgrund des Max Emin-Prinzips bestimmten Losungen

e*® Ve ()75 k = 1,2,...
dann gilt

Satz 30.1

a) Die Folge der optimalen Strategien (a*k) strebt gegen
die fir die Verteilung p* Bernoulli-optimale Stra-
tegie aB(P*):

(30.2)  1lim o*¥ = ag(e).
k“‘)OO

b) Die Fclge der entsprechenden Entscheidungswerte (V(a*k))
ist nicht fallend und strebt gegen den fiir die Verteilung

P* bestimmten Bernoulli-Entscheidungswert VE(P*)

(20.3) ¥, (a*)=v,(a*?)s. ..

. k
Lin 7, (a) = Vy(o%).

Beweis:

Ad a): Gem&#B Satz 27.2 muB man im allgemeinen den Bereich
i} der gemischten Strategien betrachten. Unter Strategien-
konvergenz versteht man hier die Konvergenz der entsprechen-
den Komponenten. Also bei axk (qu,...,a*nk) ist (30.2)

aquivalent mit
(20.4) Hm oly = DY ap(8*) = (B4, veuy B2)5Y¥Y=1, ..., n.

Aus der Polyederschachtelung in (30.1) folgt, daB die
Polyederfolge gegen einen Punkt strebt. Aus dei Taﬁsache,
daB die optimale Strategie a*k als Funktion e* (P( >) des
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ILPI-Polyeders F(k) betrachtet, eine stetige Funktion ist
und daBl das Bernoulli-Verfahren als Grenzfall des Max Emin"
Verfahrens bei einer Polyederschachtelung betrachtet werden
kann , folgt a).

Ad b) 1. Es ist offensichtlich, daB fiir jede Strategie
oy und Polyederschachtelung P(q>3?(2>30., die aufeinander-
folgenden minimalen Nutzenerwartungen im Bereich der ent-—

sprechenden Polyeder eine nicht fallende Folge bilden:

(30.5) Emiﬁ(ai;P(q>>$Emin(ai;P(2>)$...; i=1,00.,n0.

Es ist nicht schwer festzustellen, daB (30.5) auch im
Bereich der gemischten Strategien {a} gilt. Es geniigt da-
her, jedes Glied von (30.5) ﬁber&x}zu maximieren, und man
erhdlt Vq(a*q)SVé(a*z)S..., WeZeDoWe

2. Die Folge (V,(a**)) ist monoton und beschrankt.
Sie besitzt also einen Grenzwert. Aus der Stetigkeit des
Entscheidungswertes Vk(a*k), den wir als Funktion der op-
timalen Strategie o*  betrachten und aus der Tatsache, daB
das Max Emin—Verfahren im Grenzfall zum Bernoulli-Verfahren
fihrt, folgt

a*k*aB(P*):Vk(a*k)"VB(P*), WeZoDoW.

Satz 30.2:

Fir jedes beliebig kleine € > O existiert ein hinreichend
kleines & > O, so daB fiir alle Polyeder plk) mit einem
Diameter D kleiner als & die Abweichung des entsprechenden
Max E in-Wertes Vk(P(k)) von Bernoulli-Wert VB(p*) kleiner
als e ist.
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(50,6)\?/ ¢>0 76(e) »0: D(P(k>) <5 = WE(M’} - vk@@‘})H e,

Hierbei ist der Dismeter D eines konvexen Polyeders ?(k)
der maximale Abstend 4 zweler Punkte K, K2 des Polyeders:

(k)
D(P - a(K,, K,).
0 %fi{_?e p(x) 410 )

Beweis:

Aus (%0.%) folgt, daR fiir beliebiges €0 ein Index N(e)
existiert, der die Beziehung

k>N(e)”le(q*k) - Vg(p*)[<e erfiillt.

Sei 8(e) der Diameter des dem a*N zugeordneten Polyeders
P(N). Es ist offensichtlich, daBl das auf diese Weise be-
stimmte 6 (e) die Beziehung (30.6) erfiillt, w.z.b.w.

Aus dem Satz 30.2 geht hervor, daBl bei unbekannter Zu-
standsverteilung P* ein Approximationsverfshren theore-
tisch méglich ist, das die Verteilung f* durch eine ent-
sprechende LPI-Polyederfolge ersetzt. Die Max Emin~L6—
sungen fiir diese Folge bestimmen eine ¢ ~Approximation fiir
den unbekannten Bernoulli~Entscheidungswert VB(O*).

SchlieBlich noch zu einem besonderen Fall der S&dtze

30.1 und 3%0.2 , der fiir praktische Anwendungen wesent-
lich ist. Es wird vorausgesetzt, daB in der Entscheidung
(30.1) als LPI-Kette eine Quaderschachtelung Q(q)3Q(2>D...
vorliegt. Jeder Quaderschachtelung entspricht eine Inter-
vallschachtelung flir alle Zustandswahrscheinlichkeiten pj:

(30.7) \V/.j: uj(k>s p; < vj(k); [“j(k)"’j(k)] -

. (Do (@ qig 7 () _ A
Ij H Ij 2 Ij 2 eee; lim Zl’.'j P

koo 3
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Wenn nun die aufgrund des Max EminmPrinzips bestimmte
Lésung flr die Entscheidung (30.1) bei den Intervallan-
gaben ng>; J = Teece,m ZU [u*k; Vk(a*K)j; E = 1,2,000
fiibrt, éelten die Sdtze %0.1 und 50.25 Auch fir eine
Intervallschachtelung streben demnach die Max Emin”
optimalen Strategien gegen die Bernoulli-optimale Stra-
tegie, ist die Folge der entsprechenden Max Emin"Ent“
scheidungswerte nicht fallend und strebt gegen den Ber-
noulli-Entscheidungswert. Ebenfalls gilt die entspre-
chende Aussage lber die Mdglichkelt einer e -Approxi-
mation. Die S&tze fiir den Fall einer Intervallschachte-
lung finden eine Anwendung im ndchsten Band im Zusammenhang
mit der Theorie der Konfidenzintervalle (siehe FuBnote auf
S. 152).

Die bewiesenen Sdtze haben auch eine prinzipielle Be-
deutung im theoretischen Sinn. Sie zeigen die Zusammen-
hinge zwischen der Bernoulli-~L8sung in Risikosituationen
und der Max Emin—Lésung in Situationen mit unbestimmter Zu-
standsverteilung. Wir wiederholen noch einmal: Unter der
Voraussetzung einer Polyederschachtelung kann die Ber-
noulli-optimale Strategie als Grenzwert der Folge von

Max Emin-optimalen Strategien -~ und der Bernoulli-Ent-—

scheidungswert als Grenzwert der Folge von Max Emin-

Entscheidungswerten betrachtet werden.

Die Satze 30.1 und 30.2 wurden formuliert und bewiesen
unter der Annahme, daB die den Kettengliedern (LPI)(k)
entsprechenden modifizierten Entscheidungssituaticnen
Es(k) wahre Situationen darstellen und zu den LOsungen
[e*57, (o*®) ] fibren (k = 1,2,...).

In praktischen Anwendungen ist es aber durchaus mdglich,
daB die LPI-Kette z. B. als Folge eines statistischen
Verfahrens vorliegt und dabei die Glieder der LPI-Kette
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eine allmihlich genauere Feststellung der IPI iiber die
Zustandsverteilung bestimmen. In dem Fall ist erst das

letzte LPI=Glied als wahr und alle vorhergehenden als
falsch zu betrachten.

sei P18+ 1pr®+t)

eine endliche Teilfolge aus der Folge{LPI<k>}k = 1,2,000
bel entsprechender Polyederschachtelung. Dann gilt fiir
den Fall, daB gllen Gliedern wahre Situationen entspre~
chen,analog zu (3%0.3)

(30.8) Vg, q(o T )sy, (0 (84)a, sy (o (s+0)),

In (30.3) sgind a*(s+1)’...’d*(s+t) die optimalen Stra~
tegien. Der Fall wahrer Situationen liegt z. B. dann vor,
wenn gewisse MaBnahmen zur allmihlichen Beschréankung der
moglichen Zustandsverteilungen fiihren.

Wenn aber erst das letzte Glied der wahren Situation ent-
spricht und alle vorhergehenden als fiktiv angesehen wer-~
den miissen, sind auch die Wertefunktionen Vé+1,...,Vé+t_1
in (30.8) fiktiv und wir erhalten

(30.9) % ;e (s M))Svs +t(°’*(s +2))‘<“- A (s +t)) .

Entsprechendes gilt fiir die unendliche Folge {LPI(k>& .
Das Ergebnis in (30.9) 148t sich auch in der Informationg-
wert-Terminologie formulieren: Sei I(S+q)*1(s+t> der Uber-
gang vonr Informationszustand I(s+1)zum Informationszu~
stand I(s+t). Erst der letzte ist der wahre Informations-
zugand. Dann erhalten wir aus (30.9) den Informationswert

(30.10) Vg (1EFp(B+E)y _ g (a(eat)y VCASAR
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Der Informationswert fir den Ubergang i( M>"I< +t)
ist also bei einer Polyederschachtelung nicht negativ.
Das Einbeziehen der Kosten K des Ubergangs fithrt zum
Netto~Informationswert fiir die gegebene endliche LPI-Kette:

(30.11) VES@(S“)-@(S*@) - szpf;(w(sm))

_ v8+t<d*(s+1)>m K(I(S+1>*1<S+t>).
Man kann auch die Sensitivitat des Entscheidungswertes ge-
geniiber den mdglichen ILPI-~Ketten analysieren. Wir beschlieBen
unsere Ausfihrungen mit folgender Bemerkung:
Im Satz 235.1 wurde festgestellt, daBl unter der Voraussetzung
einer LPI-Kette mit entsprechender Polyederschachtelung
die LPI-Entropie monoton fallend gegen Null strebt. Im Satz
30.1 hat sich erwiesen, daB unter denselben Voraussetzungen
die Folge der entsprechenden Entscheidungswerte nicht fallend
ist. Auch fiir jede endliche Teilfolge einer LPI-Kette mit
Polyederschachtelung ist die IPI-Entropie monoton fallend
und gleichzeitig ist der semantische Informationswert nicht
negativ und micht fallend. Es scheint, daB auch der umge-
kehrte Satz richtig ist: Wenn fiir eine gegebene ES Jeder
monoton fallenden ILPI-Entropie-~Folge eine nicht fallende
Folge der semantischen Informationswerte entspricht, mul
eine Teilfolge einer LPI-Kette mit Polyederschachtelung vor-
liegen. Allerdings entsprechen im allgemeinen gleiche Ver-
minderungen der LPI-Entropie nicht gleichen Zuwdchsen des
Informationswertes.

§ 31. Der LPI-Fall einer zusammengesetzten Entscheidungs—
situation. Der komponente und globale Informationswert

Es liege folgendes Vielziele-Maximierungsproblem vor:

v Ziele mit den Ziel funktionen z(q),...,z(“) werden be-

trachtet. Jede Zielfunktion Z(l?gi = Ty00e,v, ist mit
einer Entscheidungssituation ES(l) bei UngewiBheit (Spiel
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h
+Li
gegen die Natur) verbunden. Die Strategienmenge ist X 77,

(1)

die Lustandsmen%e Y< >, die Entscheidungsmatrix [5
iilber die Verteilung der Zustiande Y

Es ist eine IPI
gegeben. Also

1.1y BsH) o x); v pr (0 1230 4, TyeonsVe

Hier wird nur ein diskretes Modell bebtrachtet; die Mengen
X(l), Y(l) sind endlich. Die Entscheidungsmatrix [Z )j
bestimmt die Abbildung des kartesischen Produktes der Stra-—
teglenmenge X(i) und Zustandsmenge Y(i) in die Wertemenge
der Zielfunktion 2‘.(jL

(31.2) [z 90 x3) s yEap(B) 0y _ g v,

Dabei wird vorausgesetzt, daB die mit den Zustandsmengen
Y(l) verbundenen Zufallsvariablen ungbhdngig sind.

Jede (ES)(i) wird als komponente Entscheidungssituation
betrachtet, die zur Maximierung der Zielfunktion % ‘(l) fihrt.
Beziliglich der lMengen X(i) und Y(i> wird wie iblich voraus-
gesetzt, daB sie vollstand1§ sind und daB die einzelnen
Strategien in X( ) bzw. Y( sich paarweise ausschlieflen.
Mir jede ES( 1) fiihrt das aufgrund der (LPI)( i) angewende~
te Max Emin—Prlnz1p zur LOsung der komponenten Optimie-
rungsaufgabe.

Betrachten wir aber dasV ~Ziele-Problem. Es ist eine op-
timale Strategie filir das Gesamtmodell, das durch Zusammen—
setzung der komponenten Entscheidungssituationen ES(l) ent-—
steht, zu bestimmen. Das Gesamtmodell, in dem alle Ziele
gleichzeitig beriicksichtigt werden, soll globales Modell
(ﬁS) heiBen. Es ist zu beachten, daB die Einheiten der Ziel-
funktionen im allgemeinen verschieden sein kOnnen. Wir
wollen das Modell BS konstruieren.
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Bei der Zusammensetzung komponenter Entscheldungssituas-
tionen mul man im allgemeinen sls Strategien —~ bzw. Zu-
standsmenge des globalen Modells die kartesischen Produkte
aus komponenten Strategien~ und Zustandsmengen in Betracht
ziehen. Die Elemente der resultierenden Entscheidungsmatrix
sind in dem Fall Vv ~dimensionale Vektoren, deren Kompo-
nenten Elemente der entsprechenden komponenten Entschei-
dungsmatrixen [Z< ] sind. Also:

(31.3) ES = [%; ¥; IFT; (2] 7 mit

X o= X XXy X ceo XX, ¥ = 1M 1@, x ¥,

iz = 1z¢, ..., 2O,

und mit resultierender LPI {iber die Verteilung der Zustands-
menge Y. DaB bei der Zusammensetzung aus den LPI<1) wieder
eine TPI resultiert, folgt aus den Sdtzen 20.71 und 20.2.

In (31.3) ist wie iiblich vorausgesetzt, daB die Strategien
in X bzw. Y sich nicht {iberschneiden. Die Vollstandigkeit
der Mengen X,Y ergibt sich aus der Vollstéandigkeit der kom-
ponenten Mengen in (31.2).

Der Ubergang von den komponenten Entscheidungssituationen
Es(l zur zusammengesetzten ﬁg ist nur dann mdglich, wenn
die Strategienmengen X und Y realisierbar sind, wenn also
flir X keine Ressourcen-Restriktionen vorliegen und alle Na-
turstrategien in Y real sind. Sonst muBR man von den Strate-
gienmengen X und Y zu X' bzw. Y' {ibergehen. X' ist die Re-
duktion von X gemd8B den Ressourcen-Restriktionen und Y'

die Reduktion von Y auf die aktuell mdglichen Naturstrate-
gien.
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Hier ein einfaches Beispiel. Die komponenten Entscheidungs—
situationen seien:

(31.4) w510 - {X(ﬂ={x3,x;};1'm> = {50,758 wr(Mip

a, b
217 . {Cﬂ dﬂ] ]

1 %1

17053

mst®) o x(®) [52 20 5(2) vivs} s 11 a2,

27
b
(@7 _ laz 2| 4
; ! s ds J

Unter der Voraussetzung, daB beim Ubergang zur ZUSammenge-
setzten ES keine Beschrénkungen fiir X bzw. Y vorliegen, er—
halten wir folgendes Gesamtmodell:

_'E/I\S = [X;0IPT; (2] ] mit

2 1
X ={(X},K%),(Xg,xg),(xg,xq),(X2,X§)};Y = {(yq,Y§),(y2,Y§),
(y;?yg)a(yg’yg)};

1 1 12,
rq = <y17YE)9 TE = (qu y§>’ r; = (YQ7y§), r4 =(y27Y2>-
(31.5) IPI (rq, Tos ra, r4): Tg= Tp- Tz+ T,z 0;
ro- r42 0; r3~ r42 0]
(aq,aED (aqaba) (b1332> (bqabg)
(aq’02> (317d2) (bqacg) (bqad2>

(01,32) (anb2> (dﬂ’aZ) (d47b2>
(01’02> (Cqsdg) (d4302> (dqst)_

und [Z] =

Die TPT (rq, Toy Tz, r,) wurde wie im Beispiel auf $.118
bestimmt. Die Elemente der Entscheidungsmatrix [2] sind
zweidimensionale Vektoren.
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Wenn z. B. in X die Strategie (xﬁ,xg) nicht realasxerbar
ist (Ressourcen-Beschrinkung) und der Zustand T, = (y2,y2)
nicht mOglich ist, folgt ein Ubergang zu den neuen Strate-
glenmengen:

i

X' §(XX,X§),(X2,X§>,(XQ,X§)};

#

X! '{(yg,yﬁ)a(yg,yg),(yg,yi)} und

zur entsprechend verminderten 3x3-Entscheidungsmatrix.
Dabei 1st zu beachten, daB fiir die Zustandsverteilung eine

neue EPI(rq, Tos rB) vorliegt.
Lﬁl(rﬂ, Ts, ra) : Ty= Tpm Ty Z20 .

Wir wollen nun das Problem der Losung des Gesamtmodells
(31.3) aufgrund des Max Emin—Prinzips erdrtern. Es miissen
zwei Félle beriicksichtigt werden:

a) Die zusammengesetzten Strategienmengen X und Y sind
realisierbar, also der Ubergang zu den reduzierten
Mengen X' bzw. Y' entfdllt. In diesem Fall, der in prak-
tischen Anwendungen nicht oft vorliegt, ist die Opti-
mierung des Vielziele-Modells einfach:

Fir jede komponente Entscheidungssituation
(31.1) ms(i) rx(l);y<1);LPI(I);[Z(1>]j;i = 1yee, V.

bestimmen wir aufgrund der LPI( ) die Max E n»optimale
Strategie x *1 und den Entscheidungswert vy (X*l) Die
optimale Strategie kann auch dem Bereich der gemischten
Strategien angehdren. Dann betrachten wir die aus den
komponenten Entscheidungssituationen (31.1) zusammenge-
setzte resultierende Entscheidungssituation (31.3).

GemdB der Struktur von (31.3) gehdrt dem Strateglenbe—
reich X sicher die Strategie = (X*q X*g, ceey X* ) an.
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Es ist offensichtlich, daB x* die Max Emiﬁmﬁtr&ﬁ@%ie
fiir das Gesamtmodell unter den LPL-Bedingungen ist,

daf sie also das Vielziele-lModell in dem gegebenen LPI-
Fall meximiert. Der entsprechende Entscheidungswert ist

(31.6) V(x*) = (Vq(x1)y eey V=)o

In diesem ersten Fall ist also die optimale Losung des
globalen Modells eine einfache Zusammensetzung der kom—
ponenten optimalen Losungen. Es ist wieder zu beachten,
daB im allgemeinen die komponenten Entscheidungswerte
Vi (x*1) in (31.6) in verschiedenen Einheiten ausgedri

seln kGnnen.

ckt

Noch einmal zum Beispiel (31.4).
Die komponenten Entscheidungssituationen in der {iblichen

Normalform seien:

Pq = P2 U = 9
g 2
p S ye 3
1
1.7y B GEN ) [ v2
1 2
X,] 7 1 Xq 4
xg 2 5 x% [S)

Die L8sung von (31.7) erfordert den Ubergang zu neuen
Zustandsmengen. Den IPI: pque oder q,qu2 entspricht
die Extremalpunkte-Matrix

1
M(IPI) =

0

[V PR VT B

Das Max E .n—Prinzip fithrt zu den neuen Entscheidungs—

matrizen:



\ 7 1) | % [
(zMW'y = 1209 - e - . 11 = 1
Pl z
_ - e - - -1
| | %L 1 % > 3 %
EZ(‘?) ] = [2(2)] * M(LPL) = : 1 = :
6 2 0 = 6 4
o ey - = g -

Die Max Emin~L6sung der komponenten Entscheidungen ist:
(31.8) n(Es1)y =[x - 3p v, (x* ") = 47

L(Es(®) = [x*2 = x5 Vy(x*?) = 47.

Nunmehr vollziehen wir den Ubergang zur zussmmengesetzten
(globalen) Entscheidungssituation £S5 unter der Voraus-
setzung, daB die in den entsprechenden kartesischen Produk-
ten X bzw. Y enthaltenen zusammengesetzten Strategien reali-
sierbar sind: (31.9) ist die Normalform des ¥s.

EPI(rq,rg,rB,r4)
i T3 Ta  mit TPT(rq,rp,T5,T,):
x3,x8) | (7,3) (7,8 (1,3) (1,4) [mg-mymryeTy, 2 0
x| (7,8 (7,2) (1,8 (1,2) rT, Z 0
DI a2 | @n @n G 6w ry-zy 2 0
D.x3) | (2,6) (2,2) (5,6) (5,2) 2, =4
Ty S g
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Darans ist die Extremalpunkte~Matrix zu bestimmen. Wir

erhalten
(@ ) ()

s 1 1 1]

T3 5 T

1 1

M(IPT) = 0 El pn )

1 1

0 5 0 T

o} 0 0 1

yry
boes acad

Die Einfilhrung der neuen Zustandsmenge und die Bestim-
mung der den Eckpunkte-Vertellungen p(q),p<2),p<5),9(4)
entsprechenden Erwartungswerte fiir die Auszahlungsvektoren
in (31.9) fiihrt zur Entscheldungssituation figr .

L1 @ L3 )

2y [(7,3) (,2) (73,50 (4,50

(x1,%2) |(7:6) (4,6)  (7,4) QHIII'
A ,
(1100 B 1,92 |25 Gha) @59 (5o

SIS [CONCRONCRONINE XD

Die Anwendung des Maximin-Prinzips in (31.10) fiibrt zur
Losung des gesamtenfZweiziele—Modells. Die Entscheidungs—
matrix in(31.10) bhat einen Sattelpunkt {4,4). Das Spiel
igt also im Bereich der reinen Sirategien strikt determi-~
niert. Die optimale Strategie ist hier (x%,xg) und der
Entscheidungswert (4,4), also mindestens je 4 Einheiten
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des Ziels Z(ﬂ> und des Ziels Z<2>, In Ubereinstimmung mit
unserer Behauptung in (31.€) erhalten wir hier eine Zu~
samrmensetzung der komponenten optimalen LOsungen.

b) Wir betrachten jetzt den Fall, daB nicht alle Strategien
in den zusammengesetzten Strategienmengen X und Y reali-
sierbar sind. Der Fall liegt in der Praxis gewbhnlich vor,
ist um vieles komplizierter als der vorige umd ist
dguivalent mit dem Vielziele~Problem unter IPI-Bedingungen.
Gegeben ist also das Vielziele-Problem (31.71). Es folgt der
Ubergang zur zusammengesetzten Entscheidungssituation éé
(31.3). Nicht alle Strategien im Bereich von X bzw. ¥
sind realisierbar. Die entsprechende Reduktion von nicht
realisierbaren Strategien flibrt zu den Mengen X' bzw. Y'.
Auch die resultierende IPI iiber die Verteilung der Zu-
standsmenge Y' muBl entsprechend auf Y' reduziert werden.
Wir erhalten eine neue resultierende LP1'. Die resultie-
rende Entscheidungsmatrix [Z] muB entsprechend zu X' und
Y' reduziert werden, wir erhalten [Z]. Die Elemente von
[Z) sind wieder v-dimensionale Vektoren. Auf diese Weise
gelangen wir zu einer reduzierten zusammengesetzten Ent-
scheidungssituation ES'. Hier ibre Normalform in verein-
fachter Darstellung:

LPI?
Y 1
(31.11) i a4 = (a cees@ )
k1 k1°? T %kl
A X' [m = lay, ]

Ihre Losung ist um vieles schwieriger als im vorigen
Fall, in dem sich die zusammengesetzte Strategie

x* =&* 1 yooeyX* V) als optimal fir das Gesamtmodell der
Vielziele-Optimierung erwies. Hier ist es durchaus mdg-
lich, daB die Strategie x* dem Strategiebereich X' nicht
angehort.

Wieder miissen zwel F&dlle in Betracht gezogen werden:
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1) Die Komponenten der vV -~dimensionalen Vektoren(der Ele-
mente der Entscheidungsmatrix [Z1 ) sind in einer gemein-
sgmen Einheit A (z.B. in Geld) ausdriickbar. Dann folgt der
{bergang von Vektoren zu Skalaren, die man als entsprechen-
de Summen der Komponenten erh&ltb:

] -V
(31.12) 8y = (all ""’3;1) = (aklh, ceos aklk)'*
1)

-V

-
- B q F oeee By = bkl'

Die optimale Gesamtstrategie fur das Vielziele—quell fin-
det man dann als Max Emin—strategie in der Entscheidungs-

situation

t]
(31.13) ES': [X';Y ;TP ;b 10 )

2) Es existiert kein gemeinsames MaB A fir alle Kompo-
nenten derv -~dimensionalen Vektoren in der Entscheidungs—
matrix [Z1. Dann muB iiber den Vektoren eine Pré&ferenzord-
nung induziert werden. Als hinreichende Bedingung fiir die
Existenz einer bis auf eine positive lineare Transformation

eindeutig determinierten Nutzenfunktion E(akl) = Ekl fir

die Vektoren (Ergebnisse der ES) kdnnte man, wie in § 25
das Erfiilltsein der Axiome 1-5 annehmen. Nach der Einfiihrung
der Nutzenindizes iiklg erhdlt man das Gesamtmodell:

(31.14) E5': FX' Y TPT 5 (o 10

Das Max Emin—Prinzip fihrt zur optimalen Strategie und zum
Entscheidungswert (in Ekl-Einheiten) des betrachteten Viel-
ziele-Modells unter LPI-Bedingungen.

In besonderen Fallen fithrt manchmel ein einfacheres Ver-
fahren zum Ziel: Zur LOsungsbestimmung geniigt die Fest-
stellung der Praferenzordnung nur fiir einige Ergebnisse
der Entscheidungsmatrix. Hier ein Beispiel.

1) Der Vektor (511,...,a§1) bestimmt die sog. Zielgewichtung.
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Die komponenten Entscheidungssituationen Es(qj und ES<2)
unter LPI-Bedingungen seien die aus (%31.7). In der zusam-
mengesetzten Entscheidungssituation ES sind aber nicht aiie
St rateglen realisierbar. Es fallen die Strategien Cxq,xg)
uad.xya,yg) weg. Damit liegen folgende reduzierte Strate~
gienmengen X' und Y' vor:

c .1 2 1 1 .2 1 _2 1
= i(X19Xq>,(Xg,X§>v(X29X2>} 3 17 o= {(y1ayq)a(Y1sy§)a(329Y§)}

Die Zustandsverteilung ist Cr 5)
Die IPI'aus (31.9) reduziert slch auf

(31.15) TPI' : r1~r24r320

Es liegt also folgende zusammengesetzte Entscheidungssitua-

tion vor:
T, r, T
yq,yf) (yg,yg) (yg,yq)
x5 | (7,3)  (7,4) (1,3)
(31.16) (x3,%5) | (2,3) (2,4 (5,3)
(0x5) | (2,6)  (2,2) (5,6)

1

T, = To= T= 0
mit{ﬂ 2" ¥3°
rqﬁ-ﬂ -
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Der TPI' (31.15) entspricht die Eckpunkte-Matrix

(D @) (3

1 1

L > bl

M(IPI') = 0 % 0
0 0 %

Aufgrund des Max E_. -Prinzips werden die Extremale-

min
Verteilungen als neue Zustandsmenge eingefihrt.

Wir erhalten:

() @ (3
D |73 733 Q33D

(31.16)  (xp,x7) [(2:3) (2533) (33:3)

(x0.x2) [(2:6) (254) (3%:6)

In (31.16) muB Jetzt das Maximin-Prinzip angewendet werden.
Unter der Voraussetzung, daB der Entscheidungstriager das
Ergebnis (4;%) dem Ergebnis (3%;6) vorzieht:

(31.17)  (#;3) > (35;6),

188% sich (31.16) 18sen, ohne eine Nutzenfunktion fiir die
Ergebnisse einzufiihren. Die Bedingung (31.17), die z.B.
als Folgerung der Einheitsbeziehung beider Komponenten
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= %K betrachtet werden kann, ist hinreichend fiir die Lo-

sung von (31.16). Das folgt aus der Tatsache, daB das um-
randete Element gem8B (31.17) ein Sattelpunkt ist: es ist
gleichzeitig minimal in der ersten Zeile und maximal in der
dritten Spalte. Aufgrund bekennter Eigenschaften der Zwei-
personen-Nullsummenspiele [ Owen 197ﬂ ist die zu~
samnengesetzte Strategie (Xﬂ,xq> optimal und der Spielwert
von (31.16) ist der Vektor (43;3).

Auf diese Weise erhalten wir aufgrund des Max B ip-Frinzips
die LOsung des behandelten Zweiziele-Optimierungsproblems:
Die Max Emin«optimale zusammengesetzte Strategie (xg,xﬁ) ge~
wdhrleistet mindestens den Erwartungswert (4;%) (4 Einheiten
der Zielfunktion z'"/ und 3 Einheiten der Zielfunktion 2(2)),
In Vergleich mit der Ldsung von (31.10) bei nicht reduzier—
ten Strategienmengen X,Y bedeutet dies eine Verminderung

der Z(Z)
Im Zusammerhang mit dem analysierten Vielziele-Optimierungs~
modell wollen wir Jjetzt den Begriff des komponenten und gl o~
balen Informationswertes unter LPI-Bedingungen einfiihren.

~Einheiten um 1,

Die komponenten Entscheidungssituationen seien:

(31.1) s x3) vy D) e G rp @ ys g, L,

Die resultierende zusammengesetzte Entscheidungssituation
ist dann:

ES: [X;Y;TPT; (2] ]
mit X = X; XeouX X5 ¥ = ¥, Xeuux Y 3(2] = [(Z<1),...,Z(“>)]

und mit einer nach der Zusasmmensetzung entsprechenden re-—
sultierenden IPI.
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Nach der Reduktion der Btrategiemmengen X,Y erhalten wir
das reduzierte zusammengesetzte Spiel:

N JU— —
(31.18) ES': [X';Y";TPI';[Z7].

Sei Jjetzt A I<k) eine Informationsdnderung in der k-ten
komponenten Entscheidungssituation

(31.19) Es(E) ;1306 y () 1pr (O 1y () Jie {4, )

Aufgrund des Max Emianrinzips kann der Informationswers
von A I k bezliglich der ES<k) bestimmt werden:

(31.20) VES(k) (AI(k)) - Ve(xta) - Vq(x*W) .

Darin ist die rechte Seite der durch & I(k) verursachte
Zuwachs des Max Emin~Entscheidungswertes beziiglich der

komponenten Es(k‘>(x*2,x*1 sind die entsprechenden opti-
malen Strategien).

Den Informationswert V k)<A I(k)) definieren wir hier
als komponenten Informgéionswert. Er hat nur eine be-
schréatikte, lokale Bedeutung, denn er betrifft nur die
k-te komponente Entscheidungssituation.

Wie aus der Struktur des Gesamtmodells (31.18) folgt, be-
einfluBt die Informationsédnderung 2 I(k> auch das Ge-
samtmodell, also die resultierende zusammengesetzte Ent~
scheidungssituation. Man kann also den Begriff des glo-

balen Informationswertes V , (AI(k)) einfiihren:
ES*

(31.21) v, (1) L G302y _§ (e,
ES?



177

Darin sind die zussmmengesetzten optimalen Strategien
A . ( A ;
&2 {(pit Beriicksichtigung von & EKk>) und x*7 (ohne Be-

AA
ricksichtigung). V?,V1 gind die entsprechenden Wertiunk—

tionen fiir das Gesambtmodell, und die rechte Seite der Zu~
wachs der Entscheidungswerte.

Wir gelangen zu folgender Definition:

Def. 31.1:

Im Modell der Vielziele-Optimierung vergtehen wir unter

dem k-ten komponenten Informationswert einer Informa-

tionsanderung &I<k) den durch Al(k) verursachten Zu-

wachs des Max EminmEntscheidungswertes der ES(k) und unter

dem globalen Informationswert den entsprechenden Zuwachs

des Max Emin»Entscheidungswertes des Gesamtmodells.

Betrachten wir beispielsweise eine Informations@nderung
511 5p der 88T (31.7). Statt der Entscheidungsmatrix

[ Z ;] wird die Matrix [ Z g 1 bezliglich des Zuwachses

min-Entscheidungswertes fﬁr‘ES(q) bewertet. Auf
diese Weise wird der komponente Informationswert ermittelt.

des Max E

Die Anderung beeinfluBt aber auch die Entscheidungsmatrix
des Gesamtmodells (31.9) und der entsprechende. Zuwachs
des globalen Max EminnEntscheidungswertes bestimmt den
globalen Informationgwert.

Auch sensitivitidtsanalytische Untersuchungen konnen im
Bereich des Vielziele-Optimierungsmodells unter LPI-Be-
dingungen durchgefiibrt werden. Die Einfiihrung der Begriffe
der komponenten und globalen Sensitivitdt der entsprechen-
den Entscheidungswerte gegeniiber beliebigen Informations-—

dnderungen bietet keine Schwierigkeiten.
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Das behandelte Vielziele-~Optimierungsproblem unter LPI-
Bedingungen konnte in seiner unmittelbaren Form prakti-
sche Anwendungen finden. Fine kleine Unformung des Pro-
blems fihrt zum bekannten, in der Praxis wichtigen Pro-
blem der Zweiebenen-Planung. Es geniigt, die komponenten
Entscheidungssituationen ES i s 1= 1,000,v als Objekte
der lokalen Ebene und das Gesambmodell ﬁé'als Objekt
der zentralen Ebene zu betrachten (4bb. 31.1).

b ovy
éés ----- gzentrale Ebene
4 P v
ES(q) ES(2) . . . ES(V) .---- lokale Ebene

| | ]

Abb. (31.1)

Die Inputs und Outputs kdnnen hier als Informationsfliisse
von den korponenten Objekten zum globalen Objekt und um-
gekehrt interpretiert werden. Alle Informationsédnderungen
konnen gem8B den Begriffen des komponenten und globalen
Informationswertes bewertet werden.

Auch das fir die Gkonomische Planung pringzipielle Problem
der lokalen und zentralen Verwaltung kann anhand dieses

Modells erodrtert werden.

Auf Einzslheiten kann Jjedoch hier nicht eingegangen werden.




6.  Kapitel

Einstufige Entscheidungen

§ 32. Das Grundmodell der einstufigen Entscheidung unter
IPI-Bedingungen

1. FEinfihrung

In diesem Kapitel sollen besondere Fiélle einstufiger Ent-
scheidungen unter IPI-Bedingungen behandelt werden. Als L&
sungsprinzip wird das im 5. Kapitel eingefiihrte Max Einm
Prinzip angewendet. Daneben wird auch die Anwendungsmdg-
lichkeit anderer Ldsungsprinzipien (Hurwicz-, Hodges-
Lehmann-Prinzip) erdrtert.

Das Grundmodell wird in § 36 erweitert, indem IPI-Bedin-
gungen auch fiir die variable Entscheidungsmatrix einge-

fiibrt werden. In § 37 werden LPI-Entscheidungen aus spiel-
theoretischer Sicht erdrtert und in § 38 Grade der stochasti-
schen Unbestimmtheit beziiglich der Realisation des Entschei-
dungswertes analysiert.

Als Grundmodell der einstufigen Entscheidung unter IPI-
Bedingungen wird (26.2) angenommen:

(32.1) [{ait;{a;j}; IPI(p); [uij'!'l; 1= Tyeeey, D3 J = Tyeue,le
Die Bezeichnungen sind aus § 26 bekannt.
Wir wollen nun besondere Fille fiir LPI(p), also fiir die

lineare partielle Information {iber die Verteilung
P = (pq,...,pm) der Zusténde {533 betrachten.
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2. Ordnung der Zustinde nach der Hiufigkeit ihres Auftretens

Gegeben sei die Entscheidungssituation (22.1) mit folgen-
der LPI

(32.2) I1PI(p): pqsygﬁ...épm.

Es ist also eine schwache Ordnung fir die Wahrschein-
lichkeiten p. bekannt. Dieser Fall liegt in praktischen
Problemen oft vor. Aufgrund des Max Emin-Prinzips ist die
Losung von (32.1) unter der Bedingung (32.2) zu finden.

Ein besonderer Fall dieser Art fiirm = 3 wurde schon im
§ 19.2 betrachtet; die entsprechende Extremalpunkte-Matrix
war dort:

bﬂ L
E 0 0
M(LPI) = %‘ % 0 .
1 1
z 3 1

Wir wollen folgenden Satz beweisen:

Satz 32.1:

Die Losung von (32.1) bei bekannter schwacher Ordnung (32.2)
fiir die Wahrscheinlichkeiten pj fiihrt zur Anwendung des

Maximin-Prinzips im Spiel mit der Entscheidungsmatrix

a0V = [ug 51Tt 738 = 1yeensmid = 1heee,mik = 1,..0,m

bei t., = O fiir j<k und t. ]

“ I I
Jk kT m ks

Beweis:

Aufgrund von Satz 27.71 genigt es zu beweisen, daB fiir die

der LPI (32.2) entsprechende Extremalpunkte-Matrix gilt:
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1

e e e I
MUIPL) = [t 1 mit 65 = O fiir j<k und Sik T TR

flir j=k.

Dabei wird Satz 18.1 angewendet. Entsprechend der IPI

nufl man bei der Bestimmung der Extremalpunkte nur sol-

che Losungen des Ungleichungssystems
pqﬁp2$pggp51'°'spmmqspm

(5295) p,iZO,.,.,,meO

m
z p.'~=1
(Ma

beriicksichtigen, die m Gleichungen aus (32.3) erfiillen
(eine von ihnen muB offensichtlich Ip. = 1 sein). Es ist
nicht schwer festzustellen, daB nur die m folgenden Glei~
chungen in Betracht kommen:

1) P/; = p2 = see = pm, PJ = 1.

(32'4> 2) p/] = O; P2 F eoe = pm;Epa = 1,
5) P/I = p2 = O; pa F ese = pm;ng = 1,
m) p/] = L ee = pm_q = O;xpa = 1,

Die entsprechenden Extremalpunkte P(Y) Y =1,.0.,m) sind
also:

1) _ 4 1 (2) _ 1 1
p = (E,.,.,ﬁ), 0 = (Oaﬁ:ﬁﬁ-GO,E:T)a

o (3) y 1)y,

(O;o:m"c-',m

und die Extremalpunkte-Matrix

= (0,404,0,1),
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Y
L]

1 0 0 ... O
m

1 1

E ﬁ:‘,‘" O RN O
1 1 1

(32.5) M{IPI) = T o= =5 eos O

1A 1 :
Lm m=" =2 eee J

Das asber ist &quivalent mit

M(LPI) = [ty

bei ty = O fir j<k und ty = —1 - rir j=k,
WeZoDoWs
Beispiel:
- Py [P |P3 [Pa
By %o |85 | Py
(32.6) a, |5 | ® | 8] 6| LPI(P):p,;<p,=P5<Py-
s 7 91 5
az |4 61 8] 7

(32.6) ist eine einstufige Entscheidungssituation unter LPI-
Bedingungen. Die LPI ist bier in der Form einer schwachen
Ordnung fiir die Wahrscheinlichkeiten p. gegeben. Gem&B Satz
32.1 filhrt die Ldsung von (32.6) zur Lisung eines Zweiperso-
nen-Nullsummenspiels mit folgender Entscheidungsmatrix:

Y : ;
A(ai’p( )) = [uijw'[tjkj’ mit der Extre@al~Matrlx

[0 =

S O O O

B Mo Mo Mo
Vi oo O

Nl © O

T
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Wir erhalten: [uij}o{t. 1=

Jk
ﬂ/' -
7 0 0 O
5 4 8 6 % .% 0 0
(2.7) =17 3 9 5015 3, = .
: 0]
= =5 1

Die Entscheidungsmatrix hat einen Sattelpunkt 6% . Das
Spiel ist also im Bereich der reinen Strategien strikt
determiniert und das Meximin~Prinzip fihrt zur folgenden

Losung von (32.6): Die optimale Strategie ist oz und der
Wert des Spiels ist 6 % . Die optimale Strategie ag gewdhr-
leistet mindestens den Erwartungswert V(q3) = 6 % .

Es ist zu beachten, daB die Losung von (32.6) bei voll-
sténdiger Ignoranz iiber die Wahrscheinlichkeiten p. auf-
grund des Maximin-Prinzips im Bereich der gemischten Strag-

tegien (optimale Strategi= (0, %3 %) ) zum Erwartungs-
wert ¥ = 5 fithrt.

Damit kdnnen wir den Informationswert des Ubergengs aus
vollstandiger Ignoranz (I(q)) iUber die Wahrscheinlichkei-
ten py zur LPI(p):p1£p25@55p4; also zu einer schwachen
Ordnung fiir diese Wahrscheinlichkeiten bestimmen. Gem#B
unseren Ausfithrungen in § 28 ist dieser Informationswert:

(1)-—) T 1 1
P =V —Vz Lol = L2
V(1 IPI(?)) = V(ay) 64 -5=14%
Man kénnte auch den Informationswert netto, unter Beriick—
¢

sichtigung der Kosten des behandelten Ubergangs I“1>*LPI(D}
bestimmen. Beispielsweise kdnnte die gegebene IFPI aufgrund
einer entsprechenden Befragung gewonnen sein.
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Noch eine einfache sensitivitétsanalytische Betrachtung

des Beispiels (32.6): Es gibt die Miglichkeit, eines der
Elemente der letzten Spalte um 3 zu vergrofern. Welches Ele—
ment besilzt den gréBten EinfluB auf den Entscheldungswert?
Das oben angewandte Verfahren zeigt, daB dies das Element 7
ist. Seiner Anderung folgt ein Zuwachs des Entscheidungs-
wertes von 6% auf 7. In den Ubrigen F&llen ist der Zu-

wachs kleiner.

Im allgemeinen ist die Anwendung von Satz 32.1 bei bekann—
ter schwacher Ordnung der Wabhrscheinlichkeiten p. mit einer
Spalten~Permutation verbunden, die zur LPI: pqspgﬁ..uﬁpm

fihrt.

So findet man z. B., wenn die Situation

o P1 Po Pz

(32.8) o, 8 b o mit IPI(p):p,Sp,=p,

vorliegt, die mit ihr dquivalente Situation

-{; Pr] pg

53
Bs 55 51
a,] b C a

(32.9) e £ 4  mit m:t(?):ﬁ,is'ﬁg.{ﬁa

¥z h i g

Satz 32.1 bestimmt die Entscheidungsmatrix:



185

e b P_’i

b < & -g O (0]
Aay, o (¥)y o e £ 4 |. % % 0 .

hoig % % 1

In praktischen Modellen liegt oft nur eine partielle In-
formagtion iiber die Ordnung der Wahrscheinlichkeiten pj

vor. Beispielsweise fiir die Verteilung ¢ = (pq,...,pi_q,pi;
pi+q,aoe,pm) ist nur die partielle Ordnung

pqﬂ,u.spi_g und pi+23...5pm bekannt, die "Lage"” der Wahr—
scheinlichkeiten Pi_q3P59P5 .1 hingegen ist unbekannt. Auch
in diesen Fillen gibt es SHtze, die das allgemeine algorith-
mische Verfahren des Satzes 18.1 erleichtern. Auf Einzel=-

heiten wollen wir jedoch hier nicht eingehen [Kofler 19747.

3, Intervallangaben fir die Wahrscheinlichkeiten der

Zustdnde

Sehr wichtig in den Anwendungen ist der Fall von Intervall-
angaben fiir die Wahrscheinlichkeiten der Zustinde. Sei die
Entscheidungssituation

(32.10)  [fa; §5(p, 85 TPT(P)50u; ;0751 1,enesnid = 1,0

mit der LPI(P): uj = F = vj; J =1y ecooy Ms

Wir nennen die Intervalle I = [Mj, vj] Intervallangaben
fir die Zustandswabhrscheinlichkeiten. Es sei vorausgesetzt,
daB die Intervallangaben widerspruchsfrei sind gem#B fol-

gender Definition:

Def. %32.1:

Intervallangaben werden als widerspruchsfrei bezeichnet,

wenn sie im m—dimensionalen Raum, unter Beriicksichtigung

der Bedingung ij=1, einen nicht leeren Quader bestimmen.
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So sind z. B. die Intervallangaben O,EqusO,E;O,ASpESO,E;
O,BﬁpBSO,4 widerspruchsfrei, die Intervallangaben
O,Bﬁpﬁﬁo,5;0,4ﬁp2£0,B;O,BSPBSO,G dagegen nicht.

Die im & 19.3 angegebenen Intervallangaben sind wider—
spruchsfrei.

Wir wollen nun aufgrund des Max Emin—Prinzips die Ldsung
von (%32.10) bestimmen.

Nach Satz 27.1 geniigt es die entsprechende Extremalpunkte-
Matrix zu finden. Dazu verhilft wieder Satz 18.1.

Ahnlich wie im Fall der bekannten Ordnung fiir die Zustands-
wahrscheinlichkeiten existiert auch im Fall der Intervallan-
gaben ein gegeniiber der allgemeinen Methode aus Satz 18.1
einfacheres Verfahren.

In folgenden nennen wir uj, \3 die Schrankenwerte der Jj-ten

Intervallangabe [uj’\ﬁl; J = Tyeeells
Es 148t sich folgender Satz beweisen:

Satz 32.2:

Fin Wahrscheinlichkeitspunkt ¢ = (Pﬂ""’pm> ist dann und
nur dann in (32.10) ein Extremslpunkt, wenn m-—1 Kompo=
nenten dieses Punktes entsprechende Schrankenwerte anneh-

men und die letzte Kompornente die entsprechende Intervall-

angabe erfillt.

Ee wird also folgendes Verfahren zur Ermittlung der Extre-
malpunkte angewendet:

Es werden beliebige m—1 Komponenten ausgewahlt((qu) = I
Méglichkeiten). Jede dieser Komponenten muB einen der bei-
den Schrankenwerte annehmen (Em"/' Moglichkeiten). Der Punkt
ist dann und nur dann ein Extremalpunkt, wenn die aufgrund
der Gleichung Ep'j = 1 ernittelte m-te Komponente die ent-
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sprechende Intervallbedingung erfiillt. Im Vergleich mit der
allgemeinen algorithmischen Methode des Sabtzes 18.71 ist der

"]

Arbeitsaufwand kleiner, es geniigt, m-2 Versuche durchzu-

fihren.

Beweis:

Gem&B Satz 18.1 ist eine Ldsung des der IPI in (32.10) ent-
sprechenden Ungleichungssystems

m

(32.11) pjﬁpjﬁﬂﬁ; p.20;E

3 5=1 Pa':/!;; J = Tsees,mt

dann und nur dann ein Extremalpunkt, wenn m der 2m+1 Be-
dingungen des Systems als Gleichungen erfiillt sind. Da

die Gleichung Epj = 1 immer gilt, genligt es, m-1 Gleichun~
gen in Betracht zu ziehen.

Wir unterscheiden zwei Fidlle:

a) Alle Komponenten sind von Null verschieden. Dann kommen
die Gleichungen aus pJZO nicht in Frage und es bleibt
nur das im Satz angegebene Verfahren.

b) Es gibt ® Nullkomponenten, also m Bedingungen aus
pj = 0. Dann geniigt, noch m - 1 - m Gleichungen aus
“jspjﬁ\ﬁ zu ?istimmen. Der Sachverhalt andert sich nicht,
wenn wir die m Nullvektoren statt aus pJZO auch aus den
Bedingungen ujﬁpjﬂvj wdhlen. Es werden also die m Null-
komponenten aus den entsprechenden Intervallangaben
ermittelt und die {ibrigen m -~ 41 -~ W Komponenten sus den
iibrigen Intervallangaben. Auf diese Weise gelangen wir
aber wieder zum Satzverfahren. Satz (32.2) ist damit be-
wiesen und das Problem (32.10) geldst. Es geniigt, nach
Satz 32.1 das Zweipersonen-Nullsummenspiel mit der Spiel-
matrix

(32.12)  A(ay,0Y)) = Tug 1. m(zPT)

zu l6sen. Fir M(ILPI) wird in (32.12) die ermittelte Ex~—
tremalpunkte~-Matrix eingesetzt.
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Zu beachten ist folgende Tatsache:

Der vollsténdigen Ignoranz iiber die Zustandswahrscheine
lichkeiten entsprechen offensichtlich die Intervallsangaben
(vollsténdiges Simplex):

injﬁﬂ;j = 1,000,
Das gem&R Batz 32.2 realisierte Verfahren fiihrt zu den
Extremalpunkten (1,...,0), (0,1000,0)3000,(0y00e,1),
also zu den Eckpunkten des (m~1)-dimensionalen Simplex.
Bei entsprechender Reihenfolge der Spalten ergibt sich als
Extremalpunkte-~-Matrix die Einheitsmatrix

Die Entscheidungsmatrix ist
Y o M
A(ai,P( )> = iuij] I = [uij]’

und das Max Emin—Prinzip geht in das Maximin~-Prinzip iiber.

Man konnte also den Fall der vollstandigen Ignoranz als be-
sonderen Fgll einer LPI mit Intervallangaben OSij1 betrach-

ten.

Beispiele:
1) LPI: OSp,lSO,E; O,8£p2$0,9,

on 0,2 0,1
2.2 = 4 Versuche ergeben: M(IPI) = .
0,8 0,9

-~
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O:‘Spﬁﬁ{ji’é
2) IPI: €l>,55p250?6 N
Oﬁ?ﬂpaﬁo,E

3 0 0 0,1 0,1
5.2 = 12 Versuche ergeben: M(IPI) =| 0,5 0,6 0,5 0,6
0,5 0,4 0,4 0,3
3) LPI: 0,25p,20,4; J = 1,2,3,4.
4-24"1 = 32 Versuche ergeben leicht:
0,4 0,2 0,2 0,2
0,2 0,2 0,2 0,4
MIPL) = | 5.2 0,4 0,2 0,2 | -
0,2 0,2 0,4 0,2 _
4) Jetzt eine Entscheidungssituation mit Intervallangaben
fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten:
S|P P2 P | By
51 ﬁg ﬂa 54
(32.13) LPI:O,2SijO,4;j = 1,2,%,4,
oq 0 2 1
0’2 0] 2
oz 1 2 |0 |2

Im Beispiel 3) wurde die M({IPI) bestimmt.

Aufgrund des Max Emin—Prinzips erhalten wir
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0,4 0,2 0,2 0,2
o | _ 0217 0,2 0,2 0,2 0,4 |
Aoy ,0097) = [u, ]M(IPI) = |20 211 -10,20,60,20,2 | =
12021 10,20,20,40,2

0,81 1 1,2
1,4 1,4 1,2 1 .
1,2 1 1,4 1,4

(32.14)

Diese Entscheidungsmatrix besitzt keinen Sattelpunkt, die
optimale Surategie im Zweipersonen-Nullsummenspiel muB
also im Bereich der gemischten Strategien gesucht werden.
Die Strategie o dominiert durch aﬁ’ fallt weg. Dann
wird festgestellt, daB die Strategien 51 und 55 darch

?2 bzw. ﬁ4 dominiert werden. Es bleibt also, das reduzier-

1,4 1
1 1,4

zu 1ldsen. Wir erhalten fiir deh Entscheidungstriger die
optimale Strategie o* = (O,%}%). Sie gewdhrleistet mindestens
die Nutzenerwartung

te Spiel

Vi(e*) =g« L4 +5.1=1,2.

Zur Losung von (32.13) bei vollsténdiger Ignoranz iber die
Zustandswahrscheinlichkeiten muB das Maximin~Prinzip im

Spiel
0211
(32.15) 2021
1202

angewendet werden.

Auch hier gibt es keinen Sattelpunkt. Im Bereich der ge-
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miegchten Strategien f81lt die Strategieﬁu, die durch die ge-

mischte Strategie (%-ﬁq,% 52) dominiert ist, weg. Es ist

nicht schwer festzustellen, daB im reduzierten Spiel

021
202
120

die optimale Strategie des Entscheldungstrigers .
A (%,%,%} und der Spielwert V{(g*) = % ~ 1,14 sind.

Hier wird also mindestens die Nutzenerwartung 1,14 gem
wahrleistet. Das bedeutet, daB der Informationswert des Uber-
gangs von vollsténdiger Ignoranz (1(1)) Uber die Zustands-
wahrscheinlichkeiten zur IPI mit den Intervallangaben in
(32.13) (1@)) gleich

Der Informationsédnderung 1(1)41(2) entspricht auch in
(22.13) der Ubergang von der Strategie o* = (%3%,%) zur
Strategie o* = (O,%3%).

Am Beispiel (32.1%) 1Bt sich Satz 30.1 fiir den Fall einer
Intervallschachtelung illustrieren. Sei p* = (pﬁ,...,pﬁ)
ein beliebiger Wahrscheinlichkeitspunkt, der dem durch

die LPI erzeugten konvexen Polyeder P(IPI) angehdrt:

(32.16) o € P(LPI).

Da Jjedes p* als Konvergenzpunkt einer entsprechenden In-
tervallschachtelung betrachtet werden kann, folgt auf-
grund von Satz 30.1, daB die fiir e* Bernoulli-optimale
Strategie aB(P*) zum Bernoulli-optimalen Entscheidungs-
wert VB(D*) fibrt, der nicht kleiner als der urspriingliche
LPT-Entscheidungswert ist.

In unserem Beisgpiel (32.13) wihlen wir beispielsweise
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p* = (0?530,5;09230,23 € p (LPI).

Eine einfache Rechnung ergibt, daB der entsprechende
Bernoulli-optimale Entscheidungswert VB(@*) = 1,3 ist,
also 1,%1,2 gilt. Auf #hnliche Welse kann man auch ver-
schiedene gemischte Fdlle, wie z. B. den einer ILPI, bei
der eine partielle Ordnung und gleichzeitig auch partielle
Intervallangaben vorliegen, behandeln. Man kann wieder
Satze, die gewisse algorithmische Erieichterungen ermdge
lichen, ableiten.

§ 3%, IPT mit nicht abgeschlossenen konvexen Polyedern.

Das Max hinf*Pr1n21p,

Bisher betrachteten wir, gem&B den Definitionen 18.2,

18.% und 18.4 eine IPI sls ein konvexes Polyeder, das
eine echte Teilmenge des entsprechenden Verteilungssimplex
ist. Wie iblich, verstanden wir dabei unter einem konvexen
Polyeder ein abgeschlossenes Gebiet.

Wir wollen nun den Begriff der IPI erweitern, indem auch
nicht abgeschlossene konvexe Polyeder zugelassen werden.
Diese Erweiterung ist nicht nur theoretisch, sondern auch
fiir praktische Anwendungen wichtig.

Beispiele:
1) LPI: Py <PoS..-<p, (strikte Ordnungsrelation)
2) ILPI: Mj<pj<vj;j = 1ye0.,0 (Offene Intervalle fiir die

Zustandswahrscheinlichkeiten)

. < . .
3) LPI: pqspg .o oSD; “k+1<pk+1< Bppqr e e <P<Y g

(gemischter Fall - teilweise schwache
Ordnung, teilweise offene Intervalle).

Die allgemeine Definition einer IPI mit einem nicht abge~
schlossenen konvexen Polyeder (iff} 18Bt sich durch Modi-
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fizierung der Definition 18.3 angeben:

Def.

3.7

N

Eine LPI mit einem nicht abgeschlossenen konvexen Polyeder
(IP1) liegt vor, wenn in den entsprechenden Ungleichungs—

systemen

DGZd;D:nXIn;D==(qu-o~apm);p=m X 15 d:n X1

(33.1) i p;20
m

L p.
g=19d

it

/I

mindestens eine der n+m+1 Relationen eine strikte Un-—

gleichung ist.

Die wesentliche Frage ist, wie man die LSsung einer Ent-
scheidungssituation unter EﬁinBedingungen,d.h. bei einem
nicht abgeschlossenen Polyeder bestimmt.,

Sei die Entscheidungssituation
(33.2) [{Qi}§{aj}§iFf(p);[uij]];i = TyeeeyBid = 1,00.,m.

gegeben.

Es ist offensichtlich, daB das Max Emin
allgemeinen nicht angewendet werden kann, da ja das entspre-
chende Minimum nicht existieren muB. Statt dessen ist das

Max Einf-Pr1n21p einzufiihren.

=Pripnzip hier im

Weniger prédzise ausgedriickt kSnnte man sagen, daB in Ent-
scheidungen unter in;Bedingungen die Natur nicht so streng
gegeniiber dem Entscheidungstriger vorgehen kann; sie kann
im allgemeinen nicht minimieren, sondern nur "infimieren".
Es gilt offensichtlich folgender Satz:
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Satz 33.1:

. . 0 * - Rvicint
Die Losung der Entscheidungssituation unter ILPI-Bedingungen
(3%2.2) gemiB dem Max Einmerinzip ist der Losung des un=-
endlichen Spiels gegen die Natur:

(53-3) {idi}3{p‘p€~ m.}QA(di’p)-};i = 1ys0ey0s

aufgrund des Maxiinf-Prinzips &quivalent.

Darin 1stfa } die endliche Strategienmenge des Entschei-
dungstragers, {oipé i?i}dle unendliche Strategienmenge

der Natur (Menge aller in der ﬁ?i enthaltenen Wahrschein-
lichkeitspunkte) und A(qi,P) die Entscheidungsmatrix, deren
Elemente als entsprechende Erwartungswerte bestimmt werden:

m —
A(ﬂiyp) = §=1 ui{jpj; p = (lev-~°pm)€ IFI.
In allgemeinen muB die Losung von (33.3) im Bereich der
gemischten Strategien gesucht werden.

Da aber wegen der Stetigkeit des Erwartungswertes beszliglich
des variablen Wahrscheinlichkeitspunktes die entsprechen=~
den Infima in den Extremalpunkten erreicht werden, geniigt
es, inm Léﬁungsverfahren von der nicht abgeschlossenen fﬁi
zur abgeschlossenen LPI iiberzugehen und das Max E

mln
Prinzip anzuwenden. Auf diese Weise kommen wir zu

Satz %%.2:

Die ILosung von (33%.2) unter E?i—Bedingungen ist dquivalent
mit der aufgrund des Max E iHAPrinzips bestimmten LOsung

unter den entsprechenden LPI-Bedingungen.

Die Entscheidungswerte sind demnach fiir abgeschlossene
und offene LPI gleich. Dennoch besteht ein wesentlicher
Unterschied zwischen diesen beiden Fallen. Als den fiir den
Entscheidungstrager glnstigeren Fall muB man im allgemeinen
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den Fall mit einer nicht abgeschlossenen LPI(i?&) betrach-
ten. Das folgt aus der Tatsache, daB bei einer LPT die
minimierenden Strategien der Natur nur € —optimsl sein konnen.
Wenn z. B. fiir eine Strategievﬁi der Extremalpunkt ¢* der
"infimierende" ist und p* der LPI nicht angehdrt, kann die
Natur, gem#B der Bedeutung des Infimum, nur mit einem

inf A(gi,p) + € = A(Qi,p*) + ¢ drohen.

¢e IPT

Also existieren bei demselben Entscheidungswert bessere
Realisationsméglichkeiten, Da aber e beliebig klein ist,
kann der Entscheidungswert das entsprechende

inj;,A(Qi,P) = A(@i,p*) nicht libertreffen. Gesichert ist

PELPT
also nur der entsprechende Maxinf-Wert.

Beispiele:
P pq p2
51 ﬁg _
(33.4) IPI: P o
2 5
Q/l .
a2 5 3

ist eine Entscheidungssituation unter'fﬁi—Bedingungen
(p]<p2). Die Losung finden wir, indem wir von der offenen
LPTI: p,l<p2 zur abgeschlossenen LPI: pqﬁp2 iilbergehen und

dann das Max Eﬁin-Prinzip anwenden.

Wir ldsen also die ES:

(33.5) mit LPI: P,5D5-

qz 5 5
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1
Die Extremalmatrix ist M(ILPI) = %’ \
4 §m
die Entscheldungsmabrix
- 1 “

2 5 0 = 5 3=
(35.6) ala;,0Y)) - . 2. 2 1.

3 3 1 = 5 3

Hier ist 3% ein Sattelpunkt. Nach Satz 3%33.2 ist fir die
Entscheidungssituation (3%.4) o, die optimale Strategie.
Sie gewdhrleistet dem Entscheidungstriger mindestens die
Nutzenerwartung 3%.

Die Losung fﬁr<i§i:p1<p2 und fﬁi:pqﬁpe sind &dquivalent.
Doch, wie oben bemerkt, muB als glinstiger fiir den Ent-
scheidungstréger die Situation mit der nicht abgeschlos-
senen<i§i:p4<p2 betrachtet werden. Das folgt daraus, daB
der Entscheidungswert

: 1 1 _ 21
v = f 2 o= 2 L) ° =
(aq) :SEV:L( pq + 5 py,) 5+5 %5 =35

als Infimum nicht erreicht wird (die Verteilung ¢ = (%,%)
ist nicht erreichbar). Die Natur kann nur mit e¢ —optimalen
Strategien drohen. So wird z. B. fir ¢ = (0,49;0,51) 4,53,
fiir ¢ = (0,499;0,501) 3,503 erreicht, also immer mehrals im
Fall LPI: pqﬂpZ, nit o = (%3%) und dem Gewinn 3,5.

Allerdings ist nur diese Nutzenerwarbung gesichert, jedes
3,5 +¢ mi% ¢ > O kann seitens der Natur verhindert werden.
Die ES (3%.4) bei vollstindiger Ignoranz iiber die Zustands—
wahrscheinlichkeiten gewHZhrleistet mit der optimalen Stra-
tegie oy den Entscheidungswert V(aé) = 5. Der Informations-
wert des Ubergangs von der vollsténdigen Ignoranz zu

TFT: p,<p, ist 3,5 - 3 = 0,5. Es folgt gleichzeitig der
Ubergang von der urspriinglich optimalen Strategie *5 zur
neuen optimalen Strategie %Y.
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Aus Satz 3%.2 folgt, daB alle Betrachtungen iiber den In-
formationswert, iiber IPI-Ketten und iber sensitivitatg-

analytische Untersuchungen fiir IPI mit offenen konvexen

Polyedern ganz analog durchgefilhrt werden kdnnen.

§ 34. Das Hurwicz— und Hodges~Lehmann-Prinzip unter
LPI~Bedingungen1>

1. Das Hurwicz~Kriterium

Bekanntlich verlangt das Hurwicz~LOsungsprinzip die Ein-
fihrung eines Optimismusparameters *» auf die Weise, daB
in der Entscheidungssituation

(34.1) [{aii;{aa.i; [9;5735 £ = 1,eeesm; § = 1,.00,m.

Jeder Strategie oy der Wert

(34.2) V(o) = X mgx u.. + (1-2) min u,.; OSA = const =1
i 3 id 3 ij

zugeordnet wird. Als optimal wird eine Strategie o * be~

trachtet, die den Wert V(Gi) maximiert:

V(W*) = m{ax V(gl).
1

Die Extremwerte des Optimismusparameters, M = 0,bzw. » = 1,
fibren zu den Maximin- bzw. Maximax-Losungsprinzipien.

Das Hurwicz-Prinzip wird oft kritisiert, unter anderem wird
ibm die Unbestimmtheit und die Verdnderlichkeit des A im
Rabmen der Strategienmenge fiir eine gegebene ES vorgeworfen.

Wir wollen hier das Hurwicz-Kriterium auf die Entscheidung
unter LPI-Bedingungen

1) Das Adaptionskriterium (816.2) unter LPI-Bedingungen
wird in einem demnichst in den Statistischen Heften
erscheinenden Aufsatz behandelt.
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(4.3) [laghsle S mnee) sty 135 = 1, 00m35 = 1,enym

anwenden. Wie iiblich gehen wir zuerst zur neuen Zustandsmenge
{o]re LPI(?)} {iber und erhalten damit auch eine neue Ent-—
scheidungsmatrix, deren Elemente die entsprechenden Nutzen—
erwartungen sind. Wir erhalten das unendliche Spiel

(z4.4)  [aydsiedsace,,0) 351 = 1,000,m50 € IPI(0)

mit A(“iq‘:’) = lp,];1 = /l,....,n;P = (p/iv""’Pm)e LPI(Q).

g=1

Die Anwendung des Hurwicz-Prinzips in (34.4) flihrt gemdB
(34.2) zum SchluB, daB es geniigt, statt (34.4) ein endli-
ches Unterspiel zu betrachten, indem die Zustandsmenge suf
die entsprechende Extremalpunkte-Menge {Q(Y)} beschrankt
wird.

Wir gelangen also wie im allgemeinen ILPI-Fall zur Ent-

scheidungsmatrix

(34.5)  Aday,eY)) = [u;,] - m@ED,

in der jetzt aber nicht das Maximin-, sondern das Hurwicz—
Prinzip angewendet werden soll.

Wir kdnnen folgenden Satz formulieren:
Satz 34.1:

Die Losung der Entscheidungssituation unter IPI-Bedingungen
(34.3) aufgrund des A-Hurwicz-Prinzips filhrt zur Anwendung
des A-Hurwicz-Prinzips in der Entscheidungsmatrix

lug 1 - MIPD).

Es ist zu bemerken, daB die HurwiczeLdsung im Bereich der
reinen wie auch der gemischten Strategien liegen kann. Wir
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erhalten dann fir vorgegebenes * einen eindeutigen Hurwicz-
Entscheidungswert oder mindestens eine Hurwicz~optimale
Strategie.

Es ist offensichtlich, daB die Bestimmung des Hurwicz—-Ent-
scheidungswertes und der Hurwicz-optimalen Strategien in ILPI-
Entscheidungen aufgrund von Satz 34.7 Moglichkeiten fiir senm
sitivit&tsanalytische Untersuchungen, fiir die Bestirmung

des Informationswertes und fiir IPI-Ketten im Bereich des
Hurwicz~Prinzips erdffnet.

Beispiele:
PP P2
61 52
(34,8) y . IPI(p): pqﬁpg.
o
/]
a2 0

Die Ldsung von (34.6) fithrt bei vollstédndiger Ignoranz iiber
die Zustandswahrscheinlichkeiten nach dem Maximin-Prinzip
zur optimalen Strategie &, und zum Entscheidungswert 1.

Der Ubergang zur LPI(p) : P,=p, fiilhrt zur Entscheidungs-
matrix

. - g -
0 4 0 2

A(ai,p(Y>) = D’lla_l ° ? = 6 ? = °
-l 4 0 5 1 3

Aufgrund des Max Em

male Strategie as und als Entscheidungswert 3 in dem Sinne,
daB die Strategie ap mindestens die Nutzenerwartung 3 gem-

in—Prinzips erhalten wir jetzt als opti-

wdhrleistet. Der Informationswert des Ubergangs von voll-
stédndiger Ignoranz iiber ¢ zur LPI(P):p1$p2 betridgt also
5=-1=2.
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Nun wollen wir (34.6) nach dem Hurwicz-Prinzip mit dem
Optimismusparameter A = %~lésena Ohne die LPI{Q}:pqS@Z

in Betracht zu ziehen, erhslten wir <VH bedeubet hier den
Hurwicz~Wert):

Va(ay) = 301 + 3) = 2, Vulay) = 50 + 6) = 3

Also ist bei vollstandiger Ignoranz iiber die Zustandswahre
scheinlichkeiten as die Hurwicz-optimale Strategie und 3
der Hurwicz-Entscheidungswert.

Beim Ubergang zur LPI(p):p1S92 muB gem&B Satz (34.1) das
Hurwicz-Prinzip in der Entscheidungsmatrix

[uij]- M(IPI) ={ ? 2] angewendet werden.

Wir erhalten fiir » =

[ASI AN
.

T(ay) = (2 + 3) = 2%, Vy(ay) = 2(3 + 6) = 4%. Unter den

gegebenen LPI-Bedingungen ist die Hurwicz-optimale Strate~
gie ape Sie gewahrleistet die Hurwicz-Nutzenerwartung von

4.

Man kann auch hier den Hurwicz-~-Informationswert bestimmen.

Die Information LPI(a):p1$p2 hat den Hurwicz-Wert
4
RS

2. Das Hodges-Lehmann-Kriterium

Nun zum Hodges-Lehmann-Prinzip. Man konnte dieses Prinzip
als "Mischung" von Bernoulli- und Maximin-Prinzip betrach-
ten. Bekanntlich wird ein sogenannter Vertrauensparameter
b eingefithrt (0<b=1) und Jjeder Strategie @y der Hodges-
Lehmann-Wert (VHL):
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m
(%24.,7) YHL{@i) = b gﬁﬂ g Py + {1 - Bb) mgm uy 5

in der Entscheidungssitusation
(34.8) [{wi’gsfﬁjhﬁ = (pq“n,pm);iuij]];i = 15000,0;
= 1yeee,m

zugeordnet. Auf diese Weise wird offensichtlich eine Prife-
renzordnung auf dem Entscheidungsraum induziert.
Die optimale Strategie ¢* findet man aus

(34'9> VHL(Q*) = mgx VHL(Wi)c

Fir b =‘O, b = 1 erhdlt man das Maximin- bzw. das Bernoulli-
Losungsprinzip.

Wir wollen fiir die Entscheidungssituation unter IPI-Bedin—
gungen

(34.10) [{a;} ;{sjl;LPI(p);[uiJ]];i = 1,000,053 § = 1,0..,m.

ein Losungsprinzip formulieren, das als eine Erweiterung des
Hodges~Lehmann-Prinzips fiir den LPI-Fall betrachtet werden
kann. Folgende Formulierung erscheint plausibel:

Das Hodges~-Lehmann-Prinzip fiir den IPI-Fall:

Bel gegebenem Vertrauensparameter b(0=b=1) wird in der
LPI-Entscheidungssituation jeder Strategie o5 der Wert

IPI . .
4.1 V .) =bm E(e. ,P 1~ Db ..
(34.11) HI, (al) pén . (ag,0) + ( ) mgn U

zugeordnet.
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Darin ist E(gi,ﬁ) die Nutzenerwartung fiir die Strategie
a; bel der Zustandsverteilung ¢ = (P19“°“%Pm}3
, m
Ela.,P) = & qu, P
i g=q1 1979-

Nach der LPI-Theorie geniigt es, in (34.11) im Bereich der
Extremalverteilungen {P(r zu minimieren:

min E(eg.,P) = min E(e. ,P).
p€LPT 1 pefp (T L

Es ist offensichtlich, daB (34.11) eine Priaferenzordnung
auf dem Entscheidungsraum induziert.

(34.11) fibrt fiir b = 0, b = 1 zum Maximin- bzw. zum
Max Emin~L6sungsprinzip.

Beispiele:
P |Pq Pp Py
B, By By
(34.12)
o, 4 0 1
@y 2 2 0
oz 0 3 2
1) SBei b = %-und die Verteilung P = (%, %, %).

Aufgrund des HL-Prinzips erhalten wir:

(1+5+0) = 23V (ap)= 3(F + 5+ 0) = %

i}

Vi, (eq)

&=+ 1+ 0)

IV PR V) JEN

Fho

L}

Vg () Z.

Die optimale Strategie oz fihrt also zum HL-Entscheidungs-
. 7
wert VHL(Q5) = &
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2) Sei nur eine LPI(O):p,lSpeSp5 bekannt, Aufgrund degs
Max EminmPriﬁzips erhalten wir die Entscheidungsmatrix

N 2 2
40 1 3 0 0 5 3 1
()y _ 1 1 - &
A( (eory s P Y=12 2 0 l. 3 ? O f= g ; 0
1
_O 3 2.‘ % 3 1 5 5 2

mit einem Sattelpunkt %-. Die optimale Strategie oz ge~
wahrleistet mindestens die Nutzenerwartung V(a3> = % .

3) Nun wollen wir die letzte LPI—Entscheldung351tuatlon
bei b = §-aufgrund des erweiterten Hodges-Lehmann~-Prinzips

16sen. Wir erhalten gem&B (34. 11):

Vi (ap) = 3G+ 0) = 1 Vi Hay) = #(0 + 0) =
Vel (ag) = 3(3 +0) = 2.

Wieder ist oz die HL-optimale Strategie unter ILPI-Be-
dingungen. Der Entscheidungswert ist

§ 35. Simulationsverfahren

In diesem Paragraphen betrachten wir Simulationsverfabren,
die zur Bestimmung von Hurwicz~Optimismus-Parametern A,
Hodges-Lehmann~Vertrauensparametern b und zu LPI-Daten
Uber die Zustandswahrscheinlichkeiten fiihren. Diese Sinmu-
lationen stiitzen sich auf eine entsprechende Befragung
des Entscheidungstrigers beziliglich einer simulierten Si-
tuation. Die auf diese Weise gewonnenen Daten iibermitteln
einen AufschluB {iiber die unbekannten Parameter.
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Die BestimmungsmOglichkeiten des Hurwicz-Optimismus-—
parameters * sind aus der Literatur bekannt [z.B. Luce,
Raiffa 1957 1.

Hier soll eine modifizierte Auffassung gegeben werden.
(35.1) Sei {{ai};{sji;{pijjj;i = TyeeerDl; 3 = Tyeneyd;

ein Spiel gegen die Natur mit den iiblichen Bezeichnungen.
Wir wollen seine Ldsung aufgrund des Hurwicz-Prinzips
bestimmen. Und zwar geht es um die Bestimmung des Opti~
mismus-~Parameters A. Es sel vorausgesetzt, daB X fiir alle
Strategien a; konstant ist und daB * unveréndert bleibt
fir jedes modifizierte Unterspiel (beliebige Teilmengen
{“ki {u {5} .}) mit beliebigen NutzenwWeTrten {ﬁkii.

Wir konstruieren folgendes Unterspiel von (35.1):

[+
u u,|2

% X X

(35.2)

Sei Ugq>Ugpe Der Entscheidungstrager wird jetzt befragt,
bei welchem Wert vom x er zu einem Pré&ferenzausgleich
fiir die Strategien osap komme. Da als Losungsprinzip
das Hurwicz~Prinzip angenommen wurde, ist die Gleichheit
der Praferenzen mit der Gleichheit der entsprechenden
Hurwicz-Werte &aquivalent:

(35.3) Pr(eq) =Pr(ap) © Vglaq) = Vglas)-

Also gilt bei x = § als Antwort des Entscheidenden:
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E—n1
; ' = 12
(35:4) Mg, + (1= Mu,y = A8+ (1 = M)E=h = T2 .
11 12 “uﬁqmqu

Da offensichtlich U o< § <U,qq, erfillt A die Bedingung
0 < * < 1. Nach der Bestimmung von A wird dann (35.1) auf

iblichen Weg geldst.

Auf &@hnliche Weise 148t sich durch Befragung des Ent-
scheidungstrigers der HL-Vertrauensparameter b bestimmen.
Sei die Entscheidungssituation

(35.5) Ueads{Ps¥s » = (0prevenpy)slus 1053 = 1,0n0,m;
Jd="1,e0.,m,

Es sel wieder vorausgesebtzt, daB b im Bereich der Stra-

tegien @; und fir alle modifizierte Unterspiele unversn-

dert bleibt.

Wir betrachten folgendes Unterspiel von (35.5):

P} Pa| P2
J
(35.6) Pj» P5 > 05 pj + Dy = 1.
% | Y1q] Y42
o x X

Dabei sei Ugpq > Uyp > 0 vorausgesetzt.

Der Entscheidungstréger stellt fest, daB aufgrund des HL-
Prinzips die Priferenzen fiir @y und os bei x = m flir ihn
gleich sind. Wir erhalten:

(35.7) Pr (aq) = Pr(ag)“ vﬁL(“1) a~VHL(g;,e)*'b(p,'}u,!,l + péu12)+

+(1 - b)u,x2 =Db1 + (1 - D)1 = 7,

T =
Daraus folgt b = .
1] ]
P1%99*P2027012
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Wieder gilt u12< ﬂ<p%u11 + péuqz, und aus (3%5.7) folgt
0 <b <1,

Auf analoge Weise kann durch Befragung der A-Parameter in
dem fiir den LPI-Fall erweiterten Hurwicz-Prinzip ermittelt
werden.,

In der Entscheidungssituation

(35.8) [{ui};{ﬁj};L}?l(P);{uij]];i = ’E,’...,n;j = 1ye0eylll

sei beispielsweise die ILPI(f): pqﬁpzﬁ.,.spm, also eine
schwache Ordnung fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten ge-
geben. Die LSsung von (35.8) soll aufgrund des erweiterten
Hurwicz~Prinzips bestimmt werden. Zuerst muB der Optimis-
mus-Parameter A ermittelt werden. Es wird wieder vorausge-
setzt, daB A im Bereich von{aikund‘auch fir alle modifi-
zierten Unterspiele konstant ist.

Wir betrachten das Unterspiel

P Pe
g B
1 2
(35.9) LPI(P):0 < p; =P}
o u u
1 11| "2 Usq > Uy > 0.
a2 X X

Der Entscheidungstriger wird befragt, fiir welchen Wert

von X er den beiden Strategien aqs0o nach dem erweiterten
Hurwicz-Prinzip gleiche Pré&ferenzen zuordnet. Wenn das
der Fall fiir x = ¢ ist, filhrt folgende Uberlegung zum Wert
von A :

Die Extremalpunktematrix fir (%5.9) ist M(IPI) =

0
/]

ol PO -
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Die neve Entscheidungsmatrix lautet zlso:

1
sy + uyn) ug,

a0 ) = o -
1 X X

N pols
@)

Dann gilt:

V§P1<aq) _ %(u11 +uy, ) + (1= 2 u, (aufgrund von (35.9)),

und:

VHLPI(02> = A x 4 (1 - h) X = X

L]

Aus VHLPI(aq) VHLPI(a2> fir x = & erhalten wir

b - uyn

A N =
(35.10) z(u11 + u12) + (1 = K)qu =6 =N = 1(u o
2 12

Offensichtlich gilt:
w, <6 < %(u11 + u,,). Daher folgt aus (35.10), de
0<A<q.,

In analoger Weise kOnnte man den Vertrauensparameter b
aufgrund des erweiterten HL~Prinzips fiir den IPI-Fall
bestimmen. Wir wollen hingegen Simulationsverfahren
(Befragungen) fiir die Ermittlung der unbekannten IPI-
Bedingungen betrachten. Der Fall der Bestimmung einer
schwachen Ordnung fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten
wurde in [Kofler 1974) behandelt. Dazu folgende Bemer-
kungen:

In der Entscheidungssituation

(35.11) [iqig;{ﬁj};D = (p,l,...,pm);[uij]];i = T,000,03

d = Ty.e.,m;

sei urspriinglich nichts iiber die Verteilung P bekannt.
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Durch eine Befragung des Entscheidenden soll nun eine LPI
fiir # bestimmt werden. Dabel werden mdglichst einfache,
entsprechend modifizierte Unterspiele aus (35.11) in Be-
tracht gezogen und aus den Aussagen des Entscheidungs~
triagers iiber seine Préferenzen bezliglich der Strategien-
menge Aufschliisse iiber die wbekannte LPI gewonnen. Beil-
spielsweise lassen sich modifizierte Unterspiele folgen-
der Art untersuchen:

Pl Pk | P1

B
(35.12) Py Z0,p] = 05pp + Py =T
%k | Y11

apfUoy | Yoy

mit der Strategienmenge iaq,agk, der Zustandsmenge{ﬁk,ﬁﬁ

bei k, 1 Ei1,...,m}, k # 1 und den entsprechenden Zustands-
wahrscheinlichkeiten pﬁ,pi . Diese Wahrscheinlichkeiten

kbnnen als durch (35.11) bedingt angesehen werden. Es kann
also angenommen werden, daf gilt:
Dy P

- t
(35.13) pk pk T pl 3 Pl pk T pl

°

Jede Priferenzaussage beziiglich der Nutzenerwartungen fir
die Strategien oqsan ergibt einen LPI-AufschluB iiber die
Wahrscheinlichkeiten pi,pi und mittels (35.13) iiber die
Wahrscheinlichkeiten PysPqs ZeBa:

(35.14)Pr (ag)ZPrlay)® P'ylqy + P1Uq “Piloy + P1Up -

Da pg + pi = 1, erhalten wir die Beziehungen

Pp = 54 D1 Op
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und genif (35.13),

1<,

45) Mngggww.g & -
(556 YSJ pk o+ pl i pk 3 pl 2

Die Unterspiele (35.12) kiOnnen fiir alle méglichen Paare
(k, 1) untersucht werden (hBchstens ZnE L M&gliche
keiten). Das auf diese Weise aus Ungleichungen vom Typ
(35.15) gewonnene System bestimmt die gesuchte LPI iiber
p im Modell (35.11).

Die behandelte Befragungsmethode ist auch fiir die Bew
stimmung von Intervallangaben oder von partiellen Ord-
nungen der Zustandswashrscheinlichkeiten anwendbar.

§ 36: Der LPI-Fall fiir Unbestimmtheiten in der Ent-
scheidungsmatrix

Bisher betrachteten wir Entscheidungssituationen
(36.1) {{a’§;{sji; IPT(P);5[uy 51058 = 1heeeynid = 1,000 ,m;

unter LPI-Bedingungen nur in dem Sinn, daB {iber die Zu-

standsverteilung p eine LPI vorliegb. Nun wollen wir

den allgemeineren Fall behandeln, in dem IPI-Unbestimmt-
heiten auch fiir die Elemente der Entscheidungsmatrix zu-
léssig sind. Das Modell wird also erweitert.

Die Mengen {“i} s {B.} bleiben unverdndert, ge-
geben ist eine Menge fpim6§licher Zustandsverteilungen,

eine endliche Menge{[ui.c ]} néglicher Entscheidungs—

de
matrizen und eine Menge {P} méglicher Verteilungen iiber
. 8
der Matrizenmenge {[uij( )]} .

Wir erhalten alsoc folgendes Modell:

(36.2) [fai};fsji;fpi;{[uij(ﬁ)]};{iﬁj;i = 1, eeu,n;

j =,],ooo’m; 6= ,l’..o,l‘
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Darin kann man viele F&dlle beriicksichtigen. Hier einige
von ihnen:

1) Das einfache Risiko-Modell:

Die Mengefp}besteht nur aus einer Verteilung ¢ = (pq,.a,,p Dy
die Menge {lu,. ]% aus einer Entscheidungsmatrix
[ ], und Spﬁ fE11lt weg.

2) Das erweiterte Risiko-Modell:

Die Menge{ﬂ} besteht aus der Verteilung P = (pq,...,p s
gegeben ist die Menge moglicher Entscheidungsmatrizen
{[u. ]} = 1,..0,1 und eine Verteilung 7 = <Pq"“"§i)
ﬁber dieser Matrlzenmenge.

3) LPI-Bedingungen fiir die Zustandsverteilung #

Die Menge f¢} bildet eine IPI(P) bel der Entscheidungs-
matrix [uij},SF} f8llt also weg.

4) IPI-Bedingungen fiir die Entscheidungsmatrix~Verteilung o
bei gegebener Zustandsverteilung P

Die Menge ff} aller moglichen Verteilungen iiber der Ma~-

trizenmenge f[uij(é)}} i = 1,...,1 bildet eine LPI(5)

und dabeli wird vorausgesetzt, daBl die Zustandsverteilung
(pqg...,pm) bekannt ist.

5) LPI-Bedingungen sowobl fiir die Zustandsverteilung p

als auch flir die Entscheidungsmatrix-Verteilung P

Es liegt also gleichzeitig eine LPI(#) und LPI(P) vor.

6) LPI-Bedingungen fiir die Entscheidungsmatrix—Vertei-
lung 7 bei vollstdndiger Ignoranz iiber die Zustands—

verteilung ¢

7) Das erweiterte Modell der vollstdndigen UngewiBheit

{lber die Verteilungen p und P liegen gar keine Informa-

tionen vor.
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Ad 1) Das Modell wird aufgrund des Bernoulli-Prinzips
gelGst.

Ad 2) Wir beginnen mit der Betrachtung des erweiterten
Risiko-Modells. Die Ergebnisse sollen uns dann die

o

Behandlung des Hauptthemas dieses § erleichtern.

Sei das erweiterte Risiko-lModell gegeben:
[} - — —
(36.3) {Z‘Qi%; {ﬁJ)S 3P = (p/},°'~apm)§ {{ula( )3};9 = (an'nﬁpl)};
i:’},.g.,ﬂ; j=1,.a.,m;5 7—1,--.,1.
Die Zufallsvariable Z1 bestimmt die Zustdnde {Bj} mit
der Verteilung p, die Zufallsvariable Z2 die Matrixzu-

. 3 . . — .
sténde {[uij( )]g mit der Verteilung P. Es wird vorausge-
setzt, daB die Zufallsvariablen 21,22 unabhéngig sind.

Es gilt folgender Satz:
Satz %6,1:

Das erweiterte Risiko-Modell (36.3) ist immer in der Form
eines einfachen Risiko-Mocdells darstellbar.

Der Beweis ist einfach. Es geniigt, eine neue Zustandsmenge,
die moglichen Zustinde] (V)} des Zufallsvektors 7 - (2412,)
einzufilhren. Wegen der Unabhéngigkeit wvon Zq und Z2 be-
steht die neue Zustandsmenge{.e(v)}aus m - 1 Zusténden

9(1),...,9(m1). Auf diese Weise werden die Unbestimmthei-
ten der Entscheidungsmatrix in die neue Zustandsmenge

tberfihrt.

Die Realisation eines Zustands e(v) bedeutet die gleich-
zeitige Realisation eines bestimmten Zustandes P . und einer
bestimmten Entscheidungsmatrix [uij<6)]. Das aber deter-
miniert eine entsprechende Spalte der Matrix [uij(5 7.

Auf diese Weise erhalten wir bei unvera@nderter Strategien~
menge {ai} und neuer Zustandsmenge f 9(V>§ eine einfache

Risikosituation, w.z.b.w.
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Beispiel:

Das erweiterte Risiko-Modell sei:

) ° %z i
(36«@)['{ aq,u_2§;i§4’52§;ﬁ = (p/}fp2)§{ j d:: 2 (‘,; i&;

T (3,0) -

Die neue Zugtandsmenge ist{@(q), 8(2>, 8(5>, e<4)} mit der
Verteilung # =(p, D,5 P4 Pp» Py Pyy Py Py)- |

Wir erhalten das einfache Risikomodell:

A — — — —
P | PaPq |Pq Py |Pp Pq [Py Pp
sl 5@ T T ®
(36.41)
@1 31 a2 b1 b2
ar| s a4 d

Nun zur Frage der LOsung eines erweiterten Risiko-Modells.
Es ist offensiehtlich, daB aufgrund des Satzes 36.1 aus-
reicht, das in eine einfache Risikosituation transformierte
Modell nach dem Bernoulli~Prinzip zu l6sen. Aus algorith-
mischen Griinden ist aber ein anderes Verfahren einfacher.
Es gilt folgender Satz, der die LOsung eines erweiterten
Risiko-Modells als L&sung einer einfacheren Risikosituation
bestimmt:

Satz 36.2:

Die Losung aufgrund von Satz 36.71 des erweiterten Risiko-

modells (36.%3) ist mit der Losung des einfachen Rigiko-

Modells, in dem als Entscheidungsmatrix die entsprechende

Erwartungsmatrix eingefilhrt wird, dquivalent,

Es ist also zu zeigen, daB die gem#B Satz 36.1 erhaltene
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einfache Risikosituation eine Losung besitzt, die der
Losung folgender Risikosituation &guivslent ist:

., = a ‘ - 1 o~

(36.5) {{ai%;{pj}; # = §p19’°°7pm)§ pq{uij( )] tosot Pl u
(1) 44

g N

©

© Eui

Beweis:

Der Wert V(ai) der Strategie o in (36.5) ist aufgrund des
Bernoulli-Prinzips

(36.6) V(a;) = pq(ﬁauiq(q> Fooot 5iui1(l>) Fouot

- 1 !
+ Qm(pﬁuim( ) tooot pluié >).

Aus 36.1 folgt

(2 &)

(36.7) V(di) = P155u11(1> + Pqiéuiq

(1)

teoot PyDiUL .

+ eeet DDy Uy

(36.6) und (36.7) aber sind dquivalent,

Beispiel:
Die Erwartungsmatrix sei:
Pq89¥Pp85  P4b4+Pob,

A =
P1q*P2%  Pqd4%Prd;

Aus der einfachen Risikosituation
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erhalten wir z. B. fiir die Strategie Lo
(36.8) v(“z‘) = Pq (-ﬁqaq"‘.ﬁgaz)*‘ P2<.§1b1+§2b2) .
Aus (36.4') folgt
(36.9) V(aq) = PjPa +P Dol + PpDyb, + PoPpbye
(36.8) und (36.9) sind dquivalent.

Ad 3

Die bisherigen Betrachtungen betreffen eben das Modell
der LPI-Bedingungen fiir die Zustandsverteilung.

Ad 4):

Hier liegt der ILPI-Fall fiir Unbestimmtheiten in der Ent-
scheidungsmatrix vor. Es ist offensichtlich, daB man den
Fall auch anders formulieren kann: Es liegt eine IPI(F)
fiir die Entscheidungsmatrix-Verteilung ¥ vor. Dabei wird
vorausgesetzt, daB die Zustandsverteilung ¢ = (pq,...,pm)
bekannt ist. Es wird wieder angenommen, daf die mit den
Verteilungen p und P verbundenen Zufallsvariablen Z,l bzw.
22 unabhéngig sind.

Die Losung dieses Falles ist schwieriger. Wieder bedarf

es eines Ubergangs zu einer neuen Zustandsmenge, der Menge
moglicher Zusténde des Zufallsvektors Z = (Zq,Z2). Auf-
grund der Unabhangigkeit von Z, und Z2 gibt es m ° 1 Zu-
sténde: { e(v)}; v=",...,0l,

Auch hier bedeutet die Realisation eines Zustands ﬁ(v)

die gleichzeitige Realisation eines Zustands ﬁj und einer
Matrix [uij(b)] , und d?s fihrt zu einer entsprechenden
Spalte der Matrix [uij( >], allerdings mit dem Unterschied,
daB im Gegensatz zum Fall der erweiterten Risikosituation
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Jetzt nur eine ILPI fiir die Verteilung von Z vorliegt.
Das folgt aus der Tatsache, daB fiir die Verteilung 7
von Z, eine LPI(F) bekannt ist bei bekannter Verteilung

P von an

Es gilt namlich folgender Satz:

Satz 56,5;

Unter der Annahme, da8 21,22 diskrete, unabhdngige Zu~
fallsvariablen sind, die Verteilung P von Zq bekannt ist
und iiber die Verteilung ? von %2 eine LPI(P) vorliegt,

liegt auch fiir die Verteilung ¢ des Zufallsvektors
Z = (Z¢L§2> eine LPI vor.

Der Beweis erfolgt analog zu dem des allgemeinen ILPI-
Satzes 20.1 {iber Zufallsvektoren.

Die Anwendung von Satz 36.% fiihrt also zur Entscheidungs~
situation

N A
(36.10) [{ayf: ¢ 9<V)};LPI<P>;,[uiTH; 1="...,m3
Vs leee,ml; T =1,...,ml;

Dann ist LPT(P) die fiir den Zufallsvektor 2 = (24125
resultierende ILPI und [GiT] die oben betrachtete neue
Entscheidungsmatrix. Es ist zu beachten, daB das betrach-
tete Verfahren die Unbestimmtheiten der Entscheidungsmatrix
in die Zustandsmenge 1 e(V)gﬁberfﬁhrt. Auf diese Weise ge~
langen wir zu (36.10), also zum Fall 3) mit einer gewbhn-—
lichen LPI-Entscheidung: Das Max Emin—Prinzip bestimmt die
Lésung von (36.10).

Damit ist bewiesen:
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Satz 30.4:

Jede Entscheidungssituation mit LPI-Bedingungen filir die
néglichen Entscheidungsmatrizen und mit gegebener Zu-
standsverteilung ist in eine gewdhnliche IPI-Entschei-
dung (IPI-Bedingungen fiir die Zufallsverteilung) lber=-
fiibrbar,

Die Bestimmung des Entscheidungswertes in (36.10) bildet,
wie schon bekannt, den Ausgangspunkt fir die Ermittlung
der Informationswerte und flr sensitivitdtsanalytische
Untersuchungen.

Beispiel:
3 | 4
Pl | ' s=1,2.
6’l ﬁ2 TV, T o<
(36.11) IPI(7): D,5p,
a. |al® | ple)
a; OO

(36.11) ist das Beispiel einer Entscheidungssituation
unter ILPI-Bedingungen fiir die Entscheidungsmatrix bei ge-
gebener Zustandsverteilung ¢

) ] [L@ L@
1 b b
? = (i) = Gods {1u5001) = RO DI RS d<2>}

Beziiglich der Verteilung 7 = (§H’§é> der zweil m&glichen
Entscheidungsmatrizen ist eine LPI gegeben:

IPI(P) : 5& = Eé .

Dam=+»1=2 "2 = 4,besteht die neue Zustandsmenge aus
i 9(1>, 9<2), 9(5), 9(4>}‘ . Fir die Verteilung
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(rq, 75, T3, r,) iiber dieser Menge gilt:
- 2= _ 3= 1 = 1 =

Ty = % B4 Tp = £ Bps Tz = Pqs Ty = Pp-

Aus Satz 36.3 und der LPI(P) ergibt sich die LPI(rﬂ,rg,rg,ra):
r, = Tpy Ty = Ty Bra = T4, 5r4 = Tye
Wir erhalten also die mit (36.11) &quivalente neue Ent-

scheldungssituation:

[N N BN
M @) G M)
E 6 &) e 8
(36.12) oy | a¢P]a@ () 5(2)
ay D@ @1 52

mit der LPI(F): T, S Tpy Ty S Ty, 3r3 = T,y 3Ty = Tp-

Die Anwendung des Max Emin-Prinzips in (%6.12) fiihrt
gleichzeitig zur Lésung von (36.11).

Es ist zu beachten, daB im betrachteten Fall ein Uber-
gang zur Erwartungsmatrix und die Anwendung des Bernoulli-
Prinzips im allgemeinen falsch wire. Gem&B dem Max Emin"
Prinzip handelt es sich ja in unserem Fall um die minimale
Erwartungsmatrix. Im allgemeinen bedeutet das aber nicht,
daB man fiir die einzelnen Elemente der Entscheidungsmatrix
die minimalen Erwartungswerte bestimmen muBl. Das trifft

nur zu unter der zusdtzlichen Voraussetzung, daB die den
variablen Elementen der Entscheidungsmatrix entsprechen-
den Zufallsvariablen unabhéngig sind. Es gilt na@mlich unter
der Voraussetzung, daBl den variablen Elementen E&j der
Entscheidungsmatrix diskrete unabhéngige Zufallsvariablen
Zij mit bekannten LPI(Eij) {iber die Verteilungen ent=-



(36.13)
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sprechen, folgender Satz:

Satz %6.

Das Entscheidungsmodell ist unter den getroffenmen Voraus-

setzungen in ein Risikomodell iiberfiihrbar, indem die
variablen Flemente der Entscheidungsmatrix durch die ent-

sprechenden LPI-minimalen Erwartungswerte ersetzt werden.

Der Beweis folgt aus der richtigen, auf Axiom 7 in § 26
beruhenden Interpretation des Mex EminmPrinzips. Es ist
offensichtlich, daB Satz %6.5 auch solche Entscheidungs—
matrizen betrifft, in denen nur einzelne Elemente variabel

sind:
Beispiel: ,
7 Bﬂl"zlaa
1 11 |1
Plg |z |3
e 41 14 1
_ 4% |2 | & ]
1
B, |8 B 4ol =7 OIZ’
P 1O, SQa=
R B R o o aplaz ’ I(Pqp):aq™ ™z
o 2 u 1
1 12
u 0O |1
an b1 2 | 1] =22 IPI(pg5): 79 = 7
2 p33 I‘,I I‘2
oz | T[T ] U

Das Beispiel ist eine Entscheidungssituation mit LPI-
Bedingungen fiir die Elemente der Entscheidungsmatrix Uyos

u 3 bei gegebener Zustandsverteilung. Es sel vorausgesetzt,
daB die drei Zufallsvariablen Z, Uqos u53 unabhingig sind.
Aufgrund des Satzes 36.5 wollen wir (36.13) in ein Ri-
sikomodell iiberfiihren. Gem&B8 den LPI-Angaben werden die
LPI-minimalen Nutzenerwsrtungen fir Uqn und u 55bestimmt.




219

Fir Uynt
/5
3 0 0
e < I 11
LPI(P/,E_))"Q/} qe—QBS M(IPI) = '5‘ = 5
1 14
z 2 ]

LPI-Min(u,]z) = Min(- %,%, %) = - % .

Fir u§5:
1
) 7
7
LPI-Min(uzz) = Min(%,o) = 0.

Die Risikosituatiom ist dann:

e 2 a a
- M1 2 14
b1 | 2| B,
/'
o < |
ay |- 2 |1
as | 1 |1 |0

Das Bernoulli-Prinzip fiihrt zu:
2
V() = 5 5 V(e = 1, Viag) = 2 -

Die optimale Strategie ist elso ay und der Entscheidungs—
wert V("E) = 1.
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In (35.13) wird mittels der Strategie o5 mindestens
die Nutzenerwartung 1 gewdhrleisteb.

Man konnte (%6.1%) auch aufgrund des Satzes 36.4 ldsen:
Die LPI-Bedingungen fir Uyoslzs begtimmen eine ILPI-Vertei-
lung iber den © mdglichen Entscheidungsmatrizen (Satz 20.1
iiber LPI-Verteilung eines Zufallsvektors). Gem&B Satz
36.4 188t sich dann die Entscheidungssitustion in eine
gewShnliche LPI-Entscheidung iiberfiihren und die Anwen-
dung des Max Emin-Prinzips fibrt zur Losung. Es ist offen-
sichtlich, daBl diese LOosungsmethode algorithmisch schwie-
riger ist.

Ad 5):

Hier wird der Fall erdrtert, daB in (36.2) LPI-Bedingungen
sowohl fiir die Zustandsverteilung p als auch fir die Ent-
scheidungsmatrix~Verteilung ® vorliegen. Wieder wird die
Unabhéngigkeit der diskreten Zufallsvariablen Z1 und Z2
vorausgesetzt. Es folgt der Ubergang zur neuen Zustands-
menge { G(V)} aller mdglichen Zustande des Zufallsvektors
7 = (Zq’Zg)‘ Die Anzahl mdglicher Zustsnde ist m ° 1 .
Aufgrund des Satzes 20.7 liegt auch fir die Verteilung

? iiber der Zustandsmenge 5(6 V>}; Vv = 1y.0.,m1 eine
IPI(P) wvor.

Jede Realisation eines Zustandes e(v) bedeutet die gleich-
zeitige Realisation eines bestimmten Zustandes Bj und einer
Entscheidungsmatrix [ui‘(&)]. Das bedeutet die Realisa-
tion einer bestimmten Spalte in [uij(é)W. Da die Stra-
tegienmenge unver@ndert bleibt, kommen wir auf diese Wei-
se zu einem gewShnlichen ILPI-Modell, in dem also die ILPI~
Bedingungen nur die Zustandsverteilung ? betreffen. Die
Unbestimmtheiten beziiglich der Entscheidungsmatrix werden
wieder in die neue Zustandsmenge { e(v)} einbezogen. Das
neue Modell entspricht dem aus Fall2 ). Die zusammenge-—
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A A
gesebzte LPI(r)betrifft die Verteilung ¢ = (I%,ﬁ.sﬂlbl) mit
Ty = PqPqs Tp = DaPpreces Ty = Ppdy

(p

W

pqs*@*??ﬁ) 5 ? = (5,?,«.«,51)@
Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 36.6:

Jede Entscheidungssituation (36.2) unter ILPI-Bedingungen
fiir die Zustandsverteilung P und fiir die Entscheidungs—
matrix-Verteilung P ist, unter der Annshme der Unabhéngig-
keit der entsprechenden Zustandsvariablen Zq, Z2 in ein
gewohnliches IPI-Modell iiberfiihrbar.

Die Lésung folgt dann aufgrund des Max Emin—Prinzips. Der
entsprechende Entscheidungswert bedeutet, wie iiblich, die
mindestens gewdhrleistete Nutzenerwartung.

Beispiel:
B B ) g
1 211 2
(36.15) , TFL(P):p47py
1 -1 11 0 —_ o —
* LPI(p):P/]ZPQ
1 1
oz |7 |0 |3

o]
3
el

(3€.15) ist eine Entscheidungssituation unter ILPI-Bedin-
gungen flr die Zustandsverteilung P = (pq,p2) und fiir die
Entscheidungsmatrix-Verteilung 3'=-(§a,§é), Die ent-
sprechenden Zufallsvariablen Zq, Z2 seien unabhéngig.

Die mOglichen Entscheidungsmatrizen sind dann:
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] - ‘ ' @] 1 0
[ula ] % 4 3 [ula o % -

Die LPI-Bedingungen fiir P und ? sind in (36.15) ange-
geben. Dafiir wird die Max EminuLésung gesucht.

GemdB Satz 36.6 wollen wir ($6.15) in eine gewdhnliche
IPI~-Entscheidung verwandeln.

Die neue Zustan%smenge istf o (1),9 <2), <5),e (4)§’
die Verteilung P = (rq, Toy Tz r4).

Wegen der Unabhangigkeit von Zq, 22 gilt

e

1'1 = P/‘-ﬁqv Ty = 94523 I‘z = Pzﬁqs Ty = 52'92

Das Verfashren in Satz 20.1 gibt uns die LPI-Bedingungen fir
die zusammengesetzte Zufallsvariable Z = (Zq’Zg)’

T, - T - r5 + T, 20

Ty, = T, = 0 T4y To ra, T, =0
(36.16) Tz = Ty Z 0 Tg +Tp+ Tz +T) =1
v =g
T, S

Das gewOhnliche LPI-Modell lautet dann:

AN
o] I'/] r2 I'B 1‘4
T T T T Mg TR B (B
(36.17)
G/I 1 1 -1 0]
1 1

Die Extremalpunkte-~Matrix M(LPI(?)) finden wir aus
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(36.16) aufgrund des Verfahrens im Satz 8.7 . Wir
erhalten:

P 4
2 72 K
A o o 1 2
M(LPI () = 2 I .
1 1
o 5 0 g
o o o 2

Der Ubergang von (36.17) in ein Zweipersonen-Nullsummen-
spiel ergibt

vy 11 -1 0
(36.18)  Ala;,02"7) = [ugs] “m(IPI) = z 0 1 % -
4, 2 1 27 |
2 2 & 10 1 7
o o 11 4
§E= ©
, 2 1313
0 5 0 g 2 4 §k 2
; -
00 0 7
-~ —

Das reduzierte Spiel (die dominierte Strategie des Spie-
lers II wird gestrichen) ist:

9

AVENES TN

FIw ©
ES JENNEN

o2
Die Losung von (56 18) im Bereich der reinen Strategien
ist {“2’ v(ay) = ] Da das Spiel (36.18) nicht strikt
determiniert ist, kann man es im Bereich der gemischten
Strategien 1Csen. Die Anwendung z. B. der graphischen

Methode ergibt [ao* = (%, %), Via*) =1%].
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Auch in dem zulebtzt betrachteten Fall ist es mbglich, daB
die Unbestimmtheiten in der Entscheidungsmatrix auf andere
Weise gegeben sind: Gewisse Elemente Eij der Enbtscheidungs~
matrix sind variabel. Ihnen entsprechen diskrete, unsbhingi-
ge Zufallsvariablen Zij mit bekannten ILPI-Bedingungen.

Unter der Voraussetzung, daB die Zufallsvariablen Zﬂ und
alle Zij unsbhingig sind, gilt fiir den Bereich der reinen
Strategien folgender Satz, der offensichtlich eine Erwei-
terung von Satz 36.5 bildet.

Satz 36.7:

Das Entscheidungsmodell ist unter den getroffenen Voraus-—
setzungen in ein gewdhnliches IPI-Modell iiberfilhrbar, indem
die variablen Elemente der Entscheidungsmatrix durch die
entsprechenden ILPI-minimglen Erwartungswerte ersetzt werden,

Der Beweis ist analog wie fiir Satz 3%6.5,und die Beschrén-
kung auf reine Strategien folgt aus den weiteren Uberle-
gungen.

Ad 6) und 7):

In beiden PFdllen erfolgt der Ubergang zur neuen Zustands—
menge 4 e(V?} als Menge der mdglichen Zustinde des Zufalls—
vektors Z = (Zq*ZQ)' Auf diese Weise kommen wir wieder zum
Modell des Falles 2); allerdings mit dem Unterschied, daB
in den F&llen 6) und 7) fiir die Zustandsverteilung keine
Informationen vorliegen. Es bleibt also als Ldsungsver-
fahren in diesen F8llen nur die Anwendung des Maximin-Prin-
zips.

Liegen beispielswelse in (36.15) keine Informationen iiber
die Verteilungen P und P vor, so kommen wir zu ( 36.17) bei
vollstidndiger Ignoranz iiber die Zustandsverteilung

P = (rq,rg,ra,rq). Die Anwendung des Maximin-Prinzips fihrt
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zur Lsung (mg 0). Der Informationswert des Ubergangs von
vollsténdiger Ignoranz iiber P und ? zu den in (36.15)
angegebenen LPI-Bedingungen fir ¢ und ¥ ist %6 - 0 = %6*
Das bedeutet, dal der Ubergang von der maximinimalen Stra-
tegie a, zur gemischten Max E_. ~optimalen Strategie

1 32 min 5

(E o F gz) mindestens den Nutzenerwartungswert Tg 8e-

wdhrleistet.

Die Ergebnisse dieses Kapitels finden eine wesentliche An—
wendung in den mehrstufigen Entscheidungen (Kap. 7) und in
der mathematischen Programmierung (XKap. 8).

§ 37. IPI-Entscheidungen aus spieltheoretischer Sicht.
Alle Entscheidungen unter UngewiBheit kOnnen spieltheore-
tisch interpretiert werden. Das betrifft offensichtlich
auch IPI-Entscheidungen., Es soll hier gezeigt werden, daB
alle bisher betrachteten LPI-Modelle als antagonistische
Spiele interpretiert werden konnen, und zwar im folgenden

Sinne:

Wie schon im 5. Kapitel erdrtert, kann der Grundbegriff
der Entscheidungstheorie, der Entscheidungswert, nur als
ein fir eine gegebene Entscheidungssituation gewdhr~
leisteter Nutzengewinn eingefiihrt werden. Das ist auch

der Grund dafiir, daB bei der axiomatischen Begriindung des
Max Emin—Prinzips das Axiom 7 berlicksichtigt werden muBte.

Daraus folgt, daB die Bestimmung des Entscheidungswertes
auch die ungiinstigen Umstédnde der Entscheidungssituation
berlicksichtigen muB. Das fiibrt zu folgendem spieltheoreti-
schen Modell:

In jeder Entscheidung unter UngewiBheit (Spiel gegen die
Natur) ist der Spieler I der Entscheidungstriger. Er ist
der maximierende Spieler im Bereich seiner Strategienmenge.
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Die Gesamtheit aller Unbestimmtheiten der Entscheidungs-
situation bildet die Strategienmenge des Gegenspielers,
des minimierenden Spielers. Als Gegenspieler kann auch
eine Gruppe von Spielern, die kooperativ oder auch mnicht
koperativ handeln, betrachtet werden. Jede, das behandelte
Entscheidungsmodell beeinflussende Zufallsvariable kann
als Spieler dieser minimierenden Gruppe interpretiert wer-
den. Es ist offemsichtlich, daB auf diese Weise unabhén-
gigen Zufallsvariablen nicht kooperierende Spieler und
nicht unabhéngigen Zufallsvariablen kooperierende Spieler
zugeordnet werden.

In den felgenden Ertdrtverungen wird oft folgende Tatsache

in Betracht gezogen. Sei A der Entscheidungstrédger, also
der maximierende Spieler, und (Bq,...,BEQ die mini-
mierende Gruppe von Spielern, die den Gegenspieler bilden.
Unabhéngig davon, ob die Spieler Bq,...,Bm kooperieren oder
nicht, muB bei der Bestimmung des Entscheidungswertes die
minimierende Gruppe (Bq,..., Bm) als kooperierend betrach-
tet werden. Nur auf diese Weise koOnnen die fir den Ent-
scheidungstréger schlimmsten Umstdnde berilicksichtigt wer-
den, was eben zum Entscheidungswert fiihrt.

Analoges gilt fiir den Fall, daB Bﬂ"“’Bm Zufallsvariablen
sind. Unabhéngig davon, ob es sich um abhdngige oder unab-
hiéngige Variablen handelt, muB im entsprechenden Minimie-
rungsprozess die zusammengesetzte Zufallsvariable
(Bq"'*’Bm> beriicksichtigt werden. Sie entspricht im spiel-
theoretischen Aspekt der minimierenden Koalition

(Bq,..., Bm). Das Modell und die S8tze 3%36.4 und 36.6 werden
von diesem Standpunkt aus erortert.

In den weiteren Uberlegungen wird folgendes Verfahren ver-
wendet: Bei bekannter Verteilung oder LPI fiir die Eomponen~
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ten Zufallsvariablen soll beziiglich der zusammengesetzten
Zufallsvariablen (Zq, 22) minimiert werden. Die Zufalls~
variable 21 wird "intern" berlicksichtigt, indem die Ent-
scheidungsmatrix entsprechend reduziert wird. Es bleibt noch
der "externe" Minimierungsprozess beziiglich Z2‘

In der Spieltheorie wird bewiesen [Parthasaraty, Raghavan 4974},
daB eine, gem#dB der bekannten Verteilung oder LPI der

Varisblen Z1 durchgefiihrte Spalten-Reduktion in der Ent-
scheidungsmatrix im allgemeinen die LOsung nur auf den Be-
reich der reinen Strategien beschrankt. Das ist der Grund

fir die Beschrédnkung der Ldsung gemdB Satz 36.2 auf reine
Strategien. Die aus den Zufallsvariablen Zij bestehende
zusammengesetzte Zufallsvariable wird ja "intern" beriick—
sichtigt.

Es folgt jetzt eine kurze Ubersicht der bisherigen LPI-
Entscheidungen aus spleltheoretischer Sicht.

Wir beginnen mit der Risikosituation. Spieltheoretisch
konnte man Risikosituationen als Pseudospiele, in denen der
Gegenspieler schon eine Strategie (die Zustandsverteilung
P) gewdhlt hat, betrachten. Es bleibt also nur das Maxi-
mierungsverfahren im Bereich {“1} seitens des Entschei-
dungstrégers beziiglich der Erwartungswerte (das Bernoulli-
Prinzip). Auch das erweiterte Risikomodell (%36.3) mit be-
kannter Entscheidungsmatrix - Verteilung % kann 8hnlich
interpretiert werden. Die Strategienmenge des Gegenspie-
lers wird hier als Menge aller Zustdnde des Zufallsvektors
7 = (zq,zz) bestimmt und es wird der Fall betrachtet, in
dem der Gegenspieler schon eine Strategie (P, P) gewsahlt
hat.

Nun zu den gewthnlichen LPI-Entscheidungen. So nannten wir
Entscheidungssituationen mit LPI-Bedingungen fiir die Zu=-
standsverteilung p. Die Strategienmenge des maximierenden
Spielers I ist {ai§ » die des Gegenspielers die Menge {p}

aller im LPI-Bereich méglichen Verteilungen . Wegen der
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Iinearitit der Zielfunktion ist aber ein Ubergang zum
reduzierten Spiel mdglich, indem bei unverénderter Stra-
tegienmenge fqi} die Strategienmenge des minimierenden
Spielers auf die Menge f?<y } der Extremal-Verteilungen
beschrinkt wird. Auch eine Erweiterung des Spiels in den
Bereich der gemischten Strategien ist mBglich. Das Max Eoin~
Prinzip fihrt zur LOosung.

SehlieBlich zu den erweiterten LPI-Entscheidungen: Zuerst
der im Satz 36.4 erdrterte Fall der bekannten Zustandsver-
teilungen P und LPI(?) iiber die Entscheidungsmpatrix-Ver—
teilung P. Es gibt also zwei Unbestimmtheitsgebiete, die
Zufallsvariabe Zq mit der Verteilung P und die Zufalls—
variable Z, mit gegebener 1PI(?). Spieltheoretisch kdnnen
wir also annehmen, daB es zwel minimierende, nicht koope-
rierende Gegenspieler gibt.

Gem&B den obigen Bemerkungen kann man das Minimierungsver-
fahren der beiden Gegenspieler auch anders gestalten. Im
Satz 36.4 wurde aus diesen zweli Gegenspielern ein neuer
Gegenspieler gebildet und als resultierende Strategien-
menge das kartesische Produkt der einzelnen Strategienmen-
gen in Betracht gezogen. Die neue Strategienmenge wurde
gleic?zeitig alsAZustandsmenge 39 (v)}, iiber deren Vertei-
lung ¢ eine ILPI(pP) vorliegt, angenommen.

Es gibt aber auch andere Verfahren. Man kann z. B. als Zu-
standsmenge die Menge {[uij(s)]§ ; 8 = 1,00.,1 aller mog-
lichen Entscheidungsmatrizen einflihren. Das wdre das Wir-
kungsgebiet des Gegenspielers II (Zufallsvariable Zg). Die
minimierenden Auswirkungen des Gegenspielers I (Zufallsvari-
able Zq) miissen hier "intern" beriicksichtigt werden in dem
Sinn, daB Jjeder Strategie oy bei gegebenem Zustand & (Stra-
tegie des Gegenspielers II) der entsprechende Erwartungs-
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wert bel bekannber Verteilung ¢ zugeordnet wird. Unbter
Beriicksichtigung der gegebenen LPI(F) kommen wir auf die-
se Welse wieder zu einer gewOhnlichen LPI-Entscheidung, die
im allgemeinen algoritbmisch einfacher ist, aber nur den
Bereich der reinen Strategien umfaBt. Es gilt also der

Satz 37.1

Die Entscheidungssituation

[{Uj}} {ﬁa}§p = (p/l:'-'7Pm);{[uij<6)]}§wl<s).};i = 1ye0e,0;

J= Ayeee,my 6= 1,...,1.

ist bei gegebener Zustandsverteilung p und IPI(P) ﬁber die

Verteilung ¢ der mglichen Entscheidungsmatrizen ﬂp. ]}

im Bereich der reinen Strategien Zguivalent mit der gewohn—
lichen ILPI-Entscheidung

(37.1) [{ai};{SE;LPI(HD;[<P,Wi(6)>]];i = 1,eeef;é= 1,0..,1.

Darin ist {5} die Strategienmenge des Gegenspielers II.
Sie enth&lt die Wahl einer Entscheidungsmatrix [ul.(6>1,

wobei eine LPI(P) bekannt ist (7 - Verteilung iiber { %

wi(6 ist der Zellenvekt?r (u<12..., uﬁéé ) und <p,wi(6>>

das Skadarprodukt von Wy mit dem gegebenen Verteilungs-
vektor P = (p ,...,p ). Die Entscheidungsmatrix in (37.1)

ist also [<P w >? Zum Vergleich der beiden L3sungsmetho-—
den aus Satz 36.4 und Satz 37.1 sei bemerkt, daB der algorith-

misch schwierigere Satz 36.4 auch die Erweiterung des Spiels

im Bereich der gemischten Strategien umfaBt, wihrend Satz
57.1 auf reine Strategien beschrénkt ist.

Beispiel:

Das Beispiel (36.11) wurde aufgrund des Satzes 36.4 ge-
18st. Nun wollen wir in (36.11) den Satz 37.1 anwenden.
Wir haben:



(37.2)
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{“i%= {aqvﬂég§§5}‘ {192};9 = (%;%);

L ] | @ @

{Euij<é)]§ =§ 1) g, (@) 4(2) }; IPI(F) :T4=Dp;

<o) = 20 8+ du 0y

Die Entscheidungssituation (36.11) ist alsc gemdB Satz
%37.1 im Bereich der reinen Strategien &dquivalent mit der

Entscheidungssituation:

I B2 I ._Ti - ——

i 5 = 1 =2
!
i
i3 1), 1 1 2 2

aqigugg v Jopt 12 0P 7 ug® P15,
13 (1)1 ORFING) (2)

¥ifUpq "t 7 Yoo T Upq't T U

Es ist nicht schwer zu beweisen, daB (37.2) mit (36.12)
im Bereich der reinen Strategien iibereinstimmt.

Danit zu %Y. Im Satz 36.6 wurde bewiesen, daB bei Ent-
scheidungen unter IPI-Bedingungen gleichzeitig fiir die Zu-
standsverteilung ¢ und fiir die Entscheidungsmatrix - Ver-
teilung 7 der Ubergang zu einer gewdhnlichen LPI-Entschei-
dung moglich ist. Dabei wurde die zusammengesetzte Zufalls-
variable Z = <Zq7zg) als Gegenspieler betrachtet und die
Menge aller mdglichen Zustande von Z als neue Zustands-
menge. Nun wollen wir dem Gegenspieler II nur den Bereich
der Zufallsvariablen 22 (mit Verteilung 7) iiberlassen und
zur neuen Zustandsmenge ilibergehen, indem die Zustandsvariab-
le Zq (Gegenspieler I) wieder intern beriicksichtigt wird.
Hier mufl Jeder Strategie 5 des Entscheidungstridgers ge-
m8B dem Max Emin—Prinzip die im ILPI-Bereich minimale
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Nutzenerwarbtung zugeordnet werden.
Es muB also die der LPI(r) entsprechende Extremalgumktem
Matrix M(LPI) bestimmt werden. Sei M(IPI(r)) = {9\1),..e59(k)j

— ]
Wie oben, ist Wy (% der Vektor

(37.3) W) = (uy, (%) D P P e

,..‘.,uim

Dann wird im Rahmen der "internen Reduktion" jedem Stra-
tegienpaar (qi,é) der Nutzengewinn min < p Y ,Wi(6)>
zugeordnet, YGQﬂ,..,,k}

Auch bhier besteht im allgemeinen Aquivalenz der beiden Ente
scheidungssituationen nur im Bereich der reinen Strategien.
Es gilt also folgender Satz:

Satz 37.2:
Jede Entscheidungssituation (36.2) unter LPI-Bedingungen

fiir die Zustandsverteilung p und fiir die Entscheidungs—
matrix-Verteilung P ist bei Annahme der Unabhingigkeit
der entsprechenden Zufallsvariablen Zq, 22 im Bereich der
reinen Strategien mit folgendem gewShnlichen IPI-Modell

dquivalent:

— - (%) i=9,...,n
37.4) Moy }slehiarr )38, 4 = lmns 5oy 8 2000000
Y T = 1, ...,k

- (s)
Darin ist in der Entscheidungsmatrix [uié] = {min<p(Y),Wi >
- _ Y ‘
<p(v),wi(6)
5(7)

iiber ¥ = 1,...,k minimiert.

» das Skalarprodukt der Vektoren
und wi(b). Das Skalarprodukt (Erwartungswert) wird

Beispiel:
Das Beispiel (36.15) wurde gemdB Satz 36.6 geldst. Nun
kdnnen wir eine einfachere Loésung von (36,.15)aufgrund
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des Satzes 37.2,allerdings nur im Bereich der reinen Stra-
tegien, angeben.

Wir haben in (%37.4):

{qi§ =i aq,ng;{ﬁ } ={ 1’2§;LP1(9)IP13@2;

1 ,f 1,
5 z
LPI(7):D,20,;M(IPI(0)) < , MIPI(P)) =| , .
0
5 b
S @] °
1 2
[ui. T = 1 ;[ui' 1 1 5
J
’ z 1 0 3
o = nin(0,1) = 0; 4, = min(1 1) = 2
11 ’ > T2 2’ 2
8y = min(%,%) = 25 g, = min(—},o) = 0.

Es bleibt also, folgende gewthnliche LPI-Entscheidung zu

losen: _
P Py

o —f e —

(37.5) 6= 1

e
Il

2

o

O M-y

; LPI(P) =51 = 152 .
¥

¥2

Nach dem Max Emin-Prinzip ist die Entscheidungsmatrix

1| |2 1
A A _ 0 = 1 — 0
A(Qi,p(Y>) =[u'16] ° M(I‘PI(p> = 1 g M ,2] o = f;” 1 .
2 2 r 2
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Zur Ldsung fiilhrt also das Maximin-Prinzip im Spiel

401 | 5(2)
(37.6) p
@ | % Y
1 1
% I 2

Die Ldsung ist: [g* = oy V(e*) = %~] . Sie stimmt mit

der Losung von (%6.15) im Bereich der reinen Strategien
liberein. Der Ubergang in den Bereich der gemischten Stra-
tegien mit (% qq,% az) ergibt deg Entscheidungswert %6’
also einen Nutzengwinn von ET Sl Al T

SchlieBlich noch einige Anmerkungen zum Fall 6), in dem
eine LPI(P) iiber die Entscheidungsmatrix~-Verteilung ©

bei vollstédndiger Ignoranz iiber die Zustandsverteilung

P vorliegt. In diesem Fall wurde dem Gegenspieler das mi-
nimierende Verfahren im Bereich der zZusammengesetzten Zu-
fallsvariablen Z = (Zq, Z2) zugeordnet. Auf diese Weise
entstand ein Mcdell mit folgender Anwendung des Maximin-
Prinzips.

Auch hier 188t sich ein anderes Verfahren im Bereich der
reinen Strategien ermitteln. Man kann dem Gegenspieler

nur den Bereich der Zufallsvariablen Zq (Zustandsvertei-
lung) iiberlassen, indem das Minimierungsverfahren im Be-
reich der Zufallsvariablen Z2 (Matrix-Verteilung) intern
realisiert wird. Das Verfahren fiihrt zu einer im allgemeinen
einfacheren Entscheidungsmatrix. Der Nackteil ist wieder
die Beschrinkung auf den Bereich der reinen Strategien.

Zum AbschluB sei folgendes bemerkt: Da Jede ILPI-Entschei-
dung als unendliches Spiel mit unendlicher Strategienmenge
des Gegenspielers aufgefaBt werden kann, erh8lt man auf-
grund der verschiedenen mdglichen Losungsverfahren interes-
sante spieltheoretische Aufschliisse, auf die wir hier

jedoch nicht eingehen k&nnen.
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§ 38. Grade der stochastischen Unbestimmtheit des
Entscheidungswertes (SUE).

In den bisherigen Betrachtungen wurden LOsungen verschie-
dener IPI-Entscheidungssituationen bestimmt. Wie in der
Entscheidungstheorie {iblich versteht man unter Losung die
Ermittlung der optimalen Strategie (bzw. Strategien) so~
wie des Entscheidungswertes. Fiir eine umfangreiche Klasse
von Entscheidungssituationen ist der Entscheidungswert
eindeutig bestimmt. Er ist gleich dem Nutzengewinn,

der unabhdngig von dem Verlauf des Spiels fir den Ent-
scheidungstréger mindestens gewdhrleistet wird. Eine Ge~
wihrleistung kann in deterministischem wie auch in sto-
chastischem Sirn vorliegen. Eine deterministische Ge-
whhrleistung besteht flir alle deterministischen Entschei-
dungen, wie beispielsweise die Maximierung einer Funktion
oder die lineare und nicht lineare Programmierung. Der
Entscheidungswert ist, abgesehen von algorithmischen
Schwierigkeiten, mittels der optimalen Strategie immer
erreichbar.

In vielen nicht deterministischen Entscheidungen dagegen
ist der Entscheidungswert nur stochastisch erreichbar.
Dabei kOnnen verschiedene Grade der stochastischen Un-
bestimmtheit des Entscheidungswertes festgestellt werden.
Besonders wesentlich sind diese Probleme fiir die IPI-
Entscheidungen. Wir wollen sie in diesem Paragraphen kurz
erdrtern.

Sei eine einfache Risikosituation mit den iiblichen Be~
zeichnungen gegeben

(58-1) [{ﬂi§§{5j}3p = (p1""’pm);[uij]];i = Tye00,0;

J 1y eeaylly
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Das Bernoulli-Prinzip fithrt zur Losung [e

V(o )T

mit der optimalen Strategie ay x und dem Entsecheidungswert

l*?

m m
L) = T oU..D. = 5 Uk Do
(38.2) V(ay,) mjax J_=/1u13p‘.J quul*apa

Der Entscheidungswert V(“i*) ist hier nur stochastisch
erreichbar im Sinne des Gesetzes der groSen Zshlen.
Genauer formuliert, geht es um Folgendes: Nach dem Gesetz
der groBlen Zahlen gilt

(38.3)V (e,2) N _(e,P):n 2N = W(|Zp|<e)>P.

Darin ist k die HBufigkeit des Eintretens eines Ereig-
nisses mit der Wahrscheinlichkeit p bel n unabhingigen
Versuchen, ¢ ist eine beliebig kleine positive Zahl,

P eine beliebig groBe Wahrscheinlichkeit und N ein hin-
reichend grofer Index. W(i—-pl<6) >P nennen w1r eine
(e¢,P)~Realisation. Sie bedeutet daB die relative Hiufig-
keit bei n Beobachtungen und hinreichend groBem n mit
Wahrscheinlichkeit » P dem Betrage nach sich von der
Wahrscheinlichkeit p um weniger als € unterscheidet.

Das Gesetz der groBen Zahlen in der Form (38.3) besagt,
daB flir jedes Paar (e,P) immer eine (€¢,P)-Realisation mdg-
lich ist. Der kleinste Index N, der (%8.3) erfiillt, soll
im weiteren der charakteristische Index genannt werden.

Es gibt alsc einen funktionéllen Zusammenhang zwischen
den GroRen (e,P,p,NO). In der Wahrscheinlichkeitgtheorie
gibt es verschiedene Verfahren, die diesen Zusammenhang
ermitteln - hier einige von ihnen:

1) Nach dem Integralsatz von Moivre-Laplace erhdlt man
approximativ
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e Vn/(p(1-p))

W(lk/n - pl <e) ~ Ao/ exp(-t2/2)dt -
0
sVn/(p(1-p))
Aus der Ungleichung Vo/m / exp(~t2/2)at > P
0

1aBt sich der minimale Index N, der (38.3) erfiilllt, be-
stimmen. Man erhdlt die Beziehung

(3804} NO = No(e 3Pap)-

2) Die Anwendung der bekannten Bernoulli-Formel, fir
hinreichend groBe n

(38.5)  W(lX_ pl<gzq - R{I=-B)
e n

fiithrt zur Gleichung N, ~ (1= ’
e“(1=-P)

die als “grobe" Approximation von (38.4) betrachtet
werden kann.

3) Zur genauen Beziehung (38.4) fiihrt ein auf die Ber—
noullische Binomialverteilung begriindetes Verfahren:

Es werden alle natiirlichen ki(i=1,...,s) betrachtet, die
die Ungleichung

|§ - pl<e erfillen. Die Ungleichung
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k. n~k.
z)p *(1-p) * >P
i

M

(38.6)
=1

[N

bestimmt ein minimales N, das (38.6) erfiillt. Man erhdlt

wieder die Beziehung

(38.4) NO = No(e,p,P).

Damit kOnnen wir zur Risikosituation (38.1) iibergehen.

Es soll die stochastische Unbestimmtheit des Entscheidungs—
wertes (SUE) in (38.1) betrachtet werden. Der Entschei-
dungswert V(gi*) ist nur stochastisch im folgenden Sinn
erreichbar: Es wird die beliebige Wiederholbarkeit der
Situation (38.1) vorausgesetzt. Sei v die Anzahl der
Wiederholungen und dabei die &nzahl der Realigationen

von Bj gleich 13(3 = 1,...,m;§”1 S = v )., Dann definieren
wir als Durchschnitts~Entscheidungswert VD(V)(“i*) bei

v Wiederholungen und bei Anwendung der optimalen Stra-

tegie S

(38.7) VD(v>(ﬁi*> = % (Tqui*q + eeet T

1 m
. = — &
mul*m) Y 3

T U.pre
iq J 173

Wir kOnnen die Abweichung des Durchscnitt-Entscheidungs-~

)

wertes VD<v) (qi*> vom Bernoulli-Erwartungswert V(gf:L

abschédtzen. Es gilt:

(38.8) 17, (ay) = Via )l =5 luyil - ok —p.
: D o * ¥/l = =1 i*j v TPyl

Aufgrund des Gesetzes der groBen Zshlen existiert fiir alle
J ein charakteristischer Index NO(J>, der die entsprechende
(&,P) - Realisation gewdhrleistet:
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(38. 0V Y W) oy (Day(l-d - pil<e)spi(5 = 1,..00m).

Aufgrund der Unsbhangigkeit der 53 erhalten wir aus
(38.8) und (%8.9):

(38.10)\/( &, 23R, = m?}d\lo<‘j>:VZE\\TO”W(IVDO))(cvi*) -

V(s )< m€ maxiuy,. |>P".
3 J
Da mé€ maxl \ beliebig klein und P" beliebig gro8

werden J kann folgt aus (38.10), daB bei hinreichend
groBem v mit beliebig groBer Wahrscheinlichkeit der
Durchschnitts~-Entscheidungswert sich vom Entscheidungs-
wert dem Betrage nach beliebig wenig unterscheidet.

Den kleinsten Index NO, der (%38.10) erfiillt, nennen wir
~harakteristischen Index fiir die SUE in der Risikositua~-
tion (38.1). Aus (38.9) und (38.10) folgt die Existenz
der Funktion: '

(38.11) N_ = N (&,P,m,p,max u

o J i*j>‘

(38.10) heiBt eine (m € mgxlui*jl,Pm)—Realisation.
dJd

Wenn wir eine (e,P)-Reﬁlisation feststellen wollen, mulB
in (38.10) ein neues (¢, P)~Paar mit

(58-12) /; = — UD4 ﬁ: V P )

m qu\ui*j\

d

eingesetzt werden. Aus (38.12) folgt: je griBer.m, desto
kKleiner ¢ und P und damit auch desto gro8er der charak-
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teristische Index NO fiir die SUE. In (38.11) ist also
flir die GréBe von NQ die Variable m ausschlaggebend.

Als MaB fiir die stochastische Unbestimmtheit des Entschei-
dungswertes (SUE) in der Risikosituation (3%8.1) sollte man
eigentlich bei vorgegebenen (€,P) den charakteristischen
Index N, als Funktion No(m,p,mgx ui*.) betrachten. Da aber
die Ermittlung von No algorithﬁisch sehr schwierig ist

und fir die Funktion No(m,p,mgx ui*j) die Variagble m aus-

schlaggebend ist, wollen wir im weiteren alle SUE-Unter-

suchungen bezliglich m durchfihren.
Wir fihren jetzt folgende Definition ein:

Def., 38,.1:

Als Grad der SUE in der Risikosituation (38.1) betrachten
wir die Anzahl m der Zustinde ' (Bezeichnung G(m)). Den Grad
der SUE einer Entscheidungssituation ES betrachten wir

als G(k), wenn die SUE von ES die gleiche ist wie in einer

Rigikosituation mit k Zustidnden .

Wir wollen den Grad G(k> der SUE fiir verschiedene ES be-

stimmen,

Es ist plausibel, den deterministischen Situationen, die
Jja immer als einspaltige ES betrachtet werden kSnnen, den
Grad G(q) zuzuordnen. Dasselbe betrifft die Maximin-Lo-
sung einer Entscheidung bei UngewiBheit im Bereich der
reinen Strategien. Wenn in (38.1) die Zustandsverteilung
nicht bekannt ist, wird aufgrund des Maximin-Prinzips

fir jede Zeile das minimale Element ermittelt und das
Maximierungsverfahren auf die erhaltene Spalte angewendet.

Aus demselben Grunde muB man den Grad der SUE eines strik-
ten Zweipersonen-Nullsummenspiels als G(q) bezcichnen.
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Nun aber zu dem in (36.3) betrachteten erweiterten Rigie
kowModell. GemiB Satz 36,1 wird das Modell in ein einfa-
ches Risikomodell iibergefiihrt. Daraus schlieBen wir, dal
das erweiterte Risikomodell 6.3 den Grad G") der SUE
besitzt. Der Entscheidungswert ip diesem Modell ist elso
mit der SUE ¢“™)_ten Grades verbunden.

un wollen wir die Grade der SUE filir IPI-~-Entscheidungen
ermitteln. Zuerst das gewdhnliche IPI-Entscheidungsmo-
dell (26.2). Aufgrund des Max EminéPrinzips wird jeder
Strategie oy der im IPI-RBereich entsprechende minimale
Nutzenerwartungswert zugeordnet. Wenn wir also eine Lo-
sung im Bereich der reinen Strategien bestimmen wollen,
niissen wir das Maximierungsverfahren beziiglich der Spalte
von minimalen Nutzenerwartungen anwenden . Wie hoch ist
dann der Grad der SUE?

Um die Frage zu beantworten, folgende Bemerkung: Das ein-
fache Risikomodell (38.1) 1&aBt sich als einspaltige ES
vorstellen, indem jeder Strategie oy der entsprechende
Nutzenerwartungswert zugeordnet wird. Da der Grad der SUE
fir (38.1) ¢®) ist, gilt der

Satz 38B.71:

Der Grad der SUE in einer gewdhnlichen LPI-Entsclkeidung

(26.2) ist im Bereich der reinen Sirategien G(m).

Im Bereich der reinen Strategien &ndert sich also der Grad
der SUE nicht, wenn statt einer Zustandsverteilung p eine
IPI(P) vorliegt. Beim Ubergang zum erweiterten Spiel (Be-
reich der gemischten Strategien) vergrdBert sich der Grad
der SUE Jjedoch.

Zur Bestimmung des Grades der SUE in diesem Fall betrach-
ten wir zuerst das Modell des Zweipersonen-Null summen—
spiels im Bereich der gemischten Strategien. Sei
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(%8.13%) {ixi%;iyéi;{uij}};i = Dy eeeyDsd = Tyeeo,me

das entsprechende Modell. Im Bereich der gemischten Stra-
tegien betrachtet, kann man den optimalen Strategien

x* = (pq*,,»»,pn*>’y* = (qq*,-++,qy*) zwel unabhbéngige

Zufallsvariablen Z,i bzw. 22 zuordnen. Der Ubergang zur
neuen Zustandsmenge %9(v>};v = 1,00ay NI, die der gzusam~
mengesetzten Zufallsvariagblen Z = <Z1’Z2) entspricht,
ergibt folgendes einzeiliges Risikomodell:

A
p p/}*qq* p,‘*qgt Pq*q5* e o o o pn*qm*
e (M| 6@ e | . ¢bm)

Gy | ugg | s

Darin umfaBt die Zeile alle Elemente der Entscheidungs-
matrix [uij]. Die Zustandswahrscheinlichkeiten sind die
entsprechenden Produkte aus‘pi* und qj*. Der Entschei-

dungswert ist

(38.15) V(x*,y*) = 2 ‘pi* ui,jqj* .

1,4
Die rechte Seite ist offensichtlich der Erwartungswert
der Elemente der Zeile bei nem Zustédnden mit bekannter
Verteilung. Dsmit ist bewiesen, dal der Grad der SUE
im erweiterten Zweipersonen-Nullsummenspiel (38.1%)
gleich GOB) jgp,
Andererseits kann {(38.13) als eine einspaltige Entschei~
dungssituation betrachtet werden, indem jedem x5 die ent-

sprechende Nutzenerwartung



242

m
*
§:1uij 25 zugeordnet und dann eine gemischte Strategie

iiber {xiE angewendet wird. Folglich entspricht der Ent-

scheidungsspalte
m
X L ou. *
G =R
(%28.16) .
m
X Log . oq.*
0 fs.q R

bei Anwendung der optimalen gemischten Strategie

X* = (pq*, co oy pn*) der Entscheidungswert (38.15) mit

dem Grad G'™®/ ger SUE. Damit kOnnen wir zur Losung der
LPI~-Entscheidung (26.2) im Bereich der gemischten Strate-
gien iibergehen. Indem wir jedem oy den im IPI-Bereich
minimalen Nutzenerwartungswert zuordnen, gelangen wir

zu einer Entscheidungsspalte wie in (38.16), Damit ist fol-
gender Satz bewiesen:

Satz 38.2:

Der Grad der SUE in der LPI-Entscheidung (26.2) im
Bereich der gemischten Strategien ist G(nm)‘

Die Erweiterung des Spiels (26.2) in den Bereich der ge-
-mischten Strategien ergibt zwar im allgemeinen eine Ver-
groflerung des Entscheidungswertes, andererseits aber ver-
groBert sich auch der Grad der SUE.

Nun wollen wir den Grad der SUE fiir Entscheidungssitua-
tionen (36.2) mit LPI-Bedingungen sowohl fiir die Zustands-
verteilung P als auch fiir die Entscheidungsmatrix-Ver-
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teilung ? ermitteln.,

Es gilt folgender Satz:
Satw 38.%:

Der Grad der SUE in (36.2) bei gegebenen LPI-Bedingungen
fir die Zustandsverteilung ¢ und die Entscheidungsmatrix—
Verteilung 7 ist im Bereich der reinen Strategien g L)

und im Bereich der gemischten Strategien G(nml)_

Der Bewels folgt aus dem im Beweis des Satzes 36.6 ange-
wandten Verfahren. Unter den getroffenen Voraussetzungen
wird dag Modell in das gewdhnliche IPI~-Modell mit ml
Spalten ilibergefiirrt. Die Anwendung des Satzes 38.1 be-
weist den ersten Teil unserer Behauptung. Aufgrund des
Satzes 38.2 muB bei Ermittlung des Grades der SUE die
Anzghl von Spalten mit der Anzahl von Zeilen multipli-
ziert werden. Wir erhalten mln und das beweist den zweiten
Teil unserer Behauptung. Der durch den Satz %6.6 bestimm—
te Entscheldungswert ist also im allgemeinen mit einem
hohen Grad der SUE verbuncen.

Bisher fiilhrte die Ermittlung des Grades G<k) der SUE
bei LPI-Entscheidungen zu entsprechenden Produktsitzen.

G(nml). Nun wollen

Die ermittelten Grade waren G(nm) bzw.
wir Félle, die zu entsprechenden Additionssitzen fihren,

betrachten.

In Satz 36.5 wurde ein besonderer Fall der LPI-Bedingungen
fiir die Entscheidungsmatrix [ui.] erértert. Es wurde die

Annabme getroffen, daB in [uij] eine Menge«{ﬁrs} variab-
ler Elemente U vorliegt. Dabei entspricht jedem variab-

rs
len G, mit der Verteilung p(urs) eine LPT ( D(urs)). Die
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den variablen §£S entsprechenden Zufallsvariablen 2

s
wurden als diskret und unsbhédngig bebtrachtet. Sei'vrs
die Anzahl der mbglichen Werte eines variablen g%ﬂ, die
sogenannte Varietat des Elementes G&s . Den nicht varigb-—
len Elementen uij kann die Varietidt Vij = ‘1 zugeordned
werden.,

Ay
Den beschriebenen Fall wollen wir usier U-Unbestimmtheit
der Entscheidungsmatrix nennen.

Es gilt folgender Satz:
Satz 38.4:

A
Bei ge.ebenen IPI(p) und LPI-Bedingungen fiir die U~Unbe-

stimmtheit der Entscheidungsmatrix ist der Grad der SUE

im Bereich der reinen Strategien G(k), mit

m

8.,17) k=% V.o
(3 MTi{ i3

Dies besagt, daB, um k zu erhalten, man fiir jede Spalte
das Produkt der Varietdten der Spaltenelemente bestimmen
und dann die Produkte fiir alle Spalten addieren muR.

Beweisskizze:

Es erfolgt der Ubergang zur neuen Zustandsmenge §P(V)},
der Menge aller mdglichen Zustande der zusamrengesetzten
Zufallsvariablen

(38.18) z = (z,.{z_ b .

Z,l entspricht der urspringlichen Zustandsmenge, Jjede
Zufallsvariable er dem entsprechenden variablen Element

Upge Die Anzahl der Komponenten ist also gleich der Anzahl

von variablen Elementen in [uij] plus 1. Jede Realisation
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eines Zustandes @(V) determiniert eine Spslte von [uiT].
Identische Spalten werden unter Berlicksichtigung der Summe
der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten reduziert. Auf
diese Weise gelangt man zu § ET Vi Spalten mit einer

IPI iber die Verteilung der neuen, reduzierten Zustinde.
Es genligt, den Satz 38.1 anzuwenden.

Aus den SEtzen 38.3 und 38.4 folgt, daB umter den in
Satz ?8B.4 getroffenen Annahmen im Bereich der gemischten

Strategien der Grad der SUE ¢UX) mit

m
(38.19) k=mn-2 I v,. ist.
J

Zu einer reinen Additionsform gelangen wir unter der
zusatzlichen Voraussetzung, daB jede Spalte der Entschei-

dungsmatrix hdchstens ein variables Element U ente

r(s)s
halt. Dann folgt aus (38.17) fiir den Bereich der reinen
Strategien:

m
8.20 k = % .
(3 ) quvr(s)s

Gem8B (38.20) ist also unter den getroffenen Voraussetzun-
gen k die Summe der entsprechenden Variet&ten der variab-

len Elementen (Spalten ohne variablen Elementen entspricht
der Summand 1). Fir den Bereich der gemischten Strategien

erhalten wir in dem Fall aus ( 38.19)

_ m

k:n-g v o
sq T(e)s

Es ist bemerkenswert, daB8, wenn die Entscheidungsmatrix

keine Unbestimmtheiten enthZlt, wenn also bei gegebener

Zustandsverteilung ¢ eine Risikosituation vorliegt, man
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im Bereich der reinen Strategien k = m erhdlt iiberein-
stimmend mit der Tatsache, daB der Grad der SUE der Risi=-
kosituation gleich G(m) ist.

Die Bestimmung der Grade der SUE hat eine wesentliche Be-
deutung fir die LOsung von Intscheidungssituationen. In
allen Féallen, in denen der Entscheidungswert nur stocha-
stisch erreichbar ist, bestimmt der Grad G5 der SUE

als MaB der stochastischen Unbestimmtheit die Effelti-
vitat der optimalen Strategie. Fir eine gegebene ES ist
die Angabe des Entscheidungswertes nicht hinreichend, es
mufl zusétzlich der Grad g<k) der SUE angegeben werden. Die
Losung einer Entscheidungssituation (ES) sollte also in
der Form eines Bewertungsvektors

(38.21)  Wy(ES) = [a*;V(a*);6))

ausgedriickt werden.

Darin ist o* die optimale Strategie, V(g*) der Entschei-
dungswert und G<k> der Grad der stochastischen Unbestimmt-
beit des Entscheidungswertes (SUE). Fir gegebene Entschei-
dungssituationen ist der Vergleich ihrer Ldsungen mit dem
Vergleich ihrer Bewertungsvektoren WB(ES) = [q*,V(g*);G(k)]
verbinden. Die Frage der Pr&dferenzskala fiir solche Vektoren
ist nicht einfach. Nur fiir besondere Fille ist die Antwort
offensichtlich. Beispielsweise ist fiir gleiche Entschei.
dungswerte bei Bewertung der LOsungen von Entscheidungs—
situationen die GroBe von k in G<k entscheidend: Je griBer
k, desto niedriger ist die Préferenz fiir die entsprechende
Losung.
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In anderen PFallen sind fiir die betrachtete Préferenz—
skala Faktoren wie die Risikoaversion, der Zusammenhang
mit anderen Zielsetzungen v.a. von wesentlicher Bedeu-
gung. Bisher wird der Grad der SUE in verschiedenen Gebie-
ten der Entscheidungstheorie (Spieltheorie!) zu wenig
beachtet.

Die in (38.21) eingefiibrten Bewertungsvektoren einer ES
beecitzen wesentliche Bedeutung auch fiir den semantischen
Informationswert. Jeder Ubergang von einem Informationse
zustand 11 zu einem anderen I2 bedeutet eigentlich einen
Ubergang vom Bewertungsvektor Wé(Eslq) zum Bewertungs—

vektor Wﬁ(ESI ). Die Bestimmung des Informationswertes ist
2

also mit einer Bewertung solcher Uberginge [WE(E811> -

Wh(ESIZ) verbunden.

Dasselbe betrifft den Begriff des komponenten und globa-
len Informationswertes. Auch in allen sensitivitétsanaly-
tischen Problemen konnte man statt der Sensitivitdt des
Entscheidungswertes die Sensitivitat des Bewertungsvektors
Wé(ES) einer Entscheidungsituation gegeniiber verschiedenen
Modellparametern untersuchen.

Es sei bemerkt, daBl in der statistischen Entscheidungs-—
theorie das Problem der Bewertung von statistischen In-
ferenzen oft mit der Analyse von 4-dimensionalen Vektoren
verbunden ist, wobeli als vierte Komponente zus8tzlich eine
Konfidenzzahl v auftritt (vgl. FuBnote auf S$.152).

Zum SchluB noch zum Zusammenhang zwischen der behandelten
stochastischen Unbestimmtheit des Entscheidungswertes (SUE)
und der Shannonschen entropischen Unbestimmtheit der Ent-
scheidungssituation.

Es erscheint plausibel, unter der entropischen Unbestimmt-
heit (EU) einer Entscheidungssituation den Informations-—

gehalt (in bits!) zu verstehen, der die ES in eine determi-
nistische ES verwandelt. Bei der anndherndeu Schétzung der
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EU einer ES geniigt es, von den konkreten Wahrscheinliche
keiten abzusehen und die obere Schranke der EU (EU(ES))
slso die einer Gleichverteilung, zu ermitteln. Es 188t sich
beweisen, daB unter den getroffenen Voraassetzungen die
obere Schranke der entropischen Unbestimmthelt einer Ent-
scheidungssituation (EU(ES)) folgende Gleichung erfiillt

( Einfachheitshalber wird im weiteren G k) k angenommen):

(38.22)  EU(ES) = losg, N

Darin ist die rechte Seite der Logarithmus dualis des Gra-
des der SUE (der stochastischen Unbestimmtheit des Ent-
scheidungswertes).

Man kOnnte in unseren Betrachungen als Ma8 der stochasti-
schen Unbestimmtheit des Entscheidungswertes nicht k in
o (k)
logarithmischen Grad der SUE messen. Der logarithmische
Grad der SUE z.B. flir deterministische Entscheidungen wire

, sondern log2 k einfiihren und auf diese Weise den

dann O. Unter diesen Annahmen lautet die Formulierung
von (38.22)

Die obere Schranke der entropischen Unbestimmtheit einer

Entscheidungssituation ist gleich dem logarithmischen Grad

der stochastischen Unbestimmtheit des Entscheidungswertes.

Der Ubergang zum logarithmischen Grad der SUE(log2 G(kD)
besitzt zwsi Verteile:

1) Fir zusammengesetzte Unbestimmtheiten wird auf diese
Weise die Additivit8t gewonnen.

2) Es besteht die Mdglichkeit, bits als Einheiten des lo-
garithmischen Grades der stochastischen Unbestimmtheit des
Entscheidungswertes zu verwenden. Auf eine genauere Un-
tersuchung dieser Probleme muB Jjedoch hier verzichtet
werden.




7. Kapitel: Mehrstufige Entscheidung

§ 39. Mehrstufige Risikosituationen

1. Einfithrung, Ubersicht

In diesem Kapitel wird das Modell der mehrstufigen Entschei-
dung unter LPI-Bedingungen aufgrund des Max Emin~Prinzips
analysiert. Es wird nur der diskrete Fall beriicksichtigt.
Die eingefiihrten Begriffe und bewiesenen Sitze sind nicht
nur von thecretischer Bedeutung. In der Praxis werden z.B.
mehrstufige Lagerhaltungsprobleme, Werbeentscheidungen,
Instandhaltungsprobleme etc. als Risikositustionen be-
trachtet. Eine genauere Analyse zeigt aber, daB hier ge—~
wohnlich keine Risikosituationen, sondern mehrstufige Ent-
scheidungen bel nur teilweise bekannten Verteilungen der
Zusténde vorliegen. Solche Fille kann man als LPI-Fille
betrachten und aufgrund des Max Emiﬁ»Prinzips analysieren.

In diesem und in den beiden folgenden Paragraphen werden
einige S&tze liber die Existenz optimaler Losungen in mehr-
stufigen Einpersonen— und in mehrstufigen nicht kooperati-
ven n-Fersonen-Spielen gegen die Natur unter LPI-Bedin-
gungen bewiesen. Dariiberhinaus werden algorithmische Lo-
sungsverfahren entwickelt und an Zahlenbeispielen illu-
stiert.

Im § 42 werden LPI-Unbestimmtheiten auch in den Auszah—
lungen des Entscheidungsbaumes eingefiihrt.

§ 43 ist den Problemen der Sensitivit8tsanalyse und dem Be-
griff des dynamischen Informationswertes in den behandel ten
Modellen gewidmet.

Die in der Praxis wichtigen Adaptionsprozesse in mehr-
stufigen Entscheidungen und der Begriff des Wertes eines
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ALdaptionsprozesses werden im § 44 diskutiert.

Probleme der LPI-Entropie und des Grades der stochasti-
schen Unbestimmtheit der Realisation des Entscheidungse
wertes in mehrstufigen LPI~-Entscheidungen sind Inhalt
des § 45.

Im § 46 folgt eine Ubersicht weiterer mglicher LPI-
Betrachtungen in mebhrstufigen Entscheidungen,

Die Anwendungen der mehrstufigen LPI-lModelle in der
dynamischen Programmierung, in den Markoffschen sto-
chastischen Entscheidungen und in stochastischen Spielen
"werden dann im 8. Kapitel betrachtet.

2. Das Grundmodell einer mehrstufigen Risikosituation

Wir beginnen mit der folgenden sehr einfachen mehrstufigen
Risikosituation, die durch einen Entscheidungsbaum dar-
gestellt werden kann. Sie entspricht einem extensiven

Spiel gegen die Natur pit bekannter Verteilung der Zusténde:
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Darin ist Ao der Anfangspunkt des Baunmes, Ao’Aﬂ"‘“’A6
sind die Eckpunkte (Knoten) und Bq"°°’38 die Endpunkte
des Baumes. Den Eckpunkten AO’AB’A4’A5’A6 entsprechen
Zige (mit Alternativen) des Entscheidenden (P), den Eck~
punkten Aq,Ag Zufallsziige der Natur (N). Dem Zufallszug
in A, entspricht die Zufallsvariable Z1 mit der Wahr—
scheinlichkeitsverteilung Py = (pq,pg), dem in A, die
Zufallsvariable Zs mit der Verteilung Py = (qﬂ’q2>‘ Den
Endpunkten B,‘...,B8 sind die Auszahlungen a,...,h ent-
sprechend zugeordnet. Die Rechtecke bzw. Kreise werden
fiir die Unterscheidung der Entscheidungspunkte von den
Zufall spunkten verwendet.

(39.1) entspricht einer dreistufigen Risikosituation
mit folgendem Spielverlauf: Den ersten Zug in AO voll-
zieht der Entscheidende (P), indem er einen der Aste

A Aq, AO A2 wahlt. Darauf folgi der Zufallszug der
Natur (N in A.,I bzw. Ag), die einen der zwei mdglichen
Aste bei gegebener Verteilung (pq,p2), bzw. (qq,qg)
wéhlt. Es folgt der dritte und letzte Zug: P wihlt in
einem der Punkte AB""’A6 einen Ast, der zu einen
Endpunkt B, fiibrt. Die entsprechenden Zahlen in der Klam-
mer bedeuten Nutzenwerte fiir den Entscheidenden P.
Jeder Streckenzug vom Anfangspunkt AO bis zu einem End-
punkt B, determiniert einen der mdglichen Spielverldufe
(Spiel, Partie) [Owen 19717.

Inm weiteren wird oft statt des Baumes selbst seine Beschrei-
bung angegeben. Z. B. gilt fiir (39.1) die Beschreibung:

P:27N:2; (0505032, (a4595)7 P:2,(a3b);2(c;d);52, (e5£) 32, (g;b).

Die Pfeile bezeichnen den Ubergang zu den entsprechen-
den Ziigen (hier drei Ziige), die Zahlen die Anzahl der
méglichen Alternativen, P steht fiir den Entscheidungstré -
ger, N fir die Natur. In den Klammern sind die Vertei-
lungen flir die Zufallszilige bzw. die Nutzenwerte in den
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Endpunkten flir den Entscheldungstriger angegeben.

Fir das Grundmodell einer mehrstufigen Risikosituation
machen wir folgende Voraussetzungen: 1) Die Ziige von P

und N erfolgen abwechselnd nacheinander; 2) Der entspre-
chende Entscheidungsbavm ist endlich (die Zshl der Ziige wie
atuch der Alternativen bei jedem Zug ist endlich); 3) Je-
dem Zufallszug ist eine Zufallsvariasble mit einer Ver—
teilung der mglichen Alternativen zugeordnet. Die Zu-
fallsvariablen sind unabhingig.

Die Beschreibung des Entscheidungsbaumes lautet allgemein:

(39.2) P: Kk N:i 15 Pgy eees lkq; pk1* P: Mgy oo,y m11;

| -
m14+47 sees m11 *“”+lk1 oo

‘P hat beim ersten Zug kq Alterpnativen, beim zﬁéiten Zug

von N entspricht der ersten von diesen Alternmativen 11,

der letzten lx, <1i kann auch gleich Null sein). Die Ver~
teilungen flir die Zufallszliige sind hier 91,..w,9k sees

und es wird vorausgesetzt, daBl sie flir unabhéngigg yAVES
fallsvariablen Zq,...zk/i,... gelten. Wie bekannt [Menges 1974]

wird in Risikosituationen mit Nutzenwerten das Bernoulli-
Prinzip der Maximierung des Nutzenerwartungswertes ange-
wendet. Allerdings ist in mehrstufigen Entscheidungen die
Anwendung dieses Prinzips nicht immer einfach.

Fir das Modell (39.2) gibt es zwei mbgliche Verfahren.

a) Das Roll-back-Verfahren, indem man eine Rickwdrtse—
rechnung im entsprechenden Entscheidungsbaum durchfihrt [Bihl-
mann et al 1967 J.Die allmihliche Reduktion des Baumes auf-
grund des Bernoulli-Prinzips fiihrt zur Ldsung.
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b) Die Uberfithrung in die Normal form [Oowen 19717. Sei {Xi%
die Menge der sogensnnten globalen Strategien des Ent~

scheidungstrigers P [Owen 19717, Aus den unabhéngigen
Zufallsvariablen Zq,..,, Zk’ die den Zufallszﬁgen entm
sprechen, wird die zusammengesetzte diskrete Zufallsvariab-
le 2 = (Zy,...,2)) gebildet. Die endliche Menge} 6 (3)}
aller mdglichen Zustinde von 7 wird als Stravegienmenge der
Natur angenommen. Die Verteilung p ﬁbez‘{9<a } 188t sich
aus. den entsprechenden Wabrschein%ichkeitsprodukten bestim-
men. Jedem Strategienpaar (Xi, 9<J)) entspricht offen-
sichtlich eindeutig ein Streckenzug im Entscheidungsbaum,
also auch eindeutig ein Nutzenwert Usgse Auf diese Weise
gelangt man zum Spiel gegen die Natur

(39.3)  [{x};§000 %, , . [;51 -
Das Bernoulli-Prinzip, angewendet in (39.3), fiihrt zur
Losung der mehrstufigen Risikosituation (39.2), also

zur optimalen Strategie und zum Entscheidungswert.

Ein einfaches Zahlenbeispiel: In (39.1) sei

Die Verteilungen P15 s fiir die Naturzustinde seien

% 1
p,] = (qupg) = (zép*[;)’ 02 = (q17Q2) = %’%>'
P verfiigt liber 8 Strategien:

{xi} = {ooo,oou,ouo,ouu,uoo,uou,uuo,uuu} .

0 - bedeutet hier die "obere", u - die "untere" Alternative.
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Die Strategie uou z.B. bedeutet, daf P beim ersten Zug
die untere Altermative widhlt, und beim dritten Zug der
oberen Zustandsalternative seine obere und der unteren
Zustandsalternative seine untere Alternative zuordnet.
Die Zufallsstrategienmenge ist {6 <3>§ = {oo,ou,uo,uu} .
Das Roll~back-Verfshren fihrt zur optimalen Strategie
uoU.

“Der Entscheidungstriger P widhlt also beim ersten Zug die
Alternative AOAE. Beim dritten Zug wdhlt er abhingig da-
von, ob der Zufallszug A2 A5 oder A2 A6 vorliegt,

A5B5 bzw, A‘6B8' Aufqdiese Welse erreicht er den Nutzen-
erwartungswert v = 2? als Wert der Entscheidungssitua-
tion fir P . Ein léngerer Weg filhrt zur Normalform von
(39.1). Die Strategienmengen {Xi} ,ieca)} haben wir
schon angegeben. Die Verteilung ¢ der Zustandsmenge

9(3)} 18Rt sich leicht aus den Wahrscheinlichkeits—
produkten bestimmen: P = (%,%,%,% ).

111 1 1

| 2lm |8 | B
[e]0] ou uo uua

000 212 1 1 1%
oou 2la|3|3| 2
ouo olol 1] 7}
ouu 00| 3 3 yry
200 2lofl 2] o 1-"5
uou 2131 2 3 2%
“uuo 1ol 1] o %
uuu 113 1 3 1%
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Die letzte Spalte enthidlt dle entsprechenden Nubzener-—
wartungswerte. Es zeigt sich wieder, daf uou die opti-

male Strategie fiir P ist. Sie gewdhrleistet den stochastisch
erreichbaren Nutzengewinn V = 2 %.

Die optimale Strategle in (39.4) gehdrt zwar zum Bereich
der reinen Strategien des Baumes (39.1), determiniert
aber nicht eindeutig einen Streckenzug vom Anfeangspunkt
A, bis zu einem Endpunkt B . Die Strategie uou filbrt zu
einem sogenannten bedingten Streckenzug, was eben charake—
teristisch flir das Spiel (39.2) ist. Aus (39.3) folgt, daB
Jede mehrstufige Risikosituation mit den Voraussetzungen
(39.2) im Bereich der reinen, bedingten Strategien min-
destens eine optimale Strategie und einen eindeutigen,
stochastisch erreichbaren Wert besitzt. Bemerkenswert

ist die Tatsache, daB, wenn in (39.2) nur eine unvoll-
sténdige Information beziiglich des Baumes vorliegt (In-
formationsmengen mit mehr als einen Eckpunkt), die opti~-

male Strategie im allgemeinen dem Bereich der gemischten
Strategien angehdrt.

§ 40. Mehrstufige Entscheidungen unter LPI-Bedingungen

fir die Zustandsverteilungen

Wenn im Grundmodell (3%9.2) der mehrstufigen Risiko-
situation die Verteilungen Py der Zusténde fir die
entsprechenden Zufallsziige nur teilweise bekannt sind,
ergibt das Bernoulli~Prinzip keine L&sungsmdglichkeiten.
Erst die Einfiihrung des Max Emin~Prinzips 16st die Frage
der Dominanz im Strategienbereich und fiihrt zur optimalen

Losung. Das wird im folgenden Satz bewiesen:
Satz 40.1:

Wenn im Grundmodell der mehrstufigen Risikosituation (39.2)
flir die Verteilungen p der Zufallsziige nur LPI(p

d = 1y seey kK vorliegeg, existiert aufgrund des Max Emin"
Prinzips mindestens eine optimale reine Strategie x* und

ein eindeutiger Entscheidungswert V(x*).

Beweis:
V&~ (39.2) gehen wir zur Normalform iiber. Es wird wie
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in (39.3%3) die Strateglenmenge {xi} des Entscheidungs~
trégers bestimmt und die zusammengesetzte Zufallsvariable
Zom (Zgyessyily ) gebildet. Alle Komponenten von Z sind
unabhingige Zufallsvariablen, die den entsprechenden
Zufallsziigen zugeordnet sind. Die endliche lMenge %9 (3)%
aller mbglichen Zustdnde von Z bildet die Strategienmenge
der Natur., Da aber iiber die Verteilung Py der Zufalls-
ziige nur LPI(p ) vorllegen§ liegt iber dle Verteilung ¢
der Straueglenmenge { 2] J E nur eine LPI(P) vor. Das
folgt aus Satz 20.1 iber LPI-Bedingungen fir einen Zu~-
fgllsvektor. Die erhaltene Normalform ist also eine Ente
scheidungssituation unter ILPI-Bedingungen

(40.1) RERE { (D}, 1p1(0); log;] 3

Darin ist Uy 5 der dem Strategienpaar (xi,e (J)) entspre-~
chende Nutzenwert. Die Max Emin~Ldsung bestimnt mindestens
eine optimale Strategie x* und eindeutig den Entscheidungs—
wert V(x*), Woz.D.W.

Jede mehrstufige Entscheidungssituation (39.2) besitzt
also auch unter LPI-Bedingungen einen eindeutigen Ent-
scheidungswert V(x*). Er ist Ausgangspunkt fiir sensiti~-
vitédtsanalytische Untersuchungen und flir die Bestimmung
des Informationswertes.
Der Ubergang zur Normalform wird in vielen Existenzbee
welsen angewendet. Die algorithmische Bedeutung dieses
Ubergangs ist allerdings gerin%i wegen der Komplexitat

3 }verbundenen LPI-Ent-
scheidungsmatrix wdre der Arbeitsaufwand bei der effekti-

der mit der Strategienmenge§ 6

ven Losung zu grofB. Déshalb muB auch hier, #hnlich wie

in Risikosituationen, das Roll-back-Verfahren angewen-—
det werden. Gema3 dem lax Emin-Prinzip ist wie folgt vor—
zugehen:

1) Fir jeden Zufallspunkt wird die ihr aufgrund der ent-

sprechenden IPI zugeordnete Extremalpunkte-lMenge bestimmt.

2) Im Roll-back-Verfahren wird fir jeden Zufallspunkt die
im Bereich der Extremalpunkte minimale Nutzenerwartung

ermittelt.
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3) Auf diese Weise fiibrt das Roll-back-Verfshren zum
optimalen ersten Zug des Entscheidungstrigers. Jetzt
folgt das optimale Vorwirts-Verfahren, das schlieBlich
die optimale Strategie x* und den Entscheidungswert V(x*)
liefert. Dazu sei folgendes bemerkt:

1) Die optimale reine Strategie hat einen bedingten Ver-
lauf. Im allgemeinen entspricht ihr kein determinierter
Streckenzug, da Jja nach allen mdglichen Zufallsziigen eine
optimale Anpassung seitens des Entscheidungstrigers folgt.

2) V(x*) ist der nach dem Max E s p~Prinzip gréBtmdgliche
minimzle Nutzenerwartungswert. Die behandelte mehrstufige
Entscheidungssituation gewdhrleistet also dem Entschei-
denden bel Anwendung der optimalen Strategie x* wenigstens
den Nutzenerwartungswert V(x*).

%) Es ist offemsichtlich,daB mindestens V(x*) stochastisch
erreichbar ist. Beim einmgligen Spiel kann allerdings
der Entscheidungstriger auch weniger als V(x*) erreichen.

Beispiel:

(40.2)




258

Dieser Baum stellt eine dreistufige Entscheidungssitua-

tion dar. Tormal gilt:

P:2 > W2, IPI(p,):p,=py; 2,IPT(P,):a,%0 » Pi2,(3,4)32,(1,2);
23(’1 9O>§ 21(332)0

Die Zufallspunkte mit den Verteilungen sind: Aq(oq),
A2(92). Die LPI-Bedingungen lauten:

. < . ) 2
LPI(Pq), Pq = Do LPI(DE). 9 = g

Die Extremalpunkte~Matrizen sind demnach:

M(LPI(e,)) = ; M(IPI(e,)) =

POF- Pof-
FHo -

1. Das Roll~back~Verfahren:
Reduktion 1): A§(4), A4(2), A5(1), A6(5).

Reduktion 2): Aufgrund der Extremalpunkte-Matrizen werden
die minimalen Erwartungswerte bestimmt: A1(2), A2(2 %).

Reduktion 3): AO( 2 %-). Der erste optimale Zug des Ent-
scheidenden ist AOAE' Das optimale Vorwarts-~Verfahren
bestimmt die optimale Strategie x* des Entscheidungstri-
gers:

Zug 1): AA,. a) Auf Zufallszug 2): A2A5 folgt Zug

Z): A5B5. b) Auf Zufallszug 2): AA. folgt Zug 3): A6B7.
Die optimale Strategie x* ist also eine reine bedingte
Strategie. Sie gewdhrleistet dem Entscheidungstriger P
mindestens die Nutzenerwartung V(x*) = 2 % als Entschei-
dungswert.
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2. Die Normalform:

Hier besteht die Strategienmenge ixi% des Entscheidungs~
tragers P aus 8 und die der Natur g 6 J § aus 4 Stra-—

- tegien,

Durch Zusammensetzung der komponenten LPI(pq}: p1S Py

und LPI(Pg): a = % erhdlt man fiir die Verteilung

P o= <r1’r2’r5’r4> iber g e(q), 9<2), 8(5>, 8(4) % .

(40.%3) IPI(p): r52 rq;razrg;r2~5r42 O;r4—3r3~r2+5r1 Z Q.

Daraus wird die Extremslpunkte-~Matrix und die Entschei-
dungsmatrix

A(xi,e(j)> = [uij] * M(IPI(r)) bestimmt,

die nach dem Maximin-Pringzip gel&st wird. Die Losung
ist mit einem viel grdBeren Zeitaufwand verbunden.

Uber die Normalform der mehrstufigen Entscheidungssitua~
tion unter LPI-Bedingungen gilt folgender Satz:

Satz 40.2:

Die Normalform (40.1) einer mehrstufigen Entscheidungs—
situation (39.2) unter LPI-Bedingungen fiihrt aufgrund des
Max Emin—Prinzips zu_einem streng determinierten Zweiper—

sonen—Null summenspiel.

Das Spiel besitzt also wenigstens einen Sattelpunkt, der
den Wert der Entscheidungssituation bestimmt und wenig—
stens eine optimale reine Strategie.

Zum Beweis des Satzes geniigt folgende Bemerkung: Das
aufgrund des Max £ ip~Frinzips im Entsceidungsbaum (39.2)
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unter LPI-Bedingungen angewandte Roll~back-Verfahren ist
mit der Anwendung des Maximin-Prinzips in dem der Normale
form (40.1) entsprechenden Spiel Agquivalent. Da man im
Roll-back~Verfahren zu einer reinen optimslen Strategie
gelangt, muB dies auch im zweiten Verfahren der Fall sein,
was eben zu beweisen war.

Da das Roll-back-Verfahren in einem Entscheidungsbaum

bei unvollstidndiger Infcrmation bezliglich des Verlaufes
des Baums (Informationsmengen mit mehr als einem Eckpunkt)
im allgemeinen nicht zur Lésung fiihrt, folgt der

Satz 40.3:

Fine mehrstufige Fntscheidungssituation (39.2) unter ILPI-
Bedingungen mit mehr als nur einen Eckpunkt enthaltenden

Informationsmengen fiihrt im allgemeinen aufgrund des

Max EminuPrinzips zu _einem nicht strikt determinierten
Spiel. Die Losung gehdrt dem Bereich der gemischten Stra-

tegien an.

§ 41. Mehrstufige nicht-kooperative n—-Personen~Spiele

unter LPI-Bedingungen

In diesem Paragraphen wollen wir die Anwendung des Max Emin'
Prinzips in mehrstufigen nicht- kooperativen n-Personen—
Spielen unter IPI~Bedingungen untersuchen. Das Modell
(39.2) muB erweitert werden: Im entsprechenden Entschei-
dungsbaum werden alle Ecken (auBer den Eckpunkten) unter
den n Spielern verteilt. Den Zufallsspieler schlieBen wir
vorldufig aus. Es wird vorausgesetzt, daf der Entschei-
dungsbaum endlich ist und jede Informationsmenge nur eine
Ecke enth8lt (vollsténdige Information).

Die Bezeichnung der Strategienmengen ist: Eisioiﬁi = 1yeee,
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Jedem Endpunkt wird ein Auszahlungsvektor
7 (o qreees n) = (7 (Jq,.n., n>""’ n( qreeesdy )

zugeordnet.
Es gilt folgender bekannte Satz [ Owen 1971]

Jedes endliche n~Personen-Spiel mit vollsténdiger Infor-
mation besitzt einen Gleichgewichtspunkt.
Unter einem Gleichgewichtspunkt versteht men ein n-Tupel

(“1*’°‘°?°Q*)» das flir jedes i = 1,...,n und jedes

~ " .
oy € Ei die Bedingung

A .
(44-¢> ”i(gq*a'--aogmqiﬁi’cg+qs~-~35n*)$ ﬂi(01*1'~~scn*)

erfiillt. Daraus folgt, daB der i~te Spieler nicht daran
interessiert ist, von seiner optimalen Strategie Oi* abe
zuweichen, wenn alle anderen ihre optimalen Strategien
beibehalten. Die Auszahlung ﬁi(oq*,...,oi*,...,cn*)

ist also flir ibn optimal.

Die Normalform dieses Spiels lautet folgendermaBen:

L N PTG S PR I G L

Die Losung ist das optimale n-Tupel (0 ,...,On*)
und fir den i-ten Spieler der Wert vy sﬂl(vq*,..,,on*);

i=1,0..,n.

Wir wollen das n-Personen-Spiel (41.2) erweitern, indem
wir als n + 1 ~ten Spieler den Zufallsspieler (mit be-
kannten Verteilungen aller Zufallsalternativen bei jedem
Zufallszug) einfilhren. Es ist offensichtlich, daB auch in
dem Fall der Satz iiber die Existenz eines Gleichgewichts—
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punktes gilt, Jedoch gind die Werte Vi Jjetzt Nutzener—
wartungswerte und also nur im stochastischen Sinn erreich-
bar. Das folgt aus der Tatsache, daB im allgemeinen Jjedes
n-Tupel <°1""’°n) einen bedingten Streckenzug bestimmt,
also mehr als einen Endpunkt mit gegebener Verteilung

determiniert.
Anstelle von "1’ 0osy “n stehen jetzt entsprechende Nutzen-
erwartungswerte [E “1(01, 0oosy Gn), ecss E “n(°1’ eoas ﬂn)].

Die Normalform ist also

(41.%) (2, «ees Eps (Pgs eeey PL)3
Em (o eeey 90, coey E (s ceey 0070

(Pq,...,Pr) sind die bekannten Verteilungen fiir jeden
Zufallszug.

. Das Roll-back-Verfahren erweist die strikte Determiniert-
heit des Spiels (41.3),also die Existenz einer bedingten
optimalen Strategie (01*,...,0n*).

Das lax Emin—Prinzip erlaubt uns, weitere Unbestimmthei-
ten in das Modell einzufilhren. Wir setzen voraus, daB fiir
die Verteilungen Ppseee,P, der Zufall sal ternativen bei
den einzelnen Zufallsziigen nur LPI(pq),..a, LPI(DT) VOT=
liegen und beweisen folgenden Satz:

Satz 41.1:

Gem&B dem Max Emin—Prinzip besitzt jedes endliche mehr-
stufige nicht-kooperative n~Personen-Spiel gegen die Na~

tur unter IPJI-Bedingungen fiir die Verteilungen der Zu~
stdnde einen Gleichgewichtspunkt.

Beweisskizze: Ein n-Personen-Spiel gegen die Natur be-
deutet, daB auBer den n Spielern auch der (n+1)-te Zu-
fallsspieler dem Spiel angehdrt.
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1) Jedenm Zufallszug wird die Menge der entsprechenden

Bxtremalpunkte zugeordnet.

2) Im Roll-back~Verfahren wird fiir jeden Zufallszug der im
Bereich der Extremalpunkte minimale Nutzenerwartungswert
bestimmt,

%) Das dem Schritt 2) entsprechende Vorwidrts—Verfahren er-—
mittelt die optimalen reinen Strategien 01*""’dn*; der
Punkt (01*"'”’On*) bildet den Gleichgewichtspunkt des
Spiels.

Die Normalform des analysierten Spiels ist:

(Lm '4> {E,},-.-,ED;LPI(Q,}),...,I;PI(QI),Emin W,‘(O,],...,On);
ceesE s 0 vn(cq,...,cnﬂ

Darin ist Emin der Operator fiir den minimalen Nutzenerwar-

tungswert.

Es ist offensichtlich, daB8 folgender Satz mit Satz 41.1
dquivalent ist.

Satz 41.2:

Das Spiel (41.4) ist strikt determiniert.

Zwei Anmerkungen zu den beiden S&tzen:
1) Die optimalen Strategien 01*,...,0£ sind Zhnlich wie
in (41.3) bedingt, es entsprechen ihnen also bedingte

Streckenziige.

2) Im Satz 41.1 handelt es sich um einen Gleichgewichbs=-
punkt eines besonderen Typus (LPI-Gleichgewichtspunkt).
Die Gleichgewichtsbedingung (41.1) nimmt folgende Form
an:

A * *) <
(41.5)  Epspm3 (95 eeen O3 gs 95y Ofiq eeer Op) S

* oxy
= Eminﬂi(oﬂ’ cece n)
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Daraus folgt, daB die optimale Strategie é% dem
i~ten Spieler den optimalen Nutzenerwartungswert®
gewdhrleigtet, wenn alle anderen ihre optimalen
Strategien beibehalten. Er hat also kein Interesse,
von dieser Strategie abzuweichen.

SchlieBlich noch ein Satz, der die Verwendbarkeit des

Max EminuPrinzips in mehrstufigen Entscheidungen zeigt,

in demen der i-te Spieler nur seine Auszshlungen, nicht
aber die der iibrigen Spieler kennt und nur eine teilwei-

se Information (ILPI) iiber die Verteilungen der Alternativen
in den Eckpunkten der iibrigen Spieler besitzt.

Flir den einfachen Fall des mehrstufigen Zweipersonen-—
spilels gilt folgender Satz:

Voraussetzungen:

1) Spieler I kennt seine Auszahlungen, nicht aber die des
zweiten Spielers.

2) Spieler I besitzt eine teilweise Information (IPI)
iber die Verteilungen der Alternativen der Ziige des
Spielers II.

Satz 41.%:

Unter diesen Voraussetzungen existiert fiir Spieler I cemé

dem Max EminmPrinzip eine reine optimale Strategie und
ein eindeutiger Wert des Spiels.

Beweis:

Wie im Satz #41.1 ist das Roll-back-Verfahren snwendbar.
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Anwendungsmdglichkeiten sind z.B. mehrstufige Duopol-
Situationen oder Kriegssituationen (Bpiovnage iibermittelt
die LPIL bezliglich der Verteilungen der Alternativen der
Zige des Gegenspielers).

Auch im Fall einer nicht-kooperativen n-Personen-mehr—
stufigen Entscheidung (mit oder ohne Zufallsspieler) 188t
sich ein analoger Satz iiber die optimale Strategie und
den Wert des Spiels fiir den i-ten Spieler beweisen.

8§ 42, IPI-Unbestimmtheiten in den Auszahlungen in einer

mebrstufigen Entscheidungssituation.

Bisher betrachteten wir mehrstufige Entscheidungssitua-
tionen nur unter LPI-Bedingungen beziiglich der Zustandge
verteilungen der Zufallsziige. Nun wollen wir weitere Un-
bestimmtheiten in das Modell einfilhren, indem auch fiir
die Auszahlungen in den Eckpunkten des Baumes LPI-Be~
dingungen eingefiihrt werden.

Sei {B_ , ..., Bn} die Menge der Endpunkte des Baumes in
1

(39.2), denen keine eindeutige Auszahlungen zugeordnet

sind. Zu jedem Endpunkt Ba gehdrt die endliche Wertmenge
A\

{a } mit der Verteilung o s (V= 1, caey A),
oy, &y

Nun sei vorausgesetzt, daB alle Verteilungen fir die Zu-
fallsalternativen P12Poseeey,Py in (39.2) und auch alle
den Endpunkten des Baumes entsprechenden Verteilungen
pav y (V=1, ...y, A) bekannt sind und daB sie dariiber
hinaus unsbhingigen Zufallsvariablen entsprechen. Das
ergibt das Modell der erweiterten mehrstufigen Risiko-
situation. Folgender Satz ist leicht zu beweisen:
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Satz 42.1:

Jede erweiterte mehrstufige Risikosituation ist in eine

einstufige Risikosituation iiberfilbrbar.

Beweis:
Die entsprechenden unabhBngigen Zufallsvariablen sind

Zqs eees Zyes Zaq’ ceey Zaha Wir bilden die zussmmengesetzbe

diskrete Zufallsvariable Z = (Zq, coey Dy L 3 eees Zah>'

®1
Es folgt der Ubergang zur Normalform. Die Menge der glo-
balen Strategien des Entscheidungstrigers ist {X } und

als Zustandsmen%e (Strategienmenge der Natur) wird die dis-
krete Menge { 8 J } aller mdéglichen Zustédnde des Zufalls-
vektors 7 angenommen. Jedem Strabegienpaar (xl,e <3)) en te
spricht offensichtlich eindeutig ein Streckenzug im Ent-
scheidungsbaum mit einer eindeutigen Auszahlung im Be-
reich der Auszahlungsmenge ¥ . Sie besteht aus allen den
Endpunkten des Baumes zugeordneten Auszahlungen. Unter

den getroffenen Annahmen entsprichi jedem ® (3) eine aus

den Verteilungen P_,; coes Prj P 3 eeay P resultierende
1 k' ey a)
Wahrscheinlichkeit p(3>. Dann lautet die Normalform:

2.1 [x B85 9%e (%m0

P[p(a)] ist die aus den Wahrschelnllchkelten p<a) gebil-
dete Verteilung der neuen Zusténde {9 33 una oy ] die
aus den entsprechenden Elementen von ¥ bestehende Nutzen~
matrix. Da (42.1) eine iibliche Risikosituation ist, gilt
Satz 42.1. Das Bernoulli~Prinzip filhrt zur Losung der be-
trachteten erweiterten mehrstufigen Risikosituation.

Es ist offensichtlich, daB man einfacher zur LOsung ge-—
langt, indem man die Roll-back-lMethode mit der stufenwei-
sen Ermittlung der entsprechenden Nutzenerwartungswerte
snwendet. Die Uberfilhrung in die Normalform ist aber wesent-
lich, da sie die Beweise der folgenden S#tze erleichtert.
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Im Entscheidungsbaum (39.2) mit den Unbestimmtheiten
bezliglich der Auszahlungen liegt nur eine partielle In-

formation iber die Verteilungen pq, ooy pk; Py eoey P
o o)

vor. Es sind nur die LPI(Pq), cowsy LPI(Pa ) bekannt. Die
A

entsprechenden diskreten Zufallsvariablen Zq, ccoy Zah

sind unabh&ngig. Dann gilt folgender Satz:

Satz 42.2:

Jede mehrstufige Entscheidungssituation unter LPI~Be-
dingungen sowohl fiir die Verteilungen der Zufallsalter-

nativen als auch der Auszahlungsalternativen ist in eine
Ubliche einstufige ILPI-Entscheidungssituation {ber fihr—

bar.

Beweis: Es folgt analog zu Satz 42.1 eln Ubergang zZur
Normalform, indem die endliche Mengel 9 (3) } aller mbg-
lichen Zusténde des diskreten Zufallsvektors

7o (Zq’ “’Zah) als neue Zustandsmenge betrachtet wird.

Die Verteilung D[p<j)] in (42.1) ist aber nur teilweise
bekannt: Aufgrund des Satzes 20.1 iiber die IPI-Bedingungen

fir einen Zufallsvektor liegt damit bezliglich der
P[p<3)1 eine IPI(r[p (3) 1) vor. Wir erhalten die Normalform

(#2.2) [x3sts e o]y (3,1 0.

Da dies eine ilibliche LPI-Entscheidung ist, ist Satz
42.2 bewiesen.

Die Anwendung des Max E jp-Frinzips in (42.2) kann mit er-
heblichen algorithmischen Schwierigkeiten verbunden sein.
Das Roll~back-Verfahren fiihrt viel schneller zur Lésung.
In diesem Verfahren muB man offensichtlich sowohl fiir

die Zufallsziige als auch beim Ubergang zu den Auszahlun-—
gen in den Endpunkten des Baumes die entsprechenden minie
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malen Nutzenerwartungswerte beriicksichtigen.

Es sei noch bemerkt, dal der Fall nit IPI~-Bedingungen
fiir die Verteilungen der Zufallsaelternativen bei be-
kannten Verteillungen der Auszahlungsalternativen eine
facher ist als der der Voraussetbzungen des Satzes 42.2.
Auf snaloge Welse gelangt man wieder zu eimner iblichen
einstufigen IPI~Entecheidung und das Max Emianriﬁzip
fibhrt zur Losung.

Beispiel:

Im Entscheidungsbaum (40.2) fihren wir zusétzlich Un-
bestimmtheiten beziiglich der Auszahlungen in gewissen
Endpunkten des Baumes ein: Die Auszabhlungen in BQ seien:

(2 oder % mit der Verteilung PG1 = (r4,75) bel vy =1,)

und flir 85:

; LPI(p .
’ ay): by =%,

Es liegt also hier der LPI-Fall sowohl fiir die Vertei-
lungen der Zufallsalternativen als auch fiir gewisse
Auszahlungsalternativen vor.

Die Extremalpunkte-Matrizen fir Pa ,Oa sind dann:
1 2
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”

O
HET(rg ) = P ONEPLC, 5y

P> N
AV PRSIV PN

Die Anwendung des Roll~back-Verfahrens ist aufgrund
des Max EminmPrinzips mit der Bestimmung der minimalen
Nutzenerwartungswerte sowohl fiir die Zufallsalternativen

als guch flir die Auszahlungsalternativen verbunden.
- » i 1 1
Reduktion 1): A5(4), Aq(E §), A5(§>’ A6(5)‘
Reduktion 2): A,(2 1), A, (2 2)
! 290 T2 et
. 1 '
Reduktion 3%): A2 §>'

Der erste optimale Zug des Entscheidungstrigers ist

A A, (nicht A A, wie zuvor!). Auf den Zufallszug A7A5
folgt A5B2 und auf A1A4 folgt A4B4. Die bedingte opti-
male Strategie hat sich also geindert. Sie gewdhrleistet

aber denselben Entscheidungswert 2 %.

Der Ubergang zur Normalform ist hier komplizierter. Die
Strategienmenge { Xi} des Entscheidungstrigers besteht
welterhin aus 8 Strategien, die Strategienmenge der Na-
tur enthdlt aber nicht 4, sondern 16 Strategien.

Die Ermittlung der LPI-Bedingungen und der entsprechen~
den Extremalpunkte-Matrix fir die Verteilung iiber die-
sen 16 Strategien ist zwar einfach, aber mit groBerem
Arbeitsaufwand verbunden.

SchlieBlich wollen wir noch die Frage der LPI-Unbestimmt-
heiten beziliglich der Auszahlungen in mehrstufigen nicht
kooperativen n-Personen-Spielen gegen die Natur kyursz
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erdrtern. Dasgelbe Verfahren mit Einfihrung der ent-
sprechenden zusammengesetzten Zufallsvarisblen unter
Berlicksichtigung aller Zufallsalternativen und Zufalls—
auszahlungen der n Spieler filhrt zum

Satz 42.3:

Gendf dem Max EmiﬂmPrinzip existiert in Jjedem endlichen

mehrstufigen nicht kooperativen n~-Personen-Spiel gegen
die Natur unter IPI-Bedingungen flir die Zufallsalterna-

tiven und fir die Auszabhlungsalternativen sller Spieler

mindestens ein Gleichgewichtspunkt.

Es bleibt zu bemerken, dafBl es sich dabeil um einen LPI~-
Gleichgewichtspunkt handelt. Er wurde in (41.5) definiert.

§ 47%. Sensitivitdtsanalybtische Untersuchungen, Der dyna-

miscre Informationswert.

Der in mehrstufigen Entscheidungen aufgrund des Max Emin“
Prinzips bestimmte Entscheidungswert bildet wieder den
Ausgangspunkt fiir sensitivit&dtsanalytische Untersuchungen.
Es handelt sich hier um die Sensitivitdt des Entscheidungs-—
wertes einer mehrstufigen Entscheidungssituation unter
LPI-Bedingungen gegeniiber der Ver#inderung einer vorgege-
benen Komponente des Modells. Die Semsitivitat (A1)
gegeniber einer vorgegebenen Informationsinderung 41

in einer mehrstufigen Entscheidungssituation kann als

der durch AI verursachte Zuwachs AV des Entscheidungswertes
V des Entscheidungsbaumes EB definiert werden.Also:

(43.1) opp(8I) = AV(EB; 4I).
(43.1) induziert eine Préferenzordnung iiber dem Bereich

der mdglichen Informationsénderungen {4 I} in einer mehr-
stufigen Entscheidungssituation EB.
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Lhnlich wie im § 28 wird der Zuwachs AV(EB;AT) des Ente
scheidungswertes V einer mehrstufigen Entscheidungssitua-~
tion EB unter LPI-Bedingungen als (semantischer)Informa—
tionswert von AL betrachtet. Uber die GriBe der Sensitivie
tat entscheidet also gemédB (43%.2) der entsprechende Infor-

mationswert.

Auch die Frage der optimalen Informationsgnderung in einer
mehrstufigen Entscheidung unter LPI-Bedingungen kann #hn-
lich wie in Def. 29.2 behandelt werden. Auf diese Weise
wird der Begriff des dynamischen Informationswertes und
der dynamischen optimalen Steuerung eingefiihrt.

Der dynamische Informationswert Vd des Ubergangs im Ent-
scheidungsbaum (%9.2) vom Informationszustand I L zZum
Informationszustand 1(2) (I(1> - 1(25 ist:

(43.3)  V(EB; 0 5 1@y | vEe; 1@y - v, (D),

Die rechte Seite bezeichnet den Zuwachs des aufgrund des
Max Emin—Prinzips bestimmten Entscheidungswertes der mehr-
stufigen Entscheidung EB, verursacht durch den Informam—

P I(2 . Der dynamische Informations—

tionsiibergang I
wert kann offensichtlich peeitiv, negativ oder auch Null

sein. Im letzten Fall wird die entsprechende Informations—
énderung als beziiglich der mehrstufigen Entscheidung nicht

effektiv betrachtet.

Zu den mehrstufigen nicht-kooperativen n-Per sonen-Spie-~
len gegen die Natur unter LPI-Bedingungen ist folgendes
zu ergénzen. Aufgrund der Sdtze 41.1 und 42.3% existiert
in solchen Spielen immer ein Gleichgewichts—n~Tupel
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(i:’ .ev, 90), das die Bedingung (41.5) erfillt. Jedes

o (i =1, 2ee, n) wird hier als Entscheidungswert des
i-ten Spielers betrachtet. Folglich muBl der dynamische
Informationswert filir den i-ten Spieler als entsprechender
Zuwachs seines Entscheidungswertes 0; betrachtet werden.
Der dynamische Informationswert in mehrstufigen n-Personen-—
Spielen Uén> ist also ein n-Tupel, dessen Komponenbten

die dynamischen Informationswerte der einzelnen Spileler

sind:

(43.4) Vén>(EB; (1 . I<é>) = (Ao:, cees AU;).

Die rechte Seite ist ein n~dimensionaler Vektor, dessen
Komponenten den Zuwachsen der entsprechenden Gleichgewichts—
werte der einzelnen Spieler beim Ubergang I(q) - 1(2)
entsprechen.

SchlieBlich wollen wir den im § 29 eingefiibhrten Begriff der
optimalen Informationsénderung in einer Entscheidungs~
situation auf den Fall einer mehrstufigen Entscheidung
erweitern.

Sei EB der Entscheidungsbaum einer mehrstufigen Entscheidungs-
situation (39.2), auch unter ILPI-Bedingungen. Im Bereich
gegebener Restriktionsbedingungen (RB) konnen verschiedene
Informations&nderungen im Modell realisiert werden. Die
entsprechende diskrete Menge der Informationsinderungen

sel {AI) . Die Frage der optimalen Informationsdnderung

im behandelten Modell ist unmittelbar mit der Frage der
Sensitivitdt des aufgrund des Max Emin ~Prinzips ermittel-
ten Entscheidungswertes von EB gegeniiber allen im Bereich
von RB moglichen Informations@nderungen {AI} verbunden.

Die optimale Informationsé@nderung, auch optimale Steuerung-
genannt, muB offensichtlich der maximalen Sensitivitit
entsprechen. Oder anders formuliert: Der optimalen
Informationsénderung entspricht der maximale dynamische
Informationswert. Fir die optimale Informations&nderung 47+
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(optimale Steunerung) gilt demnach:
(43.5) ”EB(AK*) = §2¥3 GEB(AI)‘

Dabei handelt es sich um die maximale Sensitivitit im
dynamischen Sinn.,

In Falle einer umendlichen Menge {AI} mufl man im allgemeinen
anstelle des Maximun~Operators den Supremum~Operator
anwenden.

Das Problem der optimalen Steuerung in endlichen nicht
kooperativen mebhrstufigen n-FPersonen-Spilelen gegen die

Natur unter LPI-Bedingungen ist noch komplizierter.

Ahnlich wie in (4%.4) miissen die dynamischen Entscheidungs—
werte der einzelnen Spieler als Komponenten des aufgrund

des Max Emin ~Prinzips bestimmten Gleichgewichts~n-Tupels
ermittelt werden. Die Bedingung fiir den LPI-Gleichgewichts-
punkt (4%.5) muB erfiillt sein. Das Wesentliche in dem

hier betrachteten Modell ist die Tatsache, daB man die
Sensitivit8t, den dynamischen Informationswert und die
optimale Informations@nderung nur beziiglich eines bestimmbten
Spielers bestimmen kann. In eine genauere Betrachtung
dieser Probleme wollen wir hier nicht eingehen, hingegen
noch ein einfaches Zahlenbeispiel flir die Bestimmung des
dynamischen Informationswertes in einem mebrstufigen LPI-
Entscheidungsmodell betrachten:

Gegeben sei wieder der Entscheidungsbasum EB (40.2) unter
der Annahme, daB dem Informationszustand I g die volle
stdndige Ignoranz iliber die Alternativenverteilung der
Zufallsziige in Aq und A2 entspricht und dem Informations-
zustand I 2) aie in (40.2) angegebenen ILPI-Bedingungen

flir die Zufallsziige. Wir wollen den dynamischen Informationse
wert Vd des Ubergangs von 1(1) zZu 1(2 bestimmen. Um den
entsprechenden Zuwachs des Entscheidungswertes bei diesem
Ubergang festzustellen, geniigt es, den Entscheidungswert
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von EB bei vollstdndiger Ignoranz iber die Alternative
verteilung der Zufallsziige zu berechmen. Die Roll~-back=
Methode fiihrt unter Anwendung des Maximin-~Prinzips zu
V(EB; I(1>) = 2 und zur optimaslen Strategie:

(43.6)  Tuhghy, 3.A5B, oder 4B, .

o (2) 1
Aus Beispiel (40.2) folgt: V(EB; I'“/) =2 /2.
Fir den dynamischen Informationswert erhalten wir also:
v sy 1+ 1@ - ovees; 1)) - v 1)) -
32"/2..2=1/2 .

Dem Ubergang 1(1) - I(2> entspricht auch eine Anderung
der optimalen Strategie des Entscheidungstrédgers. Statt
der Strategie (43.6) muB er die Strategie:

1.AOA2, 3.A5B5 oder A6B7 anwenden.,

§ 44, Adaptionsprozesse

Die wesentliche Bedeutung des Max Emin ~-Prinzips besteht
picht nur in seiner Anwendungsmdglichkeit im Bereich der
mehrstufigen Entscheidungen bei nur teilweise bekannten
Verteilungen der Zustinde, sondern auch in der Tatsache,
daB aufgrund dieses Prinzips Adaptionsprozesse und ibr
Wert fir die Entscheidungssituation analysiert werden
kdnnen.

Wir beschrinken uns hier auf das Modell (39.2) unter ILPI-
Bedingungen, also auf sogenannte extensive Spiele gegen
die Natur mit nur teilweise bekannten Verteilungen der
Zustande.

Unter einem AdaptionsprozeB verstehen wir hier folgendes
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Verfahren. Sei der entsprechende Entscheidungsbaum 31
durch die Menge seiner Eckpunkte (ohne Endpunkte)

Eq(ﬁov Ayy vesy A,) charskterisiert. Das Max Epip ~Frinzip
fiihrt zur optimalen Strategie x* des Entscheidungstrigers.
Gem&8 x* folgt das Spiel dem optimalen bedingter Strecken-—
zug. Es wird sber in einem Eckpunkt Ak(ﬂ Sk =v) unter-
brochen. Aufgrund der gewonnenen Information erweist sich,
daB der weitere Weg von Ak gendB x*_nicht optimal ist.

Der dem A, entsprechende Unterbaum Bq(Ak) muBl jetzt
verandert werden., In A, erfolgt ein~Ubergang zZum neuen
Baum mit entsprechenden Eckpunkten B2(A6, A%, seoy AlL).
Die LOsung x*' fihrt zum Eckpunkt A'k,(1 = k' = vi), in
dem das Spiel wieder unterbrochen wird. Aufgrund der

neuen Informationen erfolgt erneut eine Adaption, indem
statt des Unterbaumes §2(A'k.) ein neuer Baum §5 beriick-
sichtigt wird, usw.

Die Frage,auf welche Weise in dem beschriebenen Adaptions—
prozeB Informationsgewinne stattfinden, wollen wir hier
nur kurz streifen. Es kann mdglich sein, daB die Erreichung
eines Eckpunktes im Entscheidungsbaum von sich aus zu einer
neuen Auffassung des weiteren Verlaufs des Baumes fiibrt.

In anderen F&dllen filhrt ein Stichprobenverfahren mit
eventuellen Stichprobenkosten zu Anderungen im Baum und zu
entsprechenden Adaptionen. Im allgemeinen muB eine
Sequential-Analyse mit entsprechenden Fortsetzungs- und
Terminal~Entscheidungen durchgefiihrt werden [Morgan 19681.
Dabei ist der Begriff des dynamischen Informationswertes
fir den Begriff des Wertes eines Adaptionsprozesses
ausschlaggebend.
Aufgrund des Max Emin ~-Prinzips kommt man zu diesem Begriff
auf folgende Weise: Dem urspriinglichen Baum B,I entpricht
der Wert der Entscheidungssituation V(Bq). Im Adaptions-
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LD S @)
Ibhr entspricht der Ubergang zum neuen Baum B,,i - BQ und
zum neuven Wert V(Bq) - V(Bg). Debel kann auch die Kostenw
funktion dieses Ubergangs K(I(q) - 1{2)} beriicksichtigt
werden.

prozel kommt es zu einer Informstiomsinderung

[

Wir definieren den Wert des Adaptionsprozesses beim

Ubergang 1(1) i 1(2) ghnlich wie den dynamischen Informationge
wert als den entsprechenden Zuwachs des Wertes der Ente
scheidungssituation:

a1y we @l - 12y Svwy) -V @),
Bei Einbeziehen der Kosten erbalten wir den Wert netto:
a2y TEE - 13 2 vy - v, - k@D - 1),

Hier ist bemerkenswert, daf ohne die Anwendung des Max Emin'
Prinzips sich die Begriffe des Informationswertes und des
Wertes des Adaptionsprozesses nur auf Risikosituationen
beschrénken.

Die aufgrund des Max Emin
prozesse konnen ohne Schwierigkeiten auf mehrstufige nicht
kooperative n-Personen-Entscheidungen unter ILPI-Bedingungen

erweitert werden.

-Prinzips durchgefiibrten Adaptions-

Im Gebiet der Adaptionsprozesse in mehrstufigen Entschei-
dungen gibt es viele Probleme. Eines von ihnen, das in der
Praxis eine wesentliche Bedeutung hat, ist das Problem

der Optimierung der Adaptionsprozesse im Bereich der zu~
ldssigen Adaptionszeitpunkte. Ohne Beriicksichtigung der
Kosten ist die LUsung des Problems offensichtlich: Der Wert
des Adaptionsprozesses erreicht im allgemeinen sein
Maximum bei maximaler Anzahl méglicher Adaptionspunkte.
Das Problem kompliziert sich, wenn Informationskosten-
funktionen vorliegen und die mehrstufige Entscheidungs-
situation mit nur teilweise bekannten Verteilungen der
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Zustédnde verbunden ist., Im Rabmen dieser Arbeit kenn das
Problem Jjedoch nicht behandelt werden.

Eine wesentliche Anwendung finden die angesprochenen
Adeptionsprozesse in der Planungstheorie. Jeder Plan kann
als mebrstufige Entscheidung unter UngewiBheit betrachtet
werden. Die Erdrterung verschiedener Fragen wie der
Elastizitdt des Planes, seiner Stufenkorrektur, optimaler
Adaptionsprozesse (z.B. Bestimmung der optimalen Adaptions~
punkte) etc. kann bei teilweise bekannten Verteilungen der
Zustédnde nur aufgrund des Max Emin ~Prinzips durchgefiibrt
werden.

§ 45. Die LPI-Entropie und der Grad der stochastischen
Unbestimmtheit des Entscheidungswertes in mehrstufigen
IPI~-Entscheidungen

Imn § 23 wurde der Begriff der LPI-Unbestimmtheit beziiglich
der Verteilung der Zust#inde eingefiibrt. Der LPI {iber die
Verteilung der Zustinde Zq, eeey &y wurde die LPI~Entropie

@s.1) 8O (@p1) = vor p(Y)

zugeordnet. Die LPI-Entropie ist das Volumen (im v - dimen-
sionalen Raum) des der IPI entsprechenden konvexen
Polyeders. Die relative LPI-Entropie ist, gem&B (23.3)

(v) vo1 p(V)
45.2) B Y (1P1) - -5,
( 5 ) Tre 1 ( ) "'V_O"l"_'("s VT

wobei der Nenner der maximalen Entropie entspricht und dem
Volumen des v -~ dimensionalen Verteilungssimplexes gleich
ist.

Unter Beriicksichtigung der Formel (23.6) erhalten wir
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rel

(45.3) g(") (1p1) = %5942—1 vo1 V) , v > 1.

Auf analoge Weise wollen wir die LPI-Entropie in mehrstufigen
IPI-Entscheidungen bestimmen. Wir beschrénken uns dabei,
wie in (39.2) ,auf einen Entscheidungstriger und einen
Zufallsspieler. Da es sich um die IPI-Unbestimmtheit
beziiglich der Verteilung der Zusténde handelt, miissen die
betrachteten mehrstufigen Entscheidungen in der Normalform
analysiert werden. Ahnlich wie in (40.1) sei vorausgessetz?b,
daB iber die Verteilungen der Zufallsvarianten nur LPI
(LPI(pq),..., LPI(pk)) vorliegen und diesen Verteilungen
unabhingige Zufallsvariablen Zq,..., Z, zu eordnet sind.
Der Ubergang zur neuen Zustandsmenge ?9(3 } fihrt zur
Normalform

u0.1) L{Xi} 3 {9(3)}, IPI(p); {uij]]'

Darin ist IPI(P) die lineare partielle Information iber
die Verteilungen der Zustandsmenge {6(3)}. Sie resultiert
aus den gegebenen LPI(Pq),..., LPI(Pk). Sei N die Anzahl
der meuen Zustinde. Dann ist die LPI-Entropie

(M) _ (W) . . ..
H(LPI(P)) = Vol P . Die relative LPI-Entropie ist

(x
i) @p1(e)) - ——-—-—Mig ) oder 1) (p1(e)) - L—l—l\;; L yo1 pN)

Dasselbe Verfahren kann angewendet werden, wenn sowohl fiir die
Zufallsalternativen als auch fiir gewisse Auszahlungsalter-
nativen LPI vorliegen (vgl. § 42). Wieder entspricht die

neue Zustandsmenge {5(i§
Zufallsvektors Z = (Zg,..., % ) und es ergibt sich die

Normalform: [ %Xi}3{,§(i)}3 LPflP[p(a)J); [513]3.

den moglichen Zustinden des
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Sei N die Anzahl der Zustinde {5(5>} . Dann erhalten wir
die ILPI-Entropie und die relative Emtrople aus den Formeln
(45.1), (45.2) und (45.3), indem wir v = N setzen.

Man ktnnte hier zwei Extremal-Fille beriicksichtigen. Mir
mehrstufige Spiele gegen die Natur ist die relative LPI-
Entropie: a) bei vollsténdiger Ignoranz iiber die Ver—
teilungen der Zufallsalternativen gleich Eins; b) bei
bekannten Verteilungen der Zufallsalternativen gleich Null.
Fir alle anderen Fdlle ist die relative LPI-Entropie
eine Zahl aus dem offenen Intervall (0,1).

In § 38. fiihrten wir den Begriff des Grades G %) gep
stochastischen Unbestimmtheit des Entscheidungswertes
(SUE) ein. Wir bewiesen einige Sdtze iber G(k% in ver—
schiedenen Entscheidungssituationen. Nun wollen wir er-
génzend zwei SHtze iiber den Grad G(k) der stochastischen
Unbestimmtheit des Entscheidungswertes (SUE) in mehr-
stufigen Spielen gegen die Natur beweisen.

Voraussetzungen (45.4):

Im mehrstufigen Spiel gegen die Natur (39.2) gibt es &
Zufall sziige mit Zufallsalternativen-Zahlen Piseeey Hga

Sie entsprechen unabhingigen Zufallsvariablen Zq,..., Zg
Uber die Verteilungen der Zufallsalternativen liegen
lipeare partielle Informationen LPI(Pq),..., LPI(Pg) vor.
Dann gilt folgender

Satz 45.1:

Unter den Voraussetzungen (45.4) gilt fiir den Grad G(k)
der stochastischen Unbestimmtheit des Entscheidungswertes
in der betrachteten mehrstufigen Entscheidungssituation

k = H,* p

1 2. © o o .“50
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Bewelis:

Aufgrund von (40.1) besitzt die betrachtete mehrstufige
Entscheidungssituation einen eindeutigen Entscheidungs-
wert V(x*). Durch Einfilhrung einer neuen Zustandsmenge

'9(3), , der Menge aller mbglichen Zusténde des diskreten
Zufallsvektors 27 = (Zq,..., Zg), wird die mehrstufige
Entscheidung in die Normalform

@5.5)  Lfxs}s {009} 5 mpr(e); [uy 1]

{ibergefiibrt. Darin bedeutet IPI(r) die resultierende LPI
bezliglich der Verteilung der Zustinde %6(3%; . Die Anzahl

dieser Zusténde ist offemsichtlich b, bo eae THg = k.

Da (45.5) eine gewdhnliche einstufige LPI~-Entscheidung ist,
kann Satz 38.1 angewendet werden. Daraus folgt unmittelbar
der Satz 45.1,

Aufgrund der Definition %8.1 des Grades der stochastischen
Unbestimmtheit des Entscheidungswertes kdnnte man Satz
45.1 auf folgende Weise interpretieren: Der Grad der
stochastischen Unbestimmthelt der Realisation des Ent-
scheidungswertes in mehrstufigen Entscheidungen (39.2)
unter den Voraussetzungen (45.4) ist dem Grad der SUE

in einer Risikosituation bei k = “q'“g Tees THg

Zusténden &dquivalent. Daraus ergibt sich der groBe EinfluB
der Mehrstufigkeit in Entscheidungen auf die Erh8hung des
Grades der SUE. In einstufigen Entscheidungen hat die
Erhthung einen additiven, in mebrstufigen eiben multipli-
kativen Charakter. Es ist selbstverstidndlich, daB der Grad
der SUE in mehrstufigen Entscheidungen bei zusdtzlichen
Unbestimmtheiten bezliglich der Auszahlungen eine weitere
Erhohung erfdghrt. Wir machen folgende Voraussetzungen

{45.6): Im mehrstufigen Spiel gegen die Natur (39.2) gibt es
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Zufallsziige mit den entsprechenden Zahlen von Zufalls-
alternativen ¥, ..., #5 und mit A Endpunkten des

Entscheidungsbaumes mit entsprechenden Zahlen von Aug—
zahlungeal ternativen Yis Vpseees Yy e Alle entsprechenden

Zufallsvariablen Z,,...,%; ZgyqoeessZp,, Sind unabhingig.Fir

die Verteilungen Pascees Pg,y Popqreces 05+& liegen LPI
IPI(Py)yeces LPI(P )y IPI(Pg 4)yeees LPI(P, ;) vor.
Dann gilt folgender Satz:

Satz 45.2:

Unter den Voraussetzungen 45.6 gilt fiir den Grad G(k) der

SUE in der betrachteten mehrstufigen Entscheidungssituation

kz“qg‘QCHé-vq.’.’\})\’

Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus der An-
wendung des Satzes 38.71 in der entsprechenden Normalform
der betrachteten mehrstufigen Entscheidungssituation

(45.7) [{Xi} ,{-é(g)}, LPI(Q); [El,‘]]] .

A
Darin ist LPI(p) wieder die aus den komponenten
LPI(Dq),o.., LPI(ﬂ6+A) resultierende IPI Dbeziiglich der

Verteilung der Zusténde {E(J)}. Die Anzahl der Zustande
ist offensichtlich k = K, - ... <My« YP eee =W .

Es ist bemerkenswert, daB aus

H-,‘=.~.=V'5a \‘,!—-..-=VA=']

k =1 folgt, in Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB

dann eine deterministische mehrstufige Entscheidung vorliegt

mit dem Grad G(q) der SUE.
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‘Beispiel:

Im Entscheidungsbaum (40.2) mit den zusétzlichen LPI~
Unbestimmtheiten fiir die Auszahlungen ist gemdB den
Berechnungen (8.268) der Entscheidungswert V(x*) = Bﬁ/g N
Wie hoch ist der Grad %) der SUE?

Die Antwort ist einfach. Man kann hier anmebmen, da8

Fa > = 23 v1 = V2 = 2, Nach Satz 45.3% gilt

kapqauga\)qc\)zzqe,

= M

Die optimale Stragegie x* gewdhrleistet also den Nutzen~
erwartungswert V(x*) = 27/ mit dem Grad ¢(18)  ger
SUE.

Das Problem der Grade der SUE fiir mebrstufige nicht
kooperative n~-Personen~Spiele gegen die Natur ist kompli~
gierter und kann hier nicht betrachtet werden.

Die Bestimmung der Grade der SUE hat fiir mehrstufige
Entscheidungen, &hnlich wie fir einstufige, eine wesent-
liche Bedeutung. Probleme der Semsitivitétsanalyse, des
dynamischen Informationswertes und des Wertes eines
Adasptionsprozesses missten eigentlich bei préziserer
Auffassung die entsprechenden Grade der SUE einbeziehen.

§ 46. Weitere IPI-Betrachtungen in mehrstufigen
Entscheidungen

Zum AbschluB des 7. Kapitels wollen wir Anwendungsmog-
lichkeiten anderer LPI-Betrachtungen in mehrstufigen
Entscheidungsmodellen andeuten.

1) In den im § 44 eingefiihrten Adaptionsprozesses konnen
die Informationsénderungen im Entscheidungsbaum aufgrund
entsprechender Stichprobenverfahren und mit ihnen ver-
bandener statistischer Inferenzen (z.B. Konfidenzintervalle)




283

realisiert werden. Im allgemeinen miissen Adsptionsprozesse

nit einer entsprechenden Sequential~Analyse verbunden
werden (siehe FuBnote auf S$.152).

2) Die Anwendungsmiglichkeiten der behandelten mehrstufigen
IPI-Modelle in der Praxis werden erheblich groB, wenn als
Auszahlungen in den Endpunkten des Entscheidungsbaumes
Situationen eingefiihrt werden. Die Annahme entsprechender
Nutzenaxiomen~Systeme ermdglicht den Ubergamg von Situationen
zu Nutzenauszshlungen.

3) Abnlich wie im § 34 kann man auch in mehrstufigen
LPI~-Entscheidungen die modifizierten Hurwicz-— und Hodges-
Lehmann-Ld sungsprinzipien einfiithren.

4) Die im § 35 betrachteten Simulationsverfahren kiénnen
auch in mehrstufigen ILPI-Entscheidungen angewendet werden.

5) Der im § 4% eingefiihrte Begriff des dynamischen
Informationswertes kann, #hnlich wie im § 21 , als A-priori-
bzw. A-posteriori-Information aufgrund des Bayesschen
Verfahrens snalysiert werden.

6) Im § 24 wurden in den betrachteten LPI-Modellen stetige
Verteilungen mit diskreten variablen Parametern eingefiihrt.
Men kann sie auch in mehrstufigen Entscheidungen einfiihren.

7) In allen betrachteten mehrstufigen IPI-Modellen kdnnen
auch LPI mit abgeschlossenen konvexen Polyedern beriick-
sichtigt werden.

8) Durch Einfiibrung entsprechender bedingter Wahrscheinlich-
keiten kann die Annahme der UnabhBngigkeit der in den LPI-
Erdrterungen eingefiihrten Zufallsvariablen gelockert

werden.



8. Kapitel: Stochastische Programmierung unter LPT-
Bedingungen

§ 47, Uversicht, Einfiihrung

Die Fachliteratur, die den Problemen der stochastischen
Programmierung gewidmet ist, ist besonders im Bereich

der linearen Programmierung sehr umfangreich. Leider nicht
fiir den Fall stochastischer Modelle, in denen die Vere
teilung gewisser Zufallsvariablen nur teilweise bekannt
ist. Nur wenige Arbeiten sind diesen in der Praxis so
wichtigen Problemen gewidmet.

In diesem Kapitel werden einige dieser Probleme behandelt.
Dabei beschrédnken wir uns auf solche, in denen die Unge~
wiBheit iiber die entsprechenden Zufallsvarisblen zu LPI~
Bedingungen filhren. Die Anwendung des Maximierungsprinzips
in> ist dann
algorithmisch besonders einfach und fiihrt zu Ergebnissen,
die nicht nur theoretisch, somndern auch fiir die Praxis
interessant sind. Einfachheitsbalber beschrénken wir uns
auf diskrete Verteilumgen. Der lineare Fall der teilweise

des minimalen Nutzenerwartungswertes (Max Em

bekannten Verteilung fiihrt auf relativ einfache Weise zum
Begriff des Wertes des entsprechenden stochastischen
Programms, der als Ausgangspunkt fliir Sensitivit&tsanalysen
und fiir Informationswert-Betrachtungen dient.

Fach relativ umfangreicher Diskussion des Modells der
sbochastischen linearen Programmierung (§ 47 - § 51)

folgt eine kurze Betrachtung der stochastischen nicht-
linearen (§ 52 ) und der dynamischen Programmierung (§ 53 )
unter IPI-Bedingungen. Auch die Anwendungsmdglichkeit des
Max Emin -Prinzips in stochastischen Spielen wird erodrtert

(§ 55 ).
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- ) .
Im § 57 werden LPI in Markoffschen Ketten erdrtert.

Sensitivititsanalybische Untersuchungen und die Bestimmung
von Informationswerten in gstochastischen Programmen unter
LpI-Bedingungen sind Inhalt des § 56, Im § 57 wird der
Grad der stochastischen Unbvegtimmtheit des Entscheidungs—
wertes (SUE) fiir die behandelten Programme unter LPI-
Bedingungen bestimmt, Eine kurze Ubersicht iiber weitere

mogliche LPI-Probleme in der stochastischen Programmierung
erfolgt im § 58,

Ein stochastisches lineares Progremm (SLP) liegt vor, wenn
im linearen Programm

(47°1> Ax = b, % = O, Z/] = ¢'x = max;

(A:n~m;b:n-’l;c:m-’l;x:m-’!)

mindestens eine der in A, b, c enthaitenen Komponenten eine
Zufallsvariable ist. Die Verteilung der Zufallsvariablen
kann bekannt, teilweise bekannt oder unbekannt sein. Die
Fachliteratur, die dem Fall der bekannten Verteilung
gewidmet ist, ist sehr umfangreich, z.B. [Madansky 1962,
Garsika, Rutenberg 1973]. Eine kurze Besprechung mit fast
vollsténdiger Angabe der bisher erschienemen Literatur
findet man in [Tintner, Sengupta ’1972]. Der Umfang der
Arbeiten in dem Fall der nur teilweise bekannten Ver-
teilung ist um vieles bescheidener, z.B. [Shapley 1953 ].
In diesem Kapitel wollen wir SLP unter LPI-Bedingungen
analysieren. Es muB also als Losungsprinzip das Max E ; -

Prinzip angewendet werden.
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§ 48. Vektor ¢ als Zufsllsvariable. Die Entscheidung er—
folgt nach der Zufallsrealisation.

In diesem Paragrsphen sei vorausgesetzt, da8 ¢ ein

v
Zufallsvektor ist mit der Menge: {c} = {c(q),.o., e )}
und der Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ = (pq,,.., pv),
also:

(8.1) P(ec = (™). D, i @ = Thee, V.

(48.1) besagt, da8 c¢ den Zustand o(a) mit Wahrscheine
lichkeit p, annimmt,

Daraus ergibt sich folgendes Programm:

(48.2) AX=Dbp, x =0, zga) = c(“)'x = max , bei
o
P(™) = by 5 ¥ = ey Vi P = (Bgreees B

Wir unterscheiden zwei mégliche Fille:

a) Die Realisation des Zufallsvektors erfolgt vor dem
Festlegen der Entscheidungsvariablem (2 > E).

b) Das Festlegen der Entscheidungsvariablen erfolgt vor
Realisation des Zufallsvektors (E > 2Z).

Bei vollstdndiger Information iiber die Verteilung ?
ist der Fall Z > E einfach. Der Ubergang zum Dual von
(48.2) fiihrt zu

(48.3) A'y 2 c<“), y =0, zéa) =Db'y = min; ¢ = 1y000e, V.

Wegen (48.1) versndert sich der Bereich der zuldssigen
Programme bei unver#nderter Zielfunktion stochastisch.
Mit Wahrscheinlichkeit p_ bestimmt A'y = L
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den zulédssigen Bereich (o = 1, v)
coey R

Wir setzen voraus, daB fijr , = 1504y v Dbeide Programme

zulédssig sind. Dann existieren nach dem Dualitétssatsz

optimale LOsungen und es gilt fiir die entsprechenden Werte
der Programme :

(48.4) V;(i@) = max z;,(’“) = Vé“) = min zé“’); o = Tyoeey ¥V o

Daraus folgt unter Beriicksichtigung des Erwartungswertes

Satz 48.1:

Die Werte der zueinander dualen Programme (48.2) und (48.3)
sind bei bekannter Verteilung P = (P’l""’ p,) unter der

Voraussetzung 2 > E gleich:

V =

h ™M<

(&) - : ()
mnex 2z = Z min z .
iy Py 1 o Py 5

Nun zum LPI-Fall: In (48.2) ist nur eine ILPI (P) bekannt.
In diesem Fall ist Satz 48.1 im allgemeinen falsch.

Aufgrund der Voraussetzung 2 -~ E gibt es keine Schwierig-
keiten bei der Dualisierung in einzelnen Fillen (48.3).
Unter den iiblichen Voraussetzungen gilt wieder der
Dualitétssatz. Sei {K,} die der LPI (P) entsprechende
Extremalpunkte~Menge mit den Verteilungen

o () (p;(,r) (TN, r =1,.00,s -

yeeey Dy

Denn gilt aufgrund des Max Ej; -Prinzips

Satz 48.2:

Der Wert des primdren Programms (48.2) unter LPI-Bedingungen

ist
(r}v(a)
Pa 41 ?

\Y
V’I = min z
™ o



288

der deg dualen

Der Beweis folgt aus der Tatsache, dab nach dem Max Emin“
Prinzip im prim&@ren Programm nur der minimale Erwasrtungs—
wert der entsprechenden Maxima - und im duslen Programm
der maximale Erwartungswert der entsprechenden Minima ge-
sichert ist. Wegen der Linearitidt genigt es, im Bereich der

extremalen Verteilungen zu maximieren bzw. zu minimieren.

Interessant ist die spieltheoretische Interpretation des
Falles Z > E. Das Spiel muB in extensiver Form betrachtet
werden (ein Zweiziiger) und 1dBt sich mittels eines zwei-
stufigen Entscheidungsbaumes darstellen. Gem&B den Voraus-
setzungen gibt es zwei Spieler (der erste Zug gehdrt dem
Zufallsspieler), der Baum ist endlich, aber die Information
beziiglich der Verteilung der Zufallsalternativen ist wegen
der LPI () nicht vollstédndig. Das Max Epip —FPrinzip

fiibrt wieder zur LOsung des Satzes 48.2.

Im stochastischen Programm (48.2) unter IPI-Bedingungen
wurde eine LPI fiir die Verteilung ¢ iiber den mSglichen
Vektoren c(a) 3 ¥ = 1,..., ¥V , Vorausgesetzt. In der

Praxis liegen oft gewisse Unbestimmtheiten beziiglich der
einzelnen Komponenten des Vektors c¢ = (cq,..., cm) vVor.

Voraussetzungen (48.5):

Im SLP (47.1) sind die Komponenten Cg seees Cp des
1 T

Vektors ¢ = (c,],...,cm ) Zufallsvariablen mit entsprechenden

endlichen Wertmengen {cs ?,..., {cﬁ } und den Verteilungen
1 T

Pg yeees Pg Uber diesen Verteilungen liegen nur
1 T
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LPI(Pﬁq),.,,, LPI(Pg ) vor. Die Zufallsvariablen

-

Ca

g reees Cg werden als unabhingig betrachtet.
T

1

Dann gilt

Satz 48.3%:

Unter den Vorgussetzungen (48.5) ist das SLP-Modell (47.1)
in das Modell (48,2) unter IPI-Bedingungen {iberfiihrbar
und unter der Annshme Z -~ E gilt entsprechend der Satsz
48,2,

Beweis:

Wir bilden den Zufallsvektor 2

it

(cﬁ yeees Cg ). Uber die
1 T

Verteilung P der diskreten Menge {9(j>} aller mdglichen
Zustande von Z liegt aufgrund des Satzes 20.1 eine
1PI(?) vor. Jedem Zustand 6(3) entspricht eindeutig ein
entsprechender Vektor ¢ = (éq,,.., Qn). Die LPI(F)

betrifft eben die Menge { ¢}. Wir erhalten also den Fall
(48.2) unter LPI-Bedingungen, w.z.b.w.

Es sei noch bemerkt, daB auch in unseren weiteren Betrach-
tungen der IPI-Fall fir Komponenten eines Zufallsvektors
als aquivalent mit dem IPI~-Fall fiir den Zufallsvektor
sngesehen wird.
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§ 49, Im SLP (48.2) mit LPI-Bedingungen fiir c¢ folgt
die Zufallsrealisation nach dem Entscheid (E ”~ Z).

GewShnlich ist die PFachliteratur nur auf diesen Fall
beschrinkt, obwobl auch der Fall Z > E eine wesentliche
Bedeutung in der Praxis haben kann, besonders bei Vor-
liegen einer LPI. Im weiteren sel immer vorausgesetzt, dal
E > 7. Wir beginpen wieder mit der bekannten Verteilung

p  im prim#ren Programm (48.2). Dieser Fall ist einfach.
Der Wert des Programms 188t sich dadurch bestimmen, dafl
als Zielfunktion der Erwartungswert der Vv Zielfunktionen
betrachtet wird:

c(“>' X.

P

49.1)  E(z{?)) - L,

v

[+ 4

Es wird also unter den iblichen Voraussetzungen im Bereich
der FExtremalpunkte-Menge 1{X} meximiert:
Y

(49.2) V' =max £ p, c<“>' X.
(%} @=1

Es ist plausibel, dafl im Vergleich mit dem Wert des Programms
im Satz 48.1 folgende Ungleichung gilt:

M

v ¥
Py max zga) =2 V' = max I pg c<") X

(X} =1

(49.3) V=

B

o

Sie folgt aus der Tatsache, daR im Falle des Satzes 48.1
sich der Entscheidungstriger, der seine Strategienwahl
erst nach dem Zug der Natur trifft, im allgemeineéen in
einer glnstigeren Lage befindet als in (49.3).

Nun aber zum IPI-Fsgll:

Sei die der LPI zugeordnete Extremalpunkte-Matrix [T(v)7
und die Extremalpunkte-llenge des unverdnderlichen Bereichs
der zuldssigen Programme {iq,..., iu}. Die Zielfunktions-
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werte-Matrix [ziJW; ios=

wir auf die Weise, daB wir ip Z§G> - cled'y a11e

Tyeeeyb; J =1y0eay, v Dbilden

Extremalpunkte X € {iq,.,., %,} und alle Werte von

1 v .
c € {C( )9'*'9 C( >} berlicksichtigen. Es 1&8% sich
folgender Satz beweisen:

Satz 49.1:

Die Losung des SLP (48.2) unter LPI-Bedingungen fiir die
Zufallsvariable c¢ 1ist aufgrund des Max Ein ~Prinzips

mit der ILosung flir Spieler I des Zweipersonen-~Null summen—
spiels mit der Spielmatrix

(wo.4)  [ml, o = [Zijluxv . [T“)]\,XS

im Bereich der gemischten Strategien #dgquivalent.

Der Beweis stitzt sich auf Satz 27.1, auf den Fall (49.1)
und auf folgende Uberlegung: Bekanntlich kann man jedes
nicht extremale zuldssige Programm x als konvexe
Linearkombination der Extremalpunkte betrachten. Also:

W
#9.5) ¥x 1 {a} , 4 =0, 2 =1:x= ¥ AR,

Daraus erhalten wir

l ' B _ M ‘
(49.6) Voo c<“> X = C<a> ) 151 Aoxy o= ii Kic(a) X5 .

Das aber bedeutet, daB (Aq,..o, Ku) eine gemischte

Strategie im Spiel (49.4) ist. Es geniigt also, dieses
Spiel im Bereich der gemischten Strategien unter Beriick-
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sichtigung nur der Extremalpunkte vom Standpunkt des
Spielers I aus zu 10sen. Satz 49,1 fithrt zu interessanten

Folgerungen:

1) Da im allgemeinen die optimale Strategie in (49.4) eine
gemischte Strategie ist und als Umkehrung von (49.6)

suf diese Weise ein zuldssiges Programm entsteht (es muf
nicht extremsl sein!), schlieBen wir, da8,im Ge§ensatz

zu einem SLP mit bekannter Verteilung der ¥ im Fsll
einer LPI das optimale Programm gich nicht in einem
Extremalpunkt befinden mufl!

2) Im Gegensatz zum allgemeinen Modell der Entscheidung
unter LPI-Bedingungen ist hier der Wert des Programms

in (49.3) deterministisch erreichbar. Erst wenn die LPI
aufgrund statistischer Inferenzen mit Konfidenzzahlen
verbunden ist, kann der Wert des Programms nur stochastisch
erreichbar sein (vgl. FuBnote auf 5.152).

Beispiel:
Folgendes SLP unter LPI-Bedingungen fiir die Koeffizienten
der Zielfunktion sei zu 1ldsen:

(49.7) | X, + 2 X, =2
E~ 2
2 X + X, <2
X4y %o Z0
M
z =2 X, + 3 X%
k 20 - max! p(z() = (3,
z(2> = 3 e x2

Die letzte Ungleichung beschreibt die LPI-Bedingung filir die
Zielfunktion: Die Zielfunktion ist eher z<2) als z(q .
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In der Symbolik VOR (48.2) naben wir in (49.7) folgende
Daten

1 2 e .
A - I A B AR O N B ORI E
2 1 X2.~ o) 5 1

NONINOS

= ! .
X = Max.:; q’zqv 2.

P(C<1)) = p(}; P(C(2>) = pa; P o= (Pq, pg)”

IPI(P) : P, < Py

Wir wenden Satz 49.1 an.

Die Extremalpunkte~Menge des Bereiches der zuléssigen
Programme ist hier leicht zu bestimmen:
[%1 = 00 %= (1,005 %5 = (0,15 &, - &, %—)}.

Die Extremalpunkte-Matrix fiir IPI(p) : Py = p, ist:

/‘
NE) N - B .
= 4 |+ Unter Beriicksichtigung der Strategien-
13

menge { i'c,‘, 3':2, 3'{5, :'cq_} und der Zustandsmenge {c(q), c(g)}

erhalten wir die Matrix der Zielfunktionswerte [zij]:

o o -
[z2,.1=| 2 3 ;
1] 5 4
1.2
> 23

Aus (49.4) bestimmen wir die Spielmatrix:
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0o 0 )
2 3 0 Pl
49.8) i, = Loyl - (20 =t 5 4 |- |, 1|
1 .2 - -
3 33
o 0
5 2%
I 2 °
P
% 3

Spiel ist gem#B (49.3) die Strategienmenge des
I die Menge {X,, ig, §3’ X, } der extremalen

Zu diesem
Spielers

die

Programme
Menge der

Jetzt muf

und die Strategienmenge des Spieler II
Extremalverteilungen von LPI(p) : Py =Py -

das Maximin-Prinzip angewendet werden. Im Bereich

der reinen Strategien ist i4 = % . %) die optimale
Strategie. Sie gewdhrleistet den Wert V(§4) = 2% .

Da aber (49.8) kein strikt determiniertes Spiel ist,
erfolgt eine Erweiterung des Spiels in den Bereich der
gemischten Strategien. Da die Strategien iq, iB

dominiert sind, bleibt das Zweipersonen-Nullsummenspiel

) 4 -
3 25 zu l8sen.

2
.23 3

Die optimale Strategie des Spielers I ist hier (% s %)

und der Wert des Spiels V (% ’ %) = 2% , also ein Zuwachs

im Vergleich mit der reinen Strategie i4 um



Interessant ist die Tatsache, daB der der gemischten
Strategie (% . %) entsprechende Wert des SLP (49.7)

deterministisch (micht stochastisch!) erreichbar ist.
Das folgt daraus, daB der optimalen gemischten Strategie

(%»ﬁé, g ig), gemdB der Umkehrung von (49.6) das zuldssige
Programm
= -£0+2E,9-E,9

entspricht. Die optimale Losung von (49.7) ist X4 = % ,
Xy = %-. Dieses Programm gewdhrleistet den Programmwert

(1,2) 4 2, _ 4
Z (5?;)—-2

5 -

Das SLP unter LPI-Bedingungen (49.7) ist gleichzeitig
ein Beispiel dafiir, daB die optimale LOsung kein Extremal-
punkt des Bereiches der zuldssigen Programme sein nuS.

Der Punkt x*(% , %) ist zwar ein Randpunkt (Verbindungslinie
der Ecken ig} iq), aber kein Extremalpunkt. Die Abbildung

(49.9) veranschaulicht das:

2
x* (% 2y
55
xR x



298

Die Punktemenge des Vierecks (ﬁq, %29 %5, iA) ist die

Menge der zuldssigen Programme und x* das optimale
Programm. Es liegt nicht in einem Extremalpunkt der Menge!
Satz (49.1) fiihrt zu interessanten spieltheoretischen
Schliissen [Owen 1971]:

1) Da jedes SLP unter IPI-Bedingungen fiir die Verteilung
der c(w> in der Zielfunktion offensichtlich als unend-
liches Spiel G[X, Y, M(x, y)] betrachtet werden kann mit
konvexen Polyedern X, Y als Strategienmengen (X - Menge

der zuldssigen Programme, Y - Menge der mglichen Verteilun=
gen iiber { c(°>} ) und entsprechender Zielfunktion M(x, ¥),
kann man Satz (49.1) als Existenz-Satz optimaler reiner
Strategien in solchen Spielen betrachten. Der spatere

Satz (49.2) ergibt die MOglichkeit einer algorithmischen
Bestimmung der Losung durch die Simplex-Methode. Genauer
formuliert, handelt es sich hier um folgendes: Im unendlichen
Spiel G[X, Y, M(x, y)] ist X ={x} die Menge aller
zuldssigen Programme und Y = {y} die Menge aller im
IPI-Bereich moglichen Verteilungen ¥y . Dann bleibt die
Bestimmung der Auszahlungsfunktion M(x, y). GemdB dem

Max Emin -Prinzip muB fiir jedes x zuerst der Auszahlungs-

' ] L]
vektor [c(q) x] = (c(q) Xseoos C(v) x) gebildet werden.
Diese Vektoren als Zeilen betrachtet, bilden die unendliche
Matrix Mgy, -

Dann wird die unendliche Matrix M,ye, aller im LPI-Bereich

mdglichen Vertellungen y gebildet. Die Auszahlungsmatrix
Moo (X y) ist dann:

Mooxco(x’ y) = Mooxcy © Moxos

Das Element in der x-ten Zeile und y-ten Spalte dieser
unendlichen Matrix ist offensichtlich das Skalarprodukt
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M(x, §) = (e(®'x1, v) .

In diesem unendlichen Spilel mufl im allgemeinen das
Supremun~Infinimum-Prinzip angewendet werden. Satz (49.1)
beweist, daB dieses Spiel in das endliche Spiel (49.4)
iberfiihrbar ist und daB die optimale Strategie dem Bereich
der reinen Strategien des unendlichen Spiels angehdrt,

daB also die LOsung von

()

sap inf ([e x], ¥)

£ T

mit der Ldsung von (49.4) dquivalent ist.

2) Beksnntlich [Luce, Raiffa 195771 filhren die beiden mit
dem Vektor (A, b, c¢) verbundenen dualen Programme zur
Losung eines symmetrischen Zweipersonen~Nullsummenspiels
mit folgender schiefsymmetrischen Spielmatrix M(4, b, c¢):

(49.10) Wl Xggeeey Xy | Tqoeees Iy
W 0 -c' b!
*1
. c (07 - A
M(A,bsc) = R
*n
I
. - b A [on
I
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Unter den Voraussetzungen des Satzes 49.1 wird die Spiel-
matrix (49.10) stochastisch mit den stochastischen Elementen
¢, ¢', fir die wir nun eine LPI kennen. Satz (49.1) zeigt
uns eine Lsungsmethode fir solche Spiele.

Wir beweisen folgenden Satz:

Satz 49.2:

. . o
Jedes SLP (47.1) unter IPI-Bedingungen fiir ¢ € {c( )}
188t gich in ein deterministisches lineares Programm

iiberfihren.

Beweis: 1) GemdaB (49.4) kann man das SIP in das Zwei-
personen-Null summenspiel

- [T(v)'}

Muxg = [Zi,j Tuxv VX g

umwandeln. i y
m/],, ® ¢ e mqs

2) Wenn die Spielmatrix fM]uxS = 1.
Mg eee Mo

nicht positive Elemente enthdlt, filhrt eine entsprechende
lineare Transformation zur Spielmatrix

IEl,],] s e e m,ls

49.11 M) =] .

mit positiven Elementen.

3) Jetzt erfolgt der bekannte Ubergang vom Spiel (49.11)
zum deterministischen linearen Programm:
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Wallgg + eee + W, =1
(49.12) R .
o o =
w,lmM + eee + wsmps 1
Wis eeos ws = 0
= !
Wy + oeee + W max

Dieses LP kann mittels der Simplex~Methode geldst werden.
Beim Rickgang zum urspriinglichen SLP muB bei Bestimmung
des Wertes des SLP die in 2) realisierte Transformation

berlicksichtigt werden.

§ 50. Zufallsvariablen in den Restriktionen. Der ILPI-Fall

In der Literatur {Z.B. Tintner 1972, Madansky 1962]
wird gewShnlich folgendes Modell analysiert:

(50.1) Prob (bi Zalx) 2k, ; 0=k, S4;1i=1, ceo, n

¢'x = max!

]
I
(@]
N
il

In diesem Modell (chance-constrained programming-CCP)
sind die Realisationswahrscheinlichkeiten der einzelnen
Restriktionen beschr8nkt. Das CCP-Modell wird in dem
Aufsatz nicht behandelt, da ein unmittelbares Einsetzen
des Max Emin—Prinzips wahrscheinlich nicht mdglich ist.
Wir wollen hier folgendes Modell betrachten:

(50.2) ax =b3 b€ {pl@l} o (M sV

P = (pr]a esv ey p\,); x=20; 2z = ¢'x = max .
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Darin ist b ein diskreter Zufallsvekbtor mit den Zustsnden

bﬁq), seey b(v>. Die Verteilung ¢ der Zusbtinde kann
bekannt oder nur teilweise bekannt sein (IPI (p)).

Die Schwierigkeiten dieses Modells sind groBer als die

des Modells mit ¢ als Zufallsvektor, hauptsdchlich
deshalb, weil in (50.2) der Bereich der zuléssigen
Programme variabel ist. Unter spieltheoretischem Aspekt
gibt es mit variablen Strategienmengen immer Schwierigkeiten.
Das eben ist der Grund, warum in (50.2) die Dualisierung
des Modells, die Jja den stochastischen Vektor in die Ziel-
funktion {ibertrdgt, nicht in Betracht kommt.

Man kann leicht an Gegenbeispielen zeigen, daB der
Dualitédtssatz hier im allgemeinen falsch ist. (Im Para-
graphen 49 wurde bewiesen, daB fiir die Glltigkeit des
Dualitétssatzes die vollstdndige Information iiber p und
der Fall Z > E hinreichend ist).

Es sei nun vorausgesetzt, daB im Modell (50.2) eine LPI
{iber {b(°>}vorliegt.

Zur Stabilisierung der Strategienmenge kann man ein dem in
[Tintner,Sengupta 1972] ghnliches Verfahren anwenden,indem
man eine Straffunktion (penalty function) fiir die Uber-—
schreitung der Gebiete der zuldssigen Programme einfihrt.
Fine derartige Uberschreitung bedeutet, daB fiir gegebene

o und i gilt: ‘

(50.3) aix > b§°); @ = Ty seey Vil =1, eoey, I .

Darin ist aix die linke Seite der i-tem Restriktion
und bi“) die i-te Komponente von b(a). Sei hga) die
"Strafe"fir die Einheitsiliberschreitung in (50.3).

Die gesamte Strafe ist dann (aix - b§°)) h§”> .
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Das Modell (50.2) betrachten wir jetzt spieltheoretisch:

. (&)
Die dem Db entsprechenden Strategienmengen (Bereiche

der zuléssigen Programme) begeichmen wir mit X ®). Fir

A (\
die Menge X = £ X\&/

e Destimmen wir ihre konvexe Hiille X.

Das konvexe Polyeder X = {x} ist die Strategienmenge des
Spielers I.Die Strategienmenge des Spielers IT ist die

Codl sems
Menge {-b w)} moglicher Zusténde des Zufallsvektors b .
Dann ist die Auszahlungsfunktion M(x, b("’)):

(50.4) M(X, b<°’)> = ¢'x - L (a!X - b(cx>> hg&) .
’ it i +

In der Summe (die Summe der "Strafen") werden offensichtlich

nur die i  Deriicksichtigt, fiir die ajx - bj(f") > 0.

Wir betrachten zwei Falle:

1) Die Verteilung P in (50.2) sei bekannt. Diese Annahme
fiihrt zu einer Risikosituation im der Form eines unendlichen
Spiels gegen die Natur:

(50.5) [X; @) ;5 ey mx, pl@))q,

Zu ihrer Losung fihrt das Bernoulli-Prinzip. Sei der
Erwartungswert der Auszahlung M bei der Verteilung ¢

E M(x, b(“')); p]. Die Maximierung von E erfolgt im
unendlichen Bereich 3_( und wegen der mdglichen Unstetigkeit
von M muB das Maximum durch das Supremum ersetzt werden.
Die optimale Strategie x* und den Entscheidungswert

erhdlt man also aus

sup E[M(x, b(a)); 0] = E[M(x*, b("’)); I
X
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2) In (50.2) ist nur eine LPI(P) gegeben, womit das Spiel

(50.6) GlX; {b(“j}; pI(r); M(x, ‘b(“))) vorliegt .

Sei | K.} die der LPI zugeordnete Exptremalpunkte-Menge.

%E&} - {ﬂ(r)} sei die Abbildung der Menge {Krﬁ in die
(r)y

Menge der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsgvektoren {p
Jedem x € X kann ein v -dimensionaler Auszahlungsvektor

-«

(50.7) % = ((x, bl mGx, b))
zugeordnet werden.

Wir definieren folgendes unendliches Zweipersonen-Null-
summenspiel :

(50.8) T Lo H (% o))y,

Die Auszahlungsfunktion M ist hier das Skalarprodukt der

Vektoren X und acr), also der entsprechende Erwartungs-—
wert. Es gilt folgender

Satz 50.1 :

Die Losung des SLP (50.6) mit LPI-Bedingungen iiber {b<a>}
ist mit der LOsung des Spiels (50.8) filir Spieler I

dquivalent.,

Beweisgsgkizze:

Die Anwendung des Maximin-Prinzips im Spiel (50.8) bedeutet,
dall jeder Strategie x € X der entsprechende minimale
Erwartungswert im Spiel (50.6) zugeordnet wird. Es ist also
ersichtlich, daB unter den angegebenen Voraussetzungen die
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Losung des SIP (50.6) aufgrund des Max Emin~Prinzips Zur

Lésung des Spiels [ in (50.8) fithrt.

Im Spiel T ist die Strategienmenge ¥ des Spielers I
eine konvexe lMenge, die des Spielers II eine endliche
Menge. Die Auszahlungsfunktion kann, gem&dB den Voraussetzun~
gen, im allgemeinen nicht linear sein. Die effektive
Bestimmung der allgemeinen LOsung ist hier unmdglich.
Dagegen 188t sich unter gewissen Voraussetzungen eine
approximative Ldsung finden. Es geniigt, eine Digkreti-
sierung der Menge X , also einen Ubergang zu einer ent-
sprechend "dichten" endlichen Menge, die als Approximation
der Menge X gelten kann, durchzufilhren. Die Diskreti-
sierung ist realisierbar, wenn die Zielfunktion fiir jedes

p(r) eine stetige Funktion von x ist.

Folgendes Verfahren wird angewendet. Es 1Bt sich immer
eine endliche Menge {x} VOX X so0 bestimmen, daB (mit
der Abstandsfunktion D{(x, %)) gilt

(50.9) ¥ x €% 13 & e {x} : D(x, :/;) < 8(e).

Danach kann man also jeden Punkt in X im Bereich von

{x} beliebig anndhern (D-Entfernung der Punkte). Aus (50.9)
und der Stetigkeit der Zielfunktion M folgt fiir das
unbekannte optimale x*:

A - A -
1% € ix} : | Mz, p<r>) - M(x*, P(r)) | <e,
also eine € -Approximation der LOsung. Der ProzeB der

allmdhlichen Verdichtung der Menge {x} filhrt also zu
entsprechenden € -LOsungen.

Eine andere Approximationsmethode stiitzt sich auf die
Linearisierung der Zielfunktion. Auf Einzelheiten dariiber
kann hier aber nicht eingegangen werden.
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§ 51. Der allgemeine Fell mit diskretem Zufallgvektor (4,b,c)

Im SLP

Ax=Db, x=20, 2 = ¢'x = max

sei w = (A,b,c) ein diskreter Zufallsvektor:

(51.1) w € iww” = {Age"),b(”),c("’)i;.@z TyeoayVa

Die Verteilung iiber {w(“> Pist 7 o= <§%’°”"§§)“

Jeder Anderung des Vektors w entsprechen gleichzeitige
Anderungen in A, b und c. Das bedeutet, daB mit der Ande ~
rung des Bereichs der zul@ssigen Programme {(verursacht durch

A und b) im allgemeinen sich gleichzeitig die Zielfunktion
andert (verursacht durch c).

Das Problem (51.1) behandelt man wie im § 50. Jedenm w(9>
entspricht eine Strategienmenge X<q). Man bildet die Summe
v

X = , x‘®)  una bestimmt evtl. auch die konvexe Hiille X.
o=

Die Straffunktion wird suf analoge Weise eingeflihrt, aller-

dings muB die Uberschreitungsbedingung (50.4) gedndert

werden:

(51.2) ai“) X bia) 3 o= Tseeesy Vi i=750uae,la

Hierin ist die Abhdngigkeit der a; von « berlicksichtigt.
Die Strategienmengen sind jetzt, analog zu § 50, X sowle
{w(d)i. Die modifizierte Auszahlungsfunktion ist

t t
(51.3%) M(x,w(a)) = c(“) X - T (aia) X - b§“>)h§g) .
i
Wieder kann man zwei Falle beriicksichtigen:

1) Die Verteilung P in (51.1) ist bekannt. Diese Annahme
fibhrt zu einer Risikosituation, die als unendliches Spiel
gegen die Natur betrachtet werden kann:

(51.4) [X; {w(’)} 3P M(x,w(”)ﬂ .

Das Bernoulli - Prinzip fiibrt wieder zur L&ésung; #Zhnlich
wie inm § 50 muB im allgemeinen der Supremum - Operator
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angewendet werden:
su Erm< (W>> ""'j
up E[M(x,w ; P17 .
X

Das algorithmische Verfahren ist hier recht schwierig. Eine
approximative Losung kann mittels des Diskretisierungsver-
fabrens erreicht werden.

2) Es ist nur eine LPI(F) bekannt. Das Entscheidungsmodell
ist:

(51.5)  ¢lx; {wl®) s w1(R); mex, w1,

Sei die der LPI(F) entsprechende Extremalpunkte-lMenge

{Kj}u Ihr entspricht die Wahrscheinlichkeitsvektoren~Menge
€3<3)} - Jedem x wird wieder der v -dimensionale Auszahlungs—

vektor X = (M(x, w(q)), ceesy M(x, w( 0)) zugeordnet.
Dann erfolgt,gemdB dem Max Emin~Prinzip, der Ubergang von
(51.5) zum Zweipersonen-Nullsummenspiel 1I:

(51.6)  TIXG;GEY; # - (%, 03,

Darin ist die Auszahlungsfunktion ﬁ das Skalarprodukt der
entsprechenden Vektoren X und 5(3).

Auf 8hnliche Weise wie in § 50 erfolgt der Beweis fiir

Satz 51.1:

Die Losung des SLP (51.1) unter LPI-Bedingungen fiir den
Zufallsvektor w = (A, b, ¢) ist mit der Losung des Spiels
(51.6) fiir Spieler I Hquivalent.

Fir den Algorithmus in (51.6) kann unter entsprechenden
Voraussetzungen auch hier die Diskretisierungsmethode
angewendet werden.
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§ 52. Stochastische nichtlineare Programmierung unter

LPI-Bedingungen

Die Modelle der stochastischen nichtlinearen Programmierung
sind kompliziert. Wir wollen uns auf eine kurze Betrachtung
der Anwendungsmoglichkeiten des Max EminmPrinzips in solchen
Modellen beschrénken,

Das allgemeine Modell der nichtlinearen Programmierung
lautet: Man maximiere die Funktionm

(52.1) f(x,, +s., X.) unter den Restriktionen
41 T

gj(x 5 eses xn) S0, J =1y eeey m} x4 = 0,

1 =1, e0e 4 N

Im stochastischen Fall wird im allgemeinen zusdtzlich
vorausgesetzt, daB der Vektor w der Koeffizienten in £
und gj ein Zufallsvektor ist. Ein Spezialfall ist die
stochastische quadratische Programmierung mit linearen
Restriktionen

(52.2) Ax =b, x 20, Q(x) = ¢c'x + x'Bx = max;

(A:mXn;x:nX1; b:rmX1;¢c:nx1; B:nXn).

1) Im einfachen IPI-Fall sind A und b gegeben. Vektor
wla) _ (c(“), B(“)) ist ein diskreter Zufallsvektor unter
LPI-Bedingungen. Die mdglichen Zielfunktionen lauten

Q<q)(x) = c(°)|x + x'B(a)x, @ = 1, veey V.

Die Verteilung ¢ iiber Q(Q)(x) sei nur partiell bekannt:
Es liege eine LPI(P) vor. Ibr sei die Menge [P(J>} aller

Extremalverteilungen (j = 1, ... , k) zugeordnet. Sei
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X ={:x} die Menge der in (52.2) zuldssigen Programme. Jedem
x € X entspricht der Zeilenvektor

[Q<“)(x)3 = {Q<1)(x),..., Q(v>(x)] aller mSglichen Werte
der Zielfunktion. Dann gilt folgender

Satz 52.1:

Zur optimalen Lésung x* von (52.2) fiihrt, gemdf dem
Max EminuPrinzip, das Maximin-Verfahren im unendlichen Spiel

(52.3) [x;5 (¢ 5 (™, 03y

max min ( [Q<u)(x)], D(j))
X ij}

= m:@n( [Q(Q)(X*>}, p(a)) .
{98

Beweisskizze:

Jedem Strategienpaar (x, D(j)) entspricht aufgrund des
Max Emin—Prinzips als Auszahlung das Skalarprodukt von

LQ(“)(X)] und {3, 1m allgemeinen Fall eines unendlichen
Spiels muB der Sup Inf-Operator angewendet werden. Im be-
trachteten Fall jedoch it die Auszahlungsfunktion

( [Q(“)(x)], P<j>) eine fiir jedes j im Bereich X

beziiglich x stetige Funktion und der Bereich X konvex
und kompakt. Die Extremalwerte werden also im Definitions—
bereich realisiert. Daraus ergibt sich die Moglichkeit des
Ubergangs zum Max Min-Operator.

Im Gegensatz zu (49.3) muB hier iiber X maximiert werden,
da eine Beschrénkung auf die Extremalpunkte wegen der Nicht—
linearitst wvon [Q(“)(x)] falsch wire.
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Die bekannten Algorithmen der gquadratischen Programmierung
[Henn, Kiinzi 1968.) fihren nicht zum Ziel. Eine approximative
Lésung folgt aus der Diskretisierungsmethode.

Interessant sind die spieltheoretischen Folgerungen aus Satz
52.1, indem man das behandelte Modell aufgrund des Kuhn-
Tucker-Theorems [Henn, Kiinzi 1968 ] als Zweipersonen-Null-
summenspiel mit entsprechenden stochastischen Elementen
interpretiert; auf Einzelheiten wollen wir hier jedoch nicht
eingehen.

2) Nun betrachten wir das allgemeine IPI-Problem:
w(a) - (A<°), b(w), c<“), Ba)); F o= My00e,V sei in (52.2)

ein Zufallsvektor unter LPI-Bedingungen. Hier sind die
Schwierigkeiten grdler, da eine gleichzeitige Anderung des
Bereiches der zul&ssigen Programme und der Zielfunktion
vorliegt. Es werden wieder zwei Fille berticksichtigt:

a) Der einfache Pall Z > E (Die Entscheidung folgt nach
der Zufallsrealisation). Der Wert V des stochastischen
Programms (52.2) mit einer IPI iiber {w(“2} kann aufgrund
des Max Emin-Prinzips folgendermaBen bestimmt werden:

Fir jedes w(“>; V(“>, z.B.
nach dem Beale-Verfahren, bestimmt [ Henn, Kiinzi 1968].

o = lyeesy v wird der Wert

Sei die der IPI entsprechende Extremalpunktemenge {Kj}
mit der Verteilungsmenge (pgj),..., psj%; J = Tyaeey 8
aquivalent. Dann gilt offensichtlich

v N
(52.4) Vv =min £ p{Ily(®)
J o=

b) Der Fall E * Z ist um vieles komplizierter- Da es

in (52.2) im allgemeinen zu gleichzeitigen Anderungen der
Strategienmenge und der Zielfunktion kommt, muBl man ein
Verfahren wie im § 50 anwenden. Nach der Einfiihrung einer '
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entsprechenden Straffunktion wird das Modell (52.2) zu
einem unendlichen Spiel, dessen Losung im allgemeinen Fall
recht schwierig ist. Eine spproximative Losung 18Bt sich
wie in (50.9) bei Voraussetzung der Stetigkeit der Ziel-
funktion mittels einer entsprechenden Diskretisierung
bestimmen.

§ 53, Stochastische dynamische Programmierung

Im sogenannten allgemeinen deterministischen Modell betrach~
tet man T Zeitperioden, (T + 1) Zustinde z2,( v= 0,1,...,T;

Zns Zp heiBen Anfangs~ bzw, Endzustand), endliche
Aktionsmengen Ry, Stufenauszahlungen ut(t = Tyeee, T)o

Es bestehen folgende Beziehungen und Funktionen:
(55-1) at € Rt; Rt(zt__q); ut<zt__1) at); Zt = S(Zt_,!, at>;
T = 15000y Te

Bei gegebenem Zn und Funktionmen im (53.1) hat der

EntscheidungsprozeB folgenden Verlauf:
Der Entscheidende wdhlt die Aktion a, € Rq(zo)'

Es folgt die Stufenauszahlung uq(zo, aq). Die Funktion 81
fliibrt zum Zustand 2, = gq(zo, aq). Der Entscheidende wdhlt
a, € Rz(zq) usw. SchlieBlich erfolgt die Endauszahlung

uT(ZT~1’ aT). Die graphische Darstelung dieses Prozesses ist:
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(53.2)

Die Aufgabe der deterministischen dynamischen Programmierung
lautet:
Bel gegebenem Zq und den Funktionen Rt’ Ups Zy

(t = 14000, T) maximiere man U(aq,..., aT) =

T
L ou, (2 s 8,0
R M

Die Losung (aﬁ,..,, ai) heiBt optimale dynamische Steuerung.

Sie bildet eine optimale Entscheidungsfolge. Der Ubergang
vom deterministischen zum diskreten stochastischen Modell
erfelgt, indem man die Auszahlungen ug und/oder die Uber-
génge von Ze g 2R Zy als stochastisch mit gegebenen

diskreten Verteilungen betrachtet. Auf diese Weise gelangt
man zu Risikosituationen. Wir bebandeln hier den Fall, in
dem fiir alle t fiir beide Zufallsvariablen ILPI vorliegen.
Die Aufgabe ist,aufgrund des Max Emin~Prinzips die optimale
Steuerung und den Wert des stochastischen dynamischen
Programms zu bestimmen. Es 18Bt sich folgender Satz beweisen:

Satz 55.1:

Die Losung des stochastischen dynamischen Programms (53%.2)
unter LPI-Bedingungen fiir die Zufallsvariablen uy und =z

t

(t = 1,020, T) filhrt zur Lisung eines Zweipersonen-Null-
summenspiels.
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Beweisgkizze:

1) Das Modell (53.2) wird als ein endliches extensives Spiel
gegen die Natur betrachtet. Es entspricht ihm ein endlicher

Entscheidungsbaum mit vollsténdiger Information (die Infor-

mationsmengen enthalten nur einzelne Ecken).

2) Es erfolgt der Ubergang zur Normalform: Die Menge X =1{ %}
der globalen Strategien des Entscheidungstrigers wird wie
iblich bestimmt. Zur Bestimmung der Menge ¥ = {7} der
globalen Strategien der Natur fiihrt ein etwas léngerer Weg.
Alle Zufallsvariablen Uy, zt(t = 1,005 T) werden als
Komponenten des diskreten zusammengesetzten Zufallsvektors
7 = (uq,..., Ups Zqseees T) betrachtet. Die Menge aller
mogllchen Zusténde von Z ist mit der Strategienmenge der
Natur Y dquivalent. Jedem Strategienpaar (X, y) entspricht
eindeutig ein Ast des Baumes. Die zugeordnete Auszahlung
M(x, y) wird dadurch bestimmt, daB die entsprechenden mini-
malen Auszahlungen dem Ast entlang addiert werden, gemaf
der Minimalforderung des Max Emin~Prinzips.

3) Bei Annehme der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen
Uqseees Uny Zgyeee, 2p folgt aufgrund des Satzes 20.1 die

Existenz einer aus den Komponenten LPI(u Dsenes LPI(ZT)
resultierenden LPI(ﬁ). Auf diese Weise erhalt man die
Normal form

(53.3) (% =1{x}; ¥ = (5}; wpr(d); m(x, 1.

4) Da (53.3) als eine iibliche Entscheidungssituation unter
LPI-Bedingungen betrachtet werden kann, erfolgt aufgrund des
Max Emin—Prinzips der Ubergang zum entsprechenden Zweipersonen-

Nullsummenspiel, Wez.b.w.

Satz 53.1 beweist die Existenz einer optimalen L&sung und
liefert gleichzeitig ein Verfahren, das zu ibhrer effektiven
Bestimmung fiihrt. Ahnlich wie in anderen mehrstufigen Ent-
scheidungen ist allerdings die Roll-back-Methbde einfacher
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anzuwenden. Gemdf dem Max EminmPrinzip mufBl die Reduktion

des Entscheidungsbaumes mit einer Minimisierung der ente
sprechenden Nutzenerwartungswerte verbunden sein.

§ S4. Markoffsche Ketten unter IPI-Bedingungen

Bekanntlich [Menges 1972] betrachtet man stochastische
Prozesse als einfache Markoffsche Ketten, wenn der Ausgang
eines beliebigen i-ten Versuchs allein den Ereignisraum des
nédchsten (i+1)-ten Versuchs und sein WabhrscheinlichkeitsmaB
bestimmt. Im weiteren werden nur endliche Markoffsche Ketten
betrachtet. Es sei vorausgesetzt, daB alle Versuche den-~
selben endlichen Ereignisraum E = {Aq,..., Aﬁ} haben.

Wir fiibren Ubergangswabhrscheinlichkeiten pij ein:
P;4= P(Aj { A;) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit des
{Ubergangs von Ay zu Aj'

Von wesentlicher Bedeutung in einer Markoffschen Kette ist

die Bestimmung des Anfangszustandes Ai und seiner
0
Wahrscheinlichkeit P(A. ) = p. .
0 o)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden gewdhnlich in
Matrizenform angegeben.

(54.1) nach A e o o A
von 1 n
A P1q = =+ Pyy
) ", . - p(@)
An Ppq =+ = ¢ Ppn
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Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten P(n) besitzt
offensichtlich folgende beiden FEigenschaften:

1) 0= pij S5 01 = Tyeees B3 J = 1y00e, 103

2) Vi i pi,j = 1 ,

Die Eigenschaften 1) und 2) bedingen eine sogenannte stochasti-
sche Matrix. Im weiteren wird PR stochastische Ubergangs-
matrix genannt. Bel bekannter Wahrscheinlichkeit des Anfangg-—
zustandes Aio und gegebener Matrix P<n) kann fir Jjede

Kette

(5402) K'\l : Ai —— Ai e e e 8 e A

0 i

4 v

(A yeeey A, € {Aq,..., Al D
(0] v

die Realisationswahrscheinlichkeit der Kette P(Kv) er-—
mittelt werden. Aus der Annahme der Unabhéngigkeit der ent-
sprechenden Ereignisse folgt

(54.3) P(K ) = P(Aio). P(Aiq | Aio) "t P(A4 ]Aiv 1)

L3

cl»opi

o« Ds o .
0 1otq w1ty

Wir flihren folgende Bezeichnungen ein:

r(o> sei die Verteilung der maglichen Anfangszustidnde Ai ’
. 0
r(l) die der i-ten Zeile der stochastischen Ubergangsmatrix

entsprechende Verteilung (i = 1,..., n). Die Markoffsche
Kette Kv ist also gegeben, wenn folgende Angaben vorliegen:
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(54.4) E = {fyy oees ats O D@
Diese Angaben sind fir die stochastische Begtimmung der
Kette Kv hinreichend aufgrund des folgenden Verfahrens:

1) Die Verteilung rCO) iiber E ermittelt (stochastisch)

den Anfangszustand Ai .
0]

2) Aufgrund der Verteilungen
allméhliche Kettenkonstruktion.

<1),,.,, r(n) folgt die

3) Es werden (v + 1) Kettenglieder (einschlieBlich des
Anfangsglieds) bericksichtigt.

Wir wollen den LPI-Fall betrachten. In praktischen mehr-
stufigen Entscheidungen liegt oft keine vollsténdige In-
formation {iber die Verteilungen r<0>, r<1>,..., r n) VOT .

Wir fibrem folgende Definitionen ein:

Def. 54.1:

Eine stochastische Ubergdngsmatrix P(n> unter IPI-Bedin-

gungen liegt vor, wenn mindestens eine der Verteilungen
r<1>,..., r(n)

mit einer IPI verbunden ist.

Def., 54.2:

Eine endliche Markoffsche Kette unter IPI~Bedingungen liegt

vor, wenn mindestens eine der Verteilungen r(o), r(ﬂ,...,r(n>

nit einer ILPI verbunden ist.

Es %ibt also LPI-Markoffsche Ketten mit bekannter Verteilung
0

r< fir den Anfangszustand und auch solche, fiir die r<o>

mit einer IPI verbunden ist.
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Beispiele:

11
1) E = {A,%, AQ} ; P(e) = f 2 H I‘(:O) = (P/“ pa)i
i 7
1p1(r (07 ). Py =Dy -
v o= 53 K5 Alo d Al,] -» Alz g Aia b Alq_ g A15 ©
2) B={hg &y a51 5 2@ 2 (L 3 1,
2 1
°© 3 3
3)_1212 1 2 (2)
P = T 3 3 LPI(r ) 94 = 9 = q§
Q4 4o q5

Die Beziehung (54.3) beweist, daB mit bekannten Verteilungen

r(o>, r(ﬂ),..., r(n) die Verteilung aller mdglichen

Realisationen der Markoffschen Kette K, Dbestimmt ist.
Diese Verteilung wollen wir im weiteren Realisationsver-
teilung einer endlichen Markoffschen Kette nennen.

Satz 54.1:

Die Realisationsverteilung einer endlichen Markoffschen
Kette K,, unter LPI-Bedingungen ist mit einer IPI ver-

bunden.

Beweis:

Es geniigt, Satz 20.2 {iber LPI-Bedingungen fiir einen Zufalls—
vektor im allgemeinen Fall (ohne Unabhingigkeitsannaghme)
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anzuwenden. Hier handelt es sich um einen Zufallsvektor
mit (v + 1) Xomponenten, die den Gliedern der Kette X

entsprechen. Die Verteilungen r<1) » r(n)
der Definition einer einfachen Markoffschen Kette die
einzigen bedingten Wahrscheinlichkeiten der Kette. Die ent-

Ay

sind gemalB

3 &6 9

sprechenden ILPI fur r<o>, r(1>,,.., r(n} determinieren
also gem&B Satz 20.2 die Existenz einer IPI fir die
Realisationsmdglichkeiten des Zufallsvektors, also fiir die
Verlaufsm&glichkeiten der Kette K, .

Der Beweis 18Bt% sich auch unmittelbar wie folgt durchfiihren.

Die Anzahl moglicher Realisationen i Ay g Ay
0 1

der Kette K, gleicht offenbar der Anzshl der Variationen

- ® ® O d Ai 7
v}

mit Wiederholung von 1n ZElementen zur (v+1)-ten Klasse:

an+1 = n\u‘/l . Die Wabrscheinlichkeit jeder Realisation

W

wird aufgrund der Verteilungen
A A A
(54.5) I‘( ) = (P,(l ),,.., ng ))5 A=0y150ee, 1

als Produkt von (v+1)entsprechenden Komponenten aus (54.5)
bestimmt. Auf diese Weise erhalten wir die Realisations-
verteilung der Kette K, : © = (wq,..., wnv+1 )

. A
Aus den bekannten LPI(r( )) A = 0,1,..., n erhdlt man
mittels entsprechender Produkte aus Ungleichungen der

LPI(r(”)) alle Aufschliisse liber die Komponenten Weyo Diese
Aufschliisse determinieren die IPI(w), also die IPI der

Realisationsverteilung der Kette K.
Das Beweisverfahren &ndert sich nicht, wenn nur gewisse

Verteilungen von {r(a)} mit ILPI verbunden sind.
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Belspiel:
E= {4y, &y} 5 v =25 2000 . (oaqs @)s 1) (Bys Bos
2 . (Vg ¥5)5 LPI(r(O>): aq = e LPI(r<1>): By = By

hY
IPI(r(EQ Y, =2 v n = 8.

1 2}

o= (O Upieens wg) 5wy = gl vy - e,

‘“’5 = Gqﬁg"{zﬂ w4 = 0’/]‘52‘!29 w5 = 0'2‘(11519 “’6 = 0'27'152,

2
W = ¥V 4s Yg = apYs.

7

Aus den LPI(r(“)) erhalten wir aufgrund der Produkte der
entsprechenden Ungleichungen:
. > . . = : =
IPI(w) : w, = w2’ w3 = wtp w5 w6, w7 w8.
Als Anwendung des Satzes 54.71 wollen wir folgenden besonderen
Fall der stochastischen dynamischen Programmierung des § 53
behandeln. Es werden (T + 1) Zeitperioden beriicksichtigt.
Am Anfang jeder Zeitperiode +t(t = 0,1,..., T) wihlt der
Entscheidungstriger eine Aktion a, aus der entsprechenden
diskreten Aktionsmenge Rt’ darauf folgt am Ende der Zeit-
periode ein Zustand (Situation) z; und eine Auszahlung
t
u, = u(at, zZg ) als Funktion der gewdhlten Aktion und des
t

folgenden Zustandes. Es sei vorausgesetzt, daB die Zustands~
folge eine einfache Markoffsche Kette bildet und von den
Aktionen des Entscheidungstriagers unabhidngig ist.

Die graphische Darstellung dieser mehrstufigen Entscheidung
ist:
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Jeder Vektor a = (ao, ) aT) mit a € R, (t = 0yeeey T)

wird als Strategie des Entscheidungstrégers betrachtet.
Ibhr entspricht, bel gegebener Realisation der Markoffschen
Kette K; die Auszahlung U(a, KT) als Summe der Teile

auszablungen:

T

4.6) \U(a, = I y 25 )
(54.6) (U(a, Kg) o u(ay th>

Wir wollen zwei F8lle beriicksichtigen:

a) Gegeben seien die diskreten Aktionsmengen Rt und die

Markoffsche Kette KT Pozg - z; 2 eee 7 Zg Es liegt
0 1 T

also die Zustandsmenge {zq,..., zn}, die Verteilung

(0)
flir den Anfangszustand Z5 s die stochastische Ubergangs-
0

natrix p(®) . [913] und die Anzahl von Kettengliedern
(T + 1) vor.

Dieser Fall entspricht offenbar einem endlichen extensiven
Spiel gegen die Natur bei vollst@ndiger Information iber
die Verteilung der Zusténde. Die Lisung erhdlt man also
nach dem Ubergang zur Normalform als LOsung einer Risiko-
situation. Es muB das Bernoulli-Prinzip angewendet werden.
In praktischen Beispielen jedoch liegen oft keine vollstén-
digen Informationen iiber die Markoffsche Kette

KT : zio P wee 7 ziT vor.

Wir betrachten z.B. den ILPI-Fgll:
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b) In (54.6) liegt die Markoffsche Kette KT nur unter
IPI-Bedingungen vor. Gem&8 Definition 54.2 ist also

mindestens eine der Verteilungen r<0), r(1>,..., r(n)
mit einer LPI verbunden.
Es gilt folgender Satz:

Satz 54.2:

Das Problem der stochastischen dynamischen Programmierung
unter IPI-Bedingungen fiir die entsprechende Markoffsche
Kette hat, gem8B dem Max Emin—Prinzip, mindestens eine

optimale Ldsung.

Beweis:
1) Das betrachtete Modell wird als extensives Spiel gegen
die Natur mit endlichem Entscheidungsbaum betrachtet.

2) Es erfolgt ein Ubergang zur Normalform. Die Menge {,i}
der globalen Strategien des Entscheidungstrigers wird wie
iUblich bestimmt. Die Strategienmenge der Natur ist mit der
Menge { K } aller méglichen Realisationen der Markoffschen

Kette dquivalent.

3) Jedem Strategienpaar (i, KT) ist ein Ast des Baumes
zugeordnet. Die entsprechende Auszahlung U(i, KT) wird
also gemdB (54.6) dadurch bestimmt, daB man dem Ast ent-

lang die Auszahlungen u(at, 25 ) summiert.
t

4) Aufgrund des Satzes 54.1 liegt fir die Realisationsver-
teilung ® aller mdglichen XKetten | KT} eine IPI(w) wvor.

5) Aus 1) - 4) folgt, daB die Normalform
[X1s (Kgb 5 TPT(w); U(X, Ep)]

als iibliche Entscheidung unter LPI-Bedingungen betrachtet
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werden kann. Nach dem Max EminuPrinzip existiert also
mindestens eine optimale Strategie X*, w.zZ.b.w.

Die effektive Besbimmung der LOsung erfolgt auch hier
nicht aufgrund der Normalform (algorithmisch schwierig),
sondern mittels der Roll-back-Methode. Allerdings ist auch
dieses Losungsverfahren flir gréBere T mit betridchtlichem
Arveitsaufwand verbunden.

§ 55. Stochastische Spiele

Wir betrachten folgendes Modell des stochastischen Spiels

[Shapley 1953 ]: {Fq,__,, fr} sei die Menge der komponenten

Zweipersonen-Nullsummenspiele. In rk ist die Strategien-

menge fiir I (Gg’-~'v Gi ), fur II (ﬁ%,..., Bk ). Die
k

Dy

Auszahlungen sind

k k
k k k 0 1 T
(55.1) M (ai_(a aJ) = aij + (pij S, pij r1,~~-$ pij FI.)
. Ko LS

bei P; ;] > 0; pij“i Oy (1 = 1yeaey )3

r k.

z pi; = 1.
1=0 9

Dem Strategienpaar (ag, bg) im Spiel Fk werden also die
Auszahlung aﬁj und zusdtzlich ein Stop S im weiteren
Spiel mit Wahrscheinlichkeit pig >0 ;nd die komponenten
Spiele Fl mit Wahrscheinlichkeiten pié

zugeordnet. Mit (I} Fk) bezeichnen wir das stochastische

(l = 1v'--3 I‘)

Spiel (55.1) das mit Fk beginnt. Der Vektor (n; wg,..., W

bedeutet, daB n-mal gespielt wurde und daB fiir das (n+1)-=te

9
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Spiel 51 Spieler I wg erb8lt (1 = 1,¢0., r). Im n-ten

Spiel haben wir also die Auszahlung fiir Fk:

k
=k Lk k = 1.0
(55.2) M(“i-p pJ> = aij + lg’l pij Wy o

Dieses Verfshren kann riickwdrts analysiert werden.
Wir definieren noch

(55.3) wg = val I X7, L, Wl
(¥ = 1,00, T 3 Y = Treaey D)o

W; ist der aufgrund des Maximin~Prinzips bestimmte Wert

(Value) des Spiels fa beim Riickgang auf Y. Man kann such

eine Transformation T einfilhren mit

(554) Tlwgyeee, W) = [Val PGy eew)yene,
Val rr(wq,..., wr)]. Also:
T(wg,..., wg) = (wq,..., wl); TE(WS,..., wg =
= T(wq,..., w:) =(w$,..., wi), oo

Tn(wg,..., wg) = (w?,..., wg).

Shapley bewies [19537], 4daB

1) unabhéngig von (wg,..., wg) immer existiert:

(55.5) lim T°(u3,..c, wd) = (wi,..., wi).
n—m
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2) Das r-Tupel (w%,.,,, w;) das einzige ist, das
(55.6) T(W%*?'-v’ W;) = (w%&oov'w W;)

erfillt.
Man kabn slso (wf,..., w¥) als einzige LOsung des Systems
4 T

(55.7) wy = Val Fk(wq,..., wr); K= Tyoeey T

betrachten,

3) Im stochastischen Spiel (T} Fk) hat Spieler I eine
maximinimale Strategie, die aus den maximinimalen Strategien
in Fk(w%,..., w;); K= 1,000, I Dbesteht.

Der Wert des Spiels (F; Fk) ist fiir I gleich W

Fir Spieler II fihrt die minimaximale Strategie zu -w;.

Jetzt wollen wir das Modell (55.1) #ndern, indem wir die
bekannten Verteilungen der Zufallsvariablen durch gegebene
ILPI ersetzen. Es ist offensichtlich, daB dieser Fall in der
Praxis eine wesentliche Bedeutung haben kann. Uber die

. Ko _Eq LN
Verteilungen (pij’ Pjjoeees pij) liegen also nur LPI vor,

wobel immer pig > 0 gilt (positive Stop -Wahrscheinlichkeit,
also mit p = 1 eine endliche Folge von Spielen). Aufgrund

des Max Emin-Prinzips wollen wir Jjetzt die optimalen

Strategien und den Wert des stochastischen Spiels (T Fk)
bestimmen.
Unter den neuen Voraussetzungen gilt folgender modifizierter
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Batz 55.7:

(55.8) 1) ¥(u3,..., wo): lim 1 (W35 ees WO =
n Max E ..

= (w;,..., w;).

2) Das r-Tupel ist das einzige, das die Gleichung

(5509> TM&X Emj.];](w:?,’..’ W;) = (Wj‘(v--*s W;)

erfiillt, (w;,..., w;) ist die einzige LOsung des Systems

(55.10) we = Valy o 5 fk(wq,..., wr); K ="1500e, Tu
‘min

3) im stochastischen Spiel (T; Tk) unter IPI-Bedingungen

hat Spieler I eine Max Emin—Strategie, die aus den

Max Emin—strategien in

(55.11) I‘k(w:;,..., w;); XK =1y00ey T

besteht.
Der Max E . -Wert des Spiels (r; Fk) ist fiir Spieler I

gleich wﬁ. Fir Spieler II <fihrt die Min EmaX—Strategie

zZu  -W¥.
R

In (55.8) und (55.9) bezeichnet der Operator T die
Max Emin

in (55.4) definierte Transformation T, bei der die ent-
sprechenden Werte (Val) aufgrund des Max Emin-Prinzips

bestimmt werden. In (55.10) ist Val der Operator
Max Emin

fir die Wertbestimmung des Spiels aufgrund des Max Emin-
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. . ) . ] . . c
Prinzips. Die Max Emin“ und Min EmanSLrateglen in (55.11)

sind die aufgrund des LOsungskriteriums angewendeten optimalen
Strategien des Spielers I Dbzw. II.

Der Bewels des Satzes verlauft analog zum Fall bekannter
Verteilungen [Shapley 1955], wobel aber das Maximin~Prinzip
durch das Max Emianrinzip ersetzt wird. Das algorithmische

Verfahren stiitzt sich auf (55.10). Im allgemeinen kann nur
eine approximative Losung durch eine iterative Methode
bestimmt werden.

§ 56. Sensitivitidtsanalytische Untersuchungen in der
stochastischen Programmierung unter LPI-Bedingungen

Wie bisher ist der Ausgangspunkt fiir die sensitivitdts-—
analytischen Untersuchungen in der stochastischen Programmie-
rung unter ILPI-Bedingungen der Entscheidungswert bzw. hier
der Wert des betreffenden Programms. So fiihren die Sdtze

50.1 und 51.1 zum Wert des stochastischen linearen Programms
(SLP) unter ILPI-Bedingungen fiir den Koeffizienten-Vektor ¢
der Zielfunktion bzw. fiir dem Vektor (A, b, c¢); Satz 52.1
ermittelt den Wert des stochastischen quadratischen Programms
und Satz 5%.1 den Wert des stochastischen dynamischen
Programms. Die Sdtze 54.2 und 55.1 gelten in Programmen
Markoffscher Ketten bzw. stochastischer Spiele, in beiden
Fallen unter LPI-Bedingungen.

Im Zusammenharg mit dem Wert des Programms ist folgende
Tatsache zu beachten. Das Max Emin~Prinzip fiibrt in allen

behandelten Fallén zur Ldsung. Die auf diese Weise bestimmten
optimalen Strategien x* miissen nicht eindeutig sein,
wohingegen der Entscheidungswert V (x*), also der Wert des
Programms, immer eindeutig ist in dem Sinn, daB V (x*) die
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groBtmbgliche Nutzenerwartung ist, die der Entscheidungs-
tréger mindestens erreicht. Der Wert des Programms ist
alsc im stochastischen Sinn gewdhrleistet und deshalb mit
einem Grad der stochastischen Unbestimmtheit verbunden.

Die Sensitivitédt eines Programms wird immer im Sinn der
Sensitivitét des Wertes des Programms gegeniiber méglichen
Datené&nderungen des Programms betrachtet. Daher singd
sensitivitédtsanalytische Untersuchungen immer mit der
Bewertung von Informationséinderungen, also mit dem Informa-
tionswert verbunden. In den dynamischen Modellen fiibrt die
Bewertung der Informations8nderungen zum dynamischen
Informationswert.

Hier ein Beisgpiel der Bestimmung des Informationswertes im
Modell eines stochastischen linearen Programms (SLP)
unter LPI-Bedingungen. Wir betrachten noch einmal das
Beispiel (49.7). Die optimale Strategie ist hier

x* = 5,-3) und der Wert des Programms (1 2)(% 2) 4

Bei vollsténdiger Ignoranz iiber die Wahrscheinlichkeiten

P(z(q)jund P(z(e)) ist die reduzierte Nutzenmatrix

I 2 1 5 2.}. Das Maximin-Prinzip fiihrt hier wieder im
% 2

L2323

Bereich der gemischten Strategien zum Wert 2 % . In dem Fall
kOnnen wir also behaupten, daB der Wert des Ubergangs von
vollsténdiger Ignoranz iiber die Verteilung der zwei moglichen
Zielfurktionen zur IPI(p) Py = P, Null ist.

Das im §54 betrachtete Modell (54.6) ermSglicht die Bewertung
von Informationsdnderungen beziliglich der Markoffschen Kette
unter LPI-Bedingungen. Wieder wird nur der entsprechende
Zuwachs des Wertes des Programms in Betracht gezogen.

Im § 29 wurde das Problem der optimalen Informationsé@nderung
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(optimale Steuerung) in einer Entscheidungssituation er-
6rtert. Der dynamische Fall wurde im § 43 betrachbet. Die
Losung dieses Problems ist gleichzeitig Antwort suf die
Frage, welche Komponenten des Modells die griBte Sensitivie-
tdt besitzen. Im Bereich der mathematischen Programmierung,
wie auch in prakitischen Beispielen der stochastischen
linearen, nicht linearen und dynamischen Programme ist diese
Frage von wesentlicher Bedeutung. Allerdings kdnnen die
behandelten Methoden nur dann angewendet werden, wenn die
Menge aller mdglichen Informationsénderungen vorliegt.

Im § 44 wurden Adaptionsprozesse in mehrstufigen Entschei-
dungen betrachtet. Es wurde auch der Begriff des Wertes
eines Adaptionsprozesses eingefiihrt. Adaptionsprozesse
finden eine wesentliche Anwendung in der stochastischen
dynamischen Programmierung, in stochastischen Spielen, in
dynamischen Entscheidungen mit Markoffschen Ketten, Jjeweils
unter LPI-Bedingungen. Es handelt sich immer um die Beriick-—
sichtigung der gewonnenen zus#tzlichen Informationen und

um den entsprechenden Ubergang vom bisher betrachteten
optimalen Ast des Baumes zum neuen, der den neuen Informa-
tionen besser angepaBt ist. So konnen z.B. in dynamischen
Entscheidungen mit Markoffschen Ketten unter LPI-Bedingungen
die Adaptionsprozesse mit der Veranderung der LPI-Daten
iber die stochastische Ubergangsmatrix verbunden sein.

Der Wert des Adaptionsprozesses kann dann als entsprechender
Zuwachs des Entscheidungswertes bestimmt werden.

Wieder ist zu beachten, daB sensitivitatsanalytische Unter-
suchungen im Bereich der in diesem Kapitel behandelten
Programmierungsmodelle unter IPI-Bedingungen nur aufgrund
des Max Emin—Prinzips méglich sind.
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§ 57. Der Grad der stochastischen Unbestimmtheit des
Entscheidungswertes in der IPI-Programmierung

Die in diesem Kapitel erdrterten Methoden fiihren zur
Bestimmung des Wertes behandelter Programme unter ILPI-
Bedingungen. Dieser Wert ist fiir den Entscheidungstréiger
immer stochastisch gewdhrleistet, allerdings nicht immer
mit dem gleichen Grad der stochastischen Unbestimmtheit
(SUE). Auch ist die LPI-Entropie in diesen Modellen ver-
schieden.

Wir geben eine kurze Ubersicht der in diesem Kapitel
abgeleiteten Programmwerte vom Standpunkt der ihmen ent-
sprechenden Grade der SUE aus. Es ist plausibel, daB bei
der Bewertung von Programmen nicht nur der Programmwert,
sondern auch der Grad der SUE in Betracht gezogen werden
mufBl. Dabei ist gemdB (38.4) fiir den Grad der SUE einer
Entscheidungssituation die Anzahl der Zusténde der mit ihr
dquivalenten Risikosituation ausschlaggebend. Aufgrund des
Satzes 38.1 &ndert sich dieser Grad nicht, wenn bei der-
selben Anzahl von Spalten fiir ihre Verteilung nur eine

LPT vorliegt.

; Wir beginnen mit dem stochastischen linearen Programm (48.2)

g bei LPI-Bedingungen fiir den Vekbtor c(q $ ¥ = 1,000y Ve
Gem8B Satz 49.1 ist das Modell #quivalent mit dem Zwei-
personen-Nullsummenspiel (49.4) Dabei ist s die Anzahl
der Extremalverteilungen, die der gegebenen LPI iiber

c(“) entspricht. Aufgrund der Ergebnisse im § 38 ist der
Grad der SUE dieses Modells im Bereich der reinen Strategien

G(s) und im Bereich der gemischten Strategien G(p’s).

Ennlich wird aufgrund des Satzes 50.1 der Grad der SUE
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bestimmt filr den Fall, daB im SIP (48.2) LPI-Bedingungen

(
fir den Vektor b‘w>; @ = 1,..., ¥ voriiegen und nur der
Bereich der reinem Strategien berilicksichtigt wird. Hier ist

(8)

der Grad wieder G

Wegen der unendlichen Strategienmenge X in (50.8) ist

die Bestimmung des Grades der SUE im Bereich der gemischten
Strategien schwieriger. Wir beschrinken uns auf die Approxi-
mation des Spiels mittels des in (50.9) angegebenen Diskre-
tisierungsverfabrens. Mit 1 als Anzahl der berficksichtig-

ten Strategien ist der Grad der SUE G(sl).

In allgemeinen Fall der SLP mit IPI-Bedingungen fir den

Vektor w(“> = (A(“), b(a), c(“));q = 1,000, ¥ wWird der
Grad der SUE auf enaloge Weise bestimmt.

Wir erhalten fiir den Bereich der reinen Strategien wieder

G(S) mit der Anzahl s von Extremalverteilungen fir die
entsprechende LPI. Hier kann s wegen der Zusammensebzung

der Komponenten A(“>, b(a>, c(“) in w(a) im Vergleich

mit den LPI-Fdllen fir pla) und c(“> allerdings erheb-
lich grofer sein.

Dasselbe Verfshren kann:man im Fall der guadratischen
Programmierung mit linearen Restriktionen (52.2) anwenden.
Satz 52.1 bestimmt den Grad der SUE im Bereich der reinen
Strategien. Beim Ubergang zu gemischten Strategien wird
wieder das Diskretisierungsverfahren angewendet und der
Satz 38.2 beriicksichtigt.

SchlieBlich zur stochastischen dynamischen Programmierung
unter IPI-Bedingungen. Zum Wert des Prograsmms fiibrt das
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Spiel (53.3). Da die Zustandsmenge mit der Menge aller
o

o

Zusténde des Vektors % = (zq,a,., Zps Ugseeas uT)

Vas
dquivalent ist, muB die Anzahl V mdglicher Zustinde der
einzelnen Komponenten beriicksichtigt werden.

»
Sei V(zy) = €5 ?(ui) =733 1="1,c0., T. Wegen der Unab-

héngigkeit der komponenten Zufallsvariablen folgt

& B T
und daraus, daB der Grad der SUE im betrachteten Modell

T
(‘W gini)

g =1 ist.

Dieses Ergebnis ist typisch fiir mehrstufige Entscheidungen.
Der Grad der stochastischen Unbestimmtheit des Entscheidungs-
wertes wachst betrdchtlich mit der Anzahl der Stufen der
Entscheidung. Fir §i =My = 2; 1 =1,000, T und T =5

z.B. erreicht der Grad der SUE schon G(EO).

Zum AbschluB betrachten wir noch den Grad der SUE im Modell
der stochastischen dynamischen Programmierung mit einer
Markoffschen Kette unter LPI~Bedingungen. Der Grad der SUE
folgt aus der Anzahl aller mdglichen Realisationen der

. e 2
Markoffschen Kette Kv : AiO i A11 P aes Aiv.

+1 v+1)

Sie ist gleich n"*", Der Grad der SUE ist also G(n

Fir n =5, v =4 2z.B, ist der Grad der SUE (3125 L1450
eine stochastische Unbestimmtheit, die mit der Unbestimmt-
heit einer Risikosituation bei 3125 Zustinden dquivalent ist.

Es sei noch bemerkt, daB in den letzten zwei Fdllen nur der

Bereich der reinen Strategien beriicksichtigt wurde.,
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§ 58. Weitere mbgliche LPI-Betrachtungen in der stochasti=~

schen Programmierung

Lhnlich wie das sechste wollen wir auch dieses Kapitel mit
weiteren moglichen IPI-Einsdtzen in der stochastischen
Programmierung abschliefen.

1) Die Bestimmung der LPI-Bedingungen in stochastischen
Programmen kann mit Stichprobenverfabren und mit statisti-
scher Inferenz verbunden sein. Die abgeleiteten Sdtze
konnen dann als S@tze iber entsprechende statistische Ent-
scheidungsfunktionen betrachtet werden. Als Programmwert
muB man denn ggf. einen vierdimensiomnalen Vektor in
Betracht ziehen (optimale Strategie, Entscheidungswert,
Grad der SUE, Konfidenzzaghl). In dynamischen Programmen
gelangt man auf diese Weise zu entsprechenden Sequential-
Analysen (siehe FuBnote auf S.152).

2) In allen Betrachtungen konnen, #hnlich wie im § 28,
LPI-Bedingungen mit offenen konvexen Polyedern eingefiihrt
werden. Dabei kann auf diese Weise in manchen behandelten
Programmen die optimale LOsung auf e¢-—optimale Strategien
beschrinkt sein.

3) In den sensitivité@tssnalytischen Betrachtungen der
erorterten Programme kann 3die Bewertung von A-priori- und
A~-posteriori-Informationen beriicksichtigt werden.

4) In der stochastischen Programmierung unter LPI-Bedingungen
konnen auch besondere Félle stetiger Verteilungen behandelt
werden.

5) Die Einfiihrung entsprechender bedingter Wahrscheinlichkei-
ten ermdglicht eine allgemeinere Betrachtung der IPI-
Programmierung, indem man die Voraussetzung der Unabhingig-
keit von entsprechenden Zufallsvariablen fallen 1#B%t.
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6) Die in diesem Kapitel betrachteten stochastiscben
Programme unter IPI-Bedingungen kdnnen auch, wie im § 34
gezeigt wurde, aufgrund modifizierter Hurwicz— und Hodges-
Lehmann-LOsungsprinzipien oder auch aufgrund des Adaptions—
kriteriums (§16) behandelt werden.




SchluBwort

Zum Schlusse mochten wir noéh ganz kurz die Probleme
anreiBen, die wir nicht behandelt haben, und angeben,
welche davon wir zuklinftig zu behandeln beabsichtigen.

Als einen gewissen Mangel unseres Buches empfinden wir,
dal wir nicht auf die empirische Herkunft der Nutzen-
funktionen Riicksicht genommen haben. Unsere Theorie
paBt direkt nur auf individuelle und nicht auf kollektive
Entscheidungen, d.h. die ganze inzwischen ausgedehnte
Social Choice Theory wurde vernachléssigt, ebenso wie
die Probleme, die mit dem sog. Arrow-Paradoxon zussmmen-
b8ngen, Die Losung dieser Fragen iUberlassen wir anderen,
z.B. Heinz J. Skala, der das Material bereit hat, um eine
grundlegende Wende in dieser Sparte herbeizufiibren.

Wir sind such nicht im einzelnen suf die wissenschafts-
theoretischen Implikationen eingegangen, obgleich diese
von uns im Prinzip aufgezeigt wurden [ Menges-Kofler 1975 ]
und obgleich der Inhalt des ganzen Buches wissenschafts-
theoretisch interpretierbar ist, wern man die Aktionen
als kognitive auffaBt und die Nutzenfunktionen als sog.
"epistemische Nutzenfunktionen". Der wissenschafts~
theoretische Standort der LPI~Theorie selbst kann im
Rahmen der objektiven Theorie des induktiven Verhaltens
gesehen werden, welche ihrerseits unvertréglich ist
nit dem Wahrscheinlichkeitssubjektivismus und den Be-
strebungen im Rahmen des sog. "integrierten Axiomen-
systems" (Bavage).

Die Analogie der LPI-Theorie zur Theorie der weichen
Modellbildung (H. Wold) haben wir zwar in §14 aufge=~
zeigt, doch haben wir die beiden Theorien noch nicht
vereinigt. Dies zu tun, schwebt uns indessen durchaus
vor. Wenn es gelingt, wird besonders die Okonometrie
davon profitieren.
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Sodann sind wir absichtlich nicht ndher auf die
statistischen Quellen der ILPI~Information und sonstige
statistische Implikationen eingegangen, obgleich wir
diesen Fragen in §19 anl&éBlich der Erdrterung der Be-
deutung der LPI bei der Hypothesenpriifung und Prognose
nahekamen. In einer in Vorbereitung befindlichen ge-
meinsamen Publikation mit dem Titel "Statistische
Methoden bei partieller Information" werden Jedoch die
Probleme der statistischen Inferenz, die zu LPI-In-
formationen flihren, im einzelnen untersucht. Insbesondere
handelt es sich dabei um Probleme der Hypothesenprii-
fung, der Parasmeterschitzung und der Prognose, die als
IPI-Probleme betrachtet werden. Dabei wird es notwendig,
eine neue Komponente des Entscheidungswertes, eine
Konfidenzzahl, einzufiibren. Bei gewissen statistischen
Inferenzen (z.B. bei der Hypothesenpriifung) muB der
IPI-Begriff erweitert werden. Es wird der Begriff der
LPI hoéherer Ordnung eingefiihrt (z.B. eine Verteilung
liber gewissen komplementdren LPI). In weiteren Be-
trachtungen werden LPI-Einsdtze in den fiir die heutige
Praxis so wichtigen Monte Carlo-Methoden eingefiihrt.
Auch Anwendungsmdglichkeiten von LPI-Methoden in eine
fachen Okonometrischen Nodellen sollen dort erdrtert werden.
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